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1. Przedmiot wyktadu. Ogdlna teoria wyboru

1.1. Literatura

Wyklad oparty jest w wiekszosci na podrecznikach Mas-Colell, Whinston i Green [1] i Varian
[2].

Notacja skryptu jest w wiekszosci zgodna z uzyta w podreczniku [1].

Dla tych, ktorzy checa poczytaé cos tatwego, przyjemnego i po polsku, poznaé intuicje pole-
cam Variana [3]

1.2. Mikroekonomia — co sie pod tym kryje

Mikroekonomia — matematycznie sformalizowany dzial ekonomii opisujacy podejmowanie
decyzji przez jednostki (m.in konsumentéw i producentéw) oraz zagadnienia réwnowagi zwia-
zane z interakcjami tychze podejmujacych decyzje (modele rynkéw). Zwyktemu ” przecigtnemu
$miertelnikowi” stowo ”ekonomia” kojarzy sie przewaznie na jeden z czterech sposobéw jako:

1) spos6b na zarobienie duzych pieniedzy (oczywiscie bez ponoszenia ryzyka);

2) kolumny cyferek, ktére dodaja ksiegowi, aby na konicu uzyskaé¢ ”winien = ma”;

3) zbiér magicznych regul okreslajacy, jak w reakcji na okreslone dziatania politykéw zachowa
sie gospodarka (cokolwiek by to stowo znaczylo), a co za tym idzie: czy bede mial prace, ile
zaplace za benzyne...

4) wielkie oszustwo, ktérym politycy usprawiedliwiaja swoje bledy.

zaden z tych opiséw nie tylko nie obejmuje mikroekonomii, ale nawet nie ma z nia nie-
pustego przeciecia: (1) to finanse, (a raczej fikcja o finansach, jako ze podstawowa prawda w
ekonomii jest stynne "no free lunch”, czyli "nie ma czego$ takiego, jak obiadek za darmo”); (2)
to rachunkowosé, a (3) i (4) to makroekonomia.

7 punktu widzenia matematyka to wlasnie mikroekonomia jest najciekawsza dziedzing eko-
nomii: jest najbardziej zmatematyzowana (oczywiscie poza rachunkowoscia, ale trudno mate-
matyke w rachunkowosci uznaé za ciekawa).

Mikroekonomia nie odpowiada na pytania ”jak zachowa sie gospodarka” ani ”co zrobié, zeby
zarobic” .

Opisuje zachowanie jednostek: ludzi lub firm (najczesciej nazywanych konsumentami i pro-
ducentami, cho¢ bedziemy tez uzywac takich okreslen jak agent czy gracz, w rozumieniu znacz-
nie szerszym niz potoczne) i okresla, jak skumulowane (w ekonomii uzywamy terminu ”zagre-
gowane” do okreslenia wielko$ci skumulowanych, lacznych; i czasownika ”agregowac”) efekty
indywidualnych decyzji prowadza do réwnowagi.

Tak wiec cata mikroekonomie w uproszczeniu mozna sprowadzi¢ do dwéch zagadnien: teorii
wyboru i réwnowagi.

Naszg analize rozpoczniemy od teorii wyboru.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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1.3. Ogdblna teoria wyboru

W ogdlnej teorii wyboru mamy jednego podejmujacego decyzje (zamiennie uzywa sie pocho-
dzacego z angielskiego terminu agent). Wybiera on ze zbioru mozliwosci, przy czym w konkretnej
sytuacji musi ograniczy¢ sie jedynie do aktualnie dostepnego zbioru budzetowego.

Zbiér mozliwoséci X w najbardziej ogblnej postaci zawiera wszystkie fizycznie osiagalne wek-
tory o wspotrzednych oznaczajacych wszystko, co moze mie¢ wartos¢ dla podejmujacego decyzje:
konsumpcja, wolny czas, pieniadze, udzial w loteriach, zysk, oszczednosci na przyszloéé itd.
Mozna to ciggnaé w nieskonczonosé. Zazwyczaj jednak ograniczymy sie do skonczenie wymiaro-
wego zbioru mozliwosci i to niewielkiego wymiaru, czyli przyjmiemy, ze w konkretnym zadaniu
decyzyjnym bierzemy pod uwage tylko niektore czynniki, redukujac ztozonosé nawet do dwéch
wymiaréw — interesujace nas w danej analizie dobro i pieniadze na zakup innych.

Rodzina zbioréw budzetowych B to rodzina niepustych podzbioréw zbioru mozliwosci za-
wierajacych punkty osiagalne przy pewnych ograniczeniach (np. chociaz doba ma 24 godziny,
to moge pracowaé nie wiecej niz 12; mam 100 zlotych i przy danych cenach nie moge kupié¢
towaréw za wiecej).

Przyktad 1.1 (Walrasowskie albo konkurencyjne albo rynkowe zbiory budzetowe By, ). Naj-
czedciej w wyborze konsumenta mamy do czynienia z sytuacja, gdy na rynku jest n dobr
(X' =R%, czyli [0, +00)"), dany jest wektor cen rynkowych p, a my mamy do dyspozycji okreslo-
ny dochéd m do wydania. Wéwczas zbiér budzetowy ma postaé¢ By, = {x € R} : plz <m}.

Cwiczenie 1.1. Zobaczyé, jak zmnieni sie Walrasowski zbiér budzetowy na plaszczyznie przy
a) wzrodcie ceny dobra x1,
b) wzroscie dochodu,

¢) réwnoczesnym wzroscie cen obu débr przy zachowaniu ich relacji.

Cwiczenie 1.2. J aka posta¢ bedzie mial zbiér budzetowy, jesli na pierwotny Walrasowski zbiér
budzetowy B, ,, na plaszczyZnie nalozymy dodatkowe ograniczenia.

a) Fundusz celowy (na przyklad na zywno$¢, ubranka dzieciece czy wyksztalecenie) — z
posiadanego majatku m kwota m moze by¢ wydana tylko na x;.

b) Reglamentacja pewnego dobra czyli kartki (na mieso, benzyne itd) — $cista reglamentacja.
Nie mozna kupié¢ wiecej x1 niz K (tyle, ile na kartce).

c¢) Reglamentacja pewnego dobra czyli kartki — nieécista reglamentacja (na przyklad z czar-
nym rynkiem albo specjalnymi sklepami ”wolnorynkowymi”).
Moge konsumowaé wiecej x1 niz K, ale za nadwyzke ponad K ptace p1 > p;.

d) Jedno lub oba dobra konsumowane w catkowitych ilociach.

e) Dobra, ktérych konsumpcja wzajemnie sie wyklucza.

Cwiczenie 1.3. Zapisaé¢ jako Walrasowski zbiér budzetowy zagadnienia podazy pracy.

Mam do dyspozycji L godzin do podzialu na prace L i czas wolny R. Za godzine pracy
otrzymuje stawke placy w. Zarobione pienigdze przeznaczam na zakup dobr konsumpcyjnych ¢
(dla uproszczenia o cenie 1).

Sprobowadé zinterpretowaé ekonomiczne znaczenie zmiennych wystepujacych w réwnaniu.

Wskazowka. RozwazZane dobra to czas wolny i pienigdze na konsumpcje.

Zinterpretowaé R, w i L-w mozna na podstawie tego, w jakich miejscach znalazty sie w nieréw-
no$ci — odpoczynek jest dobrem, ktore kupuje po cenie w, a mdj majgtek to wartosé pieniezna
mojego czasu.

Cwiczenie 1.4. Jak zmieni sic Walrasowski zbiér budzetowy zagadnienia podazy pracy w
nastepujacych sytuacjach.
a) Ograniczenie urzedowe czasu pracy typu ”co najmniej” lub ”co najwyzej”.
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b) Wyzsza placa za nadgodziny: za czas pracy powyzej pewnego L<L- ustawowego czasu
pracy — dostaje stawke ptacy py > p.

c) Podatek dochodowy progresywny z progiem: w uproszczeniu od kwoty powyzej pewnego
¢ (kwota, powyzej ktérej tapie si¢ na wyzszy prog) place podatek o stawce t.

Cwiczenie 1.5. Wybor miedzyokresowy dla doskonalego systemu finansowego ”bez tarcia”
jako Walrasowski zbiér budzetowy.

Dzi$ zarabiam Y, a za rok Y7 i jest to z gory wiadome. Podejmuje decyzje co do konsumpcji
dzi$ ¢p 1 za rok ¢1. Moge swobodnie pozyczaé z banku (pod warunkiem, ze oddam) lub lokowaé
pieniadze przy tej samej stopie procentowej r.

Zapisaé¢ dwie nieréwnosci okres$lajace moj zbiér budzetowy, ktére maja oczywista interpre-
tacje.

Wskazowka. Te dwie nierownosci to nieréwnosci z uzyciem wartosci przysztej i wartosci bieZgcej
(z dyskontowaniem).

Cwiczenie 1.6. Ewolucja rynku finansowego od zera do doskonalego, czyli narysowaé kolejne
zbiory budzetowe.

a) Mieszkam na bezludnej wyspie a méj zarobek jest w gtéwkach kapusty — czego nie zjem,
to sie zmarnuje.

b) Mieszkam na bezludnej wyspie a méj zarobek jest w kokosach — moge je przechowad.

c¢) Mieszkam na bezludnej wyspie a moj zarobek jest w zbozu, ktére moge zasia¢ — wéwczas
za rok od kazdego posianego ziarna dostane 1 4+ r ziaren.

d) Mieszkam we wspoélczesnej Polsce i moge korzystaé z banku, ktéry pobiera prowizje, tak
ze stopa lokat r; jest mniejsza niz stopa kredytéw 7.

7 kazdego zbioru budzetowego agent wybiera przynajmniej jeden punkt... Jezeli dodamy
”tak, aby wybrane punkty byly dla niego najlepsze”, to przejdziemy do jednego z dwdch ujeé
teorii wyboru: podejécia maksymalizacji preferencji. Jezeli natomiast postawimy kropke, a in-
teresowa¢ nas bedzie jedynie funkcja (przewaznie bedzie to odwzorowanie wielowartosciowe)
przyporzadkowujaca zbiorowi budzetowemu wybor — niewazne skad sie wzial — to bedzie to
podejscie struktury wyboru (w ktérym mieszcza sie znane na pewno ze slyszenia terminy popyt
i podaz).

1.3.1. Podej$cie maksymalizacji preferencji / uzytecznosci

Teoria preferencji to matematyczne sformalizowanie zdania ”agent wybiera najlepsza z do-
stepnych mozliwosci”.

Definicja 1.1. Relacje dwuargumentowa > okreslona na zbiorze mozliwosci X bedziemy nazy-
waé relacjq preferencyi (albo relacja stabej preferencyi).

Relacje Scistej preferencji = definiujemy przy pomocy relacji preferencji wzorem x > y
= [r=yrn~(y =)

Relacje obojetnosci ~ definiujemy wzorem x ~ y <= [z = y Ay = x].

Zamiast (z,y) €>x, bedziemy pisa¢ = = y, co czytamy jako x jest preferowane przed y,
x jest miegorsze niz y albo x jest przynajmmniej tak samo dobre jak y. Analogicznie piszemy
x > y i czytamy x jest $cisle preferowane przed y, x jest lepszy niz y albo agent woli x niz
y. Podobnie dla relacji obojetnosci (niektérzy ekonomisci uzywaja karkotomnej kalki z jezyka
angielskiego indyferencja) piszemy x ~ y i czytamy z jest tak samo dobry jak y albo agentowi
jest wszystko jedno, czy wybraé x czy y (jezeli ustyszymy agent jest indyferentny pomiedzy x a
y, to méwiacemu wlasnie o to chodzi).
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Agent musi wybra¢ element zbioru budzetowego B € B, ktéry maksymalizuje relacje prefe-
rencji: optymalnym wyborem sa takie x € B, ze dla kazdego y € B zachodzi = > y.

Kluczowym zaltozeniem w teorii ekonomii jest to, ze podejmujgcy decyjze jest racjonalny.
Kazdy chetnie zgodzi sie z tym zalozeniem, chociaz nie kazdy potrafitby je formalnie zdefiniowac.
Warunki na racjonalno$¢ moga by¢ rézne, ale dwa z nich sg bezdyskusyjne:
(1) jezeli mam do wyboru dwie mozliwosci, to potrafie je poréwnaé (tzn. powiedzieé, ktéra z
nich jest lepsza albo ze obie sa tak samo dobre);
(2) jesli mam trzy mozliwosci, z ktérych pierwsza jest niegorsza niz druga, a druga niegorsza
niz trzecia, to pierwsza powinna by¢ niegorsza niz trzecia.

Matematycznie te dwa warunki majg oczywista postac:

Definicja 1.2. Relacja = jest racjonalna, jesli jest ona zupelna (spéjna) i przechodnia.
Dlaczego racjonalno$é jest tak istotna?

Przyktad 1.2. Skutki braku racjonalnosci
W stoléwee studenckiej mamy do wyboru trzy zupy: pomidorowa, ogérkowa i krupnik (X =
{p,0,k}).

a) Brak zupelnosci

Jas ma relacje preferencji {(o, p), (k,p)}. Nie wie, czy wolalby krupnik, czy ogérkowa, czy jest
mu to obojetne. Jesdli podejmie jakas decyzje, moze wybraé¢ gorsza mozliwosé. Jesli nie dookresli
swoich preferencji, to minie przerwa i Jas glodny pdjdzie na wyktad.

b) Brak przechodnio$ci

Tym razem Ja$ ma relacje preferencji {(o,p), (p, k), (k,0)}. Kupil juz zupe ogérkowa. Nie
bedzie mial nic przeciwko zamianie jej na krupnik, a nawet zapewne bytby sktonny za to zaptacié¢
symboliczny grosik. Potem krupnik zamienia na pomidorowa, rowniez za symboliczng doptata, a
pomidorowa na ogdérkows... Koto sie zamkneto, wszystkich transakcji mozna dokonaé¢ ponownie,
z czasem uzbiera sie z tego spory kapital. Wystarczy odkryé brak racjonalnosci Jasia i mozemy
na nim niezle zarobié.

Chociaz zalozenie racjonalnosci wydaje sie oczywiste, czesto w rzeczywistych sytuacjach nie
jestesmy racjonalni.

Przyktad 1.3. Przyklady braku racjonalnosci w rzeczywistych sytuacjach

a) Brak zupelnosci wynikajacy z niewiedzy

Nie potrafimy poréwnac rzeczy, na ktérych malto sie znamy albo ktére wymagaja zbyt zmud-
nych obliczen. We wspotczesnej ekonomii pojawia sie nawet termin ”racjonalna ignorancja”’, pod
ktérym kryje sie to, ze gdy zdobycie pelnej wiedzy potrzebnej do podjecia decyzji jest znacznie
bardziej kosztowne (w poréwnywalnych jednostkach) niz maksymalna korzysé, jaka dzieki tej
wiedzy mozemy uzyska¢ w rozwiazaniu naszego zagadnienia wyboru, to lepiej pozostaé¢ w tej
kwestii ignorantem.

Zupelnosé oznacza, cos$ zupelnie przeciwnego — doktadnie przestudiowaliSmy wszystkie szcze-
gbly i dokladnie wiemy, jakie kazdy z nich ma znaczenie.

b) Brak przechodniosci wynikajacy z niedostrzegalnych lub zaniedbywalnych réznic

Jezeli wybieramy farbe w kolorze kremowym i mamy do wyboru 100 odcieni, to réznice
pomiedzy sasiednimi sa niezauwazalne, natomiast potrafimy rozrézni¢ najciemniejszy od najja-
$niejszego i okresli¢, ktory z nich bardziej nam si¢ podoba.

Podobnie, jezeli przy zakupie samochodu wybieramy lepsza cene tego samego modelu, to
roznica o jeden grosz jest zaniedbywalna. Gdybysmy jednak poréwnali caly szereg ofert réznia-
cych sie o jeden grosz, te zaniedbywalne réznice mogly by zsumowac sie na juz niezaniebdywalna
réznice pomiedzy najwieksza a najmniejsza.
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Przechodnio$¢ oznacza, ze kazdy grosz sig¢ liczy i nie ma rzeczy nierozréznialych, jesli maja
rézng wartosc.

¢) Pozorny brak racjonalnosci wynikajacy ze zmiany upodoban

Jas z poprzedniego przykltadu w poniedzialek miat apetyt na pomidorowsa i zdecydowanie
wolal jg od innych, a we wtorek na ogérkowa.

Racjonalnosé nie oznacza, ze nasze gusty sa niezmienne, ale ze w momencie podejmowania
decyzji bierzemy pod uwage to, ze nasze gusty moga sie zmienic.

Stwierdzenie 1.1. JezZeli relacja > jest racjonalna, to relacja ~ jest relacjg réwnowaznosci i
= jest liniowym porzadkiem na (X/ ~) — zbiorze klas abstrakcji ~.

Dowdd. Udowodnié¢ stwierdzenie. O
Od tej pory bedziemy zawsze zakladaé, ze podejmujacy decyzje jest racjonalny.

Definicja 1.3. Klasy abstrakcji relacji obojetnosci nazywamy krzywymi obojetnosci.
Rysunek przedstawiajacy krzywe obojetnosci i kierunek ich wzrostu nazywamy mapg obo-
jetnosci.

Jezeli jest to mozliwe, wygodnie bytoby przyporzadkowaé elementom zbioru wyboru ich
warto$¢ dla podejmujacego decyzje Wéwcezas zamiast poréwnywaé pary punktéw przy pomo-
cy relacji preferencji, wystarczyloby znalezé punkty, w ktoérych przyjmowane jest maksimum
wartosci funkeji uzytecznosci.

Definicja 1.4. Funkcje v : X — R nazywamy funkcja uzytecznosci odzwierciedlajaca relacje
preferencji =, jesli dla kazdego z,y € X zachodzi tozsamosé x = y <= u(z) > u(y).

Jezeli u jest funkcja uzytecznosci odzwierciedlajaca =, to optymalny wybor ze zbioru B
to zbiér Argmax,cpu(z) (zbiér elementéw zbioru B na ktérych jest przyjmowane maksimum
funkeji w).

Nalezy sie spodziewad, ze jedli relacja preferencji pozwala na istnienie funkcji uzytecznosci,
to jest racjonalna.

Stwierdzenie 1.2. Jezeli istnieje funkcja uzytecznosci odzwierciedlajgca relacje preferencyi =,
to > jest racjonalna.

Cwiczenie 1.7. Udowodnié¢ stwierdzenie.

Okazuje sie, ze racjonalnosé jest warunkiem koniecznym, ale nie dostatecznym istnienia
funkcji uzytecznosci.

Twierdzenie 1.1. Niech relacja = bedzie racjonalna.

Wowczas istnieje funkcja uzytecznosci u odzwierciedlajgca = wtedy i tylko wtedy gdy
w zbiorze (X/ ~) (zbiorze klas abstrakcji relacji obojetnosci) uporzadkowanym przez
relacje = istnieje zbior A co najwyzej przeliczalny i gesty wzgledem tej relacyi.

Dowdd. (=) Wynika, z tego, ze przeliczalny podzbiér gesty wzgledem relacji > zawsze istnieje w
podzbiorach liczb rzeczywistych. Niech B — przeliczalny podzbidér gesty zbioru u(X). Wowczas
A = {u7t(b) : b € B} jest przeliczalny i jest gesty w zbiorze (X/ ~) wzgledem = — jedli
wezmiemy x > y € (X/ ~), to z definicji u u(z) > u(y), a wiec z gestodci B istnieje b € B, takie
ze u(z) = b > u(y), czyli * = u='(b) = y. Poniewaz u~1(b) € A, mamy gestoéé tego zbioru w
(X/ ~) wzgledem .
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(<) Niech A bedzie takim zbiorem co najwyzej przeliczalny zawierajacym elementy najwiek-
szy 1 najmniejszy X wzgledem relacji Poniewaz zbiér A jest co najwyzej przeliczalny, ustawiamy
jego elementy w ciag {a,}. Definiujemy wartoéci funkcji v na tym zbiorze rekurencyjnie w
nastepujacy sposob.

U((I()) =0,

ming ., u(ag) — 2% jesli Vk < m ag > ap,
u(ay) = { maxy<, u(ax) + 2% jesli Vk < n a, = ay,
ming <, u(ag)+maxg<, u(ag)

W przec. przyp.
Jak widaé, na zbiorze A funkcja u bedzie dobrze odzwierciedlaé relacje .
1nfak>a apcA u(ak)+suPa>ak apc A u(ak)

Na pozostalych elementach a € (X/ ~)\ A definiujemy u(a) jako
Widaé, ze ta definicja jest poprawna i tatwo pokazaé, ze tak zdefiniowana funkcja u 0dzw1er(:1edla
=, czyli =y <= u(x) > u(y).

Wystarczy w tym celu pokazaé, ze

lLz-y=u(z)>uy)i

2.2~y = u(x) =uy),

poniewaz 1 i 2 daje nam implikacje =, a = > y to, ze spdjnosci >~ negacja y = z, co daje
nam dowdd nie wprost implikacji < (z dokladnoscia do przemianowania zmiennych).

2. wynika bezposrednio z definicji u, a przy dowodzie 1. korzystamy z gestosci A. Poniewaz
x =y, wiec istnieje a € A, ze x = a = y. Stad mamy u(x) > u(a) > u(y).

Co wiecej, co najmniej jedna z tych relacji preferencji musi by¢ $cista. Niech zatem x > a.
Z definicji u(z) wynika, Ze u(x) > SUDPyyq, o0, U(ak) > u(a), przy czym w pierwszej nie-
réwnosci réwnosé moze nastapié¢ tylko wtedy, gdy oba zbiory sg nieskofniczone, a supremum i
infinum nie jest osiagane na zadnym z elementéow A, natomiast w drugiej tylko wtedy, gdy
SUDys g, ape 4 W(ak) = u(a). Tak wige co najmniej jedna z tych nieréwnosci jest zawsze ostra, a
stad u(z) > u(y).

O

Zalozenie twierdzenia o istnieniu funkcji uzytecznosci wydaje sie bardzo stabe.

Czy mozna wiec zaryzykowaé stwierdzenie, ze w praktycznych sytuacjach zawsze istnieje
funkcja uzytecznoéci, natomiast kontrprzyktad jest malo zrozumiaty dla niematematyka teore-
tyczna konstrukcja?

Nic bardziej mylnego: dla porzadku leksykograficznego juz w R? (zdefiniowanego przez
x =y < (x1 >y V(ry =y1 Axg > y2))) nie istnieje funkcja uzytecznosci. Porzadek leksy-
kograficzny, wymyslony, zgodnie z nazwa, do porzadkowania zawartosci stownikow, nie jest tez
zupelnie abstrakcyjny w ekonomii:

Przyktad 1.4. Nieistnienie funkcji uzytecznosci

Radny Kowalski mieszkajacy na ulicy Polnej ma zdecydowaé, jak dlugi odcinek ulicy Polnej i
jaki ulicy Lesnej (na ktérej prawie wcale nie bywa) ma by¢ asfaltowany. Jego relacja preferencji
jest oczywista: im wiekszy odcinek ulicy Polnej zostanie pokryty asfaltem, tym lepiej. Jesli
natomiast poréwnujemy mozliwosci w ktérych pokryty asfaltem kawalek ulicy Polnej jest taki
sam, to im wiekszy kawalek ulicy Lesnej zostanie pokryty, tym lepiej. Preferencje radnego to
porzadek leksykograficzny, a wiec nie istnieje funkcja uzytecznoéci, ktéra je odzwierciedla.

Mamy twierdzenie o istnieniu funkcji uzytecznosci. Jak jest z jednoznacznoscia?
Nie tylko nie mamy jednoznacznosci, ale nawet fakt zupelnie przeciwny — istnienie nieskon-

czenie wielu funkcji uzytecznosci odzwierciedlajacych te sama relacje preferenciji.

Stwierdzenie 1.3. (Twierdzenie o monotonicznej transformacji uzytecznosci)
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Jezeli u jest funkcjq uzytecznos$ci odzwierciedlajgcq relacje preferencji =, to dla dowolnej
funkeji f: u(X) — R $cisle rosngcej, funkcja f o jest réwniez funkcjq uzytecznosci odzwiercie-
dlajgcg >.

Cwiczenie 1.8. Udowodnié¢ twierdzenie o monotonicznej transformacji uzytecznosci.

Skoro wybér konkretnej funkcji uzytecznosci nie ma wplywu na wybér agenta, wiec zawsze
mozemy przyjaé te funkcje, ktéra utatwia nam obliczenia.

Cwiczenie 1.9. Czy relacje preferencji na Ri opisane werbalnie ponizej sa racjonalne? Jesli
tak, narysowa¢ mapy obojetnosci.

Czy istnieje odzwierciedlajaca je funkcja uzytecznosci? Jesli tak, wypisac.

a) Nasycenie albo blogostan.

Koszyk sktadajacy sie z dwoch czekoladek i jednej szklanki mleka jest idealny dla Jasia. Jesli
mama podsuwa mu jakikolwiek inny koszyk, to jest on gorszy, przy czym im dalej (euklidesow-
sko) od idealnego, tym gorzej. Koszyki réwnie odlegle od idealnego sa tak samo dobre.

b) Dobra niechciane.

Patryk lubi piwo, ale nie lubi §ledzi, jednak kazda ilos¢ piwa rekompensuje mu zjedzenie
takiej samej ilosci §ledzi. Poza tym im wiekszy nadmiar piwa nad $ledziami, tym lepiej.

¢) Z dwoch starajacych sie Ania zawsze woli tego, ktéry jest przystojniejszy i inteligentniej-
SZy.

d) Doskonale substytuty — stanowia swoje zamienniki w stalym stosunku.

(i) Silnik spala identycznie benzyne i gaz.

(ii) Banknoty 10z} i 20z1.

e) Dobra doskonale komplementarne — konsumowane w stalym stosunku.

) Prawe i lewe buty.
i) Jacek zawsze pije kawe ze Smietanka zawsze w stosunku 1:2. Im wiecej ulubionego napoju,
tym lepiej, ale nadmiar ktoregokolwiek sktadnika nad idealne proporcje sie marnuje.

f) Preferencje Marii Antoniny co do chleba i ciastek definiuje fakt, ze ciastka je ona sama
(i im wiecej tym lepiej), a chleb jest dla ludu (i, jako wielkoduszna krélowa, jesli nie musi
ograniczy¢ swojej konsumpcji, chee, zeby lud byl jak najbardziej zadowolony).

g) Na sktadkowej imprezie jest piwo i wino. Marek chcialby wypié jak najwiecej, niewazne
ktérego z alkoholi, ale nie miesza.

(i
(i
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2.1. Relacje preferencji ponownie

Oproécz wymienionej poprzednio racjonalnodci, relacje preferencji moga jeszcze inne wila-
snosci, przydatne w poézniejszych rozwazaniach. Odtad zakladamy, ze relacja preferencji jest
racjonalna.

Zdefiniujemy je ponizej:

Definicja 2.1. Relacje preferancji > nazywamy:

a) cigglq, jesli dla kazdego = € X zbiory {y € X:x = y} i {y € X:y = =} sa domkniete;

b) monotoniczng, jesli x > y = x = y;

c) $cisle monotoniczng, jeSli (x > yANx #y) = = > y;

d) lokalnie nienasycong, jesli w dowolnym otoczeniu punktu z istnieje y lepszy od z (for-
malnie Vz € X, e > 0 Jy € X taki ze ||y —z|| < eiy > z);

e) wypuklg, jesli V(z,y,z € X,0<t<1) (z = 2Ny = z) =tz + (1 —t)y = z (dla kazdego
z zbiér punktéw niegorszych od z jest wypukly);

f) scisle wypukla, jesliV(z,y,z € X,0<t<1) (x = zAy = zAxz #y) = te+(1—-t)y > 2.

Monotoniczno$¢ oznacza, ze mamy do czynienia z dobrami a nie ”ztem”, to znaczy ze sg one
pozadane, Scista monotoniczno$é oznacza ponadto, ze nie wystepuje punkt nasycenia. Lokalne
nienasycenie gwarantuje, ze krzywe obojetnosci nie mogg byé¢ ”grube”.

Cwiczenie 2.1. Zbadaé ktére z powyzszych wlasnoéci maja relacje preferencji opisane werbal-
nie w zadaniu 1.9.

Cwiczenie 2.2. Ania wydaje caly swoj miesieczny dochéd na szarlotke i lody.

Lipiec spedzita w Koszalinie, a sierpien w Pruszkowie. W Koszalinie szarlotka kosztowata
8z, a lody 6, natomiast w Pruszkowie szarlotka 3, a lody 4. W Koszalinie Ania zjadla 3 porcje
szarlotki i 4 lodéw, a w Pruszkowie na odwrot.

Po wakacjach stwierdzita, ze jej satysfakcja z konsumpcji byta identyczna w obu miejscach.

Czy jej postepowanie mozna opisaé¢ $cisle monotonicznymi, ciagtymi, $cisle wypuktymi pre-
ferencjami?

Stwierdzenie 2.1. a) Jesli istnieje ciggla funkcja uzytecznos$ci odzwierciedlajgca =, to relacja
> jest ciggla.

b) Jesli istnieje, wklesta (Scisle wklesta) funkcja uzytecznosci odzwierciedlajaca =, to relacja
= jest wypukla ($cisle wypukla).

c) Jesli istnieje monotoniczna (Scisle monotoniczna) funkcja uzytecznosci odzwierciedlajgca
>, to relacja = jest monotoniczna ($cisle monotoniczna).

d) Kazda funkcja odzwierciedlajgca monotoniczne (Scisle monotonicze) preferencje jest $cisle
monotoniczna.

Cwiczenie 2.3. Udowodnié¢ stwierdzenie.

Zazwycza]j stosowane w ekonomii (gléwnie w zagadnieniu optymalizacji konsumenta) re-
lacje preferencji sg ciagle, Scis$le monotoniczne i $cidle wypukte, a odpowiadajace im funkcje
uzytecznosci gltadkie.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Typowa mapa obojetnosci (rysunek przedstawiajacy rézne krzywe obojatnosci na plaszczyz-
nie) wyglada wiec tak, jak na rysunku 2.1.

X3

B

1
Rysunek 2.1. Preferencje Scisle monotoniczne, Scisle wypukte, ciagle i lokalnie nienasycone.

Przyktad 2.1. Przyktady relacji preferencji i funkcji uzytecznosci w Ri:

a) doskonale substytuty — z doktadnoscia do przeskalowania sa swoimi zamiennikami (np.
banknoty o réznych nominalach; takie same gwozdzie z dwéch réznych sklepéw): (x1,x2) =
(y1,y2) & axy + bxa > ay; + bys;

a7

e | Dy

s :

[
=3 X1
L

Rysunek 2.2. Dobra doskonale substytucyjne.

b) dobra doskonale komplementarne — zuzywane zawsze w réwnych proporcjach, nadmiar
sie marnuje (np. prawe i lewe buty, czy skladniki kleju dwuskladnikowego) (z1, z2) *= (y1,y2) <
min(azxy, bxry) > min(ay;, by2);

c) funkcja uzytecznoéci Cobba-Douglasa u(z,y) = z%°.
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axy = bxq

X

Rysunek 2.3. Dobra doskonale komplementarne.

Rysunek 2.4. Prefernecje Cobba-Douglasa.



3. Narzedzia

3.1. Optymalizacja

Aby analizowaé zagadnienia teorii wyboru, potrzebujemy troche teorii optymalizacji. Nie-
ktore z ponizszych faktéw sa zapewne panstwu znane.
Zaczniemy od warunku koniecznego optymalnosci (tzw. warunku pierwszego rzedu).

Twierdzenie 3.1. (mnozniki Lagrange’a)

Niech X = R" i niech funkcje f : X > R ig; : X = R dlai = 1,...,m bedg
rozniczkowalne. Jezeli w punkcie x* € X, jest przyjmowane mazximum (minimum) f
na zbiorze {x : gi(x) =0 dla i =1,...,m} i gradienty funkcji g; sq liniowo niezalezne
w x*, to istnieje taki wektor A € R™, Ze Vf(x*) — A\T'Vg(z*) = 0.

Definicja 3.1. Funkcje L(\, x) = f(2)— AT g(x) nazywamy lagrangianem, a wektor A nazywamy
mnoznikami Lagrange’a.

Twierdzenie mozna sformutowaé nastepujgco: punkt optymalny dla optymalizacji z ograni-
czeniami rownosciowymi wraz wektorem mnoznikéw musi by¢ punktem krytycznym lagrangianu
(zerowanie pochodnej po A to réwnosci definiujace zbiér dopuszczalny).

Uwaga: Dla uproszczenia zapisu wynikéw maksymalizacji (minimalizacji) funkcji f po
zbiorze I', wprowadzimy symbole Argmax,cr f(z) (Argmin,cp f(z)) na zbiér tych punktéw,
w ktorych maksimum (minimum) jest przyjmowane.

Ponadto, jezeli maksymalizujemy funkcje po pewnym zbiorze i ten zbiér okaze si¢ pusty,
woéwcezas za maksimum przyjmujemy —oo (analogicznie za minimum +00).

Przyktad 3.1. Znajdowanie maksimum $cisle monotonicznej, Scisle wklestej i rozniczkowalnej
funkeji uzytecznoéci u na Walrasowskim zbiorze budzetowym {z € R% : pTa < m} (gdzie
pi, m > 0) przy pomocy mnoznikéw Lagrange’a.

W niniejszym przyktadzie rozwiazujemy zagadnienie, z jakim mamy do czynienia zazwyczaj
przy wyborze konsumenta: funkcja uzytecznosci jest Scisle monotoniczna, i wklesta, a zbio-
ry budzetowe sa walrasowskie. Poniewaz u jest monotoniczna, wiec max,.,, o1 +przo<m} u(z) =

MaX{4:p, 2, poza—m} U(T). Poniewaz ponadto u jest SciSle monotoniczna, takze Argmax ,., o 4 pozo<m} 4(T)

Argmax{%:plgc1 Apoza=m) u(x), co sprowadza optymalizacje z ograniczeniem nieréwnosciowym do
optymalizacji z ograniczeniem réwnosciowym.

Lagrangian zagadnienia ma posta¢ L(\,z) = u(x) — AM(p121 + p2x2 — m), a wigc warunki
konieczne na to, aby w punkcie z o obu wspoélrzednych dodatnich byto przyjmowane maksimum
to:

8gx(f) - )‘pl = 07
sl — Aps =0,

pP1x1 + p2xro = m.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.



16 3. Narzedzia

Przeanalizujmy dwa pierwsze réwnania:

ng) = Ap1,
S

Poniewaz u jest Scisle monotoniczna, w x nie moze by¢ przyjmowane maksimum globalne u, a
poniewaz funkcja jest Scisle wklesta, pochodna moze sie zerowaé tylko w maksimum globalnym,

stad wiemy, ze A # 0. Mozemy wiec podzieli¢ rownania przez siebie stronami. Otrzymamy
Ou(x)
gy _ AP1 _ D1
‘98“—(” Ap2 p2
2
Jest to warunek konieczny maksymalizacji w naszym przypadku. Ma on interpretacje za-

rowno ekonomiczng jak i graficzna. Obie beda bardziej oczywiste, jezeli powyzsze réwnanie

pomnozymy przez —1:

Au(z)

e _
ou(z) :
s p2

Prawa strona to oczywiscie nachylenie ograniczenia budzetowego, natomiast lewa to nachy-
lenie krzywej obojetnosci przechodzacej przez punkt x (co tatwo wynika z twierdzenia o funkcji
uwiklanej), a wiec to, co otrzymalidmy, to warunek konieczny stycznosci: réwnosé nachylen w
punkcie stycznoéci.

Rysunek 3.1. Warunek konieczny maksymalizacji — interpretacja graficzna.

Interpretacja ekonomiczna brzmi: krahcowa stopa substytucji réwna sie, co do modutu, sto-
sunkowi cen.

Definicja 3.2. Krancowq stopg substytucji pomiedzy dobrami 1 i 2 w punkcie x nazywamy
wspoétezynnik kierunkowy krzywej obojetnosci w punkcie x. Oznaczamy ja skrotem M RS(z1,z2)
(od angielskiego marginal rate of substitution).

Ou(x)

o1

" ou(z)
0o

Uwaga 3.1. W niektérych podrecznikach krancowa stopa substytucji jest definiowana bez mi-
nusa, a czasem nawet zdarzaja sie niekonsekwencje: jest definiowana jako nachylenie, a wiec z

Z twierdzenia o funkcji uwiklanej mamy wiec M RS(x x2) =
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minusem, a potem minus ginie w stwierdzeniu ”krafncowa stopa substytucji réwna si¢ stosunkowi
cen” i tym podobnych.
Uwaga 3.2. Interpetacja topatologiczna stowa ”krancowy”, czyli pochodnych w ekonomii, jako
skutku zmiany o jednostke. W przypadku teorii wyboru konsumenta ma to niewielki sens,
natomiast w przypadku wyboru producenta, przy bardzo duzych nakitadach produkcji moze
by¢ w miare przyzwoitym przyblizeniem.

A wiec ekonomista moze zdefiniowaé krancowa stope substytucji stowami: 7o ile musi zmienié
sie konsumpcja dobra 2 jest konsumpcja dobra 1 zwiekszyla sie o jednostke, abySmy pozostali
na tej samej krzywej obojetnosci”.

Warunek dostateczny optymalnosci uogélnia warunek dostateczny dla przypadku optyma-
lizacji bez ograniczen: jesli w dopuszczalnym x* spelniony jest warunek pierwszego rzedu i
macierz drugiej pochodnej jest dodatnio okreslona w dowolnym kierunku dopuszczalnym (tzn.
T - D2f(z*) - h > 0 dla h takich, ze Vg(z*) - h = 0), to w punkcie 2* jest przyjmowane mi-
nimum, jesli natomiast ujemnie okreslona — maksimum. Poniewaz jednak badanie okreslonosci
macierzy dla wektoréw z pewnej podprzestrzeni nie jest trywialne, sformutujemy ten warunek
réwnowaznie.

Twierdzenie 3.2. Niech m = 1. Jesli w dopuszczalnym punkcie z* spelnione sq
warunks pierwszego rzedu dla pewnego mnoznika X* i jesli dla k > 3 minory glowne
Ay, macierzy D?>L(N*, 2*) spetniajg warunek sign A, = —1, to w z* jest przyjmowane
minimum, jesli natomiast sign Ay = (—1)**1 to maksimum.

Twierdzenie 3.3. Jesli funkcja f jest wklesta, g liniowa i ¥ dopuszczalny spetnia
warunek pierwszego rzedu, to w x* jest przyjmowane maksimum, a jesli f jest wypukia,
to mintmum.

W przypadku ograniczen nieréwnosciowych mamy podobne warunki pierwszego rzedu.

Twierdzenie 3.4. (warunki konieczne Kuhna-Tuckera albo Karusha-Kuhna-Tuckera)

Niech X = R™ i niech funkcje f : X — R i g;,h; : X — R bedq rézniczkowalne.
Jezeli w punkcie x* € X, jest przyjmowane mazimum f na zbiorze {x : g;(x) < 0 dla
i=1,...,m; hi(z) =0dlai=1,...,k} i gradienty w x* funkcji h; oraz tych z funkcji
gi, dla ktorych g;(z*) = 0, sq liniowo niezalezne, to istniejg takie wektory A € R,

p € RF ze Vf(x*) — AN'Vg(z*) — T Vh(z*) = 0. Ponadto jesli g;(z*) # 0, to \; = 0.

Cwiczenie 3.1. Powtérzyé analize przykladu 3.1 bez zalozenia écislej dodatniosci wspélrzed-
nych przy uzyciu warunkéw koniecznych Kuhna-Tuckera.

Warunkéw koniecznych Kuhna-Tuckera mozna uzyé nawet do rozwiagzania zagadnien mak-
symalizacjnych, do ktérych zazwyczaj nie przysztoby nam do glowy liczenie pochodnej — mak-
symalizacji funkcji liniowej przy ograniczeniach liniowych.

Cwiczenie 3.2. Rozwiazaé¢ zagadnienie maksymalizacji u(x) = aj - 21 + ag - 2o (doskonale
substytuty) na Walrasowskim zbiorze budzetowym w Ri.
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W przypadku ograniczen nieréwnosciowych wektor mnoznikéw (tzw. mnoznikéw Kuhna-Tuckera)
jest nieujemny, istotny jest wiec kierunek nieréwnoéci. Dlatego, aby uzyska¢ nieujemny wektor
mnoznikéw w przypadku zagadnienia minimalizacji, musimy zapisa¢ ograniczenia w postaci
gi(x) > 0. Musimy na to tez zwréci¢ uwage przy warunkach drugiego rzedu.

Twierdzenie 3.5. Jesli x* dopuszczalny spetnia warunek pierwszego rzedu, a funkcja
f jest wklesta, funkcje g; wypukle, h; liniowe, to w x* jest przyjmowane maksimum f
na zbiorze {z : gi(x) < 0 dlai=1,...,m; hi(z) =0 dlai=1,...,k}, a jesli f jest
wypukla a funkcje g; wklesle, h; liniowe, to minimum f na zbiorze {x : g;(x) > 0 dla
i=1,...,m, ; hi(z)=0dlai=1,...,k}.

Definicja 3.3. Funkcje f : R" — R nazywamy gdrnie (dolnie) pélciggla, jesli dla kazdego
x € R"ie > 0 istnieje 6 > 0, taka ze dla y dla ktérych ||z —y|| < § zachodzi wlasnosé
f(z) — f(y) > —e (dla dolnej polciaglosci f(z) — f(y) < e).

Definicja 3.4. a) Funkcje f : R” — R nazywamy quasi-wkleslq, jesli dla kazdego z,y i dla
kazdego 0 < t < 1 zachodzi warunek f(tx + (1 —t)y) > min(f(z), f(v)).

b) Funkcja f jest Scisle quasi-wklesla, jesli dla kazdego = # y i dla kazdego 0 < t < 1
zachodzi warunek f(tx + (1 —t)y) > min(f(x), f(y)).

c¢) Funkcja f jest quasi-wypukla ($cisle), jesli funkcja — f jest quasi wklesta (Scisle).

Kazda funkcja wklesta jest quasi wklesta, natomiast nie na odwrét. W szczegdlnosci funkcja
quasi wklesta nie musi by¢ ciggta, a funkcja wklesta okreslona na zbiorze otwartym jest ciggla.
Funkcja quasi-wklesta moze by¢ nawet funkcja $écisle wypukla okreélona na odcinku, o ile nie
ma minimum w jego wnetrzu: na przyklad 2% : R, — R,.

Stwierdzenie 3.1. a) Funkcja [ jest quasi wklesla wtedy i tylko wtedy, gdy Vr {y : u(y) > r}
jest wypukly;

b) Funkcja f jest $cisle quasi wklesta wtedy i tylko wtedy, gdy ¥r {y : u(y) > r} jest wypukly
iVre R,z #y e X jesli u(x) =u(y) =r, tovt € (0,1) u(te + (1 —t)y) >r.

Na mocy tego stwierdzenia mozemy co$ powiedzie¢ na temat funkcji uzytecznosci odzwier-
ciedlajacej wypukte preferencje.

Stwierdzenie 3.2. Kazda funkcja uzytecznosci odzwierciedlajgca wypukle preferencje jest quasi
wklesta, a $cisle wypukle — Scisle quasi wklesta.

Twierdzenie 3.6. (istnienie i jednoznaczno$é maximum)

a) Jezeli funkcja f : X — R jest gornie polciggla a zbior G niepusty, zwarty, to
istnieje punkt realizujgcy maksimum f na G.

b) Jezeli funkcja f : X — R jest cisle quasi-wklesta a zbior G wypukly, to istnieje
co najwyzej jeden punkt realizujgcy maksimum f na G.

c) Jezeli funkcja f : X — R jest quasi-wklesta a zbior G wypukly, to zbiér punktéw
realizujgcych maksimum f na G jest wypukly.
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Twierdzenie 3.7. (twierdzenie o obwiedni dla maksymalizacji z ograniczeniamsi)

a) Niech X = R" i niech funkcje f : XxR - R ig: X x R — R bedg rdozniczkowalne
i takie, Ze dla kazdego a, maxy(, qa)—o f(7,a) jest przyjmowane w dokladnie jednym
punkcie z(a) dla jednoznacznego wektora mnoznikéw X\ i tak zdefiniowana funkcja x
jest rézniczkowalna. Definiujemy M (a) = maxyy q)—o f(2,a). Dla funkcji M zachodzi
nastepujgca wlasnosé:

dM _ 9L(\x,a)

da da z=x(a), \=A(a)

b) Niech X = R™ i niech funkcje f : XXR — R ig: X x R — R bedqg rozniczkowalne
i takie, zZe dla kazdego a, maxy(, q)<o f(7,a) jest przyjmowane w dokladnie jednym
punkcie x(a) dla jednoznacznego wektora mnoznikéw X i tak zdefiniowane funkcje x i
A sq rézniczkowalne. Definiujemy M (a) = maxy(, qa)<o f(z,a). Dla funkcji M zachodzi
nastepujgca wlasnosé:

dM _ 9L(\x,a)
da — da

z=z(a), \=\(a)

Whniosek 3.1. (twierdzenie o obwiedni dla maksymalizacji bez ograniczeri)

Niech X = R" i niech funkcja f : XxXR — R bedzie rozniczkowalna i taka, ze dla kazdego a,
maxgex f(x,a) jest przyjmowane w dokladnie jednym punkcie x(a) i tak zdefiniowana funkcja x
jest rozniczkowalna. Definiujemy M (a) = maxgex f(x,a). Dla funkcji M zachodzi nastepujgca
wiasnosé: % = %@a)

z=z(a)

da

Cwiczenie 3.3. Udowodnié twierdzenia o obwiedni.

Definicja 3.5. Niech X = R" i funkcja f : X — R. Funkcje f nazywamy (dodatnio) jednorodna
stopnia r, jezeli dla kazdego = € X, t > 0 mamy f(tz) = t" f(z).



4. Narzedzia — cigg dalszy

4.1. Odwzorowania wielowartoSciowe

Poniewaz bedziemy rozpatrywaé zagadnienie optymalizacyjne w zmieniajacych sie warun-
kach, zbiory budzetowe, jak réwniez zbiory optymalnych wyboréw beda si¢ zmieniac¢. Jezeli be-
dzie nas interesowaé zaleznosé od parametréw, bedziemy mieé do czynienia z funkcja. Jednakze
wartosciami tej funkcji beda przewaznie zbiory. W zasadzie funkcja o wartosciach w przestrzeni
zbiorow nie jest niczym strasznym, jednak jak np. narysowacé jej wykres? Jak tatwo stwierdzié,
czy jest ona ciagta? Jest na to sposob, bez uciekania si¢ do topologii ogdlne;j.

Przypomnienie ze wstepu do matematyki: ”funkcja jest to odwzorowanie wielowartosciowe
(relacja), ktore...”

Wrécimy do korzeni, czyli do odwzorowan wielowartosciowych.

Definicja 4.1. Odwzorowanie wielowartosciowe I' : A — B, to dowolna funkcja ze zbioru A w
zbiér potegowy zbioru B (réwnowaznie jest to dowolny podzbiér zbioru A x B).

Wykresem T’ nazywamy zbiér {(a,b) € AxB:beT'(a)}.

Przeciwobrazem gérnym zbioru B € B nazywamy zbiér {a € A : T'(a) C B}, a przeciwobra-
zem dolnym zbioru B € B nazywamy zbiér {a € A : T'(a) N B # 0}.

Odwzorowanie I' nazywamy pélcigglym z gory (z dolu), jesli przeciwobrazy gérne (dolne)
zbioréw otwartych sa otwarte.

Odwzorowanie I' nazywamy cigglym, jesli jest rownoczesnie polciagte z gory i z dotu.

Niech X = R" i odwzorowanie I' : X — R. Odwzorowanie I" nazywamy (dodatnio) jedno-
rodnym stopnia r, jezeli dla kazdego x € X, y € R, ¢t > 0 mamy y € I'(z) < t"y € I'(tz).

Obrazowo méwiac, pétciagtosé gérna oznacza, ze wykres nie ma ”dziur”, a dolna, ze ”waséw” .

a) b)

Wwas” — brak
poteiaglogel dolne)

A wdziura” — brak
potciaglosel gorne;j T'x)

’V\//

T(x)

Rysunek 4.1. Najprostsze przyktady braku potcigglosci.

Latwo zauwazy¢, ze jesli odwzorowanie I jest jednowartosciowe (czyli jest "zwykla” funkcja),
to jego dowolna poélciagtosé jako odwzorowania, implikuje ciagtosé jako funkcji.

Cwiczenie 4.1. Jakie relacje inkluzji zachodza pomiedzy:

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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a) (AU B) a ['H(A) UTH(B);
b) TH(ANB) a It (A) N T+ (B);
c) I"(\A) a \T'"(A);
d) I"(\A4) a \['"(4);

e) i analogicznie dla I'".

Cwiczenie 4.2. Niech f : R — R bedzie funkcja ciagla.
Narysowaé wykres i zbada¢ ciggto$é odwzorowania I' : R — R zdefiniowanego przez
a) I'(z) ={y: f(z) <yh
b) I'(x) ={y: f(y) < a};
)
)

Twierdzenie 4.1. (twierdzenie o maksimum,)

Jezeli funkcja f : A x B — R jest ciggla, a odwzorowanie I' : A — B jest ciggle i
ma niepuste, zwarte wartosci, to odwzorowanie T : A — B okreslone wzorem T'(z) =
Argmaxycp(, f(z,y) jest gdrnie pélciagle, a funkcja M(x) = maxycr() f(z,y) jest
ciggta.

4.2. Punkty stale

W zagadnieniach réwnowagi ogélnej bede nam potrzebne twierdzenia o punkcie statym,
ktére nie wchodza w zakres podstawowego kursu topologii.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z funkcja, punkt staly jest to taki punkt, ktory jest
rowny swojej wartosdci przy tej funkcji.

Twierdzenie 4.2. (twierdzenie Brouwera o punkcie stalym)
Jezeli K C R"™ jest zbiorem niepustym, zwartym i wypukiym a funkcja f : K — K
jest ciggla, to istnieje x € K, takie zZe x = f(x).

Istnieja tez inne sformulowania twierdzenia Brouwera, w ktérych K jest kulg lub sympleksem.
W przypadku odwzorowan wielowartosciowych punkt staly to punkt, ktéry nalezy do swojej
wartosci.

Twierdzenie 4.3. (twierdzenie Kakutaniego o punkcie statym)

Jezeli K C R"™ jest zbiorem mniepustym, zwartym i wypukiym a odwzorowanie T :
K — K o niepustych, zwartych, wypuktych wartosciach jest gornie pélciggle lub ma
wykres domkniety, to istnieje x € K, takie ze x € T'(x).



5. Teoria wyboru konsumenta — maksymalizacja
uzytecznosci

5.1. Co sie pod tym kryje

Kto to jest konsument? Cho¢ by sformutowaé jego zagadnienie optymalizacyjne nie potrze-
bujemy dokladnej interpretacji, lepiej zawsze wiedzie¢, co bedziemy rozumieé¢ przez omawiany
teoretyczny obiekt.

Ot6z konsumentami jestedmy my wszyscy w wiekszosci codziennych wyboréw, nie tylko w
restauracji czy sklepie spozywczym. Konsumentem jest klient kancelarii adwokackiej, podrézu-
jacy koleja, kupujacy lodéwke, kwiaty albo bilet do opery, wplacajacy pieniadze do banku...
Dowolny nadywca débr lub ustug. W mikroekonomii nie bedziemy rozrézniali pomiedzy tymi
dwoma pojeciami i okreslimy je tacznym pojeciem ”dobra”.

Co wiecej, konsumentami jestesmy nawet, kiedy lezymy pod grusza, i nic nie robimy: wéwczas
konsumujemy czas wolny!

Teraz sformalizujemy zagadnienie optymalizacji konsumenta. Konsument jest podejmujacym
decyzje, wiec cala streszczona uprzednio teoria wyboru ma zastosowanie.

Zbiér mozliwosci konsumenta okreslamy mianem zbioru konsumpcji. Zakladamy, ze wszyst-
kie wspotrzedne (ktérych moze byé nawet nieskonczenie wiele) jego elementéw sa nieujemne i
zazwyczaj moga byé¢ dowolnie duze. W praktyce bedziemy zakladaé¢, ze mamy do czynienia z n
dobrami, a wigc X = R’}.. Elementy zbioru konsumpcji nazywamy koszykami (czasem tez uzywa
sie stowa wigzka).

Zbiory budzetowe moga by¢ rézne w réznych sytuacjach, jednak w standartowych zastoso-
waniach beda to walrasowskie zbiory budietowe By = {x € X: 2Tp < m}.

5.2. Podejscie maksymalizacji uzytecznosci w modelu konsumenta

Do zdefiniowania w pelni zagadnienia optymalizacyjnego pozostato nam jeszcze okresli¢ rela-
cje preferencji konsumenta. Skoro uzywamy stowa ”dobra”, naturalnym zatozeniem jest, aby nie
byly one "zlem”, czyli aby relacja preferenecji byta monotoniczna. Jak to uzyskaé, jesli rozwa-
zamy np. zagadnienie wyboru dtugosci czasu pracy albo poziomu zanieczyszczen? — Wystarczy
ztozy¢ " zto” z funkcja Scisle malejaca np. odjaé liczbe przepracowanych godzin od maksymalnego
mozliwego czasu pracy — wowczas otrzymamy juz rzeczywiste dobro — odpoczynek.

Zaklada sie rowniez, ze konsument nigdy nie jest nasycony i ze zawsze ”w dowolnie malym
zasiegu reki” znajduje sie koszyk lepszy, a wiec relacja preferencji jest lokalnie nienasycona.

Przewaznie przyjmujemy réwniez $cista monotoniczno$é (nie jest to spelnione np. przez
dobra doskonale komplementarne) i wypuklo$é (co implikuje, ze koszyk ”posredni” bedacy
kombinacja wypukla dwoch koszykéw o jednakowej wartosci jest od nich niegorszy), a nawet
Scista wypuktosé (co implikuje, ze koszyk ”posredni” jest lepszy). Co wiecej, zazwyczaj bedziemy
pracowaé z wklesta, rézniczkowalng funkcja uzytecznosci.

Odtad przez zaloZenia standartowe modelu konsumenta bedziemy rozumieé, ze preferencje
sg lokalnie nienasycone, monotoniczne, ciaglte, wypukte, a jesli méwimy o konkretnej odzwier-
ciedlajacej je funkcji uzytecznosci, to zakladamy ponadto, ze jest ciagla.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Przy tych zalozeniach do znalezienia punktéw optymalnych mozemy stosowaé, jak w przy-
ktadzie 3.1, mnozniki Lagrange’a.

Odtad bedziemy rozwaza¢ zbiér konsumpcyjny X = R’} walrasowskie zbiory budzetowe
Bpm = {z € R : plz < m} dla wektora p o wszystkich wspéirzednych dodatnich i quasi
wklesta ciagla niemalejaca funkcje uzytecznosci u.

Dlaczego zaktadamy, ze ceny sa $cisle dodatnie? Co by byto gdyby ceny byly zerowe: czeko-
lada na goraco w Kubusiu za darmo — po pierwsze nie optacaloby sie jej sprzedawac... Czasem
jednak zdarza sie ze ceny sa zerowe — chociazby za powietrze nie musimy ptaci¢. To ma sens,
jezeli dobro, ktore rozwazamy nie jest rzadkie — wowczas po prostu nie ma mozliwoéci nadmier-
nego wykorzystania. W przeciwnym przypadku powstaja tak zwane efekty zewnetrzne — inni
ponosza konsekwecje naszego zachowania. Te kwestie poruszymy jeszcze raz dokladniej przy
okazji podejmowania decyzji przez producenta.

Przyjecie walrasowskiego zbioru budzetowego, oznacza, ze zakladamy, ze konsument dys-
ponuje dochodem m i przyjmuje ceny p (dodatnie) jako dane, czyli jest ”biorca cen” — przy
optymalizacji nie bierze pod uwage swojego wplywu na ceny.

Tak wiec, jak w ogoélnej teorii wyboru, bedziemy rozwazaé nastepujaca sytuacje: dla kazdego
zbioru budzetowego konsument maksymalizuje swoja uzyteczno$¢ na tym zbiorze. Poniewaz
rodzina zbioréw budzetowych jest indeksowana poziomem cen i dochodem, mozemy patrzeé
zar6wno na wybér w konkretnej sytuacji, jak i na sama uzyteczno$¢ wybranego koszyka, jako
na funkcje tych dwéch parametrow.

Definicja 5.1. Funkcje v : Int R} x Ry — R zdefiniowana wzorem v(p, m) = max,r,.,, u()
nazywamy niejawng funkcjq uzytecznosci (indirect utility function), a odwzorowanie x : Int R’} x
R; — X zdefiniowane wzorem z(p,m) = Argmax u(z) odwzorowaniem popytu (takze
odwzorowaniem popytu Marshalla, albo Walrasa ).

plz<m

Beda nas interesowaé¢ wtasnosci zdefiniowanych obiektéw.

Oczywistym jest, ze przy standartowych zalozeniach x ma niepuste wartosci.

Niejawna funkcja uzytecznosci moze by¢ traktowana jako obiekt teoretyczny, poniewaz, po-
dobnie jak w przypadku funkcji uzytecznosci, trudno jest przypisa¢ konkretne wartosci liczbowe,
jednak istotne sg jej wlasnosci porzadkowe: wieksza wartos¢ niejawnej funkcji uzytecznosci ozna-
cza, ze sytuacje, czyli zbiér budzetowy, uwazamy z lepsza. Czyli ankiety z pytaniami postaci
"czy uwaza pan/pani obecna sytuacje za lepsza niz przed rokiem?” okreslaja preferencje na
zbiorze zbioréw budzetowych odpowiadajace niejawnej funkcji uzytecznoéci.

Popyt Marshalla jest natomiast bardzo praktyczny — to, co wybieramy w konkretnych sy-
tuacjach: to on witadnie, po zagregowaniu, jest zawarty w statystykach. Jezeli jest funkcja, to
okresla jedyny mozliwy wybér ze zbioru budzetowego.

Stwierdzenie 5.1. a) Jesli konsument ma quasi-wkleste funkcje uzytecznosci, to odwzorowanie
popytu x ma wypukie wartosci, a jesli $cisle quasi-wklestq, to odwzorowanie popytu x jest funkcjq;

b) Jesli preferencje sq lokalnie nienasycone, to odwzorowanie popytu spelnia prawo Walrasa:
Vy € x(p,m) zachodzi réwnosé ply = m;

¢) Odwzorowanie popytu jest jednorodne stopnia 0;

d) Jesli funkcja uzytecznosci jest ciggla, to odwzorowanie popytu jest gornie polciagle (jesli
jest funkcjq, to jest to funkcja ciggla) i ma niepuste wartosci.

Stwierdzenie 5.2. Wlasnos$ci niejawnej funkcji uzytecznosci v.

a) Funkcja v jest niemalejgca funkcjg m i nierosngcg p;, a jesli preferencje sq lokalnie
nienasycone, to ponadto jest Scisle rosngcq funkcjg m;

b) Funkcja v jest jednorodna stopnia 0;

¢) Funkcja v jest quasi-wypukla ze wzgledu na p;

d) Jesli funkcja uzytecznosci jest ciggla, to v jest ciggla.
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Dowdd. (obu stwierdzen)

Punkty 5.1 a), b) ic) oraz 5.2 a) i b) sa natychmiastowe. Pozostaje wiec udowodni¢ pozostale
trzy.

5.2 ¢) Wezmy dowolne wektory cen pip’it e (0,1). Niech p” =tp + (1 —¢)p’.

bLatwo pokazaé, ze zbiér By, € By m U By . Przypudmy przeciwnie — czyli dla pewnego
r spehiajacego (p”)Tz < m zachodzi wowezas pfox > m i (p’)Tx > m. Jedli pomnozymy
te nieréwnosci przez t i (1 — t), odpowiednio i dodamy stronami, dostaniemy (p”)’z > m —
sprzecznosé.

Tak wigc v(p”,m) = maxsep,,  w(z) < maxzep, uB,, ,, W)=

= max (maxweBP’m u(z), maxzep,, . u(m)) = max(v(p, m),v(p’,m)).

Wilasnosci 5.1 d) 1 5.2 d) dowodzimy lacznie z twierdzenia o maksimum 4.1. Musimy pokazaé
ciaglo§¢é odwzorowania, oznaczmy je przez I', ktére przyporzadkowuje (p,m) zbiér Bp p,.

Goérna pdélciggtosé. Udowodnimy gdérna polciagtosé z definicji.

Uwaga — ze wzgledu na to, ze przeciwobrazy gorne nie zachowuja si¢ przy sumowaniu
zbioréw, dowdd ”epsilonowo-deltowy”, jakim zazwyczaj dowodzimy cigglodci funkcji, czyli do-
wodzenie, ze przeciwobrazy pewnej bazy otoczen sg otwarte, nie wystarczy do udowodnienia
polciaglosci gérnej odwzorowania.

Peten dowdd na wykladzie.

Dolna pétciagltosé. Poniewaz przeciwobrazy dolne zachowuja sie przy sumowaniu zbioréw,
wystarczy ograniczy¢ sie do bazy zbioréw otwartych — kul otwartych w pewnej normie na zbiorze
X.

Peten dowdd na wykladzie.

O

Cwiczenie 5.1. Obliczy¢ niejawna funkcje uzytecznoéci i odwzorowanie popytu dla u(zy, x2)
réwnej

a) a1 - x1 + ag - xo przy a; > 0 (doskonale substytuty);

b) min{a; - x1,as - x2} przy a; > 0 (dobra doskonale komplementarne);

c) z{* - z3? przy a; > 0 (uzytecznosé Cobba-Douglasa).

Wskazowka. [Do punktu c)] Nie unikaé uzywania mnoznikéw Lagrange’a.

Do wyliczenia popytu mozna tez (choé nie trzeba) uzyé pomocniczo monotonicznej transformacsi
funkcji uzytecznodci.

Udowodni¢ dostateczno$é — mozna to zrobi¢ na co najmniej trzy sposoby.

Cwiczenie 5.2. Obliczy¢ popyt i niejawna funkcje uzytecznosci dla konsumenta o funkeji uzy-

1
tecznosci (zwanej przez ekonomistéw CES) u(xq,x2) = (2] + 25) 7.
Wskazowka. Nagpierw sprawdzié, dla jakiego p te preferencje sq wypukie.

Stwierdzenie 5.3. (Tozsamo$é Roya)

Jezeli spetnione sq zatozenia modelu konsumenta, funkcja uzytecznodci jest rozniczkowalna,
odwzorowanie popytu x jest funkcjq rézniczkowalng, m > 0, p; > 0 dla kaZdego i oraz mnoznik
Lagrange’a \(p, m) jest jednoznacznie wyznaczony i rézny od 0, to jesli dla kazdego i x;(p, m) >

ov(p,m)
~ Opi
ov(p,m)

om

Dowdd. 7 twierdzenia o obwiedni pochodna funkcji maksimum po parametrze jest réwna po-
: : ne Ov(Pm) v(p,m)
chodnej lagrangianu po tym parametrze, a wiec o = —A(p,m)xi(p,m), a == =
A(p,m). O

0, to x;(p,m) =



6. Teoria wyboru konsumenta — minimalizacja
wydatkéw, dualnosé

6.1. Minimalizacja wydatkow

Na optymalizacje konsumenta mozemy tez spojrzeé¢ z drugiej strony: zamiast maksymalizo-
waé uzytecznosé przy zadanym dochodzie, jaki mozemy przeznaczy¢ na konsumpcje, dazy¢ do
osiggniecia przynajmniej takiej uzytecznosci jak najmniejszym kosztem.

a) maksymalizacja uzytecznosci b) mimmalizacja wydatkow

A A

X3 x5 7

7

[
-

L4

i X1

Rysunek 6.1. Maksymalizacja uzytecznosci a minimalizacja wydatkow.

Definicja 6.1. Funkcje e : Int R} x R — R, zdefiniowana wzorem e(p, %) = inf,(;)>q plx
(gdzie przez inf,cqy f(x) rozumiemy +o00) nazywamy funkcjq wydatkéw (expenditure function),
a odwzorowanie i : Int Rt x R — X zdefiniowane wzorem h(p, ) = Argmin, >z pl'z odwzo-
rowaniem popytu Hicksa (czasem takze odwzorowaniem popytu skompensowanego dochodu).

Funkcja wydatkéw okresla, ile minimalnie musze wydaé, aby przy cenach p méc zapewnié
sobie konsumpcje o uzytecznosci u.

Stwierdzenie 6.1. Jezeli u jest ciggla, to odwzorowanie popytu Hicksa ma niepuste wartosci,
a funkcja wydatkow jest skoriczona dla dowolnego u < supu(z).

zeX
Dowdd. Zbiér A = {x € R} : u(x) > u} jest w tej sytuacji niepusty, domkniety. Niech pewien
7 nalezy do tego zbioru. Wowczas zbior A N {z € R} : x < Z} jest niepusty, zwarty, a po-
niewaz wszystkie p; > 0, Argmingc 4 p’o = Argming 4 {v€R7 2<z} p’xz. Mamy wigc problem
minimalizacji funkcji ciaglej na zbiorze zwartym. O

Stwierdzenie 6.2. Wlasnosci popytu Hicksa.
a) Jesli funkcja uzytecznodci jest quasi-wklesta to odwzorowanie popytu Hicksa h ma wartosci
wypukle, a jezeli jest $cisle quasi-wklesta, to h jest co najwyzej jednowartosciowe;

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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b) Jesli preferencje sq monotoniczne, lokalnie nienasycone a u jest ciggla, to nie ma nad-
miarowej uzytecznosci, tzn. dla @ > inf u(X) jesli z € h(p,a), to u(x) = u;

¢) Dla ustalonego u odwzorowanie h(-,u) jest jednorodne stopnia 0 jako odwzorowanie p;

d) Odwzorowanie popytu Hicksa przy ustalonym u h(-,u) jest ciggle jako odwzorowanie p, a

jesli funkcja u jest ciggla, lokalnie nienasycona, to h obciete do zbioru {(p,u) : u < supu(z)}
zeX
jest gornie polciggle lgcznie ze wzgledu na wszystkie zmienne.

Stwierdzenie 6.3. Wiasnosci funkcji wydatkéw.
a) Funkcja e jest niemalejacq funkcjq p i u, a jesli preferencje sqg monotoniczne, lokalnie

nienasycone i u jest ciggla, to $cisle rosngeq u dla u < supu(x);
zeX
b) Funkcja e jest jednorodna stopnia 1 ze wzgledu na p;

¢) Funkcja e jest wklesta ze wzgledu na p;
d) Funkcja e przy ustalonym u e(-,u) jest ciggla ze wzgledu na p, a jesli funkcja u jest
ciggla, lokalnie nienasycona, to e obcieta do zbioru {(p,u) : u < supu(x)} jest ciggla lgcznie
zeX

ze wzgledu na wszystkie zmienne.
e) Jesli preferencje s¢ monotoniczne, lokalnie nienasycone, a u jest, ciggla, tolimg_g,, u(z) e(p,u) =

zeX
“+00.

Dowdd. (obu stwierdzen:) Punkty 6.2 a) i ¢) oraz 6.3 a) i b) sa natychmiastowe. Pozostaje wigc
udowodnié¢ pozostate pieé.

6.3 ¢) Wezmy dowolne wektory cen p i p’ it € (0,1). Niech p” =tp + (1 —t)p’. e(p”,u) =
min{a::u(:c)}ﬂ} (p”)Tx = min{:v:u(:v)}ﬂ} (tp + (1 - t)p/)T$ >
2> tmin{m:u(m)}ﬁ} pT‘T + (1 - t) min{m:u(z))ﬂ} (p,)Tx = te(p’ ﬂ) + (1 - t)e(p/’ ﬂ)

6.2 b) Minimum funkcji liniowej na zbiorze moze by¢ przyjmowane jedynie na jego brzegu.
Poniewaz preferencje sa monotoniczne, lokalnie nienasycone, wiec poza 4 < min u(X) nie bedzie
to 0. Niech wiec punkt Z, w ktérym jest przymowane minimum bedzie punktem z brzegu
zbioru {z : u(x) > @} i niech u(z) > u. Woéwczas dla pewnego malego ¢, z ciaglosci u w
pewnym otoczeniu Z istnieje taki x < T z przynajmniej jedna nieréwnoscia ostra, dla ktérego
u(z) > u(Z) — e > u. Z nieréwnosci na wspétrzednych plz < pl'z — sprzecznosé.

6.3 ) Wezmy ciagi 2] = (p%’ e pﬁn) i ug = u(wy). Niech y, € h(p, ug). Poniewaz preferencje
sa monotoniczne, lokalnie nienasycone, przynajmniej jedna wspétrzedna y; musi byé co namniej
réwna analogicznej wspotrzednej z, co daje pTy, > k, czyli e(p,ug) > k. Stad i z tego, ze e

jest $cisle rosnaca po u dostajemy limy_qup u(z) €(P, %) = limg o €(p, ug) = +oo.
zeX
6.2 d) 1 6.3 d) dowodzimy lacznie z twierdzenia o maksimum 4.1.

Najpierw dla ustalonego 4. Odwzorowanie I', ktére przyporzadkowuje p zbiér {x : u(z) > u}
jest niezalezne od p, a wiec jest ciagle (przeciwobrazem dowolnego rodzaju dowolnego zbioru
otwartego jest albo () albo cale Int R} — otwarte). W twierdzeniu o maksimum potrzebujemy
jednak dodatkowo zwartych wartosci. Aby to uzyska¢, musimy ograniczyé¢ sie — przynajmniej
lokalnie do szukania minimum na zbiorze zwartym. Wezmy zatem dowolne z dla ktérego u(z) >
. Jedli ograniczymy sie do zbioru A = {z : u(z) > a}yN{x : pTe < M} dla M > 3" (p; +6)7;,
to dla p’ bliskich p: takich, ze dla kazdego i |p; — p;| < § zachodzi Argminu(x»ﬂ(p’)Tx =
Argmin, 4 (p’ )Ta:, a wiec sprowadziliSmy nasze zagadnienie do zagadnienia maksymalizacji po
zbiorach zwartych, niezaleznych od p, tak wiec mamy teze z twierdzenia o maksimum.

Teraz zajmiemy sie globalna ciggloécia. Aby to uzyskaé, musimy pokazaé ciggtosé odwzoro-
wania, oznaczmy je przez I', ktére przyporzadkowuje (p,u) zbiér {x : u(z) > u}. Dodatkowo
podobnie bedziemy musieli uzwarci¢ wartosci — podobnie jak poprzednio. Dalszy schemat do-
wodu podobny do dowodu stwierdzen 5.1 d) i 5.2 d). O
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Stwierdzenie 6.4. (Lemat Shepharda)
Jezeli funkcja uzytecznosci jest rozniczkowalna, monotoniczna, lokalnie nienasycona, a od-

wzorowanie popytu Hicksa h jest funkcjg rdzniczkowalng po p; u < supu(z) , p; > 0 dla
zeX
kazdego i oraz mnoznik Lagrange’a A(p,u) jest jednoznacznie wyznaczony, to jesli dla kazdego
i hi(p,u) >0, to
— 0\
a) hi(p, ) = 2B
b) jezeli ponadto funkcja h jest rézniczkowalna jako funkcja p, macierz {g%ﬂ jest symetrycz-
gZ? < 0 (tzw. ujemny efekt cenowy Hicksa ).

K3

na, niedodatnio okreslona, w szczegolnosci

Dowdd. a) Wynika natychmiast z zastosowania twierdzenia o obwiedni.
b) Uzyskujemy, rézniczkujac e po p dwukrotnie — z a) i wklestosci e po p. O

Cwiczenie 6.1. Obliczy¢ funkcje wydatkéw i odwzorowanie popytu Hicksa dla u(z 1, z2) réwnej
a) a1 - x1 + ag - xo przy a; > 0 (doskonale substytuty);
b) min{a; - z1,a2 - x2} przy a; > 0 (dobra doskonale komplementarne);
c) 7' - x5? przy a; > 0 (uzyteczno$é Cobba-Douglasa).

Odwzorowania popytu Hicksa, nawet jeli nie sg funkcjami rézniczkowalnymi maja ponad-
to te interesujaca wlasnosé, ze popyt zmienia sie "w kierunku przeciwnym do zmiany ceny”.
Formalnie zachodzi nastepujacy fakt:

Stwierdzenie 6.5. Jesli h(p,u)Nh(p’,u) = 0, to dla kazdego x € h(p,u), x’ € h(p', @) zachodzi
nieréwnosé (p' — p)’ (z' — z) < 0.

Dowdd. Roztéemy (p' —p)’ (¢ — 2) = (p") T2’ — (p/)T2) + (pTa — pTa)).
Pierwszy nawias jest ujemny, poniewaz minimum (p’)”z na zbiorze {z : u(z) > @} jest
przyjmowane na h(p’,u), a ' nie nalezy do h(p’, @), drugi analogicznie. O

6.2. Zwigzki pomiedzy zagadnieniami maksymalizacji uzytecznosci i
minimalizacji wydatkow

Zagadnienia maksymalizacji uzytecznosci i minimalizacji wydatkéow sa wzgledem siebie du-
alne.

a) maksymalizacja uzytecznogci b) ninmimalizac)a wydatkow

2y

x1 X1

A A

% . 7

v

Rysunek 6.2. Dualno$¢.
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Aby zachodzit ponizszy fakt, nie potrzeba pelnych zatozen modelu konsumenta

Stwierdzenie 6.6. JeZeli preferencje sq lokalnie nienasycone, ciggle i u € u(X), to:
a’) U(p, e(p, 71)) =u;
b) z;(p,e(p,u)) = hi(p,u) dlai=1,...,n;
c) e(p,v(p,m)) =m;
d) hl(p7v(pvm)) = xl(pvm) dla i = 1’ SN

Dowdd. Oczywiste. O

Cwiczenie 6.2. O ilez prosciej byloby rozwiazaé zadanie 6.1 korzystajac z dualnoéci!

Cwiczenie 6.3. Mamy dang funkcje v(py, p2, m) = ﬁ.

Czy moze byé¢ ona niejawna funkcja uzytecznoéci przy standartowych zalozeniach modelu
konsumenta?

Obliczy¢ (zakladajac, ze nasze postepowanie jest poprawne), oba odzworowania popytu i
funkcje wydatkéw.

Jaka jest wyjsciowa funkcja u?

Cwiczenie 6.4. Mamy dana funkcje e(p1, pa, @) = V/P1 P2 - U
Czy moze by¢ ona funkcja wydatkéw przy standartowych zatozeniach modelu konsumenta?
Obliczy¢ niejawna funkcje uzytecznosci oraz, zaktadajac, ze nasze postgpowanie jest popraw-
ne, oba odzworowania popytu.



7. Teoria wyboru konsumenta — funkcje popytu i ich
wtasnosci

7.1. Klasyfikacje débr

W niniejszym rozdziale skoncentrujemy sie na samych odwzorowaniach popytu. Bedziemy
badaé, jak sie zmienia zachowanie konsumenta, kiedy zmieniaja sie warunki wyboru.

To, co mamy przewaznie dane z badan rynku, to pewna selekcja z odwzorowania z. Odtad
bedziemy zakladaé, ze jest to jedyna mozliwa selekcja z x, czyli ze odzworowanie popytu x jest
funkcjg. W dalszych rozwazaniach bedziemy ponadto zaktadaé, ze jest to funkcja rézniczkowal-
na.

Poniewaz z jest funkcjg wielu zmiennych, aby badaé interesujace nas efekty, bedziemy czesto
ustalaé¢ czes¢ zmiennych i przy tym zalozeniu bada¢ wlasnoéci funkcji popytu jako funkcje
wyrdznionych zmiennych. Poniewaz te obiekty badano juz, zanim pojawita si¢ formalna teoria
wyboru, majg swoje nazwy:

Definicja 7.1. Przy ustalonym wektorze cen p funkcje x(p,-) nazywamy Sciezkq ekspansji
dochodu, natomiast funkcje z;(p, ) — krzywymi Engla (Engel curves).

Przy ustalonych cenach p; dla j # i i dochodzie m, funkcje x;(p1, ..., Pi—1,, Pit1,-- - Pn, M)
nazywamy krzywymi oferty cemowej.

Bedziemy badaé, jak reaguja funkcje popytu na zmiane tylko jednego parametru.

Zaczniemy od zbadania, jak zmienia sie popyt w zaleznoéci od dochodu. Zazwyczaj natural-
nym zalozeniem jest, ze im wiekszy mamy dochdd, tym wiecej danego typu débr konsumujemy
(jest to sytuacja normalna, stad ponizsze okreslenie). Jednak nie zawsze musi tak byé.

Jz;(p,m)
om

> 0.
Jesli W < 0, to dobro i jest podrzedne (nizszego rzedu, poslednie) przy cenach p i dochodzie
m. Dobro 7 jest normalne, jesli jest normalne przy kazdych cenach i poziomie dochodu.

Definicja 7.2. Dobro i nazywamy normalnym przy cenach p i dochodzie m, jesli

Mozna tez definiowaé¢ normalno$é/podrzednosé ¢ w konkretnym punkcie jako warunek, ze x;
jest jest rosnaca/malejaca jako funkcja m w pewnym otoczeniu m (i, w zasadzie, to jest to, o co
nam naprawde chodzi). Takie pojecia normalnosci/podrzednosci nie sa rownowazne powyzszej
definicji nawet dla funkcji rézniczkowalnych, ale na pewno wynikaja z niego.

Cwiczenie 7.1. Czy jest mozliwe, by:
a) dobro i bylo podrzedne przy ustalonym wektorze cen dla wszystkich pozioméw dochodu?
b) wszystkie dobra konsumowane przez konsumenta byly normalne?
c¢) wszystkie dobra konsumowane przez konsumenta byly podrzedne?

Przyktadem débr podrzednych sa wszelkie produkty niskiej jakosci, dla ktérych istnieja
”odpowiedniki” lepszej jakosci: np. mortadela, obuwie ze Stadionu Dziesieciolecia.

Jezeli natomiast jako dobro rozwazamy cata klase débr np. zywnos¢ czy odziez, to na pewno
mamy do czynienia z dobrem normalnym.

Cwiczenie 7.2. Pokazaé, ze przy odpowiednich zalozeniach o regularnoéci funkcji i odwzorowan

2 —
modelu konsumenta, dobro i jest normalne wtedy i tylko wtedy, gdy 88;(1_%’;) > 0.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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A
A2
$or 5 g 01_
v p.m).m = 0y
Oba dobra 3 normalne a
Rysunek 7.1. Dwa dobra normalne.
A
X2
x(p.m)m = 0}
sz*:-'30

v

X

%3 jest przy pewnym dochodzie
podrzedne

Rysunek 7.2. Dobro podrzedne — xs.

Wskazéwka. Skorzystaé z lematu Shepharda i dualnosci.

Jedli juz ustalilidémy, ze mamy do czynienia z dobrem normalnym, pojawia si¢ kolejne pytanie:
jak szybko rosnie popyt — wolniej czy szybciej niz dochdéd. Aby méc analizowaé tego typu
zaleznoéci, potrzebne bedzie nam nowe pojecie: elastycznosé. Zaczniemy od ogdlnej definicji
elastycznosci jednej wielkosci wzgledem drugiej.

Definicja 7.3. Jezeli rozwazamy zaleznos¢ pomiedzy rzeczywistymi wielkosciami x i y okreslona

@)
funkcja f(z) =y, to elastycznosciq y wzgledem x nazywamy wielkosé f‘?i) = ’}((;))m.

T

Ekonomisci interpretuja te definicje w sensie przyblizonym: "o ile procent zmieni si¢ y jesli
x zmieni sie o 1%”.
W modelu konsumenta bedziemy badaé elastycznosci popytu:

Definicja 7.4. Elastycznosé dochodowa popytu na dobro i

8171([),777/)
eD— —om__
v zi(p,m) ’

m
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Ozi(p,m)
elastycznosé cenowa popytu na dobro i e; = %,
zpm)
9zi(p,m)
elastycznosé krzyzowa popytu na dobro i ze wzgledu na ceng dobra j €; ; = %7
T
Ohi(p,u)
elastycznosé cenowa popytu Hicksa na dobro 1 eiH = h'?ﬁiu) .
)

Cwiczenie 7.3. Obliczyé elastycznoséci dochodowe i cenowe (o ile to mozliwe) dla doskonalych
substytutow, débr doskonale komplementarnych, preferencji Cobba-Douglasa i funkcji uzytecz-

1
noéci CES wu(xq,z2) = (af + ab)%.
7 elastycznoscig dochodowa zwiazany jest kolejny podzial débr normalnych:

Definicja 7.5. Dobro i jest dobrem niezbednym, jedli 0 < eP < 1, a dobrem luksusowym, jesli
D
g, > 1.

Innymi stowy, dobro niezbedne to takie, na ktére popyt ro$nie wolniej niz dochéd (np. chleb),
a dobro luksusowe to takie, na ktére popyt rosnie szybciej niz dochéd (np. bizuteria).

Cwiczenie 7.4. Czy jest mozliwe, by:

a) dobro i bylo niezbedne/luksusowe przy ustalonym wektorze cen dla wszystkich pozioméw
dochodu?

b) wszystkie dobra konsumowane przez konsumenta byly niezbedne?

c¢) wszystkie dobra konsumowane przez konsumenta byty luksusowe?

Cwiczenie 7.5. Oceni¢ prawdziwosé¢ ponizszych zdan w $wietle definicji débr luksusowych i
niezbednych.

a) Niektérzy bogacze konsumuja jedynie dobra luksusowe.

b) Ludzie biedni moga pozwoli¢ sobie jedynie na konsumpcje débr niezbednych.

Teraz zajmiemy sie efektem cenowym, czyli wplywem zmiany ceny rozwazanego dobra na
popyt na nie. Jak wykazaliSmy uprzednio, efekt cenowy Hicksa jest zawsze mniejszy badz rowny
0. Jak jest w przypadku zwyktej funkcji popytu?

Tym razem tez naturalne wydaje si¢ zalozenie, ze popyt na dobro maleje ze wzrostem ceny.
Jednak nie zawsze tak jest. Kontrprzyktad pochodzi od dziewigtnastowiecznego ekonomisty
(czyli, jak nalezy sie domy$laé, zostal zaobserwowany, nie wymyslony), Giffena, skad nazwa:

Jz;(p,m)

opr 0 dla pewnego p i m.

Definicja 7.6. Dobro ¢ nazywamy dobrem Giffena, jesli

Dobro moze byé¢ dobrem Giffena zgodnie z nasza teoria, ktéra nie bierze pod uwage ani
tzw. efektu snoba (funkcja uzytecznosci zalezy réwniez od ceny) ani sygnalizacji w przypad-
ku niepelnej informacji (dobro jest drogie, to znaczy zapewne dobrej jakosci, ktorej bez tego
nie potrafitlbym sam okresli¢ — dobro tanie nie moze by¢ dobrej jakosci). Sa to zawsze dobra
podrzedne, i to, mozna powiedzie¢, "bardzo podrzedne”. Giffen podat za przyktad ziemniaki.

Przyktad 7.1. Ziemniaki stanowia podstawe wyzywienia Patricka O’Briana. Ze wzgledu na
korzystny stosunek wartoéci odzywczej do ceny, moze przy ich pomocy spelni¢ wymagania die-
tetyczne na w miare przyzwoitym poziomie, sta¢ go nawet na to, zeby obiad sktadajacy sie z
samych ziemniakéw wzbogaci¢ migsem (wéwczas zjada mniej ziemniakéw). Kiedy wskutek zara-
zy ziemiaczanej cena ziemniaka wzrosta, Patricka juz nie sta¢ na luksus, jakim jest mieso. Musi
kupowaé wiecej ziemniakéow (mimo wszystko znacznie tanszych niz mieso), zeby nie glodowac.
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A
A2 {x(ppﬁg-um) 2 o {:}I
FORE
ixr::{} T 7 7

Py <
Dobro x; jest Giffena przy
pewnych g, #1.

Rysunek 7.3. Dobro Giffena — x7.

Aby zakonczyé definiowanie réznych pojeé zwigzanych ze znakami efektéw, musimy jesz-
Bxl(p m ; . :
cze wspomnieé¢ o efektach mieszanych, czyli dla ¢ # k: otrzymamy rozszerzenie klasy
doskonalych substytutéw i dobr doskonale komplementarnych.

Definicja 7.7. a) Dobra i i k sa substytutami przy cenach p i wielko$ci dochodu m, jesli
ozi(p,m) >0i Oz (p,m) > 0.

Opk Op;

b) Dobra i i k sa komplementarne przy cenach p i wielko$ci dochodu m, jesli w <0i
Oz (p,m)
%T < 0-

7.2. Wlasnosci funkcji popytu

Zobaczmy, co mozna powiedzie¢ o efektach i elastycznoéciach jedynie przy zalozeniu pod-
stawowych wlasnosci: jednorodnosci stopnia 0 i prawa Walrasa.

Stwierdzenie 7.1. Jedli funkcja x jest rozniczkowalna i jednorodna stopnia 0, to dla kazdego i

n
> 8‘””55; P+ P m = 0,

k=1

Dowdd. a) Jednorodnosé stopnia 0 oznacza, ze x;(p,m) = x;(tp,tm). Zrézniczkowanie tego
rownania po t daje nam pozadana rownosc.
b) Dzielimy réwnanie a) przez x;(p, m). O

Stwierdzenie 7.2. Jesli funkcja x jest rozniczkowalna i spetnia prawo Walrasa, to
Oz;
a) Z xa;fkm pi + zp(p,m) = 0,

1=
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Dowdd. Prawo Walrasa oznacza, ze pTac(p, m) = m. Zrézniczkowanie tego réwnania po pi daje
nam pozadana réwnosé a), a po m — b). O

Aby méc badaé¢ racjonalnosé konsumenta, kiedy nie znamy jego preferencji, a jedynie jego
wybory z pewnych zbioréw budzetowych, interpretowane jako jedyna najlepsza mozliwoéé, stuzy
staby aksjomat ujawnionych preferencji.

Definicja 7.8. Staby aksjomat ujawnionych preferencyji dla zagadnienia optymalizacji konsu-
menta (SAUP) to nastepujaca implikacja:
jezeli pTa(p’,m') <mia(p',m') # z(p,m), to (p') x(p,m) > .

Cwiczenie 7.6. Czy konsument, ktérego wybory opisano ponizej nie postapil nieracjonalnie?
(czyli sprawdzié, czy ponizsze sytuacje nie sa sprzeczne z SAUP).
a) Przy cenach konsument (2,4) zakupil koszyk (1,2), a przy cenach (6,3) koszyk (2, 1).
b) Przy cenach konsument (1,1) zakupil koszyk (2,7), a przy cenach (2, 1) koszyk (5, 2).

Cwiczenie 7.7. Majac dane wybory racjonalnego kosumenta w dwéch réznych sytuacjach w
przeszlosci, oszacowac, gdzie znajduje sie koszyk, ktory wybierze obecnie.

W roku 2008, przy cenach (1,3) konsument wybieral koszyk (%, %), a w roku 2009, przy
cenach (3, 1) koszyk (%, 1). Obecnie obie ceny sa rowne 1, a konsument dysponuje dochodem 2.
Cwiczenie 7.8. Franek byl na trzydniowej wycieczce klasowej. Jego dzienny limit wydatkéw
skrupulatnie wydzielany przez wychowawce wynosil 10 ztotych. Poniewaz w swoim dziesiecio-
letnim zyciu widzial juz niemalze wszystko, jego zadowolenie z Zycia w kazdym dniu pobytu
réznito sie w zaleznosci od konsumpcji dwéch niedostepnych dla niego na co dzien potraw: lodow
i hamburgeréw, ktérych ceny réznily sie w zaleznosci od miejsca.

W Wieliczce zjadl dwa lody i dwa hamburgery, ptacac za lody 2 zl za sztuke, a za hamburgery
3 zt za sztuke.

W Krakowie zjadl cztery lody i dwa hamburgery, ptacac odpowiednio 1 i 3 zt.

W Zakopanem zjadt dziesi¢¢ lodéw i ani jednego hamburgera, przy cenach 11 2 zt.

Opowiadal potem, ze najbardziej zadowolony byl w Krakowie, a najmniej w Zakopanem.

Zbada¢é racjonalnos¢ Franka przy zalozeniu niezmiennoéci gustow.
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8.1. Skompensowane prawo popytu

Konsekwencja stabego aksjomatu ujawnionych preferencji jest bardzo silny fakt, ktéry ekono-
midci nazywaja skompensowanym prawem popytu. Méwi ono, ze zmiana popytu jest ”przeciwna”’
do kierunku zmiany ceny, jezeli rozwazymy zmiane ceny skompensowana zmiang dochodu, tak,
aby uprzednio konsumowany koszyk byl nadal na naszym ograniczeniu budzetowym.

Definicja 8.1. Skompensowane prawo popytu:
Dla kazdego p,p’,m,m’ takich, ze m’ = (p’)Tz(p, m) zachodzi nieréwnosé
(0 —p)’ (z(p',m) — z(p,m)) < 0 z ostra nieréwnosci, jesli z(p',m’) # z(p, m).

Stwierdzenie 8.1. JezZeli funkcja popytu x jest jednorodna stopnia 0 i spelnia prawo Wal-
rasa, to x spetnia staby aksjomat ujawnionych preferencji wtedy i tylko wtedy, gdy x speinia
skompensowane prawo popytu.

Dowéd. (=) Jesli z(p’,m’) = x(p,m) to, oczywiscie, (p’ — p)’ (z(p/,m') — z(p,m)) = 0.
W przeciwnym przypadku — z(p’,m’) # z(p, m) mamy
(' = p)" (x(p,m) — x(p,m)) = (p)" (x(p',m) — x(p,m)) + pT (x(p,m) — x(p’,m)).
Poniewaz zmiana jest skompensowana, (p’)" z(p,m) = m/, a z prawa Walrasa wynika, ze
()" x(p',m') = m'. Stad (p')" (x(p',m) — z(p,m)) = 0.
7 tego, ze (p')" x(p,m) = m’ wynika, na mocy SAUP, ze pZz(p/,m’) > m. Stad i z prawa
Walrasa, na mocy ktérego p? z(p, m) = m, wynika, ze p’ (z(p,m) — z(p’,m’)) < 0.
(<) Aby dowies¢ tej implikacji, potrzebujemy nastepujacego Lematu.

Lemat 8.1. Jezeli funkcja popytu x jest jednorodna stopnia O i spetnia prawo Walrasa, to staby
aksjomat ujawnionych preferencji jest ronowazny stabemu aksjomatowi ujawnionych preferencyi
dla zmian skompensowanych (i.e. tylko dla m’ = (p')* z(p,m)).

Zalézmy teraz, ze SAUP dla zmian skompensowanych nie zachodzi, tzn. istnieje taki p’ i
!/

m' = (p')" x(p,m), ze x(p,m) # x(p/,m') i pTz(p',m’) < m.

Z prawa Walrasa mamy wéwczas p? (z(p,m) — z(p/,m’)) > 0i (p/)" (z(p/,m’) — z(p,m)) =
0, skad (p’ — p)T (x(p',m') — x(p,m)) = 0, co przeczy skompensowanemu prawu popytu — dla
x(p,m) # x(p’,m’) powinni$my uzyska¢ nieréwnos¢ ostra w przeciwna strone.
O

Zauwazmy, jakie sa implikacje skompensowanego prawa popytu, jesli rozwazymy jedynie
zmiane ceny jednego dobra: zmiana popytu na to dobro bedzie przeciwna (juz bez cudzystowu)
do kierunku zmiany ceny skompensowanej odpowiednim wzrostem dochodu, czyli, jak nalezalo
sie spodziewaé, przy skompensowanym wzroscie ceny, o ile nasz popyt na to dobro sie zmieni,
to spadnie.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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8.2. Réwnanie Stuckiego i jego konsekwencje

Teraz bedziemy analizowaé efekty zmiany ceny, ktére juz nie sg skompensowane zmiang do-
chodu. W tej sytuacji juz wiemy, ze kierunek zmiany popytu nie musi by¢ przeciwny do kierunku
zmiany ceny np. w przypadku dobr Giffena. Bedziemy starali sie rozlozyé¢ zmiane popytu na
skutek zmiany ceny na dwa efekty: jeden zwiagzany z samg zmiang stosunku cen, przy czym
zmiane te w jakis sposéb bedziemy kompensowaé (tzw. efekt substytucyjny) i drugi zwiazany
ze zmiang sily nabywczej naszego dochodu (efekt dochodowy). Ten rozktad bedziemy nazywaé
réwnaniem Stuckiego albo dekompozycjg Stuckiego. W przypadku ciaggltym ma on postac:

Twierdzenie 8.1 (Ciaglte réwnanie Stuckiego). Jezeli funkcje popytu x i h sq funkcja-
mi rozniczkowalnymi, majg wszystkie wspotrzedne dodatnie dla dodatniego dochodu 14
wywodzg sie od monotonicznych, lokalnie nienasyconych preferencji o rézniczkowalnej

funkcji uzytecznosci i mnoznik Lagrange’a jest wyznaczony jednoznacznie, to

axl(pvm) — ahﬁ(p,v(p,m)) 8x2(p7m) .
opj — Ip; + (_ om x](p7m) a

Dowdd. Korzystamy z warunku dualnodci (stwierdzenie 6.6) x;(p,e(p,u)) = hi(p,u) dla @ =

v(p,m) (czylim = e(p, ).
Rézniczkujemy ten warunek obustronnie po p;. Otrzymujemy

Oz;(p,e(p,t Oz (p,e(p, Oe(p,t Ohi(p,u Oe(p,t =
zi(pelpa) | Snlpelpd) . eéggju) - 8(;; 9. 7 lematu Shepharda (6.4) eéfo’j“) = hj(p,u) =
zi(p, e(p, 1)) z dualnosci. Podstawienie m za e(p, @) i v(p, m) za @ i przeniesienie 8xi(§fn’m) z;(p,m)

konczy dowdd. O

Cwiczenie 8.1. Rozlozy¢ zmiane popytu dla preferencji Cobba-Douglasa na efekty dochodowy
i substytucyjny, uzywajac ciagltego réwnania Stuckiego.

Cwiczenie 8.2. Udowodnié, ze efekty substytucyjny i dochodowy z ciaglego réwnania Stuckiego
sg niezalezne od wyboru konkretnej funkcji uzytecznosci odzwierciedlajacej dane preferencje
(cho¢ odzwzorowanie popytu Hicksa jest od tego wyboru zalezne).

Whiosek 8.1. JezZeli funkcje popytu x i h sq rézniczkowalne, majg wszystkie wspdlrzedne dodat-

nie dla dodatniego dochodu i wywodzq sie od preferencji o rézniczkowalnej funkcji uzytecznosci,
. . . . Ox;(p,m) ozi(p,m) . .

to macierz substytucji zdefiniowana jako ap; T om zj(p,m) jest symetryczna, niedo-

datnio okreslona.

Dowdd. Wynika to z réwnania Stuckiego (twierdzenie 8.1) i wklestosci e po p (stwierdzenie
6.3¢)). O

Pierwsza z wielkosci wystepujacych po prawej stronie rownania Stuckiego nazywamy efektem
substytucyjnym, druga efektem dochodowym.

Jezeli rozwazamy efekt zmiany ceny tylko jednego dobra, to efekt substytucyjny jest za-
wsze przeciwny do kierunku zmiany ceny, poniewaz macierz Dph jest niedodatnio okreslona,
i nie moze by¢ zerowy, jesli zaktadamy rézniczkowalnosé funkcji uzytecznosci. Natomiast znak
efektu dochodowego zalezy od tego, czy jest to dobro normalne czy podrzedne. W przypadku
dobra podrzednego o silnym efekcie dochodowym, dodatni efekt dochodowy moze przezwyciezy¢
ujemny efekt substytucyjny, jak w przypadku débr Giffena.

Oczywiscie ciagla postaé¢ réwnania Stuckiego poprzedzita wersja dyskretna, a nawet dwie
wersje, matematycznie trywialne. Jedli interesowaé bedzie nas warto$é¢ przyblizona zmiany po-
pytu na skutek zmiany ceny z p na p’, mozemy skorzysta¢ z réwnania Stuckiego:
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0 (P, 8h1 5 5 0 (AN 25
Aa; = ai(p',m) — 25(p,m) ~ PRI Ap; — HBPI Np, 4 (L8R g (p,m)) Ap;.
Whrew temu, czego nalezaloby si¢ spodziewaé, dyskretne rownanie Stuckiego nie jest doktad-
ng wersja tego przyblizenia; dopiero wprowadzone pdzniej réwnanie Hicksa. Dyskretne réwnanie

Stuckiego wynika z nastepujacego spostrzezenia.
Uwaga 8.1. Ax; = z;(p’,m) — z;(p,m) = z;(p’,m) — z;(p’,m) + z;(p’,m') — x;(p, m).

Definicja 8.2. Jesli m’ = pTz(p,m), to powyzsza tozsamoéé nazywamy dyskretnym réw-
naniem Sluckiego, z;(p’,m) — x;(p’,m’) to efekt dochodowy, a x;(p’,m') — x;(p,m) — efekt
substytucyjny.

Cwiczenie 8.3. Rozpisaé efekty substytucyjny i dochodowy Stuckiego dla obu débr w przy-
padku wzrostu ceny p; przy niezmienionej cenie py dla:

a) funkcji uzytecznoséci Cobba-Douglasa o a1 + ag = 1;

b) débr doskonale komplementarnych;

c¢) doskonalych substytutow, w przypadku gdy przed zmiana konsumowane bylo jedynie
dobro 1 i

(i) po zmianie nadal konsumowane jest dobro 1;

(ii) po zmianie konsumowane jest tylko dobro 2.

4 Rozklad Shickiego (dyskretny)
% - spadek ceny x;

AB — efekt substytucyjny

BC' — efekt dochodowy

o

Rysunek 8.1. Dyskretny rozktad Stuckiego.

Dyskretny odpowiednik ciagtego réwnania Stuckiego wynika z nastepujacego spostrzezenia.
Uwaga 8.2. Az; = z;(p’,m) —z;(p,m) = z;(p',m) —hi(p', v(p,m)) + hi(p', v(p, m)) — zi(p, m).

Definicja 8.3. Powyzsza tozsamos$é nazywamy rdwnaniem Hicksa, x;(p’,m) — h;(p’, v(p,m))
to efekt dochodowy Hicksa, a h;(p’,v(p,m)) — z;(p, m) — efekt substytucyjny Hicksa.

Cwiczenie 8.4. Rozpisa¢ efekty substytucyjny i dochodowy Hicksa dla obu débr w przypadku
wzrostu ceny p; przy niezmienionej cenie po dla:

a) funkcji uzytecznoéci Cobba-Douglasa o a1 + ag = 1;

b) débr doskonale komplementarnych;

c¢) doskonalych substytutéw, w przypadku gdy przed zmiana konsumowane bylo jedynie
dobro 1 i

(i) po zmianie nadal konsumowane jest dobro 1;

(ii) po zmianie konsumowane jest tylko dobro 2.
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4 Rozklad Hicksa

% - gpadek ceny x;

AB — efekt gubstytucyjny

BC — efekt dochodowy

C

Y

X1

Rysunek 8.2. Rozklad Hicksa.

Interpretacja obu dyskretnych rozktadéw wektora zmiany popytu na sume dwéch wektordw
jest taka sama: efekt zmiany ceny rozkltadamy na efekt substytucyjny, majacy jedynie odzwier-
ciedla¢ reakcje na zmiane stosunku cen i zaniedbywaé¢ skutki zmiany sity nabywczej, i efekt
dochodowy wynikajacy ze zmiany sity nabywczej dochodu. Efekt substytucyjny, to w kazdym
wypadku zmiana popytu spowodowana zmiana ceny skompensowana taka zmiana dochodu, aby
nie zmienila sie sita nabywcza dochodu, a efekt dochodowy to réznica zmiany popytu i efektu
substytucyjnego. Niejednoznacznosé wynika z niejasnej interpretacji terminu ”sita nabywcza”:
réwnanie Hicksa gwaranuje, ze nie zmienia si¢ sytuacja konsumenta (jest tak samo dobra), a
rownanie Sluckiego jedynie ze uprzednio wybrany koszyk znajduje sie nadal na ograniczeniu
budzetowym konsumenta (na skutek dodania lub odjecia ”"na papierze” dochodu). Oczywiscie
efekty Stuckiego tatwiej wyliczy¢ — nie musimy odwolywaé sie do nieobserwowalnej funkcji
popytu Hicksa.

Podobnie jak w przypadku ciaglego réwnania Stuckiego, efekty substytucyjne sa zawsze
ujemne, a znak efektu dochodowego zalezy od tego, czy dobro jest normalne czy podrzedne.

Cwiczenie 8.5. Udowodnié, ze efekty substytucyjny i dochodowy z rozkladu Stuckiego (dys-
kretnego) i rozkladu Hicksa sa niezalezne od wyboru konkretnej funkcji uzytecznosci odzwier-
ciedlajacej dane preferencje.

Cwiczenie 8.6. Ktéra z krzywych jest bardziej elastyczna cenowo, tzn. silniej reaguje spadkiem
popytu na wzrost ceny (czyli ma wieksza co do modutu elastycznos$é cenowa). Rozwazamy tylko
sytuacje, gdy nie wystepuje efekt Giffena.

Wskazowka. Skorzystaé z cigglego rownania Stuckiego.



9. Roéwnania Stuckiego i jego uogdlnienia —
kupno-sprzedaz, podaz pracy, wyboér miedzyokresowy

9.1. Analiza poréwnawcza

Przyktad 9.1. Skomentowa¢ uwage pewnego ekonomisty ”w krajach biedniejszych elastycznosé
popytu na zywnosé jest mniejsza, poniewaz gospodarstwa domowe przeznaczaja wicksza czesé
swoich dochoddéw na zywnoéé¢ niz w panstwach bogatszych”.

Uwagal: chodzi o warto$¢ bezwzgledna elastycznoscei (podobnie jak w przypadku np. kran-
cowej stopy substytucji, jesli jaka$ wielkos¢ jest zawsze ujemna, to w poréwnaniach ekonomisci
czesto zaniedbuja znak, nie méwiac o tym, bo ”i tak wszyscy wiedza o co chodzi”).

: . : . 9%iPm) _ Ohi(pw(pm)) _ Odzi(pm) .
(g)es;c to)wmosek zZ roawhn(am(a Sl)l)lcklego. 8%_ ( —) B, S i (P, ).
zi(pm) _ pi  _ Ohipoem)  _ p _ dzi(pm)  _ pi .
opi wi(pom) api zi(p.m) om  wtpamy (P m)
Oz;(pm) _ pi  _ Ohi(pu(Ppm)) Pi _Ozipm)  _ m  pi .. .
Ipi xi(pl,m) - dpi hi(pw(lp,m)) om z;(p,m) m * Zi(P,m), czyli

€ = af{ — 5iD - S;, gdzie S; oznacza cze$¢ dochodu wydawana na zywnosé. zywnosé jest

dobrem normalnym, wiec 51-D > 0, a elastycznosé Hicksa £ jest zawsze ujemna. Jegli zalo-
zymy, ze elastyczno$¢ Hicksa i elastycznosé dochodowa nie zmieniaja sie, to ze wzrostem S;
bedzie wzrasta¢ wartos¢ bezwzgledna ;. Przy tych zatozeniach dochodzimy wiec do zupelnie

przeciwnego wniosku.

9.2. Zastosowanie rownania Stuckiego do szerszej klasy zagadnien
podejmowania decyzji przez konsumenta

W dotychczasowych rozwazaniach nie braliSmy pod uwage, skad sie bierze dochéd. O ile nie
mialo to znaczenia przy podejmowaniu decyzji w konkretnych sytuacjach, o tyle jest to istotne,
kiedy badamy efekty zmian cen. Co jesli nasz dochdd zalezy od cen? W jakich rzeczywistych
sytuacjach to ma miejsce?

Konsument moze posiadaé¢ pewien koszyk, tzw. zasdéb poczgtkowy (jako dodatkowa wspol-
rzedng mozemy rozwazy¢ posiadany pienigdz, ktérego cena stale réwna sie 1, dzieki czemu uzy-
skujemy rozszerzenie zwyklej optymalizacji konsumenta). Wowczas konsument moze wymienié
cze$¢ débr na inne, przy czym stosunek wymiany wynika z réznicy cen lub sprzedaé czesé dobr,
by za uzyskane $rodki zakupi¢ inne dobra. Jak zauwazymy pézniej, do tej klasy zagadnien nalezy
wybér dlugosci czasu pracy (zagadnienie podazy pracy), a takze wielko$é oszczednosci w banku
(wybér miedzyokresowy).

9.2.1. Zasbéb poczatkowy: kupowanie i sprzedawanie:

Przyjmujemy, ze méj dochdd to nie okreslona z géry suma pieniedzy w gotowce, lecz pewien
koszyk produktow w — zasdb poczgtkowy. Moge sprzeda¢ czesé dobr, by zakupi¢ za uzyskane
pieniadze inne dobra, tak by zmaksymalizowaé¢ uzyteczno$é. W pierwszej chwili to zagadnienie
wydaje sie zupelnie rézne od zagadnienia "zwyklej” optymalizacji konsumenta.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Aby sprowadzi¢ nasze zagadnienie do tejze postaci, sformulujemy je nieco inaczej: moge
sprzedaé zasob poczatkowy po cenach rynkowych, wéwezas uzyskam dochéd m = p’w. Za ten
dochéd moge zakupié nowy koszyk produktéw x (w szczegdlnosei nic nie stoi na przeszkodzie, by
byt to ten sam koszyk, czyli abym netto nie byl sprzedawcg ani nabyweg zadnego z débr), tak by
zmaksymalizowaé uzytecznosé. Jesli x; > w;, to jestem nabywca netto dobra i: w rzeczywistosci
zakupitem x; — w;, jesli natomiast x; < w;, to jestem sprzedawca netto dobra i: w rzeczywistosci
sprzedalem w;— x;. Ograniczenie budzetowe ma postaé p’z = p’w, a zbiér budzetowy {z €
R% - pla < pTw}. Zauwazmy, ze, poniewaz nie ma zadnych kosztéw transakcji, takie podejscie
jest rownowazne wyjsciowemu problemowi

Nasz popyt to x(p,p’w). Jezeli chcemy badaé efekt zmiany ceny débr, musimy pamietaé,
ze wystepuje ona w obu argumentach .

Catkowita zmiana popytu na dobro ¢ spowodowana zmiang ceny dobra j jest wigc réwna:
dzi(p.p’w) _ 9zi(p.m)

‘ + Bmi(p,m)‘ opTw _ Odzi(p,m) + dz;(p,m) Wi
dp; Op; m=pTw om m=pTw Op; Op; m=pTw om m=pTw 5+
Korzystajac ze "zwyklego” ciaglego réwnania Stuckiego, otrzymujemy wiec
dzi(p,pTw) _ Ohi(pu(p,m)) Bzi(p,m)‘ o L : ;
o, = p; — + =5, mepTw (wj —z;(p,m)) — réwnanie Stuckiego dla

naszego zagadnienia.

Efekt substytucyjny nie zmienia si¢, natomiast drugi z efektéw to efekt majgtkowy. Jego znak,
oprécz tego, czy dobro jest normalne, czy podrzedne, zalezy tez od tego, czy jestem sprzedawca
czy nabywca netto dobra, ktérego cena ulegla zmianie.

Warto zwrocié uwage na jeszcze jedng rzecz: rownoczesne przemnozenie cen wszystkich pro-
duktéw przez te samg liczbe dodatnia nie zmienia zagadnienia. Stad jesli rozwazamy model
z dwoma dobrami, latwo nam badaé¢ wplyw na popyt na dobro zmiany ceny drugiego dobra:
podwyzka ceny drugiego dobra jest réwnowazna obnizce ceny pierwszego, a wiec nie musimy
korzystaé z ”"krzyzowych” efektéw substytucyjnych gg;, ktorych znak jest trudny do okreélenia.

Zobaczmy, korzystajac z rownania Stuckiego, jak zmieni si¢ popyt na dobro %, jesli zmianie
ulegta tylko cena p; — wzrosta:

Jesli i jest dobrem normalnym, to nabywca netto dobra i zmniejszy jego konsumpcje (bedzie
kupowal mniej, a nawet stanie sie¢ sprzedawca netto), natomiast nic nie mozna powiedzieé o
sprzedawcy netto; a jedli ¢ jest dobrem podrzednym, to na odwrét.

Cwiczenie 9.1. Wlasciel browaru konsumuje jablka i piwo. Ma funkcje uzytecznosci o kran-
cowej stopie substytucji MRS(j,p) = 2%. Obecnie cena zaréwno cena jablek jak i cena piwa
wynosi 3, a nasz browarnik ma kilogram jabtek i 1000 butelek piwa.

Jaki bedzie efekt

a) podwyzki cen jablek;

b) podwyzki cen piwa?

Jaka cze$¢ tych zmian przypiszemy efektowi substytucyjnemu, a jaka majatkowemu (z cia-
glego réwnania Stuckiego)?

Podaz pracy

Cho¢ na pierwszy rzut oka nie widaé¢ zwiazku, wybdr, ile godzin bede pracowal (a co za
tym idzie — ile zarobie), a ile godzin odpoczywal, jest przykladem zagadnienia wyboru przy
dochodzie w postaci zasobu poczatkowego.

Najpierw zauwazmy, ze praca raczej nie jest "dobrem” w rozumieniu ekonomicznych. Co
najwyzej pieniadze, ktére za nig otrzymujemy, albo status spoleczny, poczucie bezpieczenstwa...
Na pewno wigksza liczba przepracowanych godzin nie zwieksza naszej uzytecznosci, przeciwnie:
zmniejsza ja. Jezeli wezmiemy pod uwage przeciwienstwo pracy — odpoczynek — bedzie to juz
dobro. Przyjmujemy, ze odpoczynek jest dobrem normalnym.
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W okresie, na jaki podejmujemy decyzje (doba, tydzien, miesiac...) istnieje maksymalna
liczba godzin, ktéra mozemy podzieli¢ na prace i odpoczynek. Nie musi to byé¢ 24 godziny na
dobe, moze to by¢ liczba mniejsza okreslajaca, ile jesteSmy w stanie pracowaé. Oznaczmy te
liczbe przez L. Jezeli prace oznaczamy przez L, to odpoczynek bedzie wynosit R = L — L.
Stawka placy wynosi w, bedzie to zatem cena odpoczynku. W modelu mamy jeszcze drugie
dobro: konsumpcje C'; liczona w pieniadzu, o cenie 1.

W najprostszym przyktadzie nie dysponujemy zadnym dochodem pozaptacowym, czyli we =
0, a w; = L. Dysponujemy jedynie odpoczynkiem w iloci L, ktéry sprzedajemy, by za uzyskany
dochéd kupié konsumpcje i odpoczynek, co daje ograniczenie budzetowe C + wR = wL — jest
to przeksztalcone wyliczenie wyplaty za prace.

Cwiczenie 9.2. Ryszard pracuje na budowie i zarabia na reke 5 zt za godzine. Tygodnio-
wo dysponuje 60 godzinami, ktore moze podzieli¢ miedzy prace a odpoczynek. Jego funkcja
uzytecznosci dotyczaca wyboru pieniedzy na konsumpcje i czasu wolnego to u(R,c) = R - 5.

a) Obliczyé, ile Ryszard bedzie pracowal i ile odpoczywal i zilustrowac jego zagadnienie
podazy pracy na wykresie.

b) Rzad podnidst podatki, aby mieé¢ pienigdze na sfinansowanie planowanych wydatkéw
wskutek czego teraz Ryszard dostaje na reke 4zt za godzine. Rownoczednie rzad chce wpro-
wadzi¢ program pomocy dla najnizej zarabiajacych w ramach ktérego postanowil wyptlacié
zarabiajacym mniej niz 6zt za godzine réznice pomiedzy ich zarobkami sprzed wprowadzenia
podatkow a obecnymi zarobkami.

Ile w tej sytuacji Ryszard by pracowal i ile mial na konsumpcje? Czy ocenilby obecna
sytuacje jako lepsza, czy jako gorsza niz z punktu a)? Czy jest tu jakas niejasnosé?

c¢) Rzad jednak skonsultowal sie z ekonomista, ktéry uznal, ze aby uniknaé niekorzystnych
efektéw na rynku pracy, lepiej zwroci¢ jedynie réznice pomiedzy zarobkami po zmianie a po-
przednimi przy liczbie godzin pracy sprzed wprowadzenia podatku.

Ile Ryszard przy tym programie by pracowatl i ile mial na konsumpcje? Czy ocenitby obecna
sytuacje jako lepsza, czy jako gorsza niz z punktu a)?

Uwaga 9.1. Jesli rozwazamy inna place za nadgodziny niz za normowany czas pracy, podatki
od pewnego poziomu dochodu i tym podobne, wéwczas ograniczenie budzetowe bedzie lamana,
a cena odpoczynku bedzie sie zmieniaé.

Cwiczenie 9.3. Marek ma 60 godzin tygodniowo do podzialu pomiedzy prace a odpoczynek.
Pracuje jako goniec i otrzymuje 10 zt za godzine czasu normowanego, czyli do 40 godzin, a 15
zt za nadgodziny. Jego funkcja uzytecznosci zagadnienia podazy pracy to u(R,c) = R - c.

Jak wyglada ograniczenie budzetowe Marka?

Ile bedzie pracowal, a ile odpoczywal? Czy/ile bedzie pracowal w nadgodzinach?

Cwiczenie 9.4. Joanna projektuje bizuteri¢ artystyczna i otrzymuje 20zt za godzing. Do po-
dzialu na prace i odpoczynek ma 90 godzin tygodniowo. Jej funkcja uzytecznoéci to u(R,c) =
R-c%.

a) Ile bedzie pracowac i ile konsumowaé¢ w tym przypadku?

b) Wybory wygrali populisci pod hastem ”zabieraé¢ bogatym, rozdawaé¢ biednym”.

Planuja, zeby na wszystkich zarabiajacych powyzej 800zt tygodniowo natozyé¢ podatek w
wysokosci 50%. Narysowaé nowe ograniczenie budzetowe Joanny i naszkicowaé istotne dla za-
gadnienia krzywe obojetnosci. Jak zmieni sie jej wybdr?

¢) Po miesiacu populisci wycofali si¢ z tego projektu i teraz 50% podatek naliczany jest
jedynie od kwoty powyzej 800zt.

Sprébowac uzasadnié, dlaczego si¢ wycofali (chodzito o wzgledy czysto ekonomiczne).

Narysowaé ograniczenie budzetowe Joanny w tej sytuacji i naszkicowaé istotne dla zagad-
nienia krzywe obojetnosci. Jak zmieni sie¢ jej wyboér?
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Réwnanie Stuckiego dla czasu wolnego bedzie miato postaé:

T T T T T T T — —
dxl([wég ;wL) _ Oh1([w,1] ,ggw,l} ;wL)) + 8:21([11(;717]1 ;awL) (L _ xl([w, 1]T’ wL))
Mamy do czynienia z dwoma przeciwstawnymi efektami: ujemnym substytucyjnym i dodat-

nim majatkowym, wiec nie mozna powiedzie¢, ktéry z nich przewazy. Mozliwe jest zarowno, ze ze
wzrostem stawki ptacy bedziemy wiecej pracowaé (mniej odpoczywac) ze wzgledu na to ze odpo-
czynek stanie si¢ relatywnie drozszy, jak i ze bedziemy mniej pracowaé (wiecej odpoczywac), bo
bedziemy mogli sobie na to pozwoli¢. Zazwyczaj ekonomisci uwazaja, ze przy wysokich stawkach
mamy do czynienia z ta druga sytuacja. Dlatego, by motywowaé pracownikéw do dhuzszej pracy,
wprowadza sie wyzsza stawke za nadgodziny.

Cwiczenie 9.5. Uogdlni¢ réwnanie Stuckiego podazy pracy na sytuacje, kiedy pracownik po-
siada pewien dochdd pozapltacowy.

Cwiczenie 9.6. Janka utrzymuje si¢ z pracy w kuchni i z pieniedzy stanowiacych jej honorarium
autorskie od wydanej uprzednio ksiazki. Zawsze kiedy jej honorarium autorkie jest nizsze, Janka
pracuje w kuchni dtuzej.

Co sie bedzie dzialo z liczba godzin przepracowanych przez Janke w nastepujacych sytu-
acjach:

a) na dochéd placowy rzad naklada proporcjonalny podatek dochodowys;

b) taki sam proporcjonalny podatek naklada zaréwno na dochédd placowy, jak i pozaplacowy;

c¢) na dochdd placowy rzad nakltada proporcjonalny podatek dochodowy i réwnoczesnie fun-
duje stypendium w wysokoéci réwnej podatkowi naliczonemu od uprzednich zarobkdw.

9.2.2. Wyboér miedzyokresowy

W najprostszym ujeciu mamy dwa okresy (chociaz moze by¢ ich wiecej), dla uproszczenia
bedziemy nazywac je "dzi§” i ”jutro”; i oznaczaé przez 0 i 1.

W okresie ¢ mam dochdd deterministyczny Y; i wybieram poziom konsumpcji C;. Konsump-
cje w obu okresach sa dobrami normalnymi. Sw6j dochéd pomiedzy okresami moge przeno-
si¢ korzystajac z banku przy stopie procentowej r: moge oszczedza¢ — konsumowaé¢ mniej niz
zarabiam w dzis, badz zadluzaé sie — wzia¢ pozyczke pod zastaw przysztego dochodu, czyli
konsumowaé dzi$ wiecej niz zarabiam. W zagadnieniu wyboru miedzyokresowego zaktadamy, ze
nie mozna wzia¢ pozyczki, ktérej sie nie sptaci oraz, dla uproszczenia, ze stopa procentowa jest
jednakowa dla kredytow i lokat tzn. nie ma marzy.

Ogranicznie budzetowe, jak we wszystkich zagadnieniach dochodu w postaci zasobu poczat-
kowego, moze mieé nieskonczenie wiele réwnowaznych postaci, jednak w przypadku zagadnienia
wyboru miedzyokresowego dwie z nich maja interpretacje:

(1+7r)Co+Ci1 = (1+r)Yo+ Y — w terminach wartosci przyszlej: warto$é przyszla stru-
mienia konsumpcji jest réwna wartosci przyszlej strumienia dochodéw — tyle by$my mieli jutro,
gdybyémy odtozyli do banku;

Co + 1—_}_7,01 =Y+ 1741-7~Y1 — w terminach warto$ci obecnej: warto$é obecna strumienia kon-
sumpcji jest rowna wartosci obecnej strumienia dochodéw — tyle pieniedzy moglibysmy uzyskaé
dzi$ pod zastaw naszych dochoddéw.

Zaséb poczatkowy to Yy i Y7.

Cwiczenie 9.7. Janck dysponuje dochodem w wysokosci 10000z1 w tym roku i 10000zt w
przyszltym. Stopa procentowa wynosi 10%.

a) Jaka jest warto$¢é obecna jego dochodu (przy zalozeniu, ze otrzymuje pieniadze zawsze
na poczatku roku).

b) Narysowaé jego ograniczenie budzetowe, przy zalozeniu, ze jednostka konsumpcji w kaz-
dym z okreséw kosztuje 1zl.
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¢) Funkcja uzytecznosci konsumpcji w czasie to u(Cy, Cy) = C% - Cs.

Ile Janek skonsumuje w tym, a ile w przysztym roku? Czy bedzie pozyczkodawca, czy po-
zyczkobiorca?

d) Jak zmieni si¢ odpowiedz, jesli mamy inflacje, na skutek ktérej cena jednostki konsumpcji
w przysztym roku wzroénie do 2zt?

Cwiczenie 9.8. Mieszkancy pewnej odlegtej wyspy zyja jedynie z uprawy ryzu. W tym roku
zebrali 100 workéw ryzu, ktéry moga albo skonsumowaé natychmiast, albo zmagazynowaé¢ na
zime.

Plaga wyspy sa szczury, ktore zjadaja potowe plonéw z magazynu.

a) Ile mieszkancy beda konsumowaé natychmiast, a ile w zimie, jesli maja funkcje uzytecz-
nosci konsumcji w czasie, ktorej modut z krancowej stopy substytucji Cy przez Cy wynosi g—f?

b) Na wyspe przybyl okret kupiecki i widzac zapotrzebowanie, zaproponowatl sprzedaz okre-
towego szczurolapa — bardzo lownego kota, ktérego zakup spowoduje, ze szczury zjedza nie
wiecej niz 10% zmagazynowanych zbioréw. Ile maksymalnie mieszkancy wsi zaplaciliby za kota
(liczac w workach ryzu)?

Cwiczenie 9.9. Staszek dysponuje dochodem w wysoko$ci 10000zt w tym roku i 20000zt w
przyszlym. System bankowy oferuje dwie rézne stopy procentowe: dla kretytéw 15% i dla lokat
5%.

a) Jaka jest wartos¢ obecna jego dochodu (przy zalozeniu, ze otrzymuje pieniadze zawsze
na poczatku roku). Jaka jest wartosé przyszta jego dochodu?

b) Narysowaé jego ograniczenie budzetowe, przy zalozeniu, ze jednostka konsumpcji w kaz-
dym z okreséw kosztuje 1zi.

¢) Funkcja uzytecznosci konsumpcji w czasie to u(Ci,Cy) = Cy - Ch.

Ile skonsumuje w tym, a ile w przysztym roku? Czy bedzie pozyczkodawca, czy pozyczko-
biorca?

Jezeli badamy wplyw wzrostu stopy procentowej na konsumpcje dzis i jutro, wygodnie jest
uzy¢ ograniczenia budzetowego w terminach wartosci przysziej dla Cy (wéwcezas cena pg = 14,

p1 = 1) i wartosci obecnej dla Cy (pp = 1, p1 = %Jrr) i skorzystaé z réwnania Stuckiego dla zmiany
dzi(p,p” Ohi(p,v(p, 9z,(p,
ceny tego samego dobra: & (Spi’ w) (pa;(ip m)) ‘m:pTw w’ _— (wi — zi(p,m)).
T T
Poniewaz sign (%T(r)) = sign (%) i sign (%p) = —sign (W), a konsump-

cje w obu okresach sa normalne, to pozyczkodawca (ten, kto oszczedza) bedzie konsumowal
jutro wiecej, natomiast nie wiadomo, jak bedzie z jego konsumpcje dzi$; pozyczkobiorca bedzie
konsumowat dzi$§ mniej, natomiast nie wiadomo, co bedzie z jego konsumpcja jutro — moze
zaczal oszczedzal, przez co jg zwiekszy, a moze zmniejszy¢, jesli pozycza wiecej, aby za bardzo
nie zmniejszy¢ konsumpcji dzis.

9.2.3. Statyka poréwnawcza — przyklady

Przyktad 9.2. Podniesiono cene zywnosci z p do p+ Ap. Emeryci i renciéci przeznaczajg okoto
40% swoich dochodéw na zywnosé. O ile powinni$my podnie$é ich dochody, aby mie¢ pewnosé,
ze ich sytuacja nie pogorszy sie. Czy nalezy sie spodziewad, ze ich sytuacja poprawi sie?

Jedli nie wiemy nic o uzytecznosci, musimy zwigkszy¢ dochédd o tyle, aby uprzednio wybie-
rany koszyk byl na nowym ograniczeniu budzetowym, czyli o Am = 0.4 - m - Ap. Wbwczas
uzytecznos¢ na pewno nie zmniejszy sie, a jesli konsumenci wybiorg inny koszyk, wowczas sie
zwiekszy. Z ta druga sytuacja bedziemy mieé zawsze do czynienia, jesli funkcja uzytecznosci jest
rézniczkowalna.
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Rysunek 9.1. Indeksacja dochodéw emerytdw.

Przyktad 9.3. W ramach akcji marketingowej PKP postanowily wprowadzi¢ roczne karty
podrézne dla studentéw, ktére upowazniaja do znizki przy zakupie wszystkich biletéw. Czy
jesli student kupi taka karte, to bedzie wiecej korzystal z ustug PKP? Czy student, ktéremu
wszystko jedno, czy kupié karte czy nie, bedzie wiecej wydawal na kolej, jesli ja wykupi?

Odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi “nie”, a na drugie "tak”.

Zalézmy, ze podréze koleja sa dla studenta dobrem normalnym (przy jego poziomie dochodu
samolot czy takséwka na dluga trase raczej rzadko wchodzi w gre). Efekt substytucyjny jest
dodatni, efekt dochodowy tez, ale dochdd sie zmniejsza przez to, ze student musi wykupi¢ karte,
wiec teoretycznie moze sie zdarzy¢, ze bedzie jezdzil mniej.

Odpowiedz na drugie pytanie brzmi ”tak”, poniewaz ”jest mu wszystko jedno” oznacza, ze
ta sama krzywa obojetnosci jest styczna do obu ograniczen budzetowych, wiec moze by¢ styczna
do ograniczenia budzetowego odpowiadajacego wykupowi karty tylko w jego fragmencie, ktéry
dotychczas nie byl dostepny, co oznacza zwigkszenie przejazdéw koleja.

a) b)

. ] . bez karty
inne r’,bez karty inne e -

z karta z kartg

- 5
L -

kolej kolej

Rysunek 9.2. Ilustracja graficzna problemu studenta.

Przyktad 9.4. W pewnym zakladzie stawki ptac wynosza 5 zt za godzing, tydzien roboczy ma
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pie¢ dni po osiem godzin. Kazdy pracownik moze bra¢ nadgodziny, platne 7.5 zl za godzing,
jednak nie wiecej niz 20 tygodniowo. Przecigtny pracownik bierze 10 nadgodzin tygodniowo. Za-
ktad pracy ptaci sktadki ZUS w wysokosci 10 zt tygodniowo na pracownika. Zwiazek zawodowy
proponuje zréwnac stawki ptacy zasadniczej i za nadgodziny na poziomie 5.5 zl. Przeanalizowac
te propozycje.

Zakladamy, ze zaklad pracy chce utrzymaé podaz pracy pracownikdéw na tym samym pozio-
mie co przed zmiang. Chociaz przy tym samym poziomie nadgodzin co poprzednio, przecietny
pracownik otrzymywalby taks sama wyplate, nalezy oczekiwaé, ze jego podaz pracy zmniej-
szy sie (zwiekszy sie popyt na odpoczynek), gdyz mamy tu do czynienia jedynie z efektem
substytucyjnym, dodatnim w przypadku odpoczynku, ktérego cena relatywnie obnizy sie (jesli
pracujemy powyzej 40 godzin).

Aby utrzymadé ten sam poziom podazy pracy, trzeba byloby zatrudnié¢ nowych pracowni-
kéw, ktérzy wypracowaliby brakujace godziny. To jednak zwiekszy koszty — za kazdego nowego
pracownika trzeba dodatkowo zaptaci¢ ZUS.

'y

kongumpcja
nowa podaz pracy

nowe ograniczenie budzetowe

odpoczynek

Rysunek 9.3. Ilustracja graficzna problemu pracodawcy.

9.3. Od funkcji popytu do preferencji

Jak odtworzy¢ relacje preferencji, jezeli mamy dane mamy jedynie to, co mozna uzyskaé z
badan rynku: funkcje popytu.

Mozna to robi¢ "na raty” albo bezposrednio.

Wiemy, ze przy zalozeniach o regularnodci, jezeli mamy jedna z funkcji v lub e, to mozna
z nich odtworzy¢ pozostate funkcje modelu konsumenta. Majac funkcje v lub e, przy pewnych
zalozeniach o regularnosci tatwo uzyskamy réowniez funkcje uzytecznoéci odzwierciedlajaca wyj-
$ciowe preferencje.

Stwierdzenie 9.1. Przy standartowych zalozeniach modelu konsumenta i jezeli funkcja u jest
wklesta:

a) jezeli v jest niejawng funkcjq uzytecznosci, to dla kazdego x zachodzi réuwnosé u(x) =
ming,. v,y v(p, 1);

b) Zbiory niegorsze niz u spelniaje {x :u(x) >u} = ) {x pla > e(p,u)} a krzywe
p>>0
obojetnosci u {x :u(x) =u} = {:c pla > e(p,u)}\ N N {x ple > e(p,v)}
p>>0 v>up>>0

Tak wiec wystarczy wystarczy znalez¢ pewna funkcje v lub e, aby znalezé funkcje uzytecz-
nosci. Jak jednak uzyska¢ jedna z tych funkcji, majac dana jedynie funkcje x?
Z lematu Shepharda %ﬁ;u) = hi(p,u) = z;(p, e(p, u)).
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Stad funkcja wydatkéw jako funkcja cen przy ustalonym poziomie uzytecznosci ug opisana
jest uktadem réwnan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu:
Oe(p,uo) _ .. dlai=1

op; —xz(pae(pvuﬁ)) at=1L...,mn

z warunkiem poczatkowym e(po,ug) = mo (czyli mg takie, ze u(z(p,mp)) = up — musimy
przypisaé jaki§ poziom uzytecznosci wyjsciowemu popytowi).

W przypadku dwoch débr, korzystajac z jednorodnoéci stopnia 1 funkcji e ukiad mozna
zredukowaé do jednego réwnania zwyczajnego:

e Tu
2elleptn0) — gy ([py, 1) e((pr, 1) uo)),

czyli, w uproszczonej postaci:

o) — 2y ([pr, 1", E(p1))
z warunkiem poczatkowym &(p{) = myq.

Rozwiazanie bedzie miato wszystkie wymagane wtasnosci funkcji wydatkéw i istnieje przy
doéé stabych zalozeniach regularnosci funkeji x.

Jezeli débr jest wiecej niz 2, to problemu nie da sie zredukowaé do réwnania rézniczkowego

zwyczajnego. Warunek konieczny istnienia funkcji e dwukrotnie rézniczkowalne;j J)&ko funkcja

cen jest oczywisty: macierz substytucji musi byé symetryczna: amia(gjim) + axiéggl’m z;(p,m) =
awj(pvm) 8mj(p7m)

5~ T 9m x;(p, m) dla kazdego i, j. Jest to réwnocze$nie warunek dostateczny (warunki
calkowalnos$ci). Rozwiazanie ma wlasnosci e i macierz drugiej pochodnej jest réwna macierzy

substytucji.

To koniczy procedure postepowania w przypadku gdy mamy regularng funkcje popytu. Nie
bedziemy jednak doktadniej analizaowaé tego zagadnienia.

Jezeli x nie jest rézniczkowalna, pozostaje nam metoda bezpos$rednia — konstrukcja relacji
preferencji przy uzyciu ujawnionych preferencji. Poniewaz wiemy, ze relacja preferencji jest
racjonalna, musimy rozszerzy¢ definicje ujawnionej preferencji o informacje, ktére mozemy wy-
ciagnaé z przechodnioéci. Wéwcezas uzyskamy relacje posredniej ujawnionej preferencji.

Definicja 9.1. Méwimy, ze koszyk x jest posrednio jawnie $cisle preferowany przed y, jesli ist-
nieje liczba naturalna N i ciag par (p’, m'), taki ze z (p*,m") # z (p"**, m*™1) (pi)T z (pt,miTh) <
midlai=1,...,N -1,z =z (pt,m') iy::r(pN,mN)

Relacja posredniej jawnej preferencji jest domknieciem zwyklej (uzywa sie tez dla poréwna-
nia stowa bezposredniej) jawnej preferencji ze wzgledu na przechodniosé.

Mocny aksjomat ujawnionych preferencji mowi, ze jezeli x jest poérednio jawnie preferowany
przed y, to y nie moze byé¢ bezposrednio jawnie preferowany przed x.

Definicja 9.2. Mocny (silny) aksjomat ujawnionych preferencyji
Funkcja popytu spelnia mocny aksjomat ujawnionych preferencji, ze dla dowolnych koszykdw

T
x 1y, jesli x jest posrednio $cisle jawnie preferowany przed y to (pN ) r > m" (gdzie y =
x (pN ,mV ) ).
Stwierdzenie 9.2. Jezeli funkcja popytu Walrasa x spelnia mocny aksjomat ujawnionych pre-

ferencyi, to istnieje racjonalna relacja preferencji racjonalizujgca x, taka ze Vy € Bpm,y #
x(p,m) koszyk x(p,m) jest lepszy od y.

Dowéd — patrz na przyklad Mas-Colell, Whinston i Green [1] albo Varian [2].
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Teraz zajmiemy si¢ strona podazowa gospodarki, czyli odpowiemy na pytanie, skad biorg
sie konsumowane przez nas dobra.

Znéw bedziemy mie¢ do czynienia z podejmowaniem decyzji. Tym razem podejmujacego
decyzje bedziemy nazywaé producentem albo firmg. Bedziemy przez to rozumie¢ dowolna jed-
nostke zajmujaca sie produkcja, tzn. zuzywajaca pewne dobra, by uzyskaé¢ inne. Nie interesuje
nas struktura wewnetrzna firmy, czy wladciwosci zarzadzania, ani nawet to, czy ma jakakolwiek
forme prawna. Dzieki temu mozemy przejé¢ od razu do analizy zachowan rynkowych. Zaczniemy
od tego, z czego wybiera firma, czyli jakimi technologiami dysponuje.

10.1. Technologia

Zakladamy, ze mamy w sumie n débr. Plan albo inaczej proces produkcyjny to dowolny
wektor y € R”. Jezeli dla procesu produkcyjnego y jego i-ta wspdlrzedna y; jest ujemna, to
dobro i jest czynnikiem produkcji, natomiast jesli jest dodatnia, to ¢ jest produktem. Zbiér
osiagalnych (fizycznie, prawnie, etc.) planéw produkeyjnych bedziemy oznaczaé przez Y — zbior
produkcyjny.

Przykltad 10.1. Jajecznica z pieciu jaj. Przepis kulinarny jako plan produkcyjny.

Aby usmazy¢ jedna porcje jajecznicy z pieciu jaj, potrzeba zuzyé: pieé jaj, 2g tluszczu, 1
szczypte soli, 0.01 m? gazu, 15 minut pracy kucharza, 10 minut dzierzawy patelni; nie dodawaé
cukru.

Formalnie, proces produkcyjny zapiszemy jako [—5, —2,—1,—0.01,—15,—10,0,—1—1]T, jesli
wspolrzedne oznaczaja kolejno sktadniki wymienione w przepisie w odpowiednich jednostkach,
a ostatnia jajecznice.

W celach obliczeniowych wygodnie jest zapisaé¢ zbiér produkcyjny przy pomocy funkcji:

Definicja 10.1. Funkcje F' : R™ — R nazywamy funkcjg transformacgi, jeSli Y = {y : F(y) < 0}
i F(y)=0<y e BdY. Zbiér {y : F(y) = 0} nazywamy woéwczas granicg transformacyi.

Przypadek szczegdlny

Szczegdlnie interesowaé bedzie nas sytuacja, z ktora przewaznie mamy do czynienia w rze-
czywistodci: kiedy mamy tylko jeden, ustalony produkt i funkcja transformacji ma szczegdlng
postac: jest réznica pewnej funkcji od naktadéw czynnikéw produkeji i wielkosci produktu. Dla
wyrdznienia produkt bedzie zawsze na ostatniej wspdirzednej.
Tak wiec Y = {[—zl, —29y .y —Zn_1, y]T cy < f(21,22, 0005 20-1), 70 2 O}. Te sytuacje bedziemy
okreslaé¢ jako przypadek szczegolny.

Zauwazmy, ze rzeczywiscie jest to przypadek szczegdlny szerszego modelu z funkcja transfor-

macji F'; w naszym przypadku mozemy np. wziaé¢ F(y) = max(y1, ..., Yn—1,Yn—f (Y1, -, —Yn—1))-

Definicja 10.2. Funkcje f : RT}F_I — R nazywamy funkcjq produkcji, jesli
]T Yy < f(zlv'ZZv o ,anl),Zi > 0}
Poziomice funkcji f nazywamy izokwantami albo krzywymi jednakowego produktu.

Y = {[*Zla —R22y...5 " 2n—1,Y

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Kraricowq stopg substytucji technicznej czynnika | przez czynnik k nazywamy funkcje M RT'S;y,

3()9‘ (2)
R} — R taka ze MRTS;(z) = —5 fflz) :
0z,
Funkcje B(Z;S) nazywamy krancowym produktem czynnika ¢ (oznaczane przewaznie przez
MP).

Jezeli krancowa stopa substytucji technicznej jest dobrze okreélona, to jest miarg nachylenia
izokwanty. Ekonomiczna topatologiczna interpretacja to ”o ile trzeba zmieni¢ naktady czynnika
k, aby przy zwiekszeniu nakladow czynnika [ o jednostke pozostaé¢ na tej samej izokwancie”. Tu
réwniez, podobnie jak dla kraficowej stopy substytucji w modelu konsumenta, niektére podrecz-
niki moga uzywaé przeciwnego znaku w definicji, a nawet pojawiac sie¢ podobna niekonsekwencja
co do znaku jak w przypadku MRS w modelu konsumenta — jak w ponizszym zadaniu.

Cwiczenie 10.1. Skomentowaé i zilustrowaé obliczeniami prawde ekonomiczna ”kraficowa sto-
pa substytucji pracy przez kapital jest malejaca, jesli technologia jest taka, ze produkty krancowe
sa dodatnie i malejace oraz krancowy produkt pracy roénie gdy rosna naklady kapitatu”.

Wskazowka. To, o co chodzilo autorom, mowigc potocznie, to “izokwanta jest coraz mniej
stroma ze wzrostem L...”

To co da sie udowodni¢ to: "modul MRT Sy, (L, K (L)) jest malejocy (gdzie K(L) oznacza
zapis danej izokwanty przy uzyciu funkcji uvwiktanej) jesli technologia jest taka, Ze %, g—lf( > 0,
%,% < 0 oraz 8(228& >07.

Wracamy do ogdlnego modelu.

Bedziemy rozwazaé nastepujace wtasnosci zbioru produkcyjnego:

1. Y # 0;

2. Y jest domkniety;

3. moZliwo$é marnotrawstwa (po angielsku eufemistycznie ”free disposal”): jezeli y € Y
to dla y’ < y mamy y’ € Y — zawsze mozna zuzy¢ wigcej czynnikéw albo uzyska¢ mniejszy
produkt.

Warunki 1-3 sa minimalnymi zalozeniami w modelu producenta i zawsze bedziemy je przyj-
mowag.

Cwiczenie 10.2. Pewna firma na Malcie zajmuje sie odsalaniem wody morskiej na potrzeby
lokalnych wodociagéw. Z litra wody morskiej mozna wyprodukowaé¢ 0.9 litra wody odsolonej,
a jako produkt uboczny powstaje 0.02 kilo soli, ktére takze mozna sprzedaé. Aby to uzyskaé,
potrzebna jest takze energia elektryczna — 1 jednostka na kazda tone wody morskiej (dostarcze-
nie mniejszej iloéci oznacza, ze przetworzy¢ da sie tylko tyle ton wody, ile dostarczono energii,
reszta wraca do morza).

Wypisaé zbior Y, zaktadajac mozliwo$¢ marnotrawstwa.

Przy tych zalozeniach mozna udowodni¢ np. wiasnosé, ze y € BdY <y jest efektywny, to
znaczy, ze nie istnieje y’ € Y dla ktérego y < y’ z nier6wnoscig ostra przynajmniej na jednej
wspolrzedne;j.

Dalsze zatozenia to

4. "no free lunch” — "nie ma czego$ takiego jak obiadek za darmo”: YNR! C {0}, w
finansach uzywa sie nazwy ”brak arbitrazu”;

5. moZliwosé nic nie robienia: 0 € Y — nie zawarliSmy zadnego kontraktu, ktéry nakazywatl
by nam co$ robi¢ (mala uwaga — pdzniej bedziemy nazywaé taka sytuacje diugim okresem dla
producenta);

6. nieodwracalno$é proceséw produkcyjnych: y € Yiy # 0, to —y ¢ Y - z jajecznicy z pieciu
jaj nie mozna odzyskaé pieciu jaj; dwéch gram ttuszczu itd.
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Zaltozenia 1-6 przymujemy standartowo w modelu producenta.

Dodatkowo mozemy jeszcze rozwazac

7. addytywnosé — jeSliy e Yiy € Y, toy +y’ € Y — mozna postawi¢ dwie fabryki —
interesuje nas produkcja taczna;

8. wypuklosé — Y jest wypuktly.

Ponadto czesto ma zastosowanie jedna z wtasnosci:

9. nierosngce przychody skali — dla kazdego t € (0,1) jeSliy e Y, tot-y € Y;

10. niemalejgce przychody skali — dla kazdegot > 1jeSliy e Y, tot -y € Y;

11. stale przychody skali — dla kazdego t > 0 jesliy € Y, to t-y € Y — spelnione sa wtasnosci
9.1 10.; woéwczas Y jest stozkiem.

Zauwazmy, ze z tego, ze 0 € Y wynika, ze wypuklosé Y implikuje nierosnace przychody skali.

W naszym przypadku szczegdlnym, kiedy mamy tylko jeden produkt i funkcje produkeji
f, wypuklosé Y oznacza wklestoéé funkeji f, natomiast warunki 9 — 10 maja postac:

9’. nierosngce przychody skali — dla kazdego t € (0,1), z € Ri‘l zachodzi nieréwnosé
f(t-z) >t f(2) (réwnowaznie: dla kazdego ¢t > 1, z € R! zachodzi f(t-2) <t- f(2));

10°. niemalejgce przychody skali — dla kazdego t > 1, z € R’}r_l zachodzi nieréwnosé f(t -
z)>t- f(2);

11°. stale przychody skali — dla kazdego ¢ > 0, z € Rﬁfl zachodzi f(t - z)=t- f(2);

Dodatkowo mozemy zdefiniowaé¢ malejgce przychody skali — dla kazdego t € (0,1), z €
Rf_fl, z # 0 zachodzi f(t-z)>t- f(2) (réwnowaznie: dla kazdego t > 1, z € R:‘fl, z # 0 zachodzi
f(t-2) <t-f(z)) 1 rosngce przychody skali — dla kazdego t > 1, z € Rﬁ_l,z # 0 zachodzi
F(t-2) >t f(2).

Chociaz w przepisie na jajecznice z pigciu jaj mieliémy wiele réznych czynnikéw produkeji,
obecnie w analizach dzialalnosci produkcyjnej ograniczamy sie przewaznie do dwdch: pracy —
pierwszego historycznie czynnika produkeji i kapitatu (do ktérego wliczamy zaréwno jajka jak i
patelnie: wszystkie produkty, ktére mozemy kupié albo wydzierzawié¢ — przeliczone na pieniadz).
W przesztosci byt jeszcze jeden istotny czynnik produkcji — ziemia. Obecnie pojawiaja sie nowe
czynniki, ktére dotychczas byly zaniedbywane, takie jak na przyktad informacja, ale nie weszty
one jeszcze do standartowego kanonu mikroekonomii.

Teraz przejdziemy do tego, co jest celem producenta.

10.2. Maksymalizacja zysku

Celem producenta jest maksymalizacja zysku, ktoére to pojecie objasénimy ponizej.

Podobnie jak w teorii wyboru konsumenta, producent funkcjonuje na rynku, ktéry okresla
ceny wszystkich dobr — zaréwno czynnikow produkcji jak i produktéw. Podobnie jak konsument,
producent jest ” price taker” — "biorca cen”, czyli traktuje ceny jako dane. O takiej firmie mowi
sie firma konkurencyjna. Tak wiec nalezy sie spodziewaé, ze model producenta bedzie dobrze
opisywal producenta gwozdzi z ul. Grzybowskiej, a nie IBM.

Zakladamy, ze wszystkie ceny sg $cidle dodatnie. Gdyby cena produktu byla zerowa, nie
oplacaloby sie go w ogole produkowaé, gdyby natomiast cena ktoregos z czynnikéw byta zerowa,
mogliby$my go zuzywaé¢ nadmiernie (marnotrawi¢, na co pozwala nam zalozenie o mozliwosci
marnotrawstwa), gdyz nic by to nas nie kosztowalo. Tak jest z powietrzem — poniewaz nic
nie kosztuje, mozemy go zuzywaé¢ w procesie produkcyjnym ile chcemy (np. zanieczyszczad),
wiec tak naprawde nie bierzemy go pod uwage w opisie technologii. Powstaja tak zwane efekty
zewnetrzne — kto$ traci na naszym nadmiernym zanieczyszczaniu, wigc pojawia si¢ presja, by
zmusi¢ nas do placenia za te szkody — np. panstwo wprowadzi optate za emisje zanieczyszczen,
przez co dotychczas bezptatny czynnik uzyska cene niezerowa. Tak wiec w konicu wszystkie ceny
sa dodatnie.
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Mamy wigc wektor cen p € Int R’}. W naszym szczegolnym przypadku rozrézniamy wektor
cen czynnikéw (historycznie przyjelo sie go oznaczaé przez w) i cene produktu (historycznie p).
Dla typowych czynnikéw ich ceny to: dla pracy - ptaca, dla kapitatlu — odsetki, dla ziemi — tzw.
renta gruntowa.

Wréémy do ogdlnego modelu. Przy cenach p dla procesu produkcyjnego y nasz zysk réwna
sie py.

Celem firmy jest maksymalizacja zysku, wiec zagadnienie optymalizacyjne producenta ma
postaé

maxp’y,
yeY
(przy uzyciu funkcji transformacji maxp(y)<o ply).
Stad mamy nastepujace obiekty:

Definicja 10.3. Funkcje IT : IntR? — R U {400}, taka ze II(p) = maxyecy p’y nazywamy
funkcjg zysku, a odwzorowanie y : Int R} —o Y, takie ze y(p) = Argmax,cy ply — ogdlnym
odwzorowaniem podazy.

Jezeli funkcja transformacji jest wystarczajaco regularna, mozna skorzysta¢ z mnoznikéw
Lagrange’a: poniewaz maksymalizowana funkcja jest liniowa i wszystkie wspolrzedne wektora
p sa dodatnie, maksimum jest przyjmowane na brzegu (o ile jest osiagalne), czyli tam, gdzie
F(y)=0.

OF(y)
Warunki pierwszego rzedu beda wiec mialy postaé p; = )\agély), stad 1% = aff('; 7
Oyx;

Stwierdzenie 10.1. Jesli Y wykazuje niemalejgce przychody skali, to albo I1(p) = 0 przy czym
0 € y(p), albo TI(p) = +o0 1 y(p) = 0 i nie da si¢ tego znaleZé warunkami pierwszego rzedu.

Cwiczenie 10.3. Udowodnié stwierdzenie.

Jaka jest postaé¢ warunkéw pierwszego rzedu dla przypadku szczegdlnego, kiedy mamy jeden

produkt i funkcje produkcji f? Wéwezas I([wy, wa, . .., w,—1,p]7) = max,>op - f(z) — w!z.
Z mnoznikéw Kuhna-Tuckera w optymalnym z* mamy p(‘)];(zzl*) —w;— (—p) = 0 dla pewnego

g > 0, przy czym jesli z; > 0, to y; = 0. Stad pag(:l*) < w; z réwnoscig gdy 2 > 0.
To wyrazenie ma oczywiscie topatologiczng interpretacje ekonomiczna: ” jednostkowe zwiek-
szenie nakltadéw czynnika [ nie zwigkszy zysku, gdyz ptacimy za nie co najmniej tyle samo, co

zwiekszamy przychdd”.

Cwiczenie 10.4. Zbada¢ przychody skali i obliczy¢ funkcje zysku oraz uogélnione odwzorowa-
nie podazy dla technologii o funkcji produkcji

a) Cobba-Douglasa f(z1, z2) = 2] - 25% dla a; > 0;

b) technologii liniowej f(z1,22) = 21 - a1 + 22 - ag dla a; > 0;

¢) technologii Leontiewa f(z1,22) = min{z1 - a1, 22 - ag} dla a; > 0.
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11.1. Witasnosci funkcji zysku i uogélnionego odwzorowania podazy

Teraz zajmiemy si¢ ogélnymi wtasnosciami zdefiniowanych obiektow.

Stwierdzenie 11.1 (Wlasnosci funkcji zysku). a) w przypadku szczegdlnym 11 jest niemalejgca
funkcjq p, scisle rosngcq funkcjg p tam gdzie skonczona i nierosngcq funkcjg w;

b) funkcja I jest jednorodna stopnia 1;

¢) funkcja 11 jest wypukla;

d) II jest ciggla na dowolnym zbiorze otwartym, na ktérym jest skoriczona;

e) Jesli Y wypukly i "no free lunch” (zalozenie 4), to istnieje p, dla ktérego I11(p) skoriczone;

f) jesli Y jest wypukty, to Y = {y € R" : pTy < II(p) Vp € R%} — dualne wyraZenie zbioru
Y.

Dowdd. Dowody a)-d) sa podobne jak w stwierdzeniu 6.3.

e) Poniewaz "nie ma czego$ takiego, jak obiadek za darmo”, jesli wezmiemy dowolny punkt
a o wszystkich wspélrzednych dodatnich np. a = (1,...,1)7, to nie nalezy on do Y. Z twier-
dzenia o hiperplaszczyznie rozdzielajacej bedzie wiec istnial wektor p € R”, dla ktérego pLa >
SUpPycy ply. Pozostaje pokazaé, ze istnieje taki p, ktéry moze byé wektorem cen, czyli, ze ma
wszystkie wspélrzedne dodatnie. Niech p; dla naszego p bedzie ujemne. Niech y € Y. Z mozliwo-
$ci marnotrawstwa wynika, ze jedli y; zamienimy na dowolnie matg liczbe, to tak zmodyfikowany
punkt bedzie nalezal do Y, a wiec nieréwnosé¢ pTa > SUpycy p’ly nie moze by¢ spelniona. Stad
wszystkie p; sa nieujemne.

Co jesdli p; = 0?7 Wezmy dowolnie maty € > 0 i niech p*¢ bedzie réwne p z i-ta wspotrzedna
zamieniong na €. Zalézmy, ze zaden wektor p»® nie jest hiperplaszczyzna rozdzielajaca. Niech
y© oznacza punkt przeciecia hiperplaszczyzny (pi’E)Ta = (pi’s)Ty z brzegiem Y. Wowczas z
wypuktosci Y i z tego, ze 0 € Y, mozemy otrzymaé pewien ciag y° nalezacych do przeciecia
prostych taczacych punkty y®, odpowiednio, z zerem i kuli domknietej o promieniu Ce (gdzie
C zalezy od wartosci pozostalych p;) o $rodku w punkcie o i-tej wspdlrzednej 1 i wszytkich
pozostatych wspolrzednych 0. A to oznacza, ze albo 3y € YNRY, y # 0, albo Y nie jest
domkniety.

f) Takze z twierdzenia o hiperplaszczyZnie rozdzielajacej.

O

Stwierdzenie 11.2 (Wlasnosci ogdlnego odwzorowania podazy). a) jesli Y wypukly, to'y ma
wypukle wartosci, a jesli Y jest $cisle wypukly, to y jest co najwyziej jednowartosciowe;

b) Jesliy € y(p) dla pewnego p, toy € BAY iy jest efektywny.

¢) Odwzorowanie'y jest jednorodne stopnia 0;

d) Odwzorowanie 'y jest gornie pélciggle na dowolnym zbiorze otwartym, na ktérym I1 skori-
czone;

e) Jesliy jest funkcjq rézniczkowalng w p, to Dy(p)-p = 0.

Dowdd. Dowody a)-d) sa podobne jak w stwierdzeniu 6.2; e) wynika z jednorodnosci stopnia 0.
U

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Stwierdzenie 11.3. (Lemat Hotellinga) jesli'y jest jednowartosciowe i rézniczkowalne, osig-
gane dla jednoznacznie wyznaczonych X\ i funkcja transformacji F' jest rozniczkowalna, to Il jest
rézniczkowalna i VII = y;

Dowdd. 7 twierdzenia o obwiedni. O

Cwiczenie 11.1. Czy funkcja II(p) = p3 — \/P1 - p2 moze by¢ funkcja zysku firmy wolnokon-
kurencyjnej maksymalizujacej zysk (sprawdzi¢ wszystkie wlasnosci). Obliczyé (zakladajac, ze
sie da) uogélnione odwzorowanie podazy. Czy w tej technologii mozna wskazaé¢ jeden produkt?
Czy mozna co$ powiedzie¢ o przychodach skali?

Whiosek 11.1. Jesli y jest funkcjg rézniczkowalng w p to Dy (p) = D*TI(P) jest symetryczna
1 nieujemmnie okre$lona.

Dowdd. 7 lematu Hotellinga i wypuktoéci II. O

Nieujemna okreslono$é macierzy D?II(P) ma znéw prosty interepretacje ekonomiczng — jest
to tzw. prawo podazy: podaz i ceny zmieniaja si¢ "w tym samym kierunku”. W przypadku,
gdy drozeje tylko jeden czynnik produkcji, oznacza to, ze popyt na ten czynnik maleje, a gdy
drozeje tylko jeden z produktéw, wéwcezas jego podaz rosnie.

Mozna tez wyprowadzi§ analogiczne prawo podazy dla dla odzworowania y nie bedacego
funkcja rézniczkowalna.

Stwierdzenie 11.4. Niech p # p’. Dla kazdegoy € y(p) iy € y(®') (p—p )y —-y') >0 2
ostrq nierdwnosciq o ile y(p) Ny(p') = 0.

Dowdd. Podobnie jak dowodd stwierdzenia 6.5. 0

11.2. Minimalizacja kosztow

W tym podrozdziale dla wygody skoncentrujemy sie na naszym przypadku szczegdlnym, w
ktérym mamy do czynienia z jednym produktem i funkcja produkcji.

Rozwazmy sytuacje, w ktérej producent juz ustalil, ile co najmniej musi wyprodukowaé (na
przyklad zawarl kontrakt). Jakie naklady czynnikéw poniesie firma maksymalizujaca zysk?

Mozemy tez na zagadnienie, ktérym bedziemy sie¢ teraz zajmowacé, spojrzeé¢ tez w inny spo-
sob. W firmie jest dwdch specjalistow: od produkcji i od marketingu. Ten od produkcji wie,
za ile najtaniej da sie wyprodukowaé¢ dang ilos¢ produktu i jakie naklady czynnikéw trzeba
zastosowaé¢. Naktady czynnikéw nie obchodza specjalisty od marketingu, on chce tylko znaé
koszty. Tak wiec musimy wyliczy¢ koszty dla najtanszego sposobu wyprodukowania y.

W tej sytuacji producent jest zainteresowany, aby za produkcje przynajmniej tej ilosci za-
placi¢ jak najmniej. Jego zagadnienie optymalizacyjne ma postac: min g r(z)>y w!z.

Definicja 11.1. Funkcje ¢ : Int Rﬁ_l xRy — RU {+o0}, taka ze c(w,y) = min > f(z)>y wlz
nazywamy funkcjg kosztéw, a odwzorowanie z : Int erfl x Ry —o erfl, takie ze z(w,y) =

Argmin, > f(z)>y wlz — odwzorowaniem warunkowego popytu na czynniki produkcii.

Funkcja kosztéw c okredla, ile co najmniej musimy zaplaci¢ przy cenach czynnikéw w, jesli
chcemy wyprodukowaé¢ co najmniej y, a odwzorowanie z wskazuje optymalny zestaw czynnikow
produkc;ji.

Cwiczenie 11.2. Obliczy¢ funkcje zysku i odwzorowanie warunkowego popytu na czynniki
produkgcji dla technologii o wypisanych ponizej funkcjach produkcji.

a) Cobba-Douglasa f(z1, z2) = 27* - 25* dla a; > 0;

b) technologii liniowej f(z1,22) = 21 - a1 + 22 - ag dla a; > 0;

c) technologii Leontiewa f(z1,22) = min{z; - a1, 22 - as} dla a; > 0.
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Cwiczenie 11.3. Obliczy¢ funkcje zysku i odwzorowanie warunkowego popytu na czynniki
produkcji dla technologii o funkcji produkeji f(z1, z2) = min{z1 + 222, 22 + 221 }.

Stwierdzenie 11.5. Minimalizacja kosztow jest warunkiem koniecznym maksymalizacji zysku:
([w,p]") = max,>0p -y — c(W,y).
Dowdd. Oczywiste. ]

Jesli przywotamy podzial na specjaliste od marketingu i produkcji, i chcemy wyttumaczy¢ to
bez uzycia matematyki, to mozemy inaczej to stwierdzenie sformutowaé jako ”mozna bezpiecznie
rozdrobnié¢ proces decyzyjny”. Jesli specjalista od marketingu podejmie decyzje co do wielkosci
produkcji znajac cene i wyliczona przez specjaliste od produkeji (bez znajomosci ceny produktu)
funkcje kosztéw, to otrzymamy maksymalizacje zysku.

Warunkiem konieczym minimalizacji kosztéw przy rézniczkowalnej funkcji f jest: w; >
)\%Zz;) z réwnoscig dla 2 > 0. Jesli f jest wklesta, to jest to tez warunek dostateczny. Stad
jesli z;, z, > 0, to MRTSl’k = —%.

Warto zauwazy¢ analogie zagadnienia minimalizacji kosztéw i zagadnienia minimalizacji
wydatkéw w modelu konsumenta — matematycznie jest to to samo zagadnienie. Stad wiekszosé¢

wlasnosci ¢ i z bedzie przeniesieniem wtasnoéci e i h przy niemalejacej funkcji uzytecznosci.

Stwierdzenie 11.6. Wiasnosci funkcji kosztéw ¢ odwzorowania warunkowego popytu na czyn-
niki produkeji majq dokladnie takie same wlasnosci jak e i h w modelu producenta (przenoszq
sie wszystkie wlgcznie z tymi noszgcymi nazwg np. Lemat Shepharda).

Cwiczenie 11.4. Czy funkcja ¢(w,y) moze by¢ funkcja kosztéw firmy maksymalizujacej zysk?
Jedli tak, to wyliczy¢ funkcje zysku, odwzorowanie podazy i (przy zalozeniu, ze to mozliwe)
odzworowanie warunkowego psopytu na czynniki produkcji i uogélnione odwzrorowanie podazy.

a) c(w,y) = /¥ (w1 -ws)4;

b) c(w,y) =y - (w1 + w1 - w2 + w2;

c) c(w,y) =y - (w1 — J/wr - wa + wa;

d) e(w,y) = (y+ ) - Vw1 ws.

Oproécz wlasnosci rozwazanych w modelu minimalizacji wydatkow przez konsumenta, mozna
dodatkowo udowodni¢ nastepujace wltasnosci, ktére w modelu producenta maja interpretacje.

Stwierdzenie 11.7. a) Jesli f jest jednorodna stopnia 1 to ¢ i z sq jednorodne stopnia 1 po y;
b) jesli f jest wklesla, to ¢ jest wypukla po y.

Cwiczenie 11.5. Udowodnié stwierdzenie.

Cwiczenie 11.6. Majac dana funkcje zysku i odwzorowanie warunkowego popytu na czynniki
produkgcji dla technologii o funkcjach produkeji Cobba-Douglasa, technologii liniowej i techno-
logii Leontiewa z zadania 11.2, obliczy¢ jeszcze raz funkcje zysku oraz uogdlnione odwzorowanie
podazy.

W ekonomii uzywa sie terminu koszt kraricowy na pochodna ¢ po y (oznaczana zazwyczaj
przez MC'), a koszt przecietny na iloraz c i y (oznaczana zazwyczaj przez AC); ceny czynnikow
produkcji wéwcezas traktujemy jako ustalone. Wypuklos¢ ¢ po y oznacza, ze koszt krancowy jest
niemalejacy (jako funkcja y).

Wiemy, ze minimalizacja kosztéw jest warunkiem koniecznym maksymalizacji zysku, czyli
M([w.p)) = max,z0p -y — c(w,y).

Stad mamy gesz*cze jeden warunek konieczny optymalizacji, tym razem przy uzyciu funkcji
kosztow: p — acgi’y) < 0, z rownoscig gdy y* > 0; czyli dla y* > 0 cena jest réowna kosztowi

krarcowemu: p = %y’y).
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11.2.1. Co mozna wydoby¢ z niepelnych danych

Przyktad 11.1. Firma Aqq SA uzywa wciaz tej samej technologii o funkcji produkeji f(z1, z2).
Walne zgromadzenie akcjonariuszy ma rozwazy¢ dalszy los zarzadu, ale ma tylko niepelne
dane: przy powielaniu sekretarce zagieta sie kartka. Zasady sa nastepujace: zmieniamy zarzad,
jesli z posiadanych danych wynika, ze w ktéryms$ miesiacu postapit nieracjonalnie; jesli jestesmy
pewni, ze zawsze maksymalizowal zysk, pozostawiamy go; jeli zadne z powyzszych, musimy
zazadacé uzupelnienia danych i odlozy¢ decyzje do nastepnego walnego zgromadzenia.
Jaka decyzje powini podjaé akcjonariusze, jesli te dane to:

2)

wy | we | produkcja | koszty
styczen | 1 1 106 100
luty 2 2 105 200

wy | we | 1 | T2 | produkcja
styczen | 1 2 10 | 20 | 106
luty 1 1 15 | 15 | 105

Jedyne, co mozemy zrobi¢, majac niepelne dane, to sprawdzié, czy wszystkie wlasnosci
funkcji modelu sa spetnione. Jesli nie znamy zbioru dostepnych technologii ani funkcji produkeji,
to nie mozemy nigdy powiedzie¢ na pewno, ze firma maksymalizowata zysk. Natomiast czesto
mozemy powiedzie¢, ze nie maksymalizowala.

a) Wiemy, ze gdyby firma maksymalizowala zysk w obu okresach, to ¢(1,1,106) = 100 i
¢(2,2,105) = 200. Z wlasnosci funkcji kosztéw wiemy, ze ¢(2,2,106) = 200 (z jednorodnosci
stopnia 1 ¢ jako funkcji zmiennej w), a poniewaz c jest rosnaca jako funkcja wielkosci produkeji
¢(2,2,106) > ¢(2,2,105) = 200 co daje sprzeczno$¢ — zarzad trzeba zwolnic.

b) Tym razem mamy dane dwie technologie i ceny czynnikéw produkcji. Aby stwierdzié,
ze firma nie maksymalizowala zysku, wystarczy pokazaé, ze gdyby zastosowaé technologie z
jednego okresu przy cenach z drugiego okresu, moglibysmy mie¢ wiekszy zysk. Poniewaz nie
mamy danych cen produktu, moze sie to udaé jedynie, gdy przy tych samych kosztach uzyskamy
wigksza produkcje lub gdy przy mniejszych kosztach uzyskamy te same produkcje. Taka sytuacja
mogltaby nastapi¢ w lutym: koszty poniesione wyniosty 30 i przy tych kosztach wyprodukowano
105 jednostek produktu. Gdyby uzyé technologii ze stycznia, to koszty wyniostyby réwniez 30,
ale przy produkcji 106 jednostek. Czyli znéw zwalniamy zarzad.

11.2.2. Podzial produkcji pomiedzy fabryki, kraje..

Jedli mamy do czynienia z firma posiadajaca jedng fabryke o okre$lonej funkcji produkc;ji,
wéwcezas funkcje modelu producenta mozemy tatwo policzy¢ z definicji. A co jesli firma ma
wiecej niz jedng fabryke?

Przeanalizujemy sytaucje, gdy firma ma m fabryk, by¢ moze w réznych krajach, w ktérych
sa rozne ceny czynnikéw produkcji i chce podjaé¢ decyzje, jak podzieli¢ produkcje, w tacznej
wielkosci y, pomiedzy nie. Funkcje produkeji i-tej fabryki bedziemy oznaczaé przez f;(K, L),
a jej funkcje kosztéw przez c;(w',y), przy czym wektory cen czynnikéw produkcji wszystkich
fabryk w' sa dane.

Mozemy zacza¢ analize od poczatku, czyli od funkcji produkcji: wypisa¢ taczna funkcje pro-
dukcji m fabryk w zaleznosci od 2m czynnikéw produkceji i dalej mamy standartowe zagadnienie
minimalizacji kosztéw. Mozemy jednak oszczedzié sobie liczenia i skorzystaé z funkcji kosztéw
poszczegdlnych fabryk — nawet jeéli nie sa one dane, obliczenie osobno funkcji kosztéow fabryk,
a potem rozwiazanie zagadnienia maksymalizacji zysku przy ich uzyciu jest znacznie mniej
ztozone. Przy ograniczeniu, ze taczna produkcja wynosi ¢y, minimalizujemy zatem laczne koszty,



54 11. Teoria wyboru producenta — cigg dalszy

a wigc mamy zagadnienie:
Ny, gyt fyn=y 22 Ci(W's i) , ,
Jesli obliczymy warunki pierwszego rzedu, otrzymamy 8Ci%z’yi) = % (g;’yj )
i, j: koszty krancowe w kazdej fabryce musza byé¢ rowne. Réwnoéé ta ma, ja]k zwykle, proste
sformulowanie lopatologiczne: nie oplaca sie przenie$é¢ ”jednostki” produkcji z fabryki ¢ do
fabryki j ani na odwrét.
Uwaga! Jesli rozwazane fabryki majg rosnace przychody skali, to wyliczone w ten sposob
rozwiazanie nie bedzie maksimum, tylko minimum.

dla kazdego

Cwiczenie 11.7. Firma ma dwie fabryki o identycznych funkcjach produkeji w Polsce i Fin-
landii f(K,L) = K% - L% dla pewnego a > 0. Obliczyé, jak podzieli pomiedzy nie produkcje w
wysokosci y

a) przy identycznych cenach czynnikéw produkeji w obu krajach wy; = we = 1;

b) jesli w Polsce w! = wl =1, a w Finlandii w{" = wf = 2.

Zagadnienie podzialu produkcji pomiedzy fabryki moze mieé¢ nietypowe zastosowania, ktére
na pierwszy rzut oka nie maja nic wspolnego z produkcja — w pewnych zagadnieniach ekolo-
gicznych.

Przyktad 11.2. Kraje nadbaltyckie (jest ich m) postanowily zmniejszy¢ zanieczyszczenia wply-
wajace do Baltyku o polowe. Zmniejszenie zanieczyszczen kosztuje i taczny koszt jest pokrywany
przez kraje w stosunku ustalonym w sposéb niezalezny od analizy kosztéw (pewien rachunek
korzysci). Wyprowadzi¢ warunek konieczny minimalizacji tacznych kosztéw zmniejszenia za-
nieczyszczen o polowe, jesli dla kraju i-tego ¢;(q) oznacza koszt zmiejszenia zanieczyszczen o
q - 100%, przy zalozeniu, ze ¢; sa funkcjami rézniczkowalnymi, wypuklymi:

a) w przypadku gdy poczatkowo wszystkie kraje zrzucaly do Baltyku tyle samo zanieczysz-
czen;

b) w przypadku gdy poczatkowe udzialy krajéow w lacznym zanieczyszczeniu sa réwne a;
(dodatnie i sumuja sie do jedynki).

a) Wypiszemy zagadnienie optymalizacyjne: ming, t...4q,,=50 > i=1 ¢i(gi). Otrzymamy waru-
601’(5:\;:7:972) — 95 q1a

nek konieczny jak w przypadku podziatu produkeji miedzy fabryki:

oy,
kazdego 1, J.
b) Tym razem zagadnienie optymalizacyjne ma postac: miNg,.q, 4 +am-gm=>50 2 i1 Ci(q)-
e (wh ;) M
Otrzymany warunek konieczny ma postac: iy? =% (la kazdego 1, j.

Co ciekawe, takie analizy zostaly rzeczywiscie przeprowadzone w latach dziewieédziesiatych.
Interesujace sa zwtaszcza przeptywy netto pomiedzy krajami. Jak nalezalo oczekiwaé, zasadni-
czo kraje lepiej rozwiniete zmniejszaly emisje o mniej niz 50% i placily krajom gorzej rozwi-
nietym, ktére zmniejszaly emisje o wiecej niz pie¢dziesiat procent. Wyttumaczenie jest proste
— koszty krancowe dla tej samej wielkosci g sa wicksze dla krajéw bogatszych, uzywajacych
juz znacznie bardziej przyjaznych srodowisku technologii: na przyklad w Warszawie mozna
wybudowaé oczyszczalnie $ciekow, podczas gdy Kopenhaga juz taka oczyszczalnie posiada i
spuszcza $cieki, ktérych dalsze oczyszczenie byloby bardzo kosztowne. Podobnie wyglada spra-
wa z kosztami przestawienia na mniej szkodliwa produkcje. Od generalnej zasady byty tylko dwa
wyjatki, z ktorych jeden zwiazany jest z niniejszg analiza: Rosja podzielita los krajéw bogatych
— wéwcezas jej gospodarka byta na tyle nieefektywna, ze zmniejszenie zanieczyszczen okazalto sie
praktycznie niewykonalne.
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11.2.3. Kroétki i dtugi okres dla producenta

Terminy ”krétki okres”, ”$redni okres” i ”dlugi okres” w teorii ekonomii nie maja jedno-
znacznej definicji. Po pierwsze, co innego bedzie krotkim okresem w modelu producenta, a co
innego w modelu rynku. Mimo tego te pojecia, a zwlaszcza pierwsze i ostatnie, sa bardzo czesto
uzywane. Jesli ograniczymy sie do modelu producenta, nadal nie mamy definicji w dniach czy
miesigcach. Granica pomiedzy krotkim a diugim okresem, zmienia sie w zaleznoéci od rodzaju
produkcji: dla rolnika trzy miesiace bedzie przewaznie krétkim okresem, zwlaszcza pomiedzy
kwietniem a lipcem, a dla chalupniczego producenta welnianych skarpet bedzie to zapewne
okres dtugi. Dlugo$¢ okresu okredla ilosé¢ ustalonych naktadéw czynnikéw produkeji: w najdiuz-
szym mozliwym okresie, jak w naszych wczesniejszych analizach, wszystkie naktady czynnikéw
produkcji sa zmienne. Tak wigc powyzsza analiza zachowania producenta opisuje analize zacho-
wania producenta w dtugim okresie. Im krétszy okres, tym wiecej czynnikéw produkcji bedzie
ustalonych: umowy na dzierzawe kapitalu podpisuje si¢ np. na pét roku, a nawet na rok, na-
tomiast szybciej mozna zwolni¢ pracownikéw lub przyjaé¢ nowych (w warunkach polskich praca
nie jest az tak mobilna, przynajmniej jesli chodzi o zatrudnionych legalnie, ale np. w Stanach
Zjednoczonych éredni okres wypowiedzenia wynosi dwa dni! — to tez okredla dhugosé krétkiego
okresu). Generalnie przy dwoch czynnikach produkeji, krétki okres to taki, w ktérym tylko praca
jest zmienna, a kapital ustalony. Uwaga: w analizie dziatania rynku pojecia dlugosci okresu nieco
sie zmienig, zeby pomiescié jeszcze sytuacje skrajne, ktére nie sa interesujace z punktu widzenia
producenta: okres na tyle krotki, ze wszystko jest ustalone i okres na tyle diugi, aby mogty
powstaé nowe firmy albo stare upasc.

W krétkim i érednim okresie wystepuja wiec koszty state i koszty zmienne. W tej sytaucji
zagadnienie minimalizacji kosztow ma postac: ming>o r(z)>yz—z dla icd w'z; gdzie ® oznacza
zbiér indeksow, dla ktorych naktad czynnika jest ustalony.

Definicja 11.2. Jezeli w krétkim okresie dla i € ® z; = Z;, to funkcje ¢ : Int erfl xRy — RU
{+oo}, taka Ze ¢(w,y) = min, > F(2)2yzi=7 dla ic® w''z nazywamy krétkookresowq funkcjg kosz-
téw, a odwzorowanie z° : ITnt R xR} —o R, takie ze z(w, y) = Argmin, >o, f(z)>yz= dla icd wlz
— krétkookresowym odwzorowaniem warunkowego popytu na czynniki produkcji. Koszt staly to
&% =3 cq Wiz, a koszt zmienny ¢ — .
Analogicznie definiujemy krdtkookresowe ogélne odwzorowanie podazy y°(p) = Argmaxycy,, —_z, da icd ply
i krotkookresowq funkcje zysku: 19 (p) = MaXyeyy,——3 dla icd PLY-

Cwiczenie 11.8. Firma wolno-konkurencyjna MacroHard ma dwie fabryki o identycznych
funkcjach produkeji f(K, L) = (K L)%, ulokowane w Polsce, gdzie cena jednostki kapitalu wynosi
10, a cena pracy 5 i w Chinach, gdzie cena kapitalu wynosi 5, a cena pracy 1. Firma ma
wyprodukowa¢ 10 jednostek produktu. Jak podzieli produkcje pomiedzy fabryki, jakie beda
naktady czynnikéw produkcji w kazdej z nich i koszty

a) w dlugim okresie;

b) w krétkim okresie, kiedy w Chinach firma ma 0 jednostek kapitatu, a w Polsce 10.

Stwierdzenie 11.8 (Zasada le Chateliera). Rozwazmy przypadek szczegdlny o rézniczkowal-
nej funkcji f i wektor czynnikéw produkcji Z = z(w,p). Jesli zaréwno podaz produktu y jak i
podaz krétkookresowa y° sq funkcjami réziniczkowalnymi cisle dodatnimi w otoczeniu (w,p),

Pa — S -
to dy%’p ) _ % é;v’p ) > 0. (Zmiana podazy produktu pod wplywem zmiany jego ceny w dlugim
okresie jest co najmniej tak samo duza jok w krotkim.)

Dowdd. Poniewaz zagadnienie maksymalizacji zysku krétkookresowe jest zagadnieniem na mniej-
szym zbiorze, wiec, oczywiscie, II(w, p) — II¥(w, p) > 0 dla kazdego w, p z réwnoscia dla p = p.
7 tego wynika, ze w P jest przyjmowane minimum funkcji II(w,p) — II%(w,p) po p, a wiec
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druga pochodna tego wyrazenia (ktéra istnieje z lematu Hotellinga 11.3) musi by¢ nieujemna.

O((wp)-T5(wp)) _ oy(wp) _ dS(wp) 5
Op? — Op Op z M

Z lematu Hotellinga jest ona réwna
O

Analogicznie mozna pokazaé, ze im dluzszy okres, tym bardziej zmienia si¢ podaz w reakcji
na zmiane ceny produktu.

Warto zauwazy¢, ze o ile w diugim okresie produkujemy tylko jesli zysk z pewnego nieze-
rowego poziomu produkcji jest nieujemny, o tyle w krotkim okresie mozemy produkowaé przy
ujemnym zysku, czyli stracie: o ile strata jest mniejsza niz koszt staly, czyli utarg ze sprzedazy
produkcji py jest wiekszy niz koszt zmienny produkcji y.

Warunkiem zaprzestania produkcji w krotkim okresie jest: dla kazdego y > 0 zachodzi nie-
ré6wnoéé py < ¢ (y) — & — utarg ze sprzedazy produkcji nie pokrywa kosztéw zmiennych.

Jeszcze jedna uwaga dotyczaca kosztow. Koszty z punktu widzenia ekonomisty to cos zupet-
nie innego niz koszty ksiegowe (faktyczne dokonane i uwiecznione w dokumentach przeptywy
wyplat z tytulu uzytkowania czynnikéw produkcji oraz odliczenia na amortyzacje). Drobny
rolnik, ktory prace wykonuje sam, na wlasnej dzialce, inwestuje wlasne pienigdze na nasiona
i uzywa wlasnej topaty (ksiegowosé wykazalaby jedynie koszty zakupu nasion i ewentualnie
amortyzacje topaty) ponosi takie same koszty, jak gdyby pozyczyt pieniadze na nasiona z ban-
ku, zaplacit za dzierzawe cudzej dzialtki i wynajem lopaty oraz zatrudnit pracownika. Dzieje sie
tak dlatego, ze posiadane pienigdze mogtby np. komus pozyczyé albo ulokowaé¢ w banku (za co
uzyskalby odsetki), dziatke mégtby wydzierzawié, a w czasie, kiedy pracuje ”dla siebie” mégltby
zarobi¢ pieniadze w innej firmie. Te koszty trzeba wzia¢ pod uwage. Sa to tak zwane koszty
alternatywne albo koszty poniechanych mozliwosci. W analizie decyzji ekonomicznych nie maja
natomiast znaczenia juz poniesione koszty, ktorych nie mozna odzyskaé¢ — sg to koszty utopione
— analizujemy tylko obecne i przyszle koszty (faktyczne i alternatywne).



12. Rynek wolnokonkurencyjny — r6wnowaga
czastkowa

Teraz zajmiemy sie poltaczeniem teorii konsumpcji i produkeji. Konsumenci dobr i ich produ-
cenci spotykaja sig na rynku, ktéry ustala ceny. Zaczniemy od najprostszego ujecia zagadnienia
— podejécia rownowagi czastkowej. Polega ono na tym, ze analizujemy jedynie rynek jednego do-
bra rozpatrywany niezaleznie od innych (mozemy tak postepowaé, jesli juz policzyliSmy funkcje
popytu, podazy i kosztéw uczestnikéw rynku, i zaktadamy, ze wszystkie ceny pozostalych débr
nie zmieniajq sie — jest to zalozenie nieco wygérowane). Na tym poziomie wszystkie informacje
o konsumentach czerpiemy z ich funkcji popytu na to dobro, a o producentach z ich funkcji
podazy produktu i funkcji kosztow. Na tej podstawie bedziemy mogli opisa¢ skad sie biora i jak
ewoluuja ceny.

Tak wiec rozwazamy tylko abstrakcyjny rynek jednego, ustalonego dobra (powiedzmy i-tego),
nie interesujac sie pozostalymi. Mamy zbiér K konsumentéw tego dobra i zbiér F' jego produ-
centéw — oba te zbiory sa w naszej analizie skonczone.

Przy ustalonych cenach pozostatych débr i dochodzie konsument k£ ma fukcje popytu na
dobro i Z¥(p;).

Przy ustalonych cenach pozostatych débr (w tym czynnikéw produkeji), producent f ma
funkcje podazy dobra i gjzf (pi), a jesli jest producentem jedynie dobra i, takze funkcje kosztéw
! (y).

Jestesmy na rynku wolnokonkurencyjnym. Przettumaczone na sytuacje rzeczywista, oznacza
to, ze wybér zaréwno producentéw jak i konsumentéw jest podyktowany jedynie wzgledams
ekonomicznymi (nie ma zakazéw ani nakazéw), nie ma kosztow wejscia na rynek ani wyjscia z
rynku, wszyscy uczestnicy dysponuja peing informacjg o cenach: konsumenci o cenach dykto-
wanych przez réznych producentéw (stad nikt nie kupi po wyzszej cenie niz najnizsza oferowana,;
producent nie moze wiec podnosi¢ ceny powyzej ceny rynkowej, bo nie sprzeda produkcji, a za-
kladamy, ze zawsze zauwazy, ze popyt wzrdst i mozna podniesé cene do nowej ceny rynkowej)
oraz ze to samo dobro produkowane przez réznych producentéw jest postrzegane identycznie
przez konsumentéw. Jest to model idealny (jak np. modele ruchu bez tarcia w fizyce), ale
calkiem niezle modeluje rzeczywiste prawie konkurencyjne rynki (np. wspomniany juz rynek
gwozdzi na Grzybowskiej albo gietde kwiatowsa, ale juz nie rynek samochodowy — tu marka gra
role).

Te wszystkie elementy opisu mozna zastapi¢ dwoma zatozeniami: jedynym parametrem wply-
wagjgeym na wybor sq ceny dobr i ceny dobr sq traktowane jako dane. Zakladamy, ze wszystkie
parametry poza cena naszego dobra sa ustalone.

Definicja 12.1. Funkcjq popytu rynkowego na dobro i nazywamy funkcje
d(pi) = e T (pi)-

Funkcjq podazy rynkowej (albo funkcjg podazy galezi) dobra i nazywamy funkcje s(p;) =

_fo

> fer'Y; (i)

Réwnowagq nazywamy taki stan rynku (tj. (pi, s(pi), d(p;)) — ceng, konsumpcje i produkeje),
ze s(p;) = d(p;) (podaz réwna sie popytowi). Taka cena p; jest nazywana ceng réwnowagi i
wyznacza ona wszystkie pozostale zmienne.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Uwaga do ewentualnych wykreséw: ze wzgledu na tradycje ekonomisci rysuja osie w wykre-
sach popytu i podazy na odwrdt — cena na pionowej, ilo$¢ na poziomej (czyli w rzeczywistosci
to, co rysujemy, bedzie odwrotna funkcja popytu i podazy). Przyjmiemy te konwencje, gdyz
chyba nie ma ksiazki, w ktérej byloby inaczej.

12.1. Krétki i dlugi okres dla rynku

Podobnie jak w przypadku podazy firmy, tak i podaz gatezi moze by¢ z definicji dlugo-,
$rednio- albo krétko-okresowa. Tak wiec sytuacja na rynku, a co za tym idzie réwnowaga tez
moze by¢ zalezna od dlugosci okresu. Tu okreslenia dtugosci beda miaty nieco inne znaczenie.

Znéw nie ma tu precyzyjnej definicji dtugoéci okresu. Generalnie im krotszy okres, tym
wieksza liczba czynnikéw ustalona, co wplywa na postaé¢ funkcji podazy — im dluzszy okres,
tym bardziej zmienna; ponadto z uplywem czasu moze pojawiaé sie coraz wiecej kopii dobrze
prosperujacej firmy, natomiast coraz wiecej firm majacych straty upada. W naszych rozwaza-
niach przyjmiemy nastepujacy podzial:

przez bardzo krotki okres bedziemy rozumieé taki, w ktorym wszystkie czynniki ustalone, a
wiec produkcja ustalona;

krotki okres — pewna czesé czynnikdéw produkeji ustalona, zbiér F' ustalony — nie powstaja ani
nie upadaja firmy, firmy moga produkowaé nawet przy ujemnym zysku, jesli z utargu pokrywaja
przynajmniej koszty zmienne;

Sredni okres — wszystkie czynniki produkcji zmienne, istnieje tylko koszt staty istnienia firmy,
zbiér F' ustalony, firmy produkuja tylko jesli zysk nieujemny (zakladamy ze produkuja tez przy
zysku 0);

dlugi okres — wszystko zmienne; powstaja kopie firmy przynoszacej zysk dodatni, upadaja
firmy przynoszace strate.

Zakladamy, ze wszystkie rozwazane funkcje sa gtadkie, funkcje kosztow sa wypukte, koszty
krancowe daza do nieskonczonosci przy produkcji dazacej do nieskoniczonosci, koszty przecietne
i koszty przecietne zmienne maja ksztalt litery U.

Stwierdzenie 12.1. Funkcje podazy dgzq z czasem do (poziomej przy zatoZeniu, Ze osie sq
na odwrét!) prostej, zwanej funkcja dlugookresowej podazy galezi (w naszym rozumieniu nie

jest to funkcja), gdzie cena réwna sie kresowi dolnemu zbioru minimdéw kosztéw przecietnych
. . f . . . . . . .

(p* = minfep mingsg CT(y)) Wowczas wszyscy producenci majg zysk rowny 0 ¢ kazdy z nich
. . . . f . . . . .

produkugje na poziomie Argmin, C—?gy), a liczba firm jest taka, Zeby popyt byl rowny podazy.

Jak to dziata w rzeczywistosci, czyli co§ w rodzaju dowodu:

Cjzgy) = min CT(y) i to minimum jest przyjmowane dla

Niech f firma taka, ze min;jer min,~q
y=y"

Jedli p > p*, to z czasem pojawiaja si¢ kopie firmy f, bo osiaga ona dodatnie zyski i najwick-
sze ze wszystkich firm, ale popyt sie nie zmienil, wiec cena musi spasé¢, gdyz inaczej producenci
zostaliby z towarem. Jesli natomiast p < p*, to wszystkie firmy przynosza strate. W diugim
okresie cze$¢ z nich zaprzestanie produkcji i rozwiaze sie, a wiec przy tym samym popycie
spadnie podaz. Stad cena musi wzrosna¢, gdyz konsumenci sa sklonni zaplaci¢ wiecej, byle
tylko dostaé¢ brakujace dobro.

Czyli w diugim okresie to funkcja produkeji najlepszej technologii (a doktadniej jej funkcja
kosztéw) determinuje cene réwnowagi min ygocf%, kazda z firm bedzie produkowac Argmin, > L?Ey),
gdzie f — firma stosujaca najlepsza technologie, a firm bedzie tyle by zaspokoié¢ popyt.

W bardzo krétkim okresie przeciwnie — jedynie popyt determinuje réwnowage (bo podaz
ustalona). Ma to miejsce w sytuacji, gdy przy ustalonej produkcji nastepuje tzw. szok popytowy:
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Rysunek 12.1. Krzywe popytu i podazy w dhugim okresie — uwaga, osie sg na odwrot!.

pozytywny, czyli skokowe, nieprzewidziane zwigkszenie popytu (np. miasto zostaje zamkniete z
powodu epidemii lub oblezenia i ludzie zaczynaja w panice kupowa¢ zywnos¢; do niewielkiego
miasta sprowadzaja si¢ imigranci itp.) lub negatywny (jak np. informacja o wécieklych krowach
na rynku wolowiny). Jezeli jest dokladnie @ towaru na rynku, to ustali sie cena p, taka ze
di(p) = @ (w bardzo krétkim okresie funkcja podazy jest na wykresie pionowa — znéw uwaga
na osie).

Im dtuzszy okres, tym krzywa podazy jest bardziej ptaska, coraz mniejszy wplyw na cene ma
popyt. Najpierw juz istniejace firmy zwigkszaja lub zmniejszaja zatrudnienie kolejnych czynni-
kéw, ktore staty sie zmienne. Potem powstajg nowe firmy albo upadaja istniejace. Z czasem cena
wréci do poprzedniej ceny réwnowagi dlugookresowej, przy tej samej produkeji pojedynczych
firm, jedynie przy wiekszej iloéci firm.

P v (2)
dip) ' | bardzo krétki okres s(p)
krotki 5(z)
sredm s(z)
. diugi s(p)
re

Rysunek 12.2. Rynek po pozytywnym szoku popytowym — Sciezka dojécia do nowej réwnowagi
dtugookresowej.

Przykltad 12.1. Mamy rynek w réwnowadze dlulgO(l)kresowej, na ktérym dzialajg tylko firmy
o funkcji produkeji Cobb-Douglasa f(K,L) = K& L3, o kosztach stalych dzialalnosci ¢s = %,
ceny czynnikdéw wynoszg pi = % i p; = 1. Funkcja popytu to d(p) = 400 — 100p.
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Jak tatwo policzyé, w krotkim okresie (K

( p—

=1 i 1 _ 1,1

W) =5+ min _pdpdg-g 2B L =512
1 1 _ 1 3,2
min _ 115K+ L=75+57"

c(y)

W réwnowadze dlugookresowej cena na rynku réwna jest ming>o N = 1, kazda z firm

produkuje y = %, przy nakladach L = % i K = %. Poniewaz popyt wynosi d(1) = 300, wiec na
rynku jest 900 aktywnych firm.

Teraz zobaczmy, co si¢ stanie, jesli do miasta sprowadza si¢ nowi mieszkancy, co zwigkszy
popyt do d'(p) = 750 — 150p.

W bardzo krotkim okresie podaz jest 300, wiec 300 = 750 — 150p, wiec cena ustali sie na
p’ = 3. W krétkim okresie mozna zwiekszy¢ produkeje zwiekszajac zatrudnienie pracy.

Krétkookresowa funkcja kosztéw ma postaé c¢(y) = % + 312, a wiec kazda firma jest sklonna

K, L zmienne) funkcja kosztéw ma postaé
K + y3f(_%, a w dlugim okresie c(y) = % +

wyprodukowaé Argmax, o py—c(y), czyliy = %p% Stad funkcja podazy galezi to s(p) = 300p%.
W réwnowadze krétkookresowej 750 — 150p = 300p%, co wyznacza cene p” =7 — 21/6.

W érednim okresie na rynku jest nadal 900 aktywnych firm o funkcji kosztéw c(y) = %+3y2 i
produkcja kazdej réwna si¢ Argmax, >, py—c(y), czyliy = %p. Stad s(p) = 300p. W réwnowadze
$redniookresowej 750 — 150p = 300p, co wyznacza ceng p”’ = g

W dtugim okresie cena znéw jest 1, kazda z firm produkuje y = %, przy nakladach L = % i
K= % i ma zerowy zysk. Poniewaz popyt wynosi d(1) = 600, wiec na rynku jest 1800 aktywnych
firm.

A bardzo krotki okres s(5)

krdtki s(p)

p' =3 e memm 2
B AU N A éredni s(p)
o
1 dlugi s(p)
300 600 y

Rysunek 12.3. Tlustracja do przykladu — pozytywny szok popytowy.

Uwaga 12.1. To, ze zysk w rownowadze w dlugim okresie jest zerowy nie jest bezsensowne:
oznacza to, ze przychdd jest réwny kosztom. Przypomnijmy jednak, ze bierzemy pod uwage
koszty alternatywne. Zerowy zysk oznacza jedynie, ze jedli zainwestujemy w nasza dzialalnosé,
to uzyskamy tyle samo jak przy najlepszej mozliwej innej inwestycji (np. wlasciciel firmy zarabia
za swoja prace tyle samo ile uzyskalby jako prezes na panstwowej posadzie).

Cwiczenie 12.1. Podzespoly elektroniczne sa produkowane w branzy doskonale konkurencyj-
nej przy pomocy jednej z dwbch technologii o funkcjach kosztow dlugookresowych odpowiednio
ca(y) = 742—2 +81icy) = % + 6. Obliczy¢ jakie beda parametry réownowagi dlugookresowej
(liczba firm stosujacych kazda z technologii, produkcja kazdej firmy, produkcja taczna i cena),

jesli funkcja popytu jest réwna d(p) = 7200 — 100p. Opisaé proces dochodzenia do tej réwnowa-
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gi, jesli poczatkowo cena jest réwna 8 i istnieja firmy postugujace sie kazda z tych technologii
(zmianeg technologii traktujemy jako likwidacje starej firmy i zalozenie nowej).

Co jesli konkurencja nie jest doskonalta: np mamy licencje (za ktére trzeba zaplacié) na tak-
s6wki, sprzedaz alkoholu albo administracyjne utrudnienia w konkurencji (np. urzednik oczekuje
tapowki)?

Kazda firma patrzy, czy oplaca jej sie wejé¢ na rynek. Nawet jeéli zysk jest dodatni to moze
nie wystarczy¢ na pokrycie kosztu wejécia na rynek. Wéwczas firmy, ktére juz sg na rynku moga
mieé¢ wysokie zyski nawet w dtugim okresie — mozemy je okresli¢ jako ekonomiczna "rente z bycia
pierwszym”. Jesli jaka$ firma zdecyduje sie sprzedaé¢ swoja licencje, to za cene przynajmniej
réwna zdyskontowanemu strumieniowi przysztych dochodéw (przy zalozeniu doskonatego rynku
kredytéw i doskonalej informacji), a wchodzaca firma nie da wiecej.

12.1.1. Skutki opodatkowania — przykltad analizy

Zaltézmy, ze jestedmy w rownowadze dlugookresowej. Rzad, chcac zwigkszyé wpltywy do
budzetu, naktada podatek na produkt produkowany przez firmy doskonale konkurencyjne: w
kwocie t od jednostki. Jakie beda tego skutki?

Wszystko jedno, przez kogo fizycznie jest ptacony podatek i czy jest wliczony w cene, rezultat
bedzie taki sam: zmiejszenie produkc;ji.

Jezeli podatek jest wliczony w cene i ptaci go producent, wowczas przy cenie rynkowej p*,
podaz producenta jest réwna s(p* — t) (to oznacza przesuniecie krzywej podazy o t w gére), a
popyt sie nie zmienia. W bardzo krétkim okresie cena nie zmieni sie, czyli caly ciezar podatku
ponoszg producenci. Z czasem cena bedzie wzrastaé¢, a podaz maleé, a udzial konsumentow w
placeniu podatku wzrastaé, az w dlugim okresie cena bedzie wynosié¢ p* + ¢, czyli caly ciezar
podatku spada na konsumentéw.

Jezeli podatek nie jest wliczony w cene i ptaci go konsument, woéwczas przy cenie rynkowej
p*, podaz producenta nie zmienia si¢ a popyt jest réwny d(p* +t) (wazne jest, ile tacznie musze
zaplacié, kupujac dobro; to oznacza przesuniecie krzywej popytu o ¢t w dét). W bardzo krétkim
okresie podaz nie zmieni sie, wiec cena musi spa$é¢ od p* — ¢, czyli caly ciezar podatku ponosza
producenci. Z czasem cena bedzie wzrastaé¢ i podaz maleé, a udzial konsumentéw w placeniu
podatku wzrasta¢, az w dlugim okresie cena bedzie wynosi¢ p*, czyli caly ciezar podatku spada
na konsumentéow.

W obu sytuacjach zysk kazdego producenta i faktyczna cena ptacona przez konsumenta za
dobro jest taka sama.

Zobaczmy teraz jak w $rednim i dlugim okresie wplywy podatkowe maja sie do tego, co
tracg uczestnicy rynku. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze to producent ptaci podatek. W
obu sytuacjach produkcja si¢ zmniejsza, a wigc wplywy rzadu z podatkéw (pole prostokata o
bokach ¢ i y') sa mniejsze niz to, co traca tacznie konsumenci i producenci : zmniejszenie sumy
ich nadwyzek (nadwyzka konsumentéw przy cenie p to pole figury pomiedzy krzywa popytu a
poziomag prosta na wysokosci ptaconej ceny p az do przeciecia popytu z podaza, a producenta
pole figury pomiedzy prosta pozioma na wysoko$ci otrzymywanej ceny netto: p przed podatkiem,
p — t po, a krzywa podazy az do przeciecia krzywych popytu i podazy).

Cwiczenie 12.2. Rynek plynéw mrozoodpornych do spryskiwaczy w Polsce jest doskonale
konkurencyjny i obecnie jest w stanie ronowagi dtugookresowej. Dzialajace na nim firmy maja
technologie o funkcji kosztéw, przy ustalonych na obecnym poziomie cenach czynnikéw produk-
cii, ely) = y* + 4.

a) Obliczy¢ parametry tej réwnowagi jesli funkcja popytu to d(p) = 600 — 2 - p.

b) Rzad postanowil wprowadzi¢ podatek, w wysokosci 1 zt od butelki, motywujac to dofi-
nansowaniem funduszu przeciwdziatania alkoholizmowi. Co sie bedzie dziato:
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a) krétki/éredni okres
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Rysunek 12.4. Opodatkowanie — przebieg procesu dostosowania do nowej sytuacji.

(i) w bardzo krétkim okresie (od razu po wprowadzeniu podatku, gdy produkcja jest jeszcze
ustalona);

(ii) w krétkim okresie, gdy koszty produkeji sa postaci ¢ (y) = c(y) + %(gj —y)*, gdzie § to
wielkosé produkeji ustalona wezesniej (obliczona w punkcie a);

(iii) w érednim okresie (gdy liczba firm jest ustalona);

(iv) w dlugim okresie.
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a) krotki/éredm okres b) dlug: okres
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Rysunek 12.5. Opodatkowanie — koszty spoteczne.



13. Monopol

Jak w modelu rownowagi czastkowej analizujemy rynek pojedynczego towaru, lecz tym razem
nie ma konkurencji — jest jej przeciwienstwo. Dla uproszczenia zapisu opuscimy indeks dobra
przy cenach i iloSciach.

Nazwa pochodzi od prawa wytacznego handlu. Monopol jest to firma lub mata grupa firm
dzialajacych wspdlnie (a wiec bez straty ogdlnosci jedna firma) majaca wylaczno$é na danym
rynku.

Monopol moze byé naturalny (tak jest np. w przypadu sieci energetycznej), jesli wystepuja
na tyle duze koszty stale, ze nie optaca sie otworzyé¢ drugiej firmy, lub moze byé spowodowany
ograniczeniami wolnej konkurencji. Tak czy inaczej, monopolista dziala zawsze na tej samej
zasadzie. W odréznieniu od firmy konkurencyjnej nie jest ” price taker” tylko ” price maker” — to
on ustala ceny, poniewaz ustala podaz rynkows, i jest tego $wiadom. Podobnie jak w réwnowadze
czastkowej, zakladamy, ze monopolista produkuje tylko jeden produkt i maksymalizuje zysk,
tym razem jednak cena nie jest stala dana z zewnatrz.

Maksymalizacja zysku przez monopoliste ma postac: max,~ ,>0d(p)>y PY — ¢(y) — jedynym
ograniczeniem jest to, zeby ludzie kupili jego produkcje. Oczywiscie wystarczy poprzesta¢ na
ograniczeniu d(p) = y, gdyz w przeciwnym przypadku monopoliscie oplacaloby sie podniesé
cene lub wielkosé produkcji.

Stad maksymalizacje monopolisty mozna zapisa¢ rownowaznie jako

max p - d(p) — c(d(p))

p>0

albo

maxp(y) -y — c(y) = maxr(y) —c(y),

gdzie p(y) = d~!(y) jest odwrotng funkcja popytu, a r(y) = p(y) - y jest to utarg ze sprzedazy.
W rzeczywistosci warunek y > 0 mozna zastapi¢ y > 0, gdyz w przeciwienstwie do firmy
wolnokonkurencyjnej monopolista przewaznie ma duze zyski i nie optaca mu sie wstrzymywacé
produkcji.

Warunek konieczny maksymalizacji zysku ma wiec postaé r'(y) = ¢ (y).

Warunek konieczny 7/(y) = ¢/(y), mozemy rozpisaé jako p(y) + p'(y) -y = ¢/(y). Ten prosty
zapis ma znow lopatologiczna interpretacje ekonomiczna: kiedy monopolista rozwaza sprzedaz
dodatkowo dy produktu, bierze pod uwage dwa efekty: po pierwsze zwiekszenie przychodu o
p(y) - dy przez to, ze przy tej samej cenie sprzedaje wiecej o dy; po drugie, aby sprzedaé¢ wiecej,
trzeba zredukowaé ceng o dp = % - dy, a wiec y jednostek zostanie sprzedane za p'(y) -y - dy.

Razem te dwa efekty daja p-dy 4+ dp-y = (p + %y) dy i to musimy przyréwnaé¢ ze zmiang

kosztu produkeji ¢/ (y) - dy.
Lewa strone warunku koniecznego mozna réwnowaznie zapisa¢ jako

1 1 .
Yy) = o) (1+E- 1) = p) (L +5u®) =p|(1+g5 5| = p<1+%)(p)), gdzie

dp y
Ey(p) (p) jest elastycznodciq cenowq popytu przy cenie p, a Ep(y) (y) elastycznoscig odwrotnej funk-

cji popytu przy wielkosci produkceji y. Powyzsze obliczenia mozemy podsumowaé w stwierdzeniu:

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Rysunek 13.1. Réwnowaga na rynku z monopolem. Uwaga — osie sa na odwrét.

Stwierdzenie 13.1. Warunek konieczny maksymalizacji zysku przez monopoliste sprzedajgcego
swadj produkt bez réinicowania cen mozna zapisaé rownowazinie jako:
a) ' (y) = d(y) (utarg kranicowy réwna sie kosztowi kraricowemu,);

b) p(y) +0'(y) -y = (y);
¢) p(y) (1+ 5 W)) = ¢ (W);

d) p (1 + ) =c(y(p))-

Ey(p)(P)

Z warunku d) wynika fakt, ze monopolista nigdy nie wybierze ceny, takiej, ze popyt przy
tej cenie jest nieelastyczny (‘5y(p) (p)‘ < 1): wowczas lewa strona — utarg krancowy — bytaby
ujemna, a prawa jest zawsze dodatnia. Tak wiec cena i wielko$é produkeji beda takie, ze popyt
jest przy tej cenie elastyczny. Ekonomicznie jest to oczywiste: nieelastyczny popyt oznacza, ze
ludzie "stabo” reaguja obnizeniem popytu na zmiane ceny, wiec niemalze bezkarnie mozna cen¢
podniesé.

13.1. Monopol a doskonala konkurencja

Dla uproszczenia analizy zalozymy, ze koszt produkcji jest liniowy (wéwezas tyle samo kosz-
tuje wyprodukowanie tej samej ilosci towaréw przez 1 firme i przez N firm): c(y) = C - y.

Przy wolnej konkurencji ustali sie cena C' i ilos¢ dobra na rynku bedzie dana réwnaniem
p(y) = C. Natomiast w przypadku monopolu wielko$¢ produkeji to r'(y) = C, czyli p(y) +
P (y) -y = C. Tlo$é¢ produkowana bedzie mniejsza niz w przypadku doskonalej konkurencji, a
cena wyzsza. Podobnie jak w przypadku opodatkowania mamy do czynienia z bezpowrotna
strata spowodowang zmniejszeniem produkcji: nadwyzka monopolisty jest mniejsza niz to co
tracg konsumenci.

Podobng analize mozemy przeprowadzi¢ dla dowolnej funkcji kosztow jesli porownamy N
firm wolnokonkurencyjnych i monopol posiadajacy N fabryk o tych samych funkcjach jak w
przypadku wolnej konkurencji produkcji i kosztach statych dziatalnosci kazdej, co moze oznaczaé
albo faktycznie jednego wtasciciela, albo tzw. kartel czyli zmowe monopolistyczng pomiedzy N
niezaleznymi firmami ustalajaca ich strategie aby zmaksymalizowaé taczne zyski.
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Skutek obmizenia przez monopoliste produkeji z 9 do y!

P
dp)
!
wolna konkurencja
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= zmniejszenie nadwyzki konsumenta

zwiekszenie nadwyzki
producenta

Rysunek 13.2. Skutki monopolu — bezpowrotna strata z tytulu monopolizacji.

13.2. Dyskryminacja cenowa

Dyskryminacja cenowa polega na sprzedawaniu réznych jednostek tego samego dobra po
réznych cenach (tym samym lub réznym konsumentom). Moze byé stosowane przy pewnych
warunkach przez monopoliste, ktéry chce sprzedaé dodatkows jednostke dobra bez obnizenia
ceny sprzedazy dotychczasowych.

Sa trzy podstawowe rodzaje dyskryminacji cenowej:

I-ego rodzaju: (doskonala dyskryminacja cenowa)
kazdemu sprzedajemy kazda jednostke dobra za maksymalng cene, jaka jest sktonny za niag
zaplacié (tak jakby kazda jednostka byla sprzedawana na aukcji, przy zalozeniu, ze kazdy podaje
maksymalna ceng).

W tej sytuacji monopolista zgarnia cala nadwyzke, a wielko$¢ produkcji jest jak w przy-
padku wolnej konkurencji i taczna nadwyzka jest taka sama (nie ma wiec bezpowrotnej straty
— spolecznie sytuacja jest lepsza niz brak dyskryminacji). Oczywiscie monopolista musi znaé
strukture popytu, dlatego jest to sytuacja abstrakcyjna.

IT-ego rodzaju: (tzw. nieliniowa wycena)
cena zalezy od liczby zakupionych jednostek dobra (np. obnizka za hurt albo przeciwnie: wyzsze
oplaty za energie elektryczna po przekroczeniu pewnego pulapu).

Jezeli konsumenci dzielg sie na dwie grupy (lub wiecej), jedna z nich ma wyzszy popyt przy
kazdej cenie, a druga nizszy i nie mozna na podstawie innych cech wykry¢, kto nalezy do ktorej
grupy. Stad za mala iloé¢ jest inna cena niz za duza.

ITI-ego rodzaju
kazdy konsument placi taka sama cene za kazda jednostke dobra, ale réznicujemy pomiedzy
konsumentami (np. znizki dla studentéw).

Jezeli konsumenci dziela sie na dwie grupy (lub wiecej), jedna z nich ma wyzszy popyt
przy kazdej cenie, a druga nizszy i na podstawie innych cech (np. student, emeryt, mieszkaniec
okreslonego miasta) latwo wykryé, kto nalezy do ktérej grupy — tatwo ustali¢ optymalne ceny
dla kazdej grupy.

Przyklad 13.1. W dolinie zagubionej wséréd szczytéw Himalajéw sa tylko dwie wioski A i
B. Chociaz nie ma administracyjnych ograniczen konkurencji, ze wzgledu na wysokie koszty
transportu alkoholu spoza doliny, w dolinie monopol na sprzedaz alkoholu ma lokalna gorzelnia.
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Rysunek 13.3. Nadwyzka producenta przy dyskryminacji cenowej pierwszego rodzaju.

Jej funkcja kosztéw to c(y) = y2. Popyt na alkohol w wiosce A wynosi d4(p) = (200 —p)*, aw
wiosce B dp(p) = (300 —p)™.

a) Jesli monopolista moze traktowaé wioski A i B jako oddzielne rynki zbytu (dyskryminacja
cenowa trzeciego rodzaju), to jaka bedzie cena i ilo$§é konsumowanego alkoholu w kazdej z
wiosek?

b) Jesli mieszkancy sa na tyle spostrzegawczy i przedsiebiorczy, ze zawsze kupuja alkohol
tam, gdzie taniej, to jak zmieni sie odpowiedz?

c) Pewien przedsiebiorczy Sherpa poinformowal sasiadéw, ze sam zamierza zaczaé pedzié
bimber (réwnie dobry jak produkt gorzelni) i sprzedawaé go po cenie 200, bliskiej jego kosztom
produkcji. Jak zareaguje monopolista?

a) Mamy tu do czynienia z dyskryminacja cenowa trzeciego rodzaju. Maksymalizacja mo-
nopolisty ma posta¢ max,,~o, pp>0da(pa) - pa +dp(ps) - pB — c(da(pa) + dp(pp)) albo, réw-
nowaznie. maxy, >0, y5>0Y4 ' PA(YA) + yp - PB(YB) — c(ya + yp), gdzie pa(-) i pp(-) oznaczaja
odwrotne funkcje popytu w obu wioskach. Po pracowitych wyliczeniach otrzymujemy p4 = 183%,
pB=2333, ya = F iyp =2

b) Monopolista nie moze dyskryminowaé cenowo, wiec ustali sie wspdlna cena wynikajaca
z maksymalizacji max,~o(d(p)) - p — c(d(p)), gdzie d(p) = da(p) + dr(p) jest funkcja lacznego
popytu; albo, réwnowaznie, maxyoy - p(y) — c(y), gdzie p(-) jest funkcja odwrotng do d. W obu
przypadkach y; = y;(p).

Tu otrzymujemy p = 225, a wiec ya = 0. Mieszkancy wioski S zapewne chcieliby by¢
dyskryminowani cenowo.

¢) O ile monopolista nadal bedzie mial zysk, a tak jest w tym przypadku, obnizy cene
do poziomu, przy ktérym ewentualnemu konkurentowi nie bedzie sie optacato produkowac.
Wielko$¢ produkcji zalezy od popytu — na pewno zwickszy si¢. Kiedy zagrozenie konkurencja
zniknie, monopolista znéw podniesie cene i zmniejszy produkcje.

Cwiczenie 13.1. Pewien producent zabawek jest monopolista na rynku opatentowanego przez
siebie produktu. Moze on produkowaé¢ dwa rodzaje zabawek — dobrej jakosci, pod swoja wlasna
nazwa, i ztej jakosci, pod nazwa specjalnie w tym celu zatozonej ” firmy-krzak”. Koszt produkcji
kazdego rodzaju zabawek jest liniowy, o koszcie krancowym 5 dla zabawek niskiej jakosSci i
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6 dla zabawek wysokiej jakosci. Monopolista ponosi tez dodatkowo koszt wlaczenia kazdej z
linii produkcyjnych w wysokosci ¢, do daje funkcje kosztow c(yw,yn) = cw(yw) + cn(yn) dla
0 Yw = 0,
c+ 6y, W p.p.

grupy. Dla pierwszej, nazwijmy ja "W’ zabawki niskiej jakosci nie istnieja. Dla drugiej grupy
— "N” — liczy sie wojskowa zasada "sztuka jest sztuka” i jakos¢ kupowanych produktow nie ma

Cy = i ¢, analogicznej. Wiadomo, ze kupujacy zabawki dzielg sie na dwie

znaczenia. Ich popyty okreélaja réwnania
dw(pvan) = (100 - %pwv O)i

_ (100 = 2py, 0)  pw < Pn,
(P> Pn) = (0,100 — 2p,) W p.p.

Obie grupy klientow sg na pierwszy rzut oka nierozréznialne.

a) Jak monopolista powinien dyskryminowaé¢ cenowo, aby zmaksymalizowaé zysk?

b) Czy przy dyskryminacji mozliwe jest, ze nie jest produkowany ktérys z rodzajow zabawek?
Jak to zalezy od ¢? Zakladamy, ze jest ono na tyle male, ze przynajmniej jeden rodzaj zabawek
optaca sie¢ produkowac.

c¢) Czy przy dyskryminacji mozliwe jest, ze ktéras z grup klientéw w ogdle nie bedzie kupo-
wac?

Jak mozna przeksztalci¢ warunek konieczny z elastycznoscia popytu, tak, aby mozna byto
co$ powiedzie¢ na temat relacji pomiedzy cenami w grupach klientéw w przypadku monopolu
dyskryminujacego cenowo? Przeliczenia analogiczne jak dla przypadku bez dyskryminacji daja
nam

1
pa|l+——— ) = (yalpa) +yan)),
5yA(pA)(pA)>
1
p |1+ ——F— | = (yalpa) +ys(pn))-
€yB(pB)(pB)
Stad
1
1+ ———
pa _ gyB(pB)(pB)
EyA(pA)(pA)

czyli klienci z grupy o bardziej elastycznym popycie (o wiekszym module elastycznosci) beda
placié¢ taniej niz ci o mniej elastycznym popycie, chyba ze z racji zbyt rosnacych kosztéow kran-
cowych w ogdle zostang wykluczeni (to akurat nie moze zdarzy¢ sie przy kosztach liniowych).

Cwiczenie 13.2. Funkcja kosztéw monopolisty — jedynego chirurga plastycznego w Powiecie
Pskowskim — to ¢(y) = 90 + 7 - y, a odwrotna funkcja popytu na jego produkt p(y) = % -2
y + 100.

a) Obliczy¢ ceng, zysk i poziom produkcji.

b) Zatrudniony przez monopoliste socjolog zauwazyl, ze w dosé¢ szerokim przedziale ceno-
wym elastycznosé popytu niebieskookich jest dwukrotnie wyzsza niz brazowookich. Poszukaé
mozliwoséci dyskryminacji.



14. Modele réwnowagi ogdlnej

W przedstawionych tu prostych modelach réwnowagi ogdlnej nie stosujemy sztucznego po-
dziatu na odrebne rynki, lecz badamy rynek jako cato$é. Interesuja nas réwnowagi, jednakze nie
analizujemy procesu dochodzenia do rownowagi, a jedynie kwestie jej istnienia i wtasnosci.

14.1. Model czystej wymiany towarowej

Zaczniemy od analizy sytuacji, w ktorej nie ma producentéw — dobra juz zostaly wypro-
dukowane i pewne ich koszyki sa w posiadaniu konsumentéw. Poniewaz jest to w odniesieniu
do obecnych rynkéw sytuacja raczej nietypowa (gracze maja i chca uzyskaé pewne koszyki
débr, a w tym modelu nie mozemy traktowaé pieniadza jako jednego z dobr o ustalonej cenie
1), aby tatwiej byto o intuicje, wyobrazmy sobie impreze sktadkowa — kazdy z jej uczestnikéw
przynosi pewien koszyk débr (jeden kielbaski, drugi chleb i musztarde, trzeci piwo...), po czym
kazdy chce skonsumowaé ten koszyk, ktory jest najlepszy z dostepnych mu — niekoniecznie ten,
ktory przyniést. Oczywiscie im wiecej tym lepiej (przynajmniej przy ilosciach, ktére zostaly
przyniesione).

Mamy n dobr i skonczony zbiér K konsumentéw. Zakltadamy, ze kazdy konsument ma zbiér
mozliwych decyzji X = [0, M]" (gdzie M jest pewna stala dodatnia), a na nim okreslona funkcje
uzytecznosci. Uzytecznosé k-tego konsumenta bedziemy oznaczaé przez u*. Standartowo bedzie-
my zakladaé, ze jest ona ciggla, $cisle quasi-wklesta, monotoniczna i lokalnie nienasycona, jesli
rozszerzymy ja na caly R’}.

Na poczatku k-ty konsument posiada zaséb poczatkowy: koszyk w*. Konsumenci moga wy-
mienia¢ sie dobrami, a kazdy z nich dazy do tego, zeby mieé jak najwyzsza uzytecznosé.

Definicja 14.1. a) Dowolny wektor koszykéw débr [xk} rer taki ze Y pex ¥ < Ypex WF
nazywamy alokacjq.
b) Alokacje {xk} wec NRZywamy optymalng w sensie Pareto (lub efektywng w sensie Pareto),

jesli nie istnieje inna alokacja {:Ek] K’ dla ktérej dla kazdego k € K zachodzi nieréwnosé
uF(zF) > uF(2*) i dla co najmniej jednego k € K zachodzi nieréwnosé u¥(z%) > uF(2¥).

c) Alokacje {mk} wegc DAZywWamy indywidualnie racjonalng, jedli dla kazdego k € K zachodzi
nieréwnosé u® (%) > uF(wk).

Inaczej méwiac, alokacja jest takim uktadem koszykdéw dobr, ktéry fizycznie moze zostaé zre-
alizowany, jesli lacznie posiadamy tyle, ile wniedli uczestnicy wymiany. Czesto uzywa sie stowa
podzial, ale wowczas, zeby formalnie byt to podzial, nalezaloby umiesci¢ w definicji réwnosé za-
miast nieréwnoéci. Oczywiscie sensowane alokacje sg podziatami: chociazby alokacje optymalne
w sensie Pareto, a w szczegdlnosci réwnowagi (w dalszych rozwazaniach).

Alokacja jest optymalna w sensie Pareto, jesli nie jest mozliwa sytuacja, w ktérej ” polepsza-
my” przynajmniej jednemu z graczy, a " nie pogarszamy” zadnemu innemu. Pojecie optymalnosci
w sensie Pareto ma szerokie zastosowanie we wszelkich zagadnieniach optymalizacji wielokryte-
rialnej, w tym zagadnieniach spotecznego wyboru. Pojecie to jest bardzo stabe — zgodnie z nim
nie mozna poréwnac ze soba alokacji, w ktérej jeden z graczy zabiera wszystko, a drugi umiera

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydzialu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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z glodu, z sytuacja w ktorej bogatszy traci pewna niewielkg kwote na rzecz biedniejszego. Ta
stabosé poréwnywania w sensie Pareto jest jeszcze bardziej widoczna w innych zagadnieniach
wyboru spotecznego — na przyklad sytuacji, kiedy ztodziej niszczy transformator wart 10000
zlotych, zeby ukrasé drut, za ktéry uzyska 100 zlotych (a wiec ”globalnie” mamy na minus
9900), nie mozna poréwnaé z sytaucja, kiedy do kradziezy nie dochodzi. Tak wiec gdyby stoso-
wac jedynie kryterium Pareto, nie mozna by bylo powiedzieé¢, ze kradziez ze zniszczeniem jest
dla spoteczenstwa gorsza. Ze wzgledu na stabosé optymalnosci w sensie Pareto, jej brak jest
zjawiskiem bardzo negatywnym: oznacza, ze marnotrawiona jest pewna uzytecznosé, ktéra ktos
moze uzyskaé bez straty uzytecznosci innych.

Zauwazmy, ze jeSli wszystkie funkcje uzytecznosci sa $cisle rosnace, to alokacje nie bedace
podziatami nie sa optymalne w sensie Pareto — wowczas mozna by niewykorzystang ilo$é¢ débr
da¢ przynajmniej jednemu z graczy.

Alokacja jest indywidualnie racjonalna, jesli zaden z konsumentéw nie bedzie wolal swojego
zasobu poczatkowego od proponowanego mu przy tej alokacji koszyka.

Alokacje bedace podzialami przedstawia si¢ na tak zwanym prostokgcie Edgewortha (albo
tez pudetku Edgewortha — Edgeworth box).

Jak rysujemy prostokat Egdewortha? Najpierw rysujemy mape obojetnosci konsumenta 1.
Nastepnie na tym samym rysunku umieszczamy drugi uktad wspotrzednych: o poczatku w
punkcie (wi +w?, wd +w3) — sumie zasobéw poczatkowych graczy, czyli ilosci débr, ktére mamy
do podziatlu — i obu osiach o zwrotach przeciwnych do analogicznych osi dla konsumenta 1. W
drugim ukladzie wspoélrzednych rysujemy mape obojetnoséci konsumenta 2. Jak tatwo widaé,
wszystkie punkty prostokatu Edgewortha sa podziatami.

Prostolat Edgewortha

Punkty optymalne w sensie Pareto

Krzywe obojetnogci konsumenta 1 e
:
A\ ——

> w?

\A Krzywe obojetnosci
\ konsumenta 2

— N

1 g 5 . :
@y Punkty indywidualnie racjonalne

Rysunek 14.1. Prostokat Edgewortha.

Optymalnos¢ w sensie Pareto i indywidualna racjonalnos¢ to minimalne wtasciwosci, jakie
powinna mieé¢ alokacja.

Jak wida¢ z rysunku 8.1, przewaznie jest continuum alokacji, ktoére sa rownocze$nie opty-
malne w sensie Pareto i indywidualnie racjonalne. Tak wiec te dwa kryteria nie wystarczaja do
wyboru alokacji.

Jak wiec odbywa si¢ wymiana? Ot6z na wszystkie zostaja okreslone ceny. Te ceny nie musza
mieé¢ jakiegokolwiek zwigzku z rzeczywista wartoscia dobr (lyzeczka musztardy moze okazaé
drozsza niz kilo kietbasy i butelka piwa razem wzigte), stuza jedynie ustaleniu jednoznacznie
alokacji réwnowagi. Kazdy z graczy sprzedaje swéj zaséb poczatkowy i za uzyskane pieniadze
kupuje taki koszyk, ktéry maksymalizuje jego uzytecznosé.
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Wprawdzie w odniesieniu do imprezy sktadkowej taki proces wydaje si¢ nieco sztuczny,
ale mozna na niego spojrze¢ jako na konstrukcje teoretyczna pozwalajaca na wybor jednej
alokacji, zwlaszcza jesli ceny nie beda w pieniadzu, ale na przyktad w zapatkach albo specjalnie
narysowanych imprezowych banknotach.

Definicja 14.2. Alokacje [mk}keK wraz z wektorem cen p nazwiemy réwnowagg Walrasa dla
modelu czystej wymiany towarowej, jesli dla kazdego konsumenta jego koszyk przy alokacji
jest rowny jego popytowi przy tych cenach i dochodzie réwnym wartosci zasobu poczatkowego
zk = :):k(p, plw¥) oraz suma popytéw jest nie wieksza niz suma zasobéw poczatkowych.

Réwnowaga Walrasa dla modelu czystej wymiany towarowej jest wiec to taki wektor koszy-
kéw [:Ek} g Wraz 2 wektorem cen p, ze

1) Vk € K pTa* < pTw” (osiggalnosé przy cenach p),

2)Vk € K Ve e X:pTée < plwF {uk(‘f) < uk(:vk)} (optymalno$é przy cenach p) i

3) Sher T < Xpex WF (fizyezna dostepnosé).

Zauwazmy, ze z definicji nie wida¢, ze réwnowaga musi by¢ podzialem. Jednak jest nie tylko
podziatem, jest rowniez optymalna w sensie Pareto:

Twierdzenie 14.1. (pierwsze twierdzenie Walrasa o dobrobycie)

a) Rownowaga Walrasa dla modelu czystej wymiany towarowej jest indywidualnie
racjonalna.

b) Jesli dla kazdego k funkcje uzytecznosci u* sqg monotoniczne i lokalnie nienasy-
cone, to rownowaga Walrasa dla modelu czystej wymiany towarowej jest optymalna w
sensie Pareto.

Tak wiec choé¢ w definicji nie zakladamy, ze wszystkie dobra zostaja skonsumowane, to
réwnowaznie moglibySmy to zatozy¢ — umiescié¢ réwnosé zamiast nieréwnosci.

Dowdd. Wezmy alokacje [:Uk]k K ktora wraz z wektorem cen p stanowi rownowage Walrasa.
€

a) Indywidualna racjonalno$é:

Przypuéémy przeciwnie, tzn. istnieje taki konsument k, ze u*(z*) < u¥(w"). Zauwazmy, ze
zaréwno z¥ jak i w” sy dostepne przy cenach p, a z* maksymalizuje u*
By, pryr- Tak wige uF (2%) > uF(wk) — sprzecznosé.

b) Optymalno$é w sensie Pareto:

w zbiorze budzetowym

Przypusémy przeciwnie, tzn. istnieje taka alokacja [yk} ek fizycznie dostepna, ze dla kazdego

konsumenta k u¥(y*) > u¥(z¥) i istnieje I, ze u!(y!) > u!(2!). Poniewaz to z! a nie y' zostal
wybrany, 3 nie moglo byé¢ dostepne przy cenach, czyli pTy' > pTw!. Poniewaz funkcja u jest
monotoniczna i lokalnie nienasycona, wiec speinia prawo Walrasa. Tak wiec dla kazdego k y*
nie moze naleze¢ do wnetrza By, vk, czyli pTy* > pTwF (z przynajmniej jedna nieréwnoécia
ostra, co przed chwila pokazaliSmy).
Jezeli zsumujemy te wszystkie nieréwnosci po k, otrzymamy >, x plyt > Yokek P
Natomiast gdy przemozymy nieréwno$¢ fizycznej dostepnosci obustronnie przez p, otrzyma-

my Y per PLYF < ek PTwF — sprzecznosé.

ka.

d

Kolejnym pytaniem jest, czy dowolny koszyk optymalny w sensie Pareto i indywidualnie
racjonalny mozna uzyskaé dobierajac odpowiednie ceny. I tu odpowiedz jest rowniez twierdzaca.
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Twierdzenie 14.2. (drugie twierdzenie Walrasa o dobrobycie)

Przy zatozZeniach modelu jesli alokacja {ﬂf} ek jest optymalna w sensie Pareto, to

istnieje taki uklad zasobéw poczgtkowych konsumentéw [w*|rer oraz wektor cen p, Ze

{wk} e 2P stanowi rownowage Walrasa dla modelu czystej wymiany towarowej przy

ukladzie zasobdw poczgtkowych konsumentow [wF]per .

Dowod. Dla dwéch konsumentéow — wszystko to bedziemy rozwazaé na prostokacie Edgewor-
tha, gdzie zbiory zwiazane z k-tym konsumentem zaznaczamy w jego uktadzie wspotrzednych.
Bedziemy korzysta¢ z twierdzenia o hiperplaszczyznie rozdzielajacej. Poniewaz [mk} — opty-
malny w sensie Pareto, wiec stanowi on ”punkt stycznosci” dwéch zbioréw {z € R} : uk(z) >
uF(2F)} w prostokacie Edgewortha — nalezy do brzegu obu. Poniewaz u* — quasi-wkleste, te zbio-
ry sa wypukle. Rozdzielamy wnetrza tych zbioréw — dwa zbiory wypuktle roztaczne. Z jednego
z twierdzen o hiperplaszczyznie rozdzielajacej dwa zbiory wypukle roztaczne A1 B € R
istnieje wektor p € R™, ze dla kazdego x € Aiy € B p’z < ply. W naszym przypadku Ai B to
zbiory {x € R} : uF(x) > uP(2¥)} dla obu graczy w prostokacie Edgewortha. Ten wektor p ma
wszystkie wspolrzedne nieujemne, gdyz {z € R? : uf(z) > uF(2*)} zawiera {z € R : z > 2},
tak wiec jest naszym wektorem cen réwnowagi przy dowolnym [w¥]pcx nalezacego do prostej
rozdzielajacej.

O

Kolejne naturalne pytanie, to czy réwnowaga istnieje. Odpowiedz jest réwniez twierdza-
ca, lecz odpowiednie twierdzenie sformulujemy dla znacznie ogdlniejszego modelu — modelu
Arrowa-Debreu, w ktérym oprécz konsumentéw mamy réwniez producentow.

Cwiczenie 14.1. Na bezludnej wyspie mieszkaja tylko Robinson i Pigtaszek. Robinson ma 10
orzechéw kokosowych i dwie ryby, a Pictaszek 5 ryb i jeden orzech. Ich funkcje uzytecznosci to,
odpowiednio min(o,r) i o-r?. Naszkicowaé prostokat Edgewortha i zaznaczy¢ na nim podziaty
indywidualnie racjonalne i podzialy optymalne w sensie Pareto. Obliczy¢ réwnowage Walrasa
jesli jest lub udowodnié, ze jej nie ma.

Cwiczenie 14.2. Blizniaczki Joasia i Kasia dostaly w prezencie od szalonego wujka buty —
jednakowe poza jedng cecha: Joasia dostata 3 buty prawe, a Kasia 4 lewe.

Preferencje dziewczynek co do butéw sa naturalne — im wiecej par, tym lepiej.

Czy w modelu istnieje rownowaga Walrasa? Jesli tak, obliczy¢.

14.2. Model Arrowa-Debreu

Zaltozenia o konsumentach w modelu Arrowa-Debreu sg takie same jak w modelu czystej
wymiany towarowe;j.

Ponadto mamy skonczony zbiér F' firm.

Kazdy konsument moze posiadaé akcje firm. Liczbe akcji f-tej firmy w rekach k-tego konsu-
menta bedziemy oznaczaé przez T]]? . Akcja oznacza udzial w zysku (czyli takze udzial w stracie,
jesli firma przynosi strate). Tak wiec zakladamy, ze Y, cx TJ’f =1.

Firma f ma zbiér dostepnych technologii Y/ C [—M, M]". Wszystkie Y/ sa niepuste, do-
mkniete i $cisle wypukte. Kazda z firm maksymalizuje zysk, traktujac ceny jako dane, przy czym
kupuje czynniki produkcji od konsumentow i sprzedaje im produkty.
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. s . , k f
Definicja 14.3. Réwnowaga Walrasa nazywamy uktad wektoréw [ac }keK, [y }feF wraz z

wektorem cen p, taki ze

1) Vf € F Vyf € Y/ (wykonalnoéé planéw produkcyjnych);

2)Vk € K plak < pTwh+2 feF T]]f -pTy’ (osiagalnosé planéw konsumpcyjnych przy cenach
p);

3)Vf e FVoeYf {pTG < pTyf} (maksymalizacja zysku przez producentéw);

4)Vk € K V¢ € X : pTe < pTwh + > fer T}“ -plyf {uk(ﬁ) < uk(xk)} (maksymalizacja
uzytecznosci przez konsumentow);

5) Sker T8 < Tper Wt + Zl}e ry! (fizyczna dostepnoéé planéw konsumpcyjnych), przy
czym jesli po i-tej wspdirzednej nieréwnosé jest ostra, to p; = 0.

Twierdzenie 14.3. Przy zalozeniach modelu istnieje rownowaga Walrasa.

Dowdd. Niech yf(p) oznacza plan produkeyjny maksymalizujacy zysk producenta f przy cenie
p, a 2¥(p) — koszyk maksymalizujacy uzyteczno$é konsumenta k wéréd osiagalnych przy p
planéw konsumpcyjnych, przy zalozeniu ze producenci wybieraja swoje y/ (p).

7 twierdzenia o maksimum y/ jest ciagla funkcja zmiennej p. Z powyzszego faktu i z twier-
dzenia o maksimum, réwniez z¥ jest ciagla funkcja zmiennej p.

Konstruujemy funkcje nadwyzki popytu 2(p) = Siper 28(P) — (Cper w* + dofeF v/ (p))
(ujemne wartodci oznaczaja nadwyzke podazy).

7 prawa Walrasa dla optymalizacji konsumenta otrzymujemy, ze dla kazdego k p”z*(p) —

(Pka +per TF - pTyf(P)> = 0.

Twierdzenie 14.4 (Prawo Walrasa (dla rynku)). Przy zaloZeniach modelu dla kazdego
wektora cen p p’z(p) =0 (nadwyzka popytu jest prostopadia do p).

Ekonomisci formutuja to jako ”wartos¢ niedoboréw jest réwna wartosci nadwyzek”.

Dowdd. (prawa Walrasa dla rynku)
Jedli dodamy réwnosci wynikajace z prawa Walrasa dla konsumentéw, otrzymamy

0= rex (pTw’“ (p) — (P + X pep TP y! (p)) =
= Yker PT2"(p) = Lper P10 — X rer Siex TFP" v/ (p) = (poniewasz udzialy sumuja si¢ do
1)
= D keK PTxk(P) — D keK Pka - ZfeF PTyf(P) =
= PT (ZkeK $k(P) — 2keK wh — ZfeF ?/f(P> = PTZ(P)~
O

Wracamy do dowodu twierdzenia o istnieniu réwnowagi.

Twierdzenie to mozna réwnowaznie sformutowaé: istnieje cena, dla ktérej nadwyzka popytu
jest réwna 0. Poniewaz na pewno nie jest to wektor 0, a zaréwno z* jak i yf sg jednorodne
stopnia 0, mozemy ograniczy¢ si¢ do wektorow cen, ktérych wspoétrzedne sumuja sie do 1 —
sympleksu A = {p € R} : 321" | p; = 1}.

Ustalam dowolny wektor cen p. Przy tych cenach moga wystapi¢ niedobory — w konstrukeji
nowej ceny f(p) rozpatrywaé tylko faktyczne nadwyzki, zaniedbujac niedobory. Wprowadzamy
oznaczenie: dla & € R™ oznaczmy przez £+ wektor max{0,&}.
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er(Z(p))+ _ _ ptim)*
lp+GE)T]l, 1) (i) T
Funkcja f: A — A jest ciagla, a wiec na mocy twierdzenia Brouwera istnieje p € A takie,
ze f(p) = N
. : - pitGme);
Czyli dla kazdego 1 T G i

Stad pi + (2(p))) =i (1+ 721 ((p)"),
czyli pi + (2(p)); = pi +pi 21 (25(P) ",
(2(p); = pi X1 (2i(@)" | - zi(p)

zi(p) - (2i(p)" = zi(p) - pi - =1 (2(p)) ", co sumujemy po i i otrzymujemy:
S zi(p) - (2:() T = Xy (2(P) - pi Xy (%(P))T), & wiee

iz12i(p) - (%’(P))Jr = > (zi(p) i) - Z?:1 (Zj(P))+
Z prawa Walrasa dla rynku Y ;" (zi(p) - pi) = 0, a wiec
S zi(p)-(2(p))T = 0, czyli nie ma faktycznych nadwyzek popytu- moga by¢ tylko niedobory.
Tak wiec > ek zF < Y okek Wk + 3 feF y! — brakujacy warunek 5. réwnowagi Walrasa (reszta
byta automatycznie spelniona).

Na sympleksie A definiujemy funkcje f(p) =

O]

Twierdzenie o istnieniu udowodniliSémy przy bardzo silnych zalozeniach. Gdyby$my nie za-
ktadali écistej a tylko zwykla quasi-wklestoéé funkeji uzytecznosci lub wypuktosé zbioréw dostep-
nych technologii, nie ma woéwczas jednoznacznosci — popyt lub podaz nie jest funkcja, lecz odwzo-
rowaniem wielowarto$ciowym. Twierdzenie o istnieniu rownowagi Walrasa pozostaje prawdziwe,
lecz dowdd staje sie bardziej skomplikowany, jednak wszystko sie przenosi: zamiast funkcji po-
pytu i podazy mamy odwzorowania wielowartoSciowe, zamiast ciagltosci funkcji — pdlciagtosé
gérna odzworowan wielowartosciowych, a twierdzenie Brouwera trzeba zastapié¢ twierdzeniem
Kakutaniego o istnieniu punktu statego dla odwzorowania wielowarto$ciowego.



15. Wybér w warunkach niepewnosci

Jest to wyklad wprowadzajacy do wyboru w warunkach niepewnosci, z koniecznoéci jedynie
okrojony.

Zainteresowani moga doczytaé¢ wiecej w monografiach Varian [2] i Mas-Colell, Whinston,
Green [1].

15.1. Preferencje na loteriach i uzytecznosé oczekiwana

Dotychczas rozwazaliSmy sytuacje wyboru, w ktérych wszystko bylo deterministyczne. W
rzeczywistodci wiekszos¢ waznych decyzji podejmowanych jest w sytuacjach, gdzie wynik pod-
jetej decyzji jest niepewny. Podejmiemy prébe modelowania takich sytuacji.

Niech C oznacza zbiér wszystkich mozliwych wynikéw (np. C = X = R’} — zbiér wszystkich
koszykow konsumpcji, ktore moga by¢ dostepne konsumentowi; C = R — stan konta albo, ogdlniej
warto$¢ posiadanego majatku). Na zbiorze C (na razie jeszcze wszystko jest deterministyczne)
mamy zdefiniowana racjonalna relacje preferencji podejmujacego decyzje.

Definicja 15.1. Loterig prostg nazwiemy dowolny rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze C.
Jedli mamy loterie proste Ly dla k = 1,..., K i liczby nieujemne aj sumujace si¢ do 1, to
uktad (Ly,...,Lg;aq,...,ax) nazywamy loterig zlozong.
Zbiér wszystkich loterii oznaczymy przez L.

Loteria zlozona jest to pewien rozklad prawdopodobienstwa na zbiorze sktadajacych sie na
nig loterii prostych — loteria, w ktorej zbiorem mozliwych wynikéw sa loterie.

Kazdy element zbioru C mozemy utozsami¢ z trywialna loteria prosta skoncentrowana na
tym wyniku.

Bedziemy chcieli umieé¢ poréwnywaé rézne loterie zdefiniowane na zbiorze C.

Jezeli C jest zbiorem skonczonym {cy, ..., ¢, } to loterie prosta mozemy utozsamié ze zbiorem
prawdopodobienstw {pi,...,pn}, gdzie p; jest prawdopodobienistwem tego, ze wynik bedzie
ci- W tej sytuacja loteria ma prosta interpretacje geometryczng jako punkt sympleksu (n —
1)-wymiarowego.

W rzeczywistosci, jesli nawet mamy loterie, ktorej wynikami sg loterie proste, najbardziej
interesuje nas, jakie jest faktyczne prawdopodobienstwo wynikéw c¢;. Jezeli mamy loterie ztozong
o sktadowych Ly = {p¥,...,p}, to faktyczne prawdopodobienstwo ¢; jest réwne p; = Zszl oy -
Py

Ze wzgledu na prostote bedziemy si¢ na razie zajmowaé sytuacjami, kiedy zbiér C jest
skonczony, jednakze wyniki przenosza sie na wieksze zbiory.

Podobnie jak w przypadku relacji preferencji w ogélnej teorii wyboru, chcemy aby na zbiorze
wszystkich loterii (prostych i ztozonych) byta zdefiniowana pewna racjonalna relacja preferencji
=. Aby miala ona sens, na loteriach trywialnych musi sie pokrywaé z relacja preferencji na
zbiorze wynikow. Oprécz tego beda nas interesowac nas pewne szczegdlne wlasnosci tej relacji.

Definicja 15.2. Méwimy, ze relacja = na L jest ciggla, jesli VL, L', L"” € L zbiory
{a€0,1]]:al+(1—-a)l' = L"}i{aec[0,1]: L" = aL + (1 — o)L’} sa domknigte.

Skrypt do wyktadu z mikroekonomii dla wydziatu MIMUW 2009/2010 © A.
Wiszniewska-Matyszkiel , Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Moéwimy, ze relacja = na L spelnia aksjomat niezaleinosci, jesli VL, L', L" € £ o € (0,1)
zachodzi tozsamos$¢ L = L' < aL + (1 —a)L” = al/ + (1 — a)L".

Teraz przyjmiemy, ze istnieje funkcja uzytecznosci odzwierciedlajaca te preferencje — funkcja
uzytecznosci na loteriach U.

Definicja 15.3. Méwimy, ze funkcja uzytecznosci U na L jest funkcjq uzytecznosci von Neumanna-Morgenstern
(funkcjq uzytecznodci oczekiwanej), jezeli odzwierciedla relacje preferencji na L i istnieje taka

funkcja uzytecznoéci na wynikach u, ze dla kazdej loterii prostej L jest rowna wartosci oczeki-

wanej przy rozkladzie danym loteria Lz u (czyli U(L) = Epu).

W przypadku skoficzonego zbioru C, funkcja uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna
spelnia U(L) = piu(c1) + - - - + ppu(cy).

Stwierdzenie 15.1. a) Jezeli U jest funkcjg uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna, to dla
kazdego a > 0,b € R funkcja a-U—+Db tez jest funkcjq uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna.
b) Jezeli Uy i Us sq funkcjami uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna, to istnieje takie
a>0ibeR, zZelU; =a-Us+b.
c) Jezeli istnieje funkcja uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna, to relacja preferencyi
jest ciggla @ spelnia aksjomat niezaleznosci.

Cwiczenie 15.1. Udowodnié stwierdzenie.

Twierdzenie 15.1 (o uzytecznosci oczekiwanej). Jezeli relacja preferencji jest
ciggta 1 spelnia aksjomat niezaleznosci, to istnieje funkcja wuzytecznosci wvon
Neumanna-Morgensterna.

Dowd6d mozna znalezé w Mas-Colell, Whinston i Green [1] lub Varian [2].

Przyktad 15.1. Paradoks Allais

Poréwnajmy loterie A i B i okreslmy, ktora z nich wolimy:

A: 1 mln z prawdopodobienstwem 1;

B. 5 mln z prawdopodobienstwem 0.1, 1 mln z prawdopodobienstwem 0.89, nic z prawdo-
podobienstwem 0.01.

Zapiszmy wynik i zapomnijmy o nim. Teraz poréwnajmy loterie C i D:

C. 1 mln z prawdopodobiefistwem 0.11, nic z prawdopodobiefistwem 0.89;

D. 5 mln z prawdopodobienstwem 0.1, nic z prawdopodobienstwem 0.9.

Znaczna wigkszosé os6b (w zaleznosci od tego, czy to matematycy, czy gospodynie do-
mowe i czy wiedza, ze to paradoks, moze to dochodzi¢ nawet do 100%!) wybiera pare lo-
teri (A,D) — sa one dla nich $cisle lepsze. Jedli zalozymy, ze maja funkcje uzytecznosci von
Neumanna-Morgensterna, mozna to zapisaé¢ jako uktad nieréwnosci z trzema niewiadomymi:

u(1) > 0.1-u(5) 4+ 0.89 - u(1) + 0.01 - u(0),
0.11 - u(1) +0.89 - u(0) < 0.1 - u(5) + 0.9 - u(0).
Jak tatwo sprawdzi¢, ten uktad jest sprzeczny.

Tak wiec z bardzo oczywistych zalozen (pierwotnie byl to system pieciu prostych aksjomatéw
von Neumanna i Morgensterna, jeszcze bardziej oczywistych), wynika istnienie funkcji uzytecz-
nosci von Neumanna-Morgensterna, ktora jak widac¢ z paradoksu Allais, nie zawsze odzwierciedla
nasze preferencje. Niemniej jednak odtad bedziemy zakladaé, ze taka funkcja istnieje.

Zobaczymy, co przy tym zalozeniu mozna wyliczy¢. Przeanalizujemy, za ile minimalnie wia-
S$ciciel bylby sktonny sprzedaé ryzykowny aktyw.
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Cwiczenie 15.2. Kapitan Kid zdobyl mape, ktéra z prawdopodobienstwem 0.75 zaprowadzi go
do skarbu o wartosci 160 tysiecy gwinei. Inny pirat zaproponowal, ze odkupi mape i wylaczne
prawo do skarbu. Za jaka minimalng cene Kid bedzie sklonny je sprzedaé, jesli jego funkcja
uzytecznosci na zbiorze mozliwych wynikéw jest postaci u(x) = /x. Zakladamy, ze Kid ma
funkcje uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna na loteriach i Ze nie ma innego majatku?

Rozwigzanie. Minimalna cena, za jaka Kid jest sklonny sprzeda¢ mape, to cena, przy ktorej
jego uzyteczno$é¢ od sprzedazy po tej cenie zrownuje sie uzytecznodcia loterii "nie sprzedaé”,
czyli taka cena P, dla ktérej 1-v/P = 0.25 - /0 + 0.75 - v/160000.

Podobnie ma sie sytuacja, kiedy decydujemy sie na kupno ubezpieczenia — jaka maksymalnie
moze by¢ jego cena:

Cwiczenie 15.3. Sokrates jest wlascicielem domu o wartosci 200 talentéw, poza ma jeszcze
zone Ksantype, ktora wycenia na 25. Dom moze splonaé z prawdopodobienstwem réwnym 0.02,
ale Ksantypa na pewno zdazy uciec. Ile maksymalnie Sokrates bedzie sktonny zaptaci¢ za pelne
ubezpieczenie domu, jesli jego funkcja uzytecznosci na zbiorze mozliwych wynikéw jest postaci
u(z) = /2?7 Zakladamy, ze nie moze kupi¢ ubezpieczenia pokrywajacego tylko czesé szkody.

Rozwigzanie. Wykupienie pelnego ubezpieczenia oznacza, ze jego majatek bedzie wynosil na
pewno 225 — P. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie poréwnujemy, kiedy obie uzytecznosci
sie zréwnaja.

15.1.1. Stosunek do ryzyka

Odtad bedziemy zajmowaé sie sytuacja, gdy C = R, co bedzie oznaczaé mozliwe wartosci
posiadanego majatku. Teraz bedziemy utozsamiaé loterie (czyli rozklad) z jej dystrybuanta
(funkcja F': R — [0, 1] taka ze F(x) — prawdopodobienstwo, ze bedziemy mieé nie wiecej niz x).
Dalej zakladamy, ze preferencje na zbiorze loterii sa wyznaczone przez funkcje uzytecznoéci von
Neumanna-Morgensterna U — czyli istnieje taka funkcja v : R — R (nazywana czasem funkcjq
usytecznosci Bernoulliego), ze U(F) = [T u(z)dF(z) (calka Stieltiesa) wyznacza preferencje.
O funkcji u bedziemy zakladaé, ze jest $cisle rosnaca, ograniczona i ciagta.

Poniewaz argumentem wu jest warto$¢ pieniezna majatku, warunek, ze u jest $cidle rosnaca jest
naturalny — racjonalny (w nieco wezszym znaczeniu, niz tego terminu uzywaliSmy w zagadnie-
niach teorii wyboru konsumenta).

Definicja 15.4. Podejmujacy decyzje jest niechetny ryzyku (ma awersje do ryzyka), jesli dla
kazdej loterii F' warto$¢ oczekiwana F' jest niegorsza niz F'.

Podejmujacy decyzje lubi ryzyko (jest miltosnikiem ryzyka, ma sklonnosé do ryzyka), jesli
dla kazdej loterii F', F' jest niegorsza niz warto$¢ oczekiwana F'.

Podejmujacy decyzje jest obojetny w stosunku do ryzyka, jesli dla kazdej loterii F' warto$é
oczekiwana F' jest rownie dobra jak F'.

Wyrazone przy pomocy funkcji uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna, definicje te maja

postac:
niecheé do ryzyka: [ u(z)dF(z) < u (f+°°(x) (x)),
milosé do ryzyka: [0 u(z)dF(z) > u (f+°°(:c)dF(:1: )

obojetnosé wobec ryzyka: [ u(z)dF(z) = u (f+°° (x)dF( ))

o0
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Twierdzenie 15.2. Niecheé do ryzyka jest rownowazna wklestosci u, mito$é — wypu-
ktosci, a obojetnosé — liniowosci funkcji u.

Dowdd. Natychmiastowy z nieréwnoéci Jensena. O

Zeby lepiej zrozumieé koncepcje niecheci i milosei do ryzyka zauwazmy nastepujace fakty,
ktore czytelnik latwo moze udowodnié:

Stwierdzenie 15.2. a) Jezeli ubezpieczenie jest aktuarialnie fair (wartosé skladki jest réwna
wartosci oczekiwanej szkody), to osoba niechetna ryzyku wykupi pelne ubezpieczenie.

b) Jezeli osoba niechetna ryzyku rozwaza inwestycje w aktyw ryzykowny i pewny, przy czym
aktyw ryzykowny ma wyzszg wartosé oczekiwang stopy zwrotu niz stopa zwrotu z aktywu pewnego,
to zainwestuje pewng wiekszq od zero czesé¢ pieniedzy w aktyw ryzykowny.

c) Jezeli ubezpieczenie jest aktuarialnie fair lub jest drozsze, to osoba sklonna do ryzyka nie
ubezpieczy sie wcale.

d) Jezeli mamy aktyw ryzykowny i pewny, przy czym stopa zwrotu z aktywu pewnego jest
wyzsza niz warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu aktywu ryzykownego, wowczas nie mozna powiedzied,
w ktory z aktywow zainwestuje mitosnik ryzyka.

Cwiczenie 15.4. Udowodnié stwierdzenie.

Punkt b wydaje sie w pierwszej chwili zaskakujacy. Okazuje sie, ze wiekszosé inwestordéw
gieldowych jest niechetna ryzyku! Inwestuja niewielka czesé swego majatku w akcje, bo akcje
maja wieksza oczekiwang stope zwrotu niz aktywa pewne. Osoby majace sktonnosé do ryzyka na
pewno nie wykupia zadnego nieobowiazkowego ubezpieczenia (zadne z nich nie jest aktuarialnie
fair i to z grubym okladem). Wiekszosé ludzi ma awersje do ryzyka. Kto wiec ma sktonnosé
do ryzyka? Analiza danych wykazuje, ze, przynajmniej na mala skale, klienci totolotka, a na
wieksza skale firm oferujacych samochody na raty z wczeéniejszym wykupem w drodze losowania
— ptaca érednio o % wartosci samochodu wiecej (to akurat dowcip: ci ludzie zazwyczaj nie liczyli
zadnej wartosci oczekiwanej ani zdyskontowanego strumienia ptatnosci, wiec nawet nie wiedza,
o ile wiecej zaptacili).

Mozemy oceniaé loterie poréwnujac je z sytuacjami pewnymi (jak w powyzszych przykla-

dach).

Definicja 15.5. Odpowiednikiem pewnym loterii F dla o soby o funkcji Bernoulliego v nazy-
wamy taka liczbe ¢(F, u), ze u(c(F,u)) = [ u(z)dF ().

Stwierdzenie 15.3. Niecheé do ryzyka jest réwnowazna c(F,u) < [T xdF(x), milosé ¢( F,u) >
[ xdF(x), a obojetnosé c(Fyu) = [T2° xdF (x).

Cwiczenie 15.5. Udowodnié stwierdzenie.

Cwiczenie 15.6. W swoim zyciu Antoni kieruje sie funkcja uzytecznoéci oczekiwanej o u(w) =
Inw, gdzie w okresla warto$¢ jego majatku.

a) Jaki jest jego stosunek do ryzyka?

b) Antoni i jego koledzy kibicuja podwoérkowej druzynie pitkarskiej Naprzod. Jaka maksymal-
nie kwote Antoni bylby sktonny postawié na nich, jesli kibic druzyny przeciwnej Szerszenie daje
dwa do jednego na wygrana Szerszeni (za kazda zlotéwke postawiona na Naprzéd da dwa zlote,
jesli Naprzéd wygra), a Antoni jest przekonany, ze prawdopodobienstwo wygranej Naprzod to
doktadnie %, a majatek Antoniego to 1000 z1?



15.1. Preferencje na loteriach i uzyteczno$é oczekiwana 79

Cwiczenie 15.7. Rodzenistwo Ania i Michal jada pociagiem do Zakopanego. Obydwoje mieli
wykupione bilety, ale bilet Ani zginal. Ryzyko ztapania przez konduktora oboje szacuja na %,
a kara za brak biletu wynosi 500z1.

Ania ma funkcje uzytecznoéci \/w, a Michat w?.

a) Czy jest mozliwe porozumienie obustronnie korzystne? Podaé przyktad takiego porozu-
mienia, ktore jest niezalezne od majatkéw obojga.

b) Wyznaczy¢ przedzial cen po jakich Michal bylby sktonny sprzedaé bilet Ani oraz przedzial
cen po jakich Ania bylaby sklonna kupié¢ bilet od Michata, jesli kazde z nich ma taczny majatek
wart 1000zt.
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