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1. WSTEP

Jest to skrypt do wykltadu fakultatywnego Matematyka w ubezpieczeniach Zyciowych, ktory
od szeregu lat prowadze na Wydziale Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego. Przede wszyst-
kim (ale nie wylacznie!) wybieraja go studenci zainteresowani zastosowaniami matematyki w
finansach i ubezpieczeniach.

Ogdt zastosowan matematyki w ubezpieczeniach okresla sie tradycyjnie mianem aktuariatu.
Zatem aktuariusz to matematyk ubezpieczeniowy (na ogoél licencjonowany przez panstwo lub
samorzad zawodowy), ktéry czuwa nad tym, aby kalkulacje sktadek i rezerw w firmie ubezpie-
czeniowej byly przeprowadzane poprawnie, wedtug jego najlepszej wiedzy i doswiadczenia.

W Polsce istnieje system egzaminéw panstwowych, ktérych zdanie uprawnia do wykonywania
zawodu aktuariusza. Ten wyklad i towarzyszace mu ¢éwiczenia moga by¢ dla Panstwa duza
pomocg w przygotowaniu sie do drugiej czesci egzaminu panstwowego Matematyka ubezpieczen
zyciowych. Caly egzamin sklada sie z czterach czesci (wiecej o tym na stronie Komisji Nadzoru
Finansowego).

Uktad skryptu jest dos¢ typowy i nie odbiega od klasycznych opracowan przedmiotu. My-
Sle, ze mocng strong tego skryptu jest duza liczba zadan i przyktadéw. Wiekszos$é z nich jest
kompletnie rozwiazana, a do wszystkich podano liczbowe odpowiedzi. Wyktad bazuje w duzej
mierze na mojej ksiazce Ubezpieczenia na zycie (WNT, wyd.1, 1999).

Zycze studentom przyjemnej pracy ze skryptem. Zapraszam na wyklady i ¢wiczenia!

Mariusz Skalba
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2. Podstawy teorii oprocentowania

Treé¢ tego rozdzialu jest punktem wyjscia dla samodzielnej dyscypliny zwanej czesto mate-
matyka finansowa. Podamy tutaj niezbedne w dalszym ciagu wyktadu podstawowe wiadomosci
, natomiast pelniejsze opracowanie omawianych zagadnienn mozna znalezé w [6] lub [1]. Zalézmy
, ze inwestujemy dzisiaj kwote ko, ktéra po roku wzrasta do ki (zdarza sie, ze k1 < ko — wtedy
wzrost jest ujemny). Liczbe r okreslona wzorem

r=——1 (21)

nazywamy stopg zwrotu z tej inwestycji. Po przeksztalceniu wzoru (2.1) otrzymujemy
ki = ko(l + ’r‘) (22)

Liczbe 1+r nazywamy czynnikiem akumulujgcym. W ciagu roku u ré6znych podmiotéw gospo-
darczych zrealizuja sie, oczywiscie, rozne stopy zwrotu. W celu uporzadkowania i uproszczenia
dalszych rozwazan przyjmujemy, ze dominujaca stopa zwrotu na przestrzeni kilku okreséw, jest
rowna i. Bedziemy ja nazywaé efektywng stopg procentowg.

Jesli wiec dzis zaloze lokate bankowa w wysokosci kg, to po roku otrzymam

k1= k‘o(l + Z)

Jedli jednak nie podejme tych pieniedzy, ale przedtuze lokate na rok nastepny, to na koniec
drugiego roku trwania lokaty otrzymam

ko = ki(1+1) = ko(1 +1)*
Kapitat rosnie zatem tak jak ciag geometryczny, po n latach bede mial w banku
kn = ko(1+14)"
Kwote i, ktéra przyrosta w n-tym roku, nazywamy biezZgcymi odsetkami; wynosi ona
in =kn — kn—1 = ikn_1

Spoéjrzmy teraz na rozwazany problem z innej strony. Chce dysponowac kapitalem k; za rok
od dzi$. Ile powinienem teraz zainwestowaé (ko =7), jesli efektywna stopa procentowa wynosi i
7 Odpowiedz uzyskujemy przeksztalcajac wzoér (2.2)

k1
ko = 2.
07 14 (2.3)
Liczbe
1
= 2.4
T (2:4)

nagywamy czynnikiem dyskontujgcym. Pogladowo mozna powiedzieé, ze a kumuluje on wstecz
(rys.1). Wzor (2.3) zapiszemy teraz w postaci bardziej przypominajacej (2.2)

ko = ki(1 — d) (2.5)
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6 2. Podstawy teorit oprocentowania

Liczbe d wystepujaca w tej zalezno$ci nazywamy efektywng stopg dyskontowq. Ze wzordw
(2.3),(2.4) i (2.5) wynika, ze
i

d=1—-v= - =
141

v (2.6)

Liczba d jest miara odsetek pobieranych z géry. Jesli wiec pozyczamy od kogo$ 1 zt z efek-
tywna stopa dyskonta d, to dostajemy tylko (1 — d) zl, a po roku oddajemy kapital 1 zl.
Pozyczkodawca osiagnal wiec stope zwrotu

1 1
1—d v !
Taka sama stope zwrotu osiagnaltby pobierajac odsetki po roku, w wysokosci ¢ zt.
Réwnanie typu
kn = ko(1+4)" (2.7)

nazywamy rownaniem wartosci. Jedli trzy sposréd czterech liczb ko, ky, ¢, n sa dane, to czwarta
mozna obliczy¢ z tego réwnania. Jesli niewiadoma jest czas inwestycji n, to z réwnania (2.7)
otrzymuje sie na ogo6l niecatkowita wartosé n (najczesciej niewymierna). Dlatego wprowadza sie
tzw. kapitalizacje cigglg. Wyjaénimy krotko jej sens.

Niech t bedzie dowolna liczba dodatnia (np. ¢t = 10%). Chce pobraé z banku poczatkowy
depozyt ko po czasie t. Bank wyptaca mi

ky = k‘o(l + Z)t

Odsetki byly tu naliczane caly czas ( w sposéb ciagly), a nie tylko dopisywane na koniec roku.

2.1. Nominalne stopy oprocentowania i dyskonta.Intensywnos¢
oprocentowania

Bank w ktérym mam sw6j ROR, kapitalizuje moje saldo (tzn. dopisuje odsetki) co miesiac,
nominalna stopa oprocentowania wynosi 13.5%. Co to znaczy w praktyce? Oznacza to , ze po
miesigcu stan mojego konta wyniesie

0.135
k112 = ko (1 + 12)

a po [ miesiacach

0.135>l
12

k12 = ko (1 +—

(zakladamy , ze w miedzyczasie nic nie wplacam i nic nie podejmuje); na przyklad po roku

mam na koncie b
0.135
ki =ko <1 + ) ~ 1.1438kg
12

Powyzsze rozwazania streszczamy krétko:

Nominalnej stopie i'?) = 13.5% odpowiada efektywna stopa (roczna) i ~ 14.4%.

Ogdlnie, jesli dopisywanie odsetek odbywa sie m razy w ciagu roku (oczywiscie m jest catko-
wite!), to nominalna stopa (M) jest powiazana z réwnowazna jej stopa efektywna i zaleznoécia

N\
1+ =1+ (2.8)
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Po roku musi przyrosna¢ taka sam kwota po obu stronach w zaleznosci (2.8), chociaz po lewej
przyrasta m razy, a po prawej tylko raz. Rozumowanie takie mozna powtérzy¢ dla nominalnych
stop dyskontowych; otrzymuje sie wowczas zaleznosé

<1—d(m)>m:1—d (2.9)

m

W tym kontekscie ciekawe uzasadnienie mozna poda¢ dla kapitalizacji ciagtej.

Zalézmy, ze w naszym miescie jest nieskonczenie wiele bankéw . Kazdy z nich oferuje taka
samg nominalng stope oprocentowania § rachunkéw ROR, z tym ze w banku nr m odsetki sa
kapitalizowane m razy w ciagu roku — np. bank nr 365 dopisuje odsetki codziennie. Niech teraz
i oznacza efektywna roczna stope oprocentowania, ktorg uzyskamy w banku nr m. Mamy wiec

S\™

m

Poniewaz liczby te wzrastaja wraz z m, wiec im wigkszy jest numer banku, tym korzystniejsza
jest jego oferta. Czy mozna przebié¢ te nieskonczona mnogoséé coraz lepszych ofert? Okazuje si¢
, ze tak! Poniewaz

m—00

lim (1+ 5) = (2.10)
m

wiec wystarczy zalozyé bank (nazwijmy go umownie bankiem granicznym) i zaproponowaé
efektywna roczng stope oprocentowania w wysokosci

i=e —1 (2.11)

Odsetki wyptlaca sie raz do roku w powyzszej wysokosci.

Co to ma wspdlnego z kapitalizacja ciaglta? Zaldézmy, ze chcemy wycofaé¢ pienigdze w chwili
t, gdzie o t nic sie nie zaklada. Dla wiekszosci bankéw ¢ nie bedzie catkowita wielokrotnoscia
ich okresu odsetkowego (1/m roku), ale zalézmy, ze taki bank zaliczy nam laskawie ostatnia
czastke okresu odsetkowego jako caly. Nasz poczatkowy kapital kg wzrosnie wiec po czasie t w
banku nr m do

5 [tm]+1
k(m) = ko <1 + )
m

([y] oznacza czesé catkowita liczby y). Otrzymujemy stad
6 m [tm]+1
lim k(m) = ko lim ((1 + ) ) = koe® = ko(1 + i)
m—o0 m—00 m

Skorzystalismy z (2.10) i (2.11). Wobec tego nasz bank graniczny w chwili ¢ powinien wyplacié
ky = ko(1 + 1)

tzn. powinien kapitalizowa¢ odsetki w sposéb ciagly. Liczbe
0 =1In(1+1) (2.12)

nazywamy intensywnoscig oprocentowania. tatwo pokazaé, ze

lim i = lim d™ =§

gdzie i(™) d(™) sy stopami nominalnymi réwnowaznymi zadanej efektywnej stopie rocznej i.
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2.2. Renty

Rent uzywa sie w finansach i ubezpieczeniach przede wszystkim do ratalnej sptaty dlugéw,
do placenia skladek i do wyptaty emerytur.

Oto przyktad wprowadzajacy. Od 1 stycznia 2000 r. przez nastepne dziesieé¢ lat bede otrzy-
mywac 1 zt na poczatku kazdego roku. Jaka jest warto$¢ tego ciagu wyplat na 1 stycznia 2000
r.?7 Kazda z 10 ptatnosci trzeba zdyskontowac¢ na dzis, tak wiec

PV=1+v+v*+ -+’

gdzie v jest czynnikiem dyskontujacym. Skrét PV oznacza po angielsku present value, czyli
wartosé obecng tego strumienia wyplat. Nie jest to w zasadzie pojecie dla nas nowe. Wzér
(2.3) przedstawia, na przyklad, wartosé obecng pojedynczej wyplaty ki, dokonywanej za rok.
Poniewaz tego typu wielkosci beda si¢ pojawiaé regularnie, wprowadzamy oznaczenie dz| na
warto$¢ obecna n zlotéwek otrzymywanych co rok, od dzis wlacznie (tak wiec ostatnia n—ta
wplata wplynie po n — 1 latach). Podobnie jak wyzej

b =1+v+0>+ 40"}

Sytuacje te zilustrowano na rys.2. Ze wzoru na sume ciagu geometrycznego i ze wzoru (2.6)

otrzymujemy ) " .
. -V -V
iz = 7= = (2.13)

Po przeksztalceniu uzyskujemy wzor
dim +v" =1 (2.14)

ktory ma piekna interpretacje.

Prawa strona wzoru: pozyczamy komu$ 1 zt (dzis). Strona lewa: nasz dluznik splaca nam
na biezaco odsetki — na poczatku kazdego roku przez n lat, w ten sposoéb dlug zasadniczy nie
zwieksza sie. Po n okresach zwraca nam pozyczone 1 zi, ktére zdyskontowane na dzi§ wynosi
v,

Poniewaz platnosci rat renty sa na ogdl czestsze niz raz do roku (np. miesieczne), potrzebne
sg dodatkowe oznaczenia. Zaldézmy, ze ptatnosci beda dokonywane przez n lat m razy w ciagu

. , o1 »
roku, kazda w wysokosci ;- zt. Wartos¢ obecng renty oznaczamy symbolem

1
m 1 —oym

~(m) _ 1 i02 0 amol 1 1—-o"
Qg —m(1+v +oum + +o )

(nm to liczba wszystkich rat). Na podstawie (2.9) i (2.6) mamy
l—vm=1-(1—d)m=1- (1—

tak wiec ostatecznie
.(m) 11—
SO ERETC)
Wzér ten réwnie latwo zapamietaé jak (2.13).

(m)

Uzyte powyzej symbole dg|, &iﬁrln dotycza rent platnych z géry (pierwsza rata od razu) — dwie
kropki na gérze oznaczaja taka sytuacje. Odpowiednie symbole bez kropek oznaczaja wartosci
obecne strumieni platnosci przesunietych o 1 rok w przysztoéé (ptatnych z dotu). Otrzymujemy
Wzory

(2.15)




2.2. Renty 9

Na zakonczenie rozwazmy mozliwos$é (przynajmniej teoretyczna) ciaglego naptywu gotéwki
na nasz rachunek bankowy. Zalézmy, ze w ciagu roku wplywa nan 1 zt. Tak wiec miedzy 3
a 10 marca wplywa 7/365 zl. Gotéwka, ktéra wplywa w krétkim przedziale czasu miedzy ¢

a t + At, jest w przyblizeniu dyskontowana stalym czynnikiem v (vt ~ v'T2%). Sumowanie
wartosci obecnych poszczegdlnych wptat zastapimy tu oczywiscie catkowaniem
n 1—0o"
G :/ vt dt = (2.16)
0 o

(skorzystalismy z (2.12)).



3. Zadania, I

1. Rozwazamy polise emerytalna dla (x). Polega ona na tym, ze przez nastepne m lat bedzie
on ptacit co rok sktadke netto P. Po dozyciu wieku x 4+ m zacznie otrzymywaé¢ emeryture w
postaci renty dozywotniej w stalej wysokosci 1 zt (na poczatku kazdego roku). Gdy umrze przed
osiagnieciem wieku x+m nic nie bedzie wyptacone. Niech L oznacza strate ubezpieczyciela netto
na moment wystawienia polisy. Wykazaé, ze zdarzenie {L < 0} opisuje wzér

B > 1 (P +1)(1 —o™)
Rozwiazanie. Strata L wyraza si¢ wzorem

| =P +v+.. 05, da K<m
T @+ ) =Pl +v+. 0™, dla K>m

Jedli K < m to zawsze L < 0. Jedli natomiast K > m to L < 0 oznacza, ze

m_vK—l—l 1— o™
<P
d d

v

a to jest réwnowazne wzorowi z tresci zadania.

2. Niech Ai:m\ (0) oznacza skladke fl;:m obliczong z uzyciem technicznej intensywnosci opro-
centowania d > 0. Obliczy¢é Ad ktore spelnia réwnanie

A_(8)=A' | (5+AS)

1
z:m] T4 mt |

jezeli dane sg wartosci:

zm|

AL = 0,131763, A L —0,0768021, (TA)ym = 3,0173,

fiz = 0,002, pigim = 0,05,5 = In(1,05) = 0, 04879

(obliczone przy podanej wartosci 0).
Rozwiagzanie. Zastepujac przyrost funkcji rézniczka otrzymujemy nastepujace réwnanie na
Ad _ _ _
ox 12 om 12 a8 -

Obliczymy najpierw potrzebne pochodne czastkowe.

Tu prosze poprawic wzor

DAL _(§) o (m
37:;‘ = % /O 676ttpx,u/a:+t dt = eiémmpxﬂw-‘rm = A$;ml|,ufcc+m7

Matematyka w ubezpieczeniach na zycie (¢©) Mariusz Skatba, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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0AL_ () g m m -
z:m| . —dt _ —dt _ 1
a5 = %/0 e " iDpplpte dt = —/0 te” " papiztr dt = —(IA) -

Zatem AJ spelnia réwnanie

1 1
7310, 131763(0, 002 +-0,04879) +-0, 0768021 -0, 05 — 0, 002] +- 50, 0768021 -0, 05 — 3, 017345 = 0

skad otrzymujemy ostatecznie Ad =777,

3. Niech P, oznacza tradycyjnie regularng coroczng sktadke platna az do $mierci za ubez-
pieczenie osoby w wieku z, ktére wyptaci 1 zt na koniec roku émierci. Zatézmy, ze x jest liczba
catkowita a u € (0, 1). Udowodnié, ze przy zalozeniu UDD skladka P, wyraza sie przez sktadki
P, oraz P,y nastepujacym wzorem:

Px+u:wm‘Pac+wac+1 ‘Pac+1
gdzie wyy1 =1 — w, oraz

(1 —u)(Pr1 + d)
(1 - u)(Px—H + d) + (u - uqy:)(Px + d)

Wy =

4. Rozwazamy ubezpieczenie na zycie ciagle dla (35). Wyptlaci ono 1 zt w chwili $mierci.
Natomiast skladka netto bedzie ptacona w postaci renty dozywotniej cigglej z odpowiednio
dobrang intensywnoscia. Obliczy¢ 7%(10) tzn. intensywnosé oszczednosciowej czesci sktadki po
10 latach. Dane sa:

i = 5%, M35 = 3776, D35 = 17236, Mys = 3181, Dy5 = 10091, ps5 = 0,992.

Uwaga! Nalezy skorzysta¢ z zatozenia UDD.
Rozwiazanie. Skorzystamy ze wzoru

o (t) = V'(t) = SV (¢).

Mamy B o
V(t) = As5yt — P(A35)C_L35+t oraz
V'(t) = (st + 0) Asse — pss s — P(Ass)[(13540 + 0)assre — 1].
Na mocy zatozenia UDD mamy nastepujace wzory przyblizone

Mys 1— Ag;

g
App =~ =2 =2 gy =
BT Dy M 5

=7, a5 = qu5 = 0,008.

Zatem V(10) =?, V'(10) =7 i stad 7%(10) =?.

5. Rozwazamy rodzine polis emerytalnych dla (x) parametryzowang dlugoscia okresu pta-
cenia skladek m > 0. Dokladniej: polisa Pol(m) polega na tym, ze przez najblizsze m lat
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ubezpieczony (x) bedzie placil skladke netto w postaci renty zyciowej m-letniej ciagtej z od-
powiednio dobrang staly intensywnoscig netto; po dozyciu wieku x + m zacznie otrzymywacé
emeryture w postaci renty dozywotniej cigglej z roczng intensywnoécia 1. Niech 0 < t < m oraz
niech V(t) oznacza rezerwe skladek netto po ¢ latach. Wykazaé, ze 8(‘9/75? wyraza sie wzorem:

v | el
om - T Pattm—t| a2
z:m|

Rozwigzanie. Z definicji rezerwy otrzymujemy jawny wzér na V (t),

V(t) = it Gatt — P@x+t:m\ dla 0 <t <m,

gdzie
Qg

m

P=

Is]

Trm
Obliczamy odpowiednie pochodne

0 0

0
%(m_”d“t) - %/ . e % payrds = —e 2oy,

9 9 [mt s §(m—t)
_ s —§(m—
om (%+t:m—t\) = m /0 e Pspptrds =e m—tPz+t)
0 o [
. -5 -5
87m(m|aac) = 87771/ e Psprds = —e " ppy,
m
0
. -5
om (am:ﬁo =e "npe.
Dalej
—om = —om _
aV(t) _ —6(m—t) . —€ mpxaz:m\ —€ mpxm|ax = — *P( ) _5(m—t) _
om_ € m—tPx+t 72 Ayt t:m—1| m)e m—tPx+t =
z:m|
—om = = —o(m—t = —6(m—t =
_e—ﬁ(m—t) tDe+t + ‘ mPalalottim—i] _ e %tm )m—tpa:+t ‘m|Ga _ ¢ (m )m—tp:c-l-tax—F
m—tPx —5 - = -
ax:ﬁ| Qg7 Qg
L Aylpim| — € OUPplsly 7T 7
mPz e T+tm—t| A 1 x| tPx Oy z+tm—t| | A 1 TPt
+ 22 = A em o = " ertm— 2
x:m| @:m| x:m|

6. Rozwazmy grupe 100 os6b w wieku (50). Kazda z tych oséb ubezpieczyta sie kilka lub
kilkanascie lat temu na zycie i placi regularne coroczne sktadki netto az do $mierci (biezacy
staz kazdej z tych oséb w ubezpieczeniu jest liczba calkowita). Obliczyé przecietna liczbe polis,
ktére nie przyniosa ubezpieczycielowi straty netto. Zakladamy, ze wszystkie te osoby naleza do
tej samej populacji i ze ich zycia sa niezalezne. Mozna skorzystaé¢ z nastepujacych danych:

Aso =0,37,i = 5%,

l30 = 96172, 140 = 93348, I50 = 86752, lgo = 73602, l70 = 51989, [g9 = 24644, lgg = 4568.
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Rozwiazanie. Rozwazmy jedna z oséb z tej grupy ubezpieczonych. Jesli ubezpieczyta sie
ona w wieku x i k lat temu to oczywiscie x + k = 50. Strata ubezpieczyciela zwiazana z ta polisa
ma, postaé
1— ,UK(5O)+1

d

Zdarzenie, ze ta polisa nie przyniesie straty mozna zapisa¢ nieréwnoscia

kL — ,UK(50)+1 . Pa: .

gL < 1V czyli

WG+ p 1 ”Z(SO)H < Aso — Pyiiso
ktora jest réwnowazna nastepujacej
PG+ - 4
i dalej
K(50)+1> % =77 czyli K(50) >77

Przecietna liczba polis, ktore nie przyniosa straty wynosi wiec 77.

7. Zona (20) jest wybrana z populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym 100; natomiast maz
(25) jest wybrany z populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym 90. Rozpatrujemy nastepujaca
polise emerytalna dla tej pary. Przez najblizsze 40 lat beda placi¢ sktadki w postaci renty
zyciowej ciaglej, przy czym placenie skladek ustaje po pierwszej $mierci (jesli kto§ umrze w
ciagu najblizszych 40 lat). Po 40 latach zaczyna si¢ wyplata emerytury w postaci renty zyciowej
cigglej placacej do drugiej $émierci z roczng intensywnoscia 1. Obliczyé intensywnosé P renty
sktadek przyjmujac techniczna intensywnosé oprocentowania na poziomie § = 0, 02.

8. On (y) jest wylosowany z populacji Gompertza a ona (x) z populacji Weibulla. Dane sa:
exy = 1, g = 0,02 oraz Pr(T(xz) < T(y)) = 0,25.

Obliczy¢ przyblizona wartosé

Rozwiazanie.Mamy

Ale

0 0 [ © 9 o
%(ex:y) = 8?/0 tPx " tPy dt = /0 tpy%(tpx) dt = /0 tpy[tp:c(:u:c - /Jx+t)] dt =

o
= HzCry — /0 tPx * tPyMax+t dt = MHxCoay — PT(T(-%') < T(y))7
wiec ostatecznie

1
Cpaiy & T4 75(0,02-7—0,25) = 6,9908.



14 3. Zadania, I

9. Rozwazamy ubezpieczenie 30-letnie malejace dla (20) wybranego z populacji de Moivre’a
z wiekiem granicznym 100. Suma ubezpieczenia c(t) wyplacana jest w chwili Smierci i wynosi:

(t) = (30 —t+ ft)/30 dla ¢ < 30
av= 0 dla t > 30.

gdzie f € (0,1) jest parametrem. Skladka oplacana jest w postaci renty zyciowej ciaglej
30-letniej z odpowiednio dobrang intensywnosScig netto. Znalez¢é najmniejsze f, ktore speknia
warunek: dla kazdego t € (0,30) zachodzi nierdwnosé V(t) > 0. Symbol V (t) oznacza rezerwe
sktadek netto po t latach.

10. Rozwazamy dwie populacje. Niech g;(z) oznacza gestoé¢ rozkladu trwania zycia no-
worodka wylosowanego z populacji j (j = 1,2.) Miedzy funkcjami g1 (z) oraz go(x) zachodzi
zwiazek:

_J 0,9¢1(x) dla =z <50
ga(x) = { 1,1g1(z) dla =z > 50.

Niech dalej zmienna losowa X; oznacza dlugos¢ zycia noworodka wylosowanego z populacji
7. Udowodnié, ze zachodzi wzor:

E(min(X1,50)) = 5,5E(X1) — 5E(X3) + 25.

11. Rozwazamy dwie polisy bezterminowe na zycie dla (x). Kazda z nich wyplaca jako swiad-
czenie 1 zt na koniec roku $mierci. Polisa 1. optacona jest za pomocg jednorazowej sktadki netto
w momencie zawarcia umowy. Niech L, oznacza strate ubezpieczyciela na moment wystawienia
tej polisy. Natomiast w przypadku polisy 2. sktadki regularne netto beda ptacone w postaci
renty zyciowej na poczatku kazdego roku az do émierci. Niech Lo oznacza strate ubezpieczyciela
na moment wystawienia tej polisy. Wiadomo, ze

Var(Lg)

—< =1,826
Var(Ly) ’

Obliczyé¢ A,.
Rozwiazanie. Jak wiadomo

P2 Kt 1 \2
Var(Ly) = (1 + ) Var(w™™) = < > Var(Ly)
d 1—- A,
Obliczamy stad A, = 0, 26.

12. Rozwazamy ubezpieczenie n-letnie na zycie i dozycie ciagle dla (x). Jesli umrze on w
ciggu najblizszych n lat to zostanie wyplacone $wiadczenie 1 zt w chwili Smierci, a jezeli dozyje
wieku x + n to 1 zl zostanie wypltacone wtasnie w tym momencie. Sktadki netto bedzie ptacit
w formie renty zyciowej ciaglej h-letniej, gdzie 0 < h < n. Odpowiednig intensywnos¢ sktadki
netto oznaczamy tradycyjnie symbolem hp(f‘im:m) . Zal6zmy, ze zwiekszymy n o jeden miesiac.
O ile nalezy zmniejszy¢ h aby nie zmienita sie roczna intensywno$¢ sktadki netto. Dane sa

WP(Azz) =0,03, A = 0,55 oraz 6 = 0,049.

_1
z+hin—h|
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13. Rozwazamy ubezpieczenie ciagle dla (x), ktére wyplaci ¢ w chwili $mierci, jesli ubez-
pieczony umrze w wieku (x+t). Niech Z oznacza warto$¢ obecna Swiadczenia na moment
wystawienia polisy. Zalézmy, ze ubezpieczony zostal wylosowany z populacji wyktadniczej o
$redniej trwania zycia 80. Techniczng intensywno$é oprocentowania § wybrano na poziomie,
ktory minimalizuje wartos¢ wspotczynnika zmiennoéci:

\VVar(Z2))/E(Z)
Obliczy¢ ten poziom 4.

14. Rozwazamy polise emerytalna, ktéra polega na tym, ze (x) placi sktadki przez najblizsze
m lat w postaci renty zyciowej ciaglej, a po dozyciu wieku & + m zaczyna pobiera¢ emeryture
z intensywnoscia 1 na rok. W przypadku Smierci przed osiaggnieciem wieku x + m uposazeni
otrzymuja jednorazowe Swiadczenie w wysokosci o razy suma wplaconych dotychczas skladek (w
chwili émierci). Niech P(a) oznacza odpowiednig intensywnosé roczna sktadek netto. Wykazaé,
ze zachodzi wzor:

dP(a) o ,UA)Ln
Gl

Rozwigzanie. Intensywnos¢ sktadki obliczamy z rownania
E(P.V.(skladek P(a))) = E(P.V.($wiadczen)).

W systuacji z zadania réwnanie to ma postac

P(a) - Apim| = 1+ )z + 04(1:/_1)316%‘]5(04).

Mamy stad
_ a
P = _ m| a:_ _
Qym| — a(]A)l

z:m|

. . P dP(a)
Otrzymujemy stad natychmiast wzor na =;.~.
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15. Rozwazamy ubezpieczenie pary oséb (x), (y), ktére wyptaca T'(z : y) zt w chwili pierwszej
$mierci oraz 4T(T7y) zt w momencie drugiej Smierci. Zakladamy, ze (x) jest wylosowany z
populacji wykladniczej o éredniej 100, natomiast (y) jest wylosowany z populacji wykladniczej o
$redniej 80. Obliczy¢ sktadke jednorazowa netto SJN za to ubezpieczenie przyjmujac techniczng
intensywno$¢ oprocentowania na poziomie § = 0,02. Zakladamy, ze zmienne losowe T'(x) oraz
T(y) sa niezalezne.

Rozwigzanie. Szukana sktadka SJN wynosi

Poniewaz

wiec

SIN = 4(IA); +4(TA), — 3(1A) 4.

Obliczamy potrzebne symbole

_ o
(IA), = / te 002t =000 01 gt = 11,1111
0

(I4), = / te” 002t 0012500 125 dt = 11,8343
0

_ o0
([A)y = / te™002t=0.0225t) 0295 (t = 12, 4567.
0

Ostatecznie otrzymujemy SJN = 54,4115.
16. Rozpatrujemy model szkodowosci dwojakiej:

1

P
— S, = — 1 < 1 .
Hlott = qap—p M2t = gy a0t <100

Obliczy¢é prawdopodobienstwo zdarzenia, ze (x) ulegnie jako pierwszej szkodzie tej, ktéra w
danej chwili mniej mu zagrazata niz druga ”wspoélzawodniczaca”.
Rozwiazanie. Rozwiazujemy najpierw rownanie

H1,z4+t = H2,2+t

i otrzymujemy t = 80. Zatem dla ¢t < 80 bardziej zagraza mu szkoda druga (J = 2) a dla ¢ > 80
szkoda pierwsza (J = 1.) Szukane prawdopodobiefistwo wynosi wiec

80 t t\2 1 100 t t\2 2
1—— ) (1—— dt 1—— ) (1—— dt ~ 0,394
/0 ( 100)( 200) 100 — ¢t + 80 ( 100>< 200) 120 — ¢ ’

17. Rozwazamy grupe 10 oséb w wiekach 21,22, 23,24, 25,26, 27,28, 29, 30. Zakladamy, ze
ich zycia sg niezalezne oraz, ze wszystkie te osoby pochodza z populacji Gompertza z funkcja
natezenia $miertelnosci dang wzorem:

e = B(1,23)"

Matematyka w ubezpieczeniach na zycie (¢) Mariusz Skatba, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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gdzie B > 0. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze jako pierwszy umrze parzystolatek?
Rozwiazanie. Niech n = 21 : 23 : ... : 29 oraz p = 22 : 24 : ... : 30. Mamy obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze T'(p) < T'(n). Niech dalej ¢ = 1,23. Mamy

finit = B 4 Be?T 4 4 BT = Bevn Tt

gdzie w, spelnia réwnanie

cn — 214 (2329

Podobnie

fipt = Bt

gdzie wy, spelnia réwnanie
CWp = (22 24y 30,

Zatem
wp = wy + 1

i dalej

Pr(T(p) <T(n)) = / tPn " tPp * Hp+t = / tPwn * tPwy Pyt + P, 1) ——————— =
0 0 Hwp+t + w4t

cr

cwp—l—c“’"' - c+1

C

~ 0, 55.

18. Rozwazamy ubezpieczenie n-letnie na zycie dla (x), ciagte, ktére wyplaci 1 zt w chwili
$mierci, jezeli ubezpieczony umrze w ciggu n lat. Sktadki sa ptacone w postaci renty zyciowej
ciaglej n-letniej z odpowiednio dobrang stalg intensywnoécia netto P. Niech W (t) = e~V (¢)
oznacza warto$é¢ obecng rezerwy po t latach, obliczona na moment wystawienia polisy. Zalézmy,
ze funkcja W (t) osigga maksimum w pewnym punkcie t* € (0,n). Obliczyé P, jeéli wiadomo, ze

V(t*) = 0,1 oraz piz+4 = 0,01.
Rozwiazanie. Poniewaz
W'(t) = =07tV (t) + e V' (t) = e V() — 6V (£)]

wiec t* spelnia réwnanie

V'(t*) — 6V (t*) = 0.
Uwzgledniajac réwnanie Thielego otrzymujemy stad

P = (1-V(t"))pz+e= = 0,009.

19. Rozwazamy ubezpieczenie emerytalne dla (x), wybranego z populacji de Moivre’a z
wiekiem granicznym w > x. Polega ono na tym, ze przez najblizsze m lat (m < w — x), bedzie
on ptlacit sktadke w postaci renty zyciowej ciaglej z intensywnoécia netto 1. Po dozyciu wieku
x+m zacznie otrzymywac emeryture dozywotnia z intensywnoscia E. Do rachunkéw netto uzyto
technicznej intensywnoéci oprocentowania § = 0. Intensywno$é¢ emerytury F jest wiec funkcja
x,m oraz w. Udowodnié¢, ze elastycznosé¢ E wzgledem wieku granicznego w wyraza sie wzorem:

OFE w 2w(r — w)

ow E  (w—2—m)(2w -2z —m)
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20. Niech ;= E(T(z)) = % (dla 0 < x < 100) oznacza przecietne dalsze trwanie

zycia (x) wylosowanego z populacji z wiekiem nieprzekraczalnym 100. Obliczy¢

24P46

. . s 7 . . o . 7 . s .
Rozwiazanie. Latwo sprawdzi¢, ze funkcja e, spelnia réwnanie rézniczkowe

of o
€,= g €g —1

(poréwnaj z réwnaniem rézniczkowym na a,!) wiec

o/
e+l 250 -2z

He =™ = 15000 — 250z + 22
T

Otrzymujemy stad, ze
[Ins(z)] = [n(z? — 2502 + 15000))

i uwzgledniajac warunek poczatkowy s(0) = 1 dostajemy
(100 — 2)(150 — )

= dl 100.
s(x) 5000 a0 <z<100
W szczegdlnodci
s(70 50
=———=—~~0,427
24P46 = 46) 117

21. Rozwazamy wyjsciowy symbol A z:m1| oznaczajacy skladke jednorazowa netto za m-letnie
ubezpieczenie na dozycie dla (x). Zalézmy, ze male liczby Az oraz Am zostaly tak dobrane, ze
1 1
Ax+A:c:m+Am| - Azm‘
Obliczy¢ wartosé przyblizona Am/Awx.
Dane sa:
0 =0.03, p = 0,01, pgyry, = 0,015.

22. Rozwazamy populacje wyktadnicza z natezeniem umierania:
e = const = p > 0.

Wybrany z niej (x) kupuje ubezpieczenie ciagle na zycie odroczone o m > 0 lat. Placi do konca
zycia ciagla rente zyciowa skladek netto z odpowiednio dobrang staly intensywnoécia P. Jedli
umrze w ciggu najblizszych m lat to zadne Swiadczenie nie bedzie wyptacone. Natomiast, gdy
umrze pozniej to zostanie wyplacone 1 zt w chwili jego Smierci. Niech § > 0 oznacza poziom
technicznej intensywnosci oprocentowania uzytej do obliczenia skiadek i rezerw. Wykazaé, ze
intensywno$¢ sktadki oszczednosciowej po 2m latach 7%(2m) wyraza si¢ wzorem:

1o —m(u-+9)
7 (2m) = — 1 — e ™METY),
(2m) =~ )
Rozwigzanie. Poniewaz
Ay = / e e dt = ——
0 w0
oraz

i —pm - H
m|A;n =vMe MmAg;-i—m =€ (N’+5)mlu n 5
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wiec

Dla ¢ > m mamy

V(t) = Apqs — PELI_H = const a zatem V’(t) =0.

W szczegodlnosci

7 (2m) = V'(2m) — 6V (2m) = -4 ( _ ue(uw)ml)

p+0 w0

czego nalezato dowiesé.
23. Rozwazamy ubezpieczenie ciagle ogdlnego typu, ktére ma te wltasnoséé, ze dla kazdego
t > 0 zachodzi rownosé
o (t) = 7" (t).
Po lewej stronie mamy intensywno$¢ sktadki oszczednosciowej a po prawej stronie mamy inten-
sywnos¢ skladki na ryzyko. Wykazaé, ze biezace poziomy: rezerwy V(t), $wiadczenia $miertel-
nego c(t) oraz intensywnosci sktadki netto 7(t) powiazane sa zaleznoscia:

V() = eft) — 27;(91

Rozwiazanie. 7 treici zadania mamy
VI(t) = 0V (t) = prate(c(t) — V(¢))
Réwnanie Thielego glosi natomiast, ze
V() = oV (t) + m(t) = (c(t) = V(t)) o

Jesli z powyzszych réwnan wyrugujemy V'(¢) i otrzymane réwnanie rozwiazemy ze wzgledu na
V(t) to dostaniemy pozadany wzér.

24. Rozwazamy ubezpieczenie bezterminowe na zycie ciagle dla (30), wybranego z populacji
de Moivre’a z wiekiem granicznym w = 110. Wyptlaci ono 1 zt w chwili jego Smierci. Sktadka
jednorazowa SJ, ktéra zaplaci ubezpieczony w momencie zawarcia umowy ubezpieczeniowej,
zostala skalkulowana jako wartos¢ oczekiwana wartosci obecnej wyptaty pod warunkiem, ze
ubezpieczony umrze wczeéniej niz przecietnie. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo:

Pr(vT®%) < §J).

W powyzszym wzorze v oznacza techniczny roczny czynnik dyskontujacy, odpowiadajacy tech-
nicznej intensywnosci oprocentowania d = 0, 02.

25. Rozwazamy ubezpieczenie bezterminowe dla (x), ktére wyplaci 1 z! na koniec roku
$mierci. Sktadki optacane sa za pomoca renty zyciowej sktadek corocznych w stalej wysokosci
netto P,. Wiadomo, ze dla pewnego catkowitego k > 0 zachodzi:

kV = 07 607 k+2v = 07 647 Pxtk = 07 927 Pxtk+1 = 07 887 1= 4%

Obliczyé¢ P, .

26. Maz (30) nalezy do populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym w,, = 100 , natomiast
zona (25) nalezy do populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym wy = 120. Rozpatrujemy
ubezpieczenie bezterminowe ciagle dla tej pary, ktére wyptaci 1 zt w chwili pierwszej Smierci.
Sktadka za to ubezpieczenie bedzie ptacona az do pierwszej $mierci za pomoca renty zyciowej
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cigglej z odpowiednio dobrana intensywnogcia netto P. Obliczyé¢ rezerwe sktadek netto V(50)
po 50 latach od momentu wystawienia polisy. Techniczna intensywnos¢ oprocentowania wynosi
d = 0,05. Zakladamy ponadto, ze T'(30) oraz T'(25) sa niezalezne.

Rozwigzanie. Intensywnosé P skladki netto spelnia bilans aktuarialny

_ - _ 5_ 1
Pasg.o5 = Asp.o5 = 1 — dasg.os a zatem P = G30.95 — 0.

Obliczamy potrzebny symbol rentowy

a —/70 —0,05¢ (1 t) (1 t) dt = 12,454
a30:25 = 0 e 70 95 - 4

Otrzymujemy wiec P = 0,0302958. Dalej
V(50) = A80:75 — P@80;75 =1- (5 + P)a80;75 = 0,483188.

27. (x) wybrano z populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym w > 0. Natomiast (y) wybrano
niezaleznie z populacji wykladniczej z funkcjg natezenia wymierania p,4¢ = const = p > 0.
Wybrane osoby maja przed soba przecietnie tyle samo zycia. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze

T(x) >T(y).
Zakladamy, ze T'(z) oraz T (y) sa niezalezne.
Rozwiazanie. Mamy
T(x) ~U(0,w—2x) gdzie 0 < z < w
oraz
T(y) ~ Exp(p) gdzie p > 0.

Z tresci zadania mamy
E(T(z)) = E(T(y)) tezn.
w—x
2

Sl

Obliczamy szukane prawdopodobienstwo

e M@= _ 1 4 p(w — x)
p(w — )

w—x—t

PH(T(@) > Tw) = [ thoiyri= [ ( ) et dp =

w—x
Uwzgledniajac powyzsza zaleznosé pomiedzy w, x oraz u otrzymujemy ostatecznie
1
Pr(T(xz) > T(y)) = 5(1+ e?) ~ 0,5677.
28. Rozwazamy model dwuopcyjny (multiple decrement model), przy czym
1 1
g+t = —— dla 0 <t <wy oraz po gy = —— dla 0 <t < wo,
w1 — t w9y — t
przy czym zakladamy, ze wi < we. Obliczyé stosunek wq/we dla ktérego najwieksze jest praw-

dopodobienstwo
Pr(T > E(T)|J =1).

29. Rozwazamy ubezpieczenie emerytalne dla (25). Polega ono na tym, ze w ciagu najbliz-
szych 35 lat bedzie on ptacit regularna coroczna sktadke netto w wysokosci P. Po dozyciu wieku
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60 lat zacznie on otrzymywac¢ emeryture dozywotnia w wysokosci 1 zt na poczatku kazdego roku.
Niech L oznacza wartos¢ obecng straty ubezpieczyciela na moment wystawienia polisy. Obliczy¢
Var(L). Dane sa:

i = 6%, 35095 = 0, 856044, Aoz = 0,0816496, Agy = 0,3691310, 2A05 = 0,0187472, 2Ago = 0, 1774113.

30. Niech m(z) oznacza mediane dalszego trwania zycia (x) tzn. mediane zmiennej losowej
T'(z). Dana jest funkcja natezenia umierania :

e =0,01-1,02% dla = > 0.

Obliczy¢ m(33).

31. Rozwazamy grupe 100 noworodkéw wybranych z populacji de Moivre’a z wiekiem gra-
nicznym w = 100 . Obliczy¢ wariancje czasu oczekiwania do pierwszej Smierci w grupie. Zaktla-
damy, ze ich zycia sg niezalezne.

Rozwigzanie. Mamy obliczy¢ wariancje zmiennej losowej T'(u) gdzie u = 1 : 2 : ... : T100
oraz 1 = &y = ... = x190 = 0. Poniewaz T'(u) = min; T'(z;) wiec
100 ¢ 100
tPu = jl;[ltpxj = (1 - 100)

Mamy teraz

100 100
E(T(u)) = / Dy dt = o1 °res

0
100 t \10 10000
E(T(u)? :2/ t(1—) dt = ——— =1,94137.

T =2} 100 5151

Ostatecznie Var(T(u)) = 0,961075
32. Rozwazamy zmiane $miertelnodci w wyjsciowej populacji zadana wzorem:
M
M;H) = patt + M,

dla wszystkich z,t > 0. Zakladamy, Ze nieznany wspoélczynnik przesuniecia M ma rozktad
jednostajny na odcinku [0,01;0,02]. Wiadomo, ze dla wyjsciowej populacji

A = 0, 195276.

1
x:35|

1

35| wzgledem rozktadu zmiennej M.

Obliczy¢ wartosé oczekiwang sktadki A
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33. Za sktadke jednorazowa netto (x) kupuje rente zyciowa ciagla, ktéra przez najblizsze n
lat bedzie mu wyplacaé z intensywnoscia a na rok, a po dozyciu wieku (x+n) z intensywnoscia b
na rok, az do §mierci. Niech Y oznacza wartos¢ obecna tych §wiadczen emerytalnych na moment
wystawienia polisy. Dane sa:

0=0,04, n=10, »p, =0,332871,

ym) = 6,09967, *a,5 =5,25444, Gypy = 3,25975, 2ag4n = 2,9242.

Wykazad, ze:
Var(Y) = 5,05565a% 4 3,11643ab + 1, 980295

34. Niech P((IA),) oznacza regularna skladke netto, ktora bedzie placi¢ ubezpieczony (x)
na poczatku kazdego roku az do émierci za ubezpieczenie rosnace, ktore wyptaci uposazonym
k + 1, jezeli umrze on w k + 1. roku waznosci polisy. Udowodnié¢ wzér:

P((IA)e) — Py

P((IA)r) = =220

Rozwiazanie. Z wzoru
o0
(IA)x = Z ’Uk—H(k + 1)kszz+k
k=0

tatwo uzyskujemy zaleznoé¢ rekurencyjng
(TA)y = Ay + vpy(TA) g1

Mamy zatem

P((IA)) = Ud)e _ x+vpx'%~d?—“ = Potvpe P(IA)41)

Gy Qx+1 Ay UPz Oy

ay — 1

skad wynika teza.
35. Rozwazamy kontrakt ubezpieczeniowy ciagly ogélnego typu dla osoby w wieku (x). Wia-
domo, ze dla kazdego ¢t > 0 mamy zaleznos¢:

7(t) = e(Dpare + 5,

gdzie s jest stala dodatnig. Techniczna intensywno$é¢ oprocentowania wynosi 6 = 0. Wykazaé,
ze rezerwa skladek netto V(¢) po t latach wynosi:

36. Ubezpieczenie emerytalne dla (x), wzietego z populacji o wykladniczym rozkladzie trwa-
nia zycia:
ettt = const = 0,01,

Matematyka w ubezpieczeniach na zycie (¢©) Mariusz Skatba, Uniwersytet Warszawski, 2011.

— Pt P((IA)g11) (v—P)
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polega na tym, ze przez najblizsze m lat bedzie ptacit coroczng regularna sktadke w odpowiednio
dobranej wysokosci netto P a po dozyciu wieku z+m zacznie otrzymywaé emeryture dozywotnia
w wysokosci 1 na poczatku roku. Obliczy¢ 7, , . Techniczna stopa oprocentowania uzyta do
obliczenia skladki i rezerw wynosi i = 4% . (zakladamy, ze obie liczby x oraz m sa calkowite
dodatnie).

37. Maz (30) nalezy do populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym wy, = 100 , natomiast
zona (25) nalezy do populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym wy = 110. Obliczy¢ éredni czas
przebywania we wdowienstwie owdowialej osoby. Zakladamy, ze T'(30) oraz T'(25) sa niezalezne
oraz, ze owdowiata osoba nie wstepuje w zwiazek maltzenski.

38. Rozpatrujemy rente wdowia dla niej (x) i dla niego (y):

(a) w przypadku, gdy ona umrze jako pierwsza on zacznie otrzymywaé rente dozywotnia ciagla

z intensywnoscia 2 na rok (poczawszy od jej Smierci);

(b) natomiast, gdy on umrze jako pierwszy ona zacznie otrzymywacé rente dozywotnia ciagla z
intensywnoscia 1 na rok (poczawszy od jego Smierci).

Niech Y oznacza wartos¢ obecna $wiadczen z tej polisy na moment jej wystawienia. Obliczy¢

prawdopodobienstwo zdarzenia, ze ona umrze jako pierwsza pod warunkiem, ze Y < 10. Wia-

domo, ze:

,ugi)t = const = 0,02, u?(ﬁi =const =0,04, 6 =0,02.

Zakladamy, ze T'(x) oraz T'(y) sa niezalezne.

39. Rozwazamy polise ciggta ogdlnego typu wystawiong osobie w wieku r = w — n wybranej
z populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym w, gdzie w > n > 0. Gdy ubezpieczony umrze
w wieku x + t bedzie wyplacone $wiadczenie w wysokosci ¢(t) = n — t. Wiadomo ponadto, ze
rezerwy skladek netto po czasie t € [0,n) wynosza:

V(t) =nt —t2.

Obliczy¢
sup w(t) — inf m(t).
tel0,n) t€[0,n)
Zakladamy, ze techniczna intensywno$¢ oprocentowania § spetnia warunek 0 < nd < 3. Wybraé
odpowiedz najblizsza.

40. Osoba w wieku (30) zaczyna placié¢ sktadki regularne w wysokosci netto Psg na poczatku
kazdego roku, az do $mierci. Na koniec roku Smierci uposazeni otrzymaja sume ubezpieczenia
rowng 1. Zatézmy, ze po k > 0 latach ubezpieczony zyje i niech L oznacza strate ubezpieczyciela
na ten moment. Obliczy¢

Pr(xL < V).

Dane sa:
Aszorr = 0,435, i = 4%.

41. Niech z bedzie liczba catkowita nieujemna oraz u € (0, 1). Niech ponadto pg_lzD) oznacza

. . . B) . . .
Dz4v Obliczone przy zatozeniu UDD, natomiast pg(ﬁ +)u niech oznacza py4,, obliczone przy zalozeniu

Balducciego. Udowodnié¢ wzor:

(UDD) (B) _ PaPr+1(1 — ugey1)[1 — (1 — u)qq]
vt Do 1= (1 —w)gut1](1 — ugs)

42. Niech

AAx = AerAz - Az

oraz podobnie niech
A&x = Qzp+Az — Og-
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Wyprowadzié¢ nastepujacy wzér przyblizony:

AAx + AzQx

~ P(A,).
Aa, + Az (4z)

43. Niech Y oznacza warto$¢ obecna renty zyciowej dla (x), ktéra wyplaca 1 zt na poczatku
roku, co rok, az do émierci, obliczona przy technicznej intensywnosci oprocentowania § > 0.
Podobnie niech ?Y oznacza warto$¢ obecna tego samego strumienia platnoéci, ale obliczong
przy intensywnosci oprocentowania 2. Oto realizacje zmiennych Y oraz 2Y:

Y =11,4773, 2Y =7,97483.

Obliczy¢ realizacje zmiennej K (z).
44. Wykazaé, ze roczna intensywnosé sktadki P(f_li:m) spelnia nastepujace réwnanie roz-
niczkowe: o
BP(A}C:m)

on = Ax:ﬁl\ (P([lzﬁo + 6)(Mﬂf+t - P(Aiﬁ\))
45. W rozwazanej populacji §miertelnoscia rzadzi prawo Weibulla:

Rozpatrujemy ubezpieczenie ciagle 30-letnie ogélnego typu dla (0), ktére bedzie oplacane za
pomocy ciaglej renty zyciowej sktadek netto ze stala roczng intensywnoscia:

7(t) = const = P.
Natomiast wysokosé¢ Swiadczenia $miertelnego c(t) zwiazana jest z poziomem rezerwy netto V()
wzorem:
c(t) — V(t) = const = s.
Techniczna intensywnoéé oprocentowania wynosi § = 0,05. Udowodnié, ze P oraz s powigzane
sg zaleznoscia;

s=0,0125P

46. Rozwazamy demografie Weibulla z funkcja natezenia wymierania

patt = k(z + 1),

gdzie k > 0 jest parametrem. Rozwazmy ubezpieczenie ciagle ogélnego typu dla (x). Wiadomo,
ze dla t € (10,25) mamy

V(t) =const =V, c¢(t) = const = c,
przy czym c # V. Dane sa ponadto:
7(12) = 0,1;7(16) = 0, 2.

Obliczy¢ 7(14).
47. Za sktadke jednorazowa brutto S.J B osoba w wieku (65) kupuje ubezpieczenie emerytalne

typu Emer(n), ktore dziala w nastepujacy sposob:

— wyplacana jest emerytura dozywotnia w postaci renty zyciowej ciagtej ze stala roczng in-
tensywnoscia E(n),

— ponadto jesli ubezpieczony umrze w wieku 65 + ¢ gdzie ¢ € (0,n) to wyznaczeni uposazeni
otrzymaja natychmiast jednorazowe $wiadczenie w wysokosci SJB(n —t)/n.
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Parametr n moze by¢ wybrany z przedziatu (0,5) w momencie zakupu polisy. Sktadka jednora-
zowa netto SJN jest o 7% mniejsza od skladki brutto SJB. Udowodnié¢ wzor:

0E(n)  SJB-(IA)gsm
on n2aes

48. Ubezpieczenie dla grupy 7 oséb dziala w ten sposéb, ze w momencie kazdej Smierci
wyplaca sie po 1 zt kazdej osobie przezywajacej (tak wiec np. w momencie pierwszej $mierci w
grupie ubezpieczyciel wyplaca 6 zl, a w momencie przedostatniej wyplaca 1 zt). Zakladamy, ze
jednoczesna $mier¢ dwoch lub wiecej osob nie jest mozliwa i ze ich zycia sg niezalezne. Cztery
sposréd tych oséb naleza do populacji wyktadniczej ze Srednia trwania zycia 100. Pozostale
trzy osoby naleza do populacji wyktadniczej ze Srednig trwania zycia 60. Przyjmujac techniczna
intensywno$¢ oprocentowania na poziomie d = 0,03 obliczy¢ sktadke jednorazowa netto SJN
za to ubezpieczenie.

Rozwigzanie. Latwo widzie¢, ze

SIN =3 Ay,

i<j

(poréwnaj z przykladem 6, str. 136,Sk). Rozpatrujemy trzy przypadki.
1. 4,7 €{1,2,3,4}. Wowczas

1 5t —0,02t 2
Agyiz; = A e e 0,02dt25,

2. gdy i,7 € {5,6,7} to podobnie obliczamy

. o 9 10
Ay = —ot,—2/60 £ g 1Y
5 /0 e 60 19’

3. gdyie€{l1,2,3,4}, j € {5,6,7} to
00

— _ st (Aaiy (1 1 16

Aa:,':a:j _/0 e 6(100 50) (100 + 60) dt = 3*4

2 10 16 15546

49. Rozwazamy emeryture malzenska dla meza (65) i zony (60), przy czym on jest wylosowa-
ny z populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym 105 a ona jest wybrana z populacji de Moivre’a
z wiekiem granicznym 120. Emeryture beda otrzymywaé w formie renty zyciowej ciagtej. Poki
Zyja oboje roczna intensywnos¢ renty wynosi 18000 zt; po pierwszej Smierci intensywnos¢ eme-
rytury dla owdowialej osoby wynosi 12000 zt. Techniczna intensywnosé oprocentowania wynosi
0 = 0. Obliczy¢ sktadke jednorazowa netto SJN.

Rozwiazanie. Mamy

Ostatecznie wiec

=9, 626.

SJN = 6000(2@@ + C_L60;65) = 6000(2(_160 + 2ag5 — (_160:65)'

Przede wszystkim
agy = E(T(GO)) = 30, ag5 = E(T(65)) = 20.

Dalej
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Ostatecznie
SJN = 6000 - 84,444 = 506667.

50. z-latek , wylosowany z populacji de Moivre’a z wiekiem granicznym w, zaczyna odkladaé
na przyszla emeryture z intensywnoscig 1 na rok w formie renty zyciowej ciagtej. Emeryture
zacznie pobiera¢ w wieku z + z, réwniez z intensywnoscia 1, az do $mierci (o ile dozyje wieku
x + z). Z aktuarialnej zasady rownowaznosci (netto) wyprowadzi¢ nastepujace réwnanie na z:

T 4 % (1 + 62 — dw) = 24 20(z + 2 — w)
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Odpowiedzi do zadan rachunkowych.
2. 0,00034

4. 0,007

6. 60

7.0,28

8. 6,99

9. 0,625

11. 0,26

12. 0,90 miesigca

13. 0,0125

15. 54,4 zt

16. 0,40

17. 0,55

18. 0,009

20. 0,427

21. —0,11

24. Pr(vT0GY) < §.J) = 0,766579
25. 3 gr

26. 0,48 zl

27. Pr(T(x) > T(y)) = 0,57
28. 0,29

29. Var(L) = 0,38

30. 27

31. 0,96

32.0,12

36. —0,80

37. 26,7

38. Pr(T'(x) < T(y)|Y <10) = 0,30 39. 3n 40. Pr(xL < V) = a1p(x + k)
43. 17

46. w(14) = 0, 1500

48. 9,626

49. 507000 zt
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