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1. Wstep - Co to jest ekonometria?

1.1. Informacje wstepne

Podstawowe metody i cele. Przyklady modeli ekonometrycznych. Ogélna kla-
syfikacja modeli ekonometrycznych. (1 wyktad)

W skrécie mozna powiedzied, ze ekonometria to zestawienie danych empirycznych z teoriami
ekonomicznymi przy zastosowaniu statystyki matematycznej.

Teorie ekonomiczne

Dane empiryczne

/

Ekonometria

Statystyka matematyczna

Rysunek 1.1. Ekonometria - schemat powiazan.

Podstawowe cele ekonometrii to:
1. Analiza danych empirycznych i prognozowanie na ich podstawie;
2. Weryfikacja i kalibrowanie teorii ekonomicznych.

Kluczowym obiektem w ekonometrii jest tzw. model ekonometryczny. Zapisujemy go w po-

staci

}/t = F(thtagt)v

Ekonometria (©) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.



6 1. Wstep - Co to jest ekonometria?

gdzie t € N zwykle oznacza czas — kolejny moment lub kolejny przedzial czasowy (dzien, miesiac,
rok ...), ale moze tez oznacza¢ numer porzadkowy obserwacji (np. firmy, ktérej dotycza dane
czy wojewbdztwa).

X; € R¥ to wektor zmiennych objasniajacych,

Y; € R™ to wektor zmiennych objasnianych,

F nazywa sie postacig analityczng modelu, jest to funkcja o wartoéciach w R™;

a ¢ nazywa sie sktadnikiem losowym.

1.2. Etapy modelowania

Przedstawimy teraz uproszczony schemat konstrukcji modelu ekonometrycznego. Mozemy
wyrdznié trzy operacje:

Zbieramy dane historyczne (empiryczne) xy, y;.
| Aproksymacja
Konstruujemy model y; = f(t, z;) + &, gdzie & - blad przyblizenia.
| Estymacja

Konstruujemy model stochastyczny Y; = f(t, X¢) + &¢, gdzie X; i Y; to zmienne losowe,
ktorych realizacja sa nasze obserwacje x; i ¢, a &; to skladnik losowy (tez zmienne losowe).

| Ekstrapolacja

Zakladamy, ze w przysztosci X; i Y; beda zwiazane ta samg zaleznoscig jak dotychczas.

Prosze zwroci¢ uwage, ze dwie pierwsze operacje aproksymacje i estymacje mozemy wyko-
na¢ dowolnie doktadnie. Natomiast o ekstrapolacji zawsze ” matematyk teoretyk” bedzie mogt
powiedzieé, ze to ”"wrdzenie z fusow”.

1.3. Przyktady

1. Model konsumpcji
Przez Y; oznaczamy calkowity popyt konsumpcyjny w miesiacu ¢, a przez X; dochody gospo-
darstw domowych w tym okresie. Przyjmujemy, ze

Y = ag + a1 Xy + &y,

gdzie ag wydatki state, a1 cze$¢ dochoddw przeznaczona na konsumpcje, a ; sktadnik losowy.
Zauwazmy, ze sktadnik losowy ”zawiera w sobie” wszystkie czynniki nie uwzglednione w sposéb
jawny w modelu.

Uwagi:
W modelu zakladamy, ze ag 1 a1 sa stale, a w rzeczywistosci sa one tylko wolno-zmienne. Istotna
wada powyzszego modelu jest nieuwzglednienie oszczednodci.

2. Model oszczednosci
Przez Y; oznaczamy stan oszczednosci na koniec miesiaca t, a przez Xy dochody gospodarstw
domowych w tym miesigcu. Przyjmujemy, ze

Yi =Y 1 —Bo+ 51Xy — B2Yi1 + ey,
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gdzie By wydatki state, 81 cze$¢ dochoddéw przeznaczona na oszczednosci, B2 czesé oszczednosci
przeznaczona na konsumpcje, a &; sktadnik losowy.

Uwagi:
Zauwazmy, ze w powyzszym modelu opézniona zmienna objadniana jest zmienng objasniajaca.

Model 1 i 2 mozna potaczy¢ i otrzymaé¢ model dwurdéwnaniowy.

3. Model konsumpcji z uwzglednieniem oszczedno$ci
Przez Y1 oznaczamy catkowity popyt konsumpcyjny w miesigcu ¢, przez Ys; oznaczamy stan
oszczednosci, a przez X; dochody gospodarstw domowych w tym okresie. Przyjmujemy, ze

Yig=ag+a1 Xy +asYo; 1 +e1y,

Yor=Yo41— B0+ 1 Xe — BaYo 1+ ey,
gdzie
fo=ao, Prt+ar=1, [a=ao.
Uwagi:
Na powyzszym przykladzie widzimy, jak z prostszych modeli mozna konstruowaé bardziej skom-
plikowane.
Pytanie: Czy w ten sposéb uzyskujemy lepszy opis badanego zjawiska?
Okazuje sig, ze nie zawsze. Wyznaczanie wartoéci parametrow dla bardziej ztozonego modelu,
jest zwykle bardziej skomplikowane i mniej dokladne. W efekcie ztozony model, ktory jest teo-
retycznie lepszy, w praktyce juz takim by¢ nie musi.

4. Model popytu dla débr konsumpcyjnych
Przez Y; oznaczamy popyt dla wybranego dobra konsumpcyjnego, przez Xi; jego ceng, a przez
X2+ dochody nabywcy. Przyjmujemy, ze

Yy = cXP X5 e, ¢>0, a<0, §>0.

Uwagi:
Jest to przyklad modelu nieliniowego, ktéry mozna zlinearyzowaé za pomoca logarytmowania.

InY; =Inc+aln X+ BlnXo + <.

5. Model stochastyczny kursu walutowego
Niech Y; oznacza kurs 1 USD w EUR w dniu ¢. Przyjmujemy

Vi =Y, E(e) =0.
Po zlogarytmowaniu otrzymujemy model bladzenia przypadkowego
InY; =InY; 1 + &

6. Model wydajno$ci pracy
Niech Y; oznacza wydajnos¢ pracy w PLN na 1 pracownika, a X; techniczne uzbrojenie miejsca
pracy tez w PLN na 1 pracownika. Przyjmujemy

Y = 4 Xt 4 a > 0.
Po zlogarytmowaniu otrzymujemy
InY; =Invy 4+ aln X; + dt + &.

Uwagi:
Wspétezynnik § mierzy skale postepu techniczno-organizacyjnego.
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1.4. Klasyfikacja modeli ekonometrycznych

1. Klasyfikacja ze wzgledu na dynamike:

a. Modele statyczne (jednokresowe) charakteryzujace sie brakiem zaleznosci od czasu, tzn. F' nie
zalezy od czasu i wéréd zmiennych objasniajacych nie ma opéznionych zmiennych objasnianych.
Przyktady 1 i 4.

b. Modele dynamiczne — zalezne od czasu lub od opdznionych zmiennych objaénianych. Przy-
ktady 2, 3, 51 6.

W klasie modeli dynamicznych wyrdzniamy modele autoregresyjne w ktorych zaleznosé od czasu
wigze sie tylko z wystepowaniem zmiennych opéznionych. Przyktady 2, 31 5.

2. Klasyfikacja ze wzgledu na postaé¢ analityczna modelu:

a. Modele liniowe, posta¢ analityczna jest zadana przez funkcje liniowa. Przyktady 1, 21 3.

b. Modele nieliniowe, postaé¢ analityczna nie jest zadana przez funkcje liniowa.

W klasie modeli nieliniowych wyrézniamy modele multiplikatywne, ktére mozna zlinearyzowac
poprzez zlogarytmowanie. Przyktady 4, 51 6.

2. Klasyfikacja ze wzgledu na wymiar zmiennej objasnianej:
a. Modele jednoréwnaniowe. Przyklady 1, 2, 4, 51 6.
b. Modele wieloréwnaniowe. Przyktad 3.

Klasyfikacja ze wzgledu na dynamike wiaze sie z planowanym wykorzystaniem modelu. Do
prognozowania potrzebne sa modele dynamiczne. Natomiast do badania wplywu zmian kon-
kretnych czynnikéw wystarczy model statyczny.

Klasyfikacja ze wzgledu na postaé¢ analityczng modelu i wymiar okresla ztozono$é kalibracji
modelu. Jesli model jest liniowy i jednoréwnaniowy to istnieja ogdlne, w miare proste, algo-
rytmy (ktére oméwimy na dalszych wyktadach) pozwalajace sprawnie wyestymowaé parametry
modelu. W przeciwnym wypadku algorytm zalezy od konkretnego przypadku i zwykle jest duzo
bardziej skomplikowany.



2. Metoda najmniejszych kwadratéw (MNK)

Metoda najmniejszych kwadratéw (MNK). Sformulowanie zadania. Wyznacza-
nie optymalnych wartosci parametréow. Oszacowanie btedu przyblizenia. Alge-
braiczne wlasnosci MNK. (1 wyktad)

2.1. Wprowadzenie

Zadanie.
Dane jest m + 1 ciggdéw n-elementowych o wyrazach rzeczywistych:
Y = (n)t:L...,n
X1 = (Xg1)i=t1,.n
Xo = (Xt2)t=1,.n
Xm = (Xt,m)tzl,.“,n-

Wyznaczy¢ wspotezynniki by, ..., b, € R, ktére minimalizuja btad przyblizenia Y przez kom-
binacje liniowa Y
th = let,l + -+ met,m-

Czyli mamy rozwiazaé¢ zadanie optymalizacyjne

n A~

> & — min, gdze &=Y;- Y.

t=1

W zastosowaniach ekonometrycznych Y nazywa sie zmienna modelowa w odréznieniu od

zmiennej empirycznej Y.

W dalszym ciagu bedziemy stosowaé zapis macierzowy:
Y bedzie zapisywaé jako wektor kolumnowy czyli macierz n x 1

Y
v=|..1,
Ya

X jako macierz n x m, ktorej kolumnami sa X;

X1 Xi2 ... Xinm
X — X271 X272 . X27m ’
X1 Xn2 oo Xam

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.



10 2. Metoda najmniejszych kwadratow (MNK)

szukane parametry b; jako wektor kolumnowy m x 1

b1
B=| .|,
b,

podobnie skladnik resztowy (residualny) £ jako wektor kolumnowy n x 1
&1

E=1 ...

&n

Wéwcezas mozemy zapisaé
Y=XB, t=Y-Y=Y-XB.

Suma kwadratéw reszt (SKR) wynosi

anff = ¢P =€T¢ = (YT - BYXT)(Y — XB) = SKR(by, ..., bn).
t=1

Zauwazmy, ze funkcja
SKR:R™ — R

jest funkcja kwadratowa o wartosciach nieujemnych, a zatem osigga swoje minimum.

Twierdzenie 2.1. Jezeli ciggi X1, ... , X Sq liniowo niezalezne to SK R przyjmuje
minimum doktadnie w jednym punkcie

Bpin = (XTX)"1XTY. (2.1)
Minimum to wynost

SKRpin = SKR(Bin) =YY - YT X(XTX) 1 XTY.

Dowad.
Krok 1. Najpierw pokazemy, ze macierz X' X jest odwracalna a zatem wzoér 2.1 jest poprawny.

(XTX)ij =Y XX = X] X
t=1

m x m macierz X7 X jest macierza Grama wektoréw X;. Zatem jezeli X; sa liniowo niezalezne
to macierz X7 X jest nieujemnie okreélona, a zatem odwracalna (por. [1] §VI.11 Wniosek 11.4).

Krok 2. Pokazemy, ze By, to punkt w ktéorym przyjmowane jest minimum globalne.

SKR(Bpin +b) = (YT —=BL. XT — T XT)(Y — XBypin — Xb) =

=T -BL, XT)Y — XBpin) — (YT —BL, XT)Xb—b"XT(Y — XBin) + T XTXb =

man man

= SKR(Bpin) — 20" XT(Y — X Bppin) + b* X7 X0.
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Zauwazmy, ze drugi czton jest réwny 0
XT(Y = XBpin) = XT(Y = X(XTX)7'XTY) = X7y - XxTX(XTX)"'XTy =0,

a trzeci jest nieujemny dla niezerowych b poniewaz macierz X7 X jest nieujemnie okreslona.
Zatem dla b # 0
SKR(Bmm + b) > SKR(Bmin)'

Krok 3. Wyznaczamy SK R(Bin)-
Poniewaz jak pokazaliémy powyzej X7 (Y — X Byin) = 0 to

SKR(Bmin) = (YT = BL., XT)(Y — XBpin) = Y (Y — XBpin) =

=YY —YT'XBpin =YYy —YTX(XTX)"'XTy.
Whniosek 2.1. Dia B = B,,;, zachodzq nastepujgce zaleinosci:
1. Wektor sktadnikow resztowych £ jest prostopadly do wszystkich kolumn X;
XTe=o.
2. Wektor skladnikow resztowych & jest prostopadly do wektora Y
yTe=o.
3. Uogdolnione twierdzenie Pitagorasa
YTV = VIV 4676 cayli IV = V] + [1¢)*.
Dowad.
Ad 1. Z definicji £ mamy
XTe=XT(Y -XB)=XT(Y - X(XTX)"'XTY) = XTy - XTX(xTXx)"'XTy = 0.
Ad2. Y jest kombinacja liniowa X; zatem
YTe=BTXxT¢=0.
Ad 3. Poniewaz £ i Y sa prostopadle to
YTy =T +NHY +9) =YY"y +£7¢

Uwaga 2.1. Gdy ciagi X1, ... , Xy, sa liniowo zalezne to wybieramy sposrod nich maksymalny
podzbior liniowo niezalezny Xj,, ... , Xj, (k = rank X < m). Niech X bedzie n x k macierza,
ktorej kolumnami sg X, .

Zmienna modelowa jest wyznaczona jednoznacznie (niezaleznie od wyboru ciagdéw liniowo nie-
zaleznych)

? = XBmznv

gdzie _ o N
Bpin = (XTX)"1XTy.

Natomiast SK R przyjmuje minimum na podprzestrzeni afinicznej zlozonej z punktéw postaci

B = B* +,
gdzie
B — Bmin,i gdy .7 = jia
J 0 gdy ]g{jlaa‘]k}7

a wektory b opisuja zaleznoéci miedzy ciagami X;
beker(X)={veR": Xv=0}.

Ponadto spelnione sa punkty 1,2 i 3 z powyzszego wniosku.
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2.2. Odrobina algebry liniowej

Oznaczmy przez X podprzestrzen liniowa przestrzeni R™ rozpieta przez kolumny macierzy
X,
X =lin(X1,...,Xpn) ={XV:VeR"}

Lemat 2.1. Macierz kwadratowa n X n
P=X(XTx)"'xT
jest macierzq rzutu prostopadiego na podprzestrzen X, a macierz
M=1Id,—- P

macierzq rzutu prostokgtnego na podprzestrzer X+ (dopelnienie ortogonalne X ).

Dowad.
Mnozenie przez macierz P zachowuje wektory z X

P(XV)=X(XTX)'XTXV = X(XTX)"'XTX)V = XV
i anihiluje wektory prostopadle do X
XTW =0=PW =X(XTX)'XTwW = x(XTX)"Y(XTW) = 0.

Natomiast mnozenie przez macierz M anihiluje wektory z X i zachowuje wektory prostopadle
do X
M(XV)=XV - (PX)V=XV-XV =0, MW=W —PW=W.

Lemat 2.2. 1. Macierze P © M sq symetryczne i idempotentne
pPr=p M"=M,6 PP=P, MM=M.
2. Rzgd macierzy P wynosi m, a M n —m.
rkP=m, rkM =n—m.
3. Slad macierzy P wynosi m, a M n —m.
trP=m, trM=n—m.

4. Istnieje taka n x n macierz unitarna U (tzn. UTU = Id), e macierze UTPU i UTMU sq
diagonalne o wyrazach 0 lub 1. UT PU ma na przekgtnej m jedynek, a UT MU n —m.

Dowdad.
Ad.1. P i M sa macierzami rzutéw zatem PP = P i MM = M. Symetria wynika z faktu, ze
transpozycja jest przemienna z odwracaniem macierzy

PT = (X(xTX) "' xT)T = x((xTx)")"1xT = X (xTX)"'XxT = P,
MT =(Id-—P)T =1d" —PT =1d— P = M.
Ad.2. Rzad macierzy jest réwny wymiarowi obrazu, zatem

rkP=dimX =rkX =m,
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rkM = dim X+ =n—m.

Ad.3. P jest macierza rzutu na podprzestrzen m wymiarows, a zatem ma m wartosci wlasnych
rownych 1 1 n — m réwnych 0. Natomiast M jest macierza rzutu na podprzestrzen n — m
wymiarowa, a zatem ma n —m wartosci wlasnych réwnych 1 i m réwnych 0. Poniewaz §lad jest
to suma warto$ci wlasnych to wynosi on odpowiednio m i n — m.

Ad.4. Niech wektory Uy, ..., U, tworza baze ortonormalna podprzestrzeni X', a Up11,...Uy,
baze podprzestrzeni X. Niech U bedzie macierza o kolumnach U;. Woéwczas

1 gdy i=j
Ul'u; = L
v { 0 gdy i#j,

gdy 1=j<m,

T -
UiPUJ‘{ i £ jVi>m,

O =
0]
(oW
<

1 d 1=7>m
T . gay J s
UiMUJ_{o gdy i#jVi<m.

Zatem wszystkie trzy macierze sg diagonalne i zero-jedynkowe.



3. MNK w terminach statystyki opisowej

Metoda MNK dla modeli z wyrazem wolnym. Wspoétczynnik determinacji.
Przypadek k = 2. (1 wyklad)

1. Notacja statystyki opisowej

Bedziemy stosowali nastepujacg notacje:
Dla pojedynczej serii danych X = (X;)i:
e Srednia

-

§\>—‘

e wariancja empiryczna (wariancja z proby)
n

e empiryczne odchylenie standardowe (odchylenie standardowe z préby)

S\H

Dla dwoch serii danych Y = (Y;)in, 1 X = (X¢)ieg:
e kowariancja empiryczna (kowariancja z préby)

T

t=1

Cov(X,Y)

3\*—‘

Uwaga 3.1. Zachodza nastepujace zwiazki

Cov(X,Y) = Cov(Y,X), Cov(X,X)=S*X),

Cov(X,Y)=XY - XY, S*X)=X2-X".

e wspdélczynnik korelacji Pearsona (korelacja empiryczna)

Cov(X,Y)

r&Y) = Ssm)

gdy S(X) #0# S(Y).
Uwaga 3.2. Zachodza nastepujace zwiazki

r(X,Y)e[0,1], r(X,X)=1, r(X,-X)=—

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011
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Dla m serii danych X; = (X))}, i =1,...,m:
e macierz kowariancji serii Xj;:

C(X) = Var(X) = %(X —eX)T(X — eX)

gdzie X jest nxm macierza o wspolezynnikach X ;, a X wektorem horyzontalnym o m wyrazach
(tzn. macierza 1 x m) a e wektorem kolumnowym o n wyrazach (tzn. macierza n x 1)

X=(X1,....Xn), e=(1,...,1)T.
Uwaga 3.3. Macierz C jest symetryczna i nieujemnie okreslona. Ponadto
C(X)ij = Cov(X;,X;), C(X)i;=S*X,),
ch):%XTXAQYT?

Dla m + 1 serii danych X; = (X¢;)j-, i=1,....miY = (V)i
e macierz kowariancji serii Y i serii X;, i =1,...,m:

Cov(X,Y) = ~(X — eX)T (Y — 7).

n

Uwaga 3.4. Zachodza nastepujace zwiazki

Cou(X,Y); = Cov(X,,Y), Cov(X,Y)=~XTY - X'V,
n

3.2. MNK z wyrazem wolnym

Rozwazmy przypadek gdy jeden z ciggdw X;, i« = 1,...,m jest staly. Dla uproszczenia
przyjmijmy X, = e (tzn. Vt X; ,, = 1). Wowczas dla wszystkich t € {1,...,n}

ﬁ = let,l + -+ bm—lXt,m—l +d,
gdzie d nazywamy wyrazem wolnym. W zapisie macierzowym wyglada to nastepujaco
Y = X'B' + de,

gdzie X’ jest n x (m — 1) macierza o kolumnach Xi,..., X;1 a B' = (b1,...,bpm_1)7. Zatem
suma kwadratéw reszt wyniesie

SKR(by,...,bym_1,d) = (Y — X'B' —de)T (Y — X'B' — de).

Twierdzenie 3.1. Jezeli ciggi X1, ..., Xm—1,Xm = € sq lintowo niezalezne to SKR
przyjmuje minimum w punkcie

B! = C(X/)ilcOU(XCY), dmin = Y - X/B;mn

man

Ponadto
SK Ronin = n(S%(Y) — Cov(X',Y)TC(X")LCou(X',Y)).
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Dowad.
Krok 1. Pokazemy, ze macierz C'(X’) jest dodatnio okreslona a zatem odwracalna.
Rozwazmy dowolny niezerowy wektor B’. Wektor Z = X’B’ nie jest staly, zatem

0<S%*2)=BTCB.

Krok 2. Korzystajac ze wzoru na By, wyprowadzonego w twierdzeniu 2.1 wyznaczymy B},
i dmin.
Biin spelnia zaleznosé

XTX Bpin = XTY.

Korzystajac z faktu, ze X = (X', e) (tzn. macierz X powstaje z X’ przez dopisanie kolumny
jedynek) a BT. = (B/T dpmin), zapiszemy ja w terminach X', B! . 1 dyn

min min? min

X/TX/ HYT . B;mn — X,TY
nX' n dmin | ny ’
Dzielimy obie strony przez n

- 1
X’TX B . 4+ X dpin = EX’TY,

min

X'B! . + dmin = Y.

7 drugiego rownania otrzymujemy formute na d,;,, a nastepnie eliminujemy d,,;, z pierwszego
réwnania. Po uporzadkowaniu sktadnikéw otrzymujemy

<1X’TX’ - X’TX’> B=1xTy %'V
n n
Co mozemy zapisa¢ w postaci (patrz uwagi 3.3 1 3.4)

C(X"\B!. ., = Cov(X")Y).

Krok 3. Wyznaczamy SK R, ip.

n m—1
SKRmm — SKR( min>s dmzn = Z bm'mz te — m'm)2
t=1 i=1
Po podstawieniu dy,;, =Y — X'B. .. otrzymujemy
n o m—1 L
SKRmin=> (Y =Y) = Y bmini(Xei — X3))? =
t=1 i=1

m—1 m—1
(SQ —2mem1COU(X Y)+SQ<Z bmznz 1)):

=1 =1
= TL(SQ(Y) - 2COU(X/7 Y)TB;mn min

—2Cov(X' V)T'C(X")1Cou(X',Y) + Cov(X', V)T C(X")1C(X)C(X') 1 Cou(X',Y)) =
= n(S%(Y) — Cov(X", V)T C(X")1Cou(X',Y)).

BT C(X"\B..)=n(S*Y)-

min
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Uwaga 3.5. Dla B’ = B! . i d = d;n zachodza nastepujace zwigzki:

min

D St A LI o/t e o o 7 ALY

t=1 t=1 t=1

Dowdd.
Ad.1. Mamy

m—1

V=Y biXeit+d+&.

i=1
Zatem .

m—

7 - bzz + d + 6’
i=1
czyli
- p— P m_l —_
Y-Y=¢(=Y - b;X;—d=0

O
Definicja 3.1. Wspotczynnik determinacji zwany tez wspotczynnikiem dopasowania i wspot-
czynnikiem regresji wielorakiej to

[P v 1

XL (G -Y)?
Uwaga 3.6. R
s (Vi -Y)? B Cov(X' V) TC(X") 1Cov(X',Y)
Y (Ve —Y)? S2(Y) ’

Definicja 3.2. Sredni blad kwadratowy

R

1< —
MSE ==Y "¢ =¢.
ntzl

Uwaga 3.7.
MSE = S*(Y)(1 — R?).

Podsumowanie.
R? i MSE okreélajg dokladnoéé aproksymacji przy zastosowaniu metody najmniejszych kwa-
dratéw (MNK).
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3.3. Przypadek m =21 X, =e¢

i}t = bXt + d)
SKR=> (Y, — bX; — d)*.
t=1

Twierdzenie 3.2. JeZeli cigg Xy nie jest staty to SK R przyjmuje minimum w punkcie

Cov(X,Y)

bmin = T oo v\ dmzn = ? - bmznY
S2(X)

SK Rpmin = nS*(Y)(1 — r3(X,Y).

Dowad.

cov? 2 2 72
SKRmm =n <SZ(Y) o SQ((‘E%)W) —n (SQ(Y) _ S (X)S gy) (X7 Y)> — 7152()/)(1_7,2()(7 Y))

Zamieniamy rolami Y i X.

Xi=fY+g, SKR=) (X;- fYi—g)*
t=1

Otrzymujemy
cov(X,Y)
S2(Y)
Okazuje sie, ze proste Y = bpinX + dmin 1 X = frminY + gmin na ogdl nie pokrywaja sie.
Przecinaja si¢ one w punkcie (X,Y) i iloczyn wspélczynnikéw kierunkowych wynosi r2(X,Y)

_cov(X,Y)cou(X,Y)
bmmfmm - SQ(X) SQ(y) =T (X, Y)




4. Klasyczny model regresji

Klasyczny jednoréwnaniowy liniowy model ekonometryczny. Zalozenia modelu.
Estymacja parametréw strukturalnych modelu metoda najmniejszych kwadra-
téw (regresja wieloraka). (1 wyklad)

4.1. Notacja macierzowa dla zmiennych losowych

Definicja 4.1. Niech X bedzie m x n macierza losowa, ktérej wyrazami sa zmienne losowe
X, okrelone na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Wartoscig oczekiwang X bedziemy
nazywaé¢ m X n macierz E(X) taka, ze

B(X)i; = E(Xi;).
Uwaga 4.1. Warto$é¢ oczekiwana macierzy jest zgodna z transpozycja
EXT) =EX)T
oraz z mnozeniem przez macierze deterministyczne
E(AXB)= AE(X)B,
gdzie A i B macierze o wspotczynnikach rzeczywistych odpowiednio wymiaru k& x m i n x p.

Definicja 4.2. Niech X bedzie m x 1 macierza losowa (wektorem kolumnowym), ktorej wy-
razami s zmienne losowe X; okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Macierza
kowariancji X bedziemy nazywaé¢ m x m macierz Var(X)

Var(X) = E(X — BE(X))(X — BE(X))T).
Uwaga 4.2. Zachodza nastepujace zwiazki
Var(X) = E(XXT) - E(X)E(X)T,

Var(X);; = D*(X;), Var(X);; = Cov(X;, X;).

Var(X) jest macierza symetryczna
Var(X)! = Var(X).
Ponadto dla deterministycznej k x m macierzy A

Var(AX) = AVar(X)AT.

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Definicja 4.3. Niech X i Y beda wektorami kolumnowymi, ktérych wyrazami sa zmienne
losowe X;,i=1,...,m1 1Y}, j =1,...,ma okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej.
Macierza kowariancji X i Y bedziemy nazywaé¢ my x my macierz Cov(X,Y)

Cov(X,Y)=E((X - E(X))(Y — E(Y))1).
Uwaga 4.3. Zachodza nastepujace zwiazki
Cov(X,Y)=E(XYT) - E(X)E(Y)T,

Cov(X,Y);; = Cov(X,,Y)),
Cov(Y,X) = Cov(X,Y)T.

Ponadto dla deterministycznych k x m1 macierzy A ip x my B

Cov(AX,BY) = ACov(X,Y)BT.

4.2. Warunkowa wartos¢ oczekiwana

Niech (©2, M, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, F o-cialem zawartym w M a 'Y zmien-
na losowa okreslona na (2, M, P).

Definicja 4.4. Warunkowa wartoscig oczekiwana Y pod warunkiem F nazywamy kazdg zmien-
na losowa E(Y|F) o wartosciach w R U {£o00} spelniajaca warunki:

i) E(Y|F) jest F mierzalna,

ii) Dla kazdego A € F

/AYdP:/AE(ny)dP.

Lemat 4.1. KaZdy z ponizszych warunkow implikuje istnienie warunkowej warto$ci oczekiwanej
E(Y|F).

1. E(Y) jest okreslona (tzn. skoniczona lub nieskonczona,).

2.Y nalezy do L'(Q, M, P).

3. Y>20pn lubY <0 p.n.

Uwaga 4.4. Warunkowa wartos¢ oczekiwana ma nastepujace wlasnosci:

1.Y >0pn. to E(Y|F) >0 pn.

2. E(1}¥) =1 pn.

3. EY1+Ys2|F) = E(Y1|F) + E(Y2|F) o ile prawa strona jest okreslona (tzn. rézna od oo — 00),
4. Jezeli zmienna losowa £ jest F mierzalna i wartos¢ oczekiwana E(£Y) jest okre$lona to

E@EY|F) = SE(Y|F).
5. Jezeli wartosé oczekiwana E(Y) jest okreslona to dla dowolnego o-ciata G zawartego w F
E(Y|G) = E(E(Y|F)|G) p-n.

W szczegdlnosci
E(Y) = E(E(Y|F)).
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4.3. Zalozenia klasycznego modelu regresji

W modelu regresji rozwaza si¢ zmienna objasniana (zalezna, zwana tez regressandem) - Y i
zmienne objasniajace (zwane regressorami) - X, ..., Xx.

Dysponujemy prébka zlozonag z n obserwacji. i-ta obserwacje modelujemy jako realizacje
K + 1 wymiarowej zmiennej losowej

<E7Xi,17-~-7Xi,K)a 1= 1,...,n.

Przez model rozumie si¢ laczny rozkiad zmiennych losowych Y; i X;; spelniajacy pewne
zalozenia.
Zaltozenia modelu.

Z1. Liniowo$c¢.
Zmienne losowe Y; i X ;. nalezg do L? i spelniaja zaleznoéé

Yi=065Xi1+ -+ 0xXix +ei, i=1,...,n,

gdzie §; € R to deterministyczne cho¢ na ogdt nieznane parametry regresji zwane tez parame-
trami strukturalnymi modelu, zas§ zmienne losowe ¢; to sktadniki losowe. Funkcje

f(x) = prxy + Poxa + - -+ PrTK, G]RK,
nazywa sie funkcja regresji. Warunek liniowosci mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
Y= XB+e,

gdzie X macierz o wyrazach X, Y, 8 i e wektory kolumnowe o wyrazach odpowiednio Y;, 3
ieg;.
Uwaga 4.5. Zalozenie Z1 implikuje przynaleznoéé e do L2.
Z2. Scista egzogenicznosé.
E(e]X) = 0.

Whniosek 4.1. Przy zalozeniach Z1 i Z2 dla wszystkich i,j € {1,...,n} i k € {1,...,K}
zachodzg nastepujgce réwnosci:

1. E(e’:‘z) = O,‘

2. E(&in7k) =0y

3. Cov(e;, Xji) = 0.

Dowad.

Poniewaz zaréwno ¢; jak i X nalezg do L? (to wynika z Z1) to mozemy stosowaé twierdzenie
o iterowanej wartosci oczekiwane;j.

Ad1. E(g) = E(E(g|X)) = E(0) = 0.
Ad2.  E(eiX;r) = E(E(eiX;x|X)) = E(X;xE(s]X)) = E(0) = 0.
Ad3. COU(Ei, Xng) = E(Ein’k) - E(Ei)E(Xj’k) =0—-0=0.

Z3. Liniowa niezaleznosé.

(Prk(X)=K)=1, i (XTx)"te L.
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Warunek Z3 oznacza, ze kolumny macierzy X sa prawie na pewno liniowo niezalezne.
Z4. Sferycznos$é bltedu

E(ee’|X) = 0?1d,,

gdzie o > 0 deterministyczny parametr modelu.
Warunek Z4 mozna roztozy¢ na dwa warunki:
Z4.1. Homoskedastyczno$é

E(£2|X) = 0%

Z4.2. Brak korelacji, dla i # j
E(€i€j|X) = 0.

Whniosek 4.2. Przy zalozeniach Z1, Z2 i Zj dla wszystkich i,j € {1,...,n}, i # j zachodzg
nastepugjgce rownosci:

1. D*(&;) = 0%;

2. CO’U(&Z',EJ') =0.

Z5. Gaussowskosé.
t.aczny rozkltad warunkowy € wzgledem X jest normalny.

Whniosek 4.3. Przy zaloZeniach Z1, Z2, Z4 i Z5:
1. g|X ~ N(0,0%Id,);
2.~ N(0,0%Id,).

Dowad.

Punkt 1 wynika z zalozen Z2 i 75.

Punkt 2 wynika z faktu, ze parametry warunkowego rozkladu e nie zalezy od X. Rzeczywiscie,
niech F(ey,...,e,) bedzie dystrybuanty rozktadu N(0,02Id,,), wowczas

=

n
P(Ei < ei,z' == 1, e ,TL) == E(H 1€¢<€z’) == E(E( 1Ei<€z‘|X)) == E(F(el, .. .,en)) = F(el,. . .,6n).
=1

=1

4.4. Estymacja parametréw modelu metodg MINK
Estymatorem MNK wektora [ jest wektor
B=(XTx)"'XxTy.
Natomiast estmatorem MNK wariancji o2 jest

S2: €T€ :SKRmm
Y n-K n—K '’

gdzie £ =Y — XB.
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Twierdzenie 4.1. Wlasnosci estymatoréow B i Sy:
a) nieobcigzonosé B. Jesli zachodzq Z1,Z2 i Z3 to

BelL' i E(B|X)=238.
b) skoriczona wariancja B. Jesli zachodzq Z1,72,7Z3 i Z4 to

Var(B|X)=c*(XTX)"! i Bel’

c) efektywnosé (tw. Gaussa-Markowa). JeSli zachodzq Z1,Z2,7Z3 i Z4 to estymator

MNK jest najefektywniejszy w klasie liniowych po Y, nieobcigZonych estymatorow li-
niowych modeli.

V3 V3- lin. nieob. est. Var(B|X) — Var(B|X) > 0.
d) nieobcigzonosé Sy . Jesli zachodzq Z1,Z2,7Z3 i Z4 to
cel? i E(S%|X)=od>
e) ortogonalno$é B do skladnika resztowego £. Jesli zachodzq Z1,722,Z3 i Zj to

Cov(B,&|X) =0.

Dowad.
Ad.a. Najpierw pokazemy, ze warunki Z3 i Z1 implikuja przynalezno$¢ B do L'. Mamy

(XTX) Xy (xTx) ' xT)T = (xTx) I xTXx(XTX)' = (XxTx)"L e LL.

Zatem wszystkie wyrazy macierzy (X7 X)~!X7T naleza do L?. Poniewaz réwniez Y € L2, to

B = ((XTX)"1XT)Y nalezy do L'.

Nastepnie pokazemy, ze E((B — 3)|X) = 0.
Mamy dwa réwnania opisujace zaleznos¢ Y od X:

Y = X(@+e¢,
Y = XB+¢.
Po odjeciu stronami otrzymujemy:
X(B-p)=c—¢&

Mnozymy obie strony przez (X7 X) 1 X7
(XTX)IXTX(B-08) = (XTX)'xTe - (XTX)"1X7¢.
Biorac pod uwage, ze X7¢ = 0 (patrz wniosek 2.1) otrzymujemy:
B-p=(XTx)"1x7¢.

Zatem
E(B-3)|X)=E(XTX)'xT¢|X) = (XTX) ' XTE(e| X) = 0.

(4.1)

(4.2)
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Ad.b. Pokazemy, ze dla kazdego wektora kolumnowego v € REX  D2(v' B|X) = o207 (XTX)tw.
Skorzystamy z faktu, ze wartosci oczekiwane nieujemnych zmiennych losowych sa zawsze okre-
$lone.

D*(W'B|X) = D*w"(B-p)X)=D*w"(X"X)'XTe|X) =
= ETXTX)"'XTee" X(XTX) 0| X) =

VI(XTX) T XTE(ET X)X (XTX) e =

o I(XTX) T XT (0% 1d) X (XTX) 1o =

AT (XTX) I XTX(XTX) o =

= oX(XTX) .

Zalozenie, ze (XTX)~! € L' (Z3) implikuje skoficzonoéé wariancji v” B dla kazdego v, a wiec i
wariancji B.
D*(w'B) = D*('(B—p))=EW0 (B-pB)(B~-p)v)=
= E(EWT(B-8)(B-p0)"X))=c"EBEXTX) v < +oo.
Ad.c. Niech 3 bedzie dowolnym nieobcigzonym i liniowym po Y estymatorem dla modeli linio-
wych z K parametrami strukturalnymi i n obserwacjami. Wowczas istnieje funkcja macierzowa

C(-) (C € K xn), taka, ze
3=C(X)Y.

Niech G = C — (XTX)1xT.
=G+ XTxX) XDy =Gy + (XTX)"'XTY = G(X3 +¢) + B.
Poniewaz oba estymatory B i B sa nieobciazone to
B=E(B|X)=GXB+GE(|X)+ E(B|X)=GX3+0+ 6.
Czyli dla dowolnego wektora 8 GXf =0, a zatem GX = 0. W efekcie otrzymujemy:
B =Ge+ B,
B-B=GCGe+B-p=(G+(XT"X)'xT)e.

o~

Teraz mozemy wyznaczyc warunkows wariancje 3.

Var(B|X) = Var(B—8)=Var((G+ (XTX)'XT)e|X) =
E(G+(XTX) ' xNee(GT + X (XTX)™H|X) =

G+ (XTX) I XTE@ETX)(GT + X(XTX)™h) =

(G+ (XTX) ' XTY(0?1d,)(GT + X(XTX)™H) =

= AGGT +GX(XTX) ' + (XTX)'XTGT + (XTx)™h).

Poniewaz GX =0 a Var(B|X) = c?2(XTX)™L, to
Var(B|X) — Var(B|X) = ¢>GGT > 0.
Ad.d. Z réwnan 4.1 1 4.2 otrzymujemy, ze

{=e—XB-p)=Id—XXT"X)"'XT)e = Me.
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Jak pokazaliSmy w lemacie 2.2 macierz M jest symetryczna i idempotentna, zatem
e =" MMe = " Me. (4.3)
Poniewaz, £7¢ to suma kwadratow & to jej wartosci oczekiwane sa zawsze okreslone. Otrzymu-

jemy na mocy warunku Z3 i lematu 2.2

BETEX) = BE"MelX) = B(Y. eibiye|X) =
ig—=1

n n
= Z M; ;E(gicj|X) = ZMMUZ =o’trM = (n — K)o?.
ij=1 i=1
Ponadto
E(7¢) = E(E("¢|X)) = (n — K)o,
Zatem & nalezy do L2.

Ad.e. Biorac pod uwage, ze £ = ¢ — X (B — ) (réwnanie 4.1) 1 E({|X) =0 to

Cov(B,¢|X) = E((B-08)(e-X(B-p)"X)=
E(-=(B=)(B-0)"'X"+(B-pe'|X) =
—Var(B -6 X)XT + B(XTX) ' XTeeT|X) =
= —2(XTX)IXT + (XTX) 1 XTE(ET|X) =

= A XTx) ' XT + (xTx)"1xT(o%1d,) = 0.

Whniosek 4.4. ”Bezwarunkowe” wiasnosci estymatora MNK B.
a. Warunki Z1,Z2 i Zj implikujq, ze E(B) = .
b. Warunki Z1,Z2,723 i Zj implikujg, zZe Cov(B,§) = 0.

Dowad.

E(B) = E(E(B|X)) = E(f) = 3.
Cou(B,¢) = Cou(B — 3,€) = E((B — B)§") = BE(E((B — B)¢'|X)) = E(Cov(B, €| X)) = 0.
O

Whniosek 4.5. Estymacja warunkowej kowariancji estymatora B.
1. SL(XT X)L jest naturalnym nieobcigzonym estymatorem Var(B|X).
2. S3(XTX),} jest naturalnym nieobcigzonym estymatorem D?(by,|X).

Dowad.

Pokazemy, ze dla kazdego wektora kolumnowego v € RX  E(SZ2vT (XTX)"v|X) = o207 (XTX) " 1o.
Skorzystamy z faktu, ze wartosci oczekiwane nieujemnych zmiennych losowych sa zawsze okre-
$lone.

E(S20T(XTX) W|X) = BE(SE | X)oT (XTX) v = o?0T(XTX) v = Var(v! B|X).
O

Oznaczenie.

SE(by) = \/SZ(XTX)L.
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Uwaga 4.6. Zwiazek wariancji estymatora B z wielkoScig proby.

Zalézmy, ze poszczegllne wiersze macierzy X (czyli obserwacje) sa niezalezne od siebie i o tym
samym rozkladzie co pewien horyzontalny wektor losowy Z. Wéwczas z prawa wielkich liczb
otrzymujemy, ze istnieje pewna macierz C' taka, ze

1
lim ~XTX =C = FE(z2Z").

n—oo n,

Warunek Z3 implikuje, ze macierz C jest odwracalna. Zatem

lim n(XTXx)™t=CL.

n—oo

W efekcie )
Jim Var(B|X) = lim = (n(X"X)™") =0.

n—oo n



5. Klasyczny model regresji z gaussowskim
skladnikiem losowym

Klasyczny jednoréwnaniowy liniowy model ekonometryczny -cd. Statystyczna
weryfikacja modelu. (1 wyklad)

Na tym wykladzie zajmiemy sie "kompletnym” modelem regresji, tzn. przyjmiemy wszystkie
pie¢ zalozen Z1 — Z5.

Lemat 5.1. Jesli zachodzq Z1,72,723,74 i Z5 to estymator NMK B ma warunkowy rozklad
normalny
B—pIX ~N(0,0*(X"X)™"),
b — Bl X~ N(0,0*(XTX); ).
Dowad.

B-—p3=(XTX)"'x"e, gdzie e|X ~ N(cIdy).

Zatem B — 3| X ma rozklad normalny o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji

XTX) 1 XxT(0?1d, ) X(XTX) = o?(XTX)" L.

5.1. Testowanie pojedynczego parametru strukturalnego [

Niech 3 pewna ustalona liczba rzeczywista.

Testujemy hipoteze Hy : B, = [, wobec hipotezy alternatywnej Hy : i, # Bs.

Twierdzenie 5.1. Przy zaloZeniach Z1-Z5 i Hy statystyka Ty,

by — B
~ SE(b)

ma rozktad t-Studenta z n — K stopniami swobody.

k

Uwaga 5.1. Rozktad T} nie zalezy od X.

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Dowdad.
SE(br) = /S2(XTX) 1,
zatem B
b, — B o2 2k
Tk: 2 T
o2(XTX); L 5y 54
0.2
. Zk . Zk
— = —
\/qf_€ # \/ngK
gdzie ~
b —
2 = k= P . 2| X ~ N(0,1),
o?(XTX)
_ &'
q - 0_2 .

Lemat 5.2. Przy zaloZeniach twierdzenia 5.1:
1. q¢|X ~ x*(n - K).
2. q 1z, sqg warunkowo wzgledem X niezalezne.

Dowad.
Ad.1.
¢r¢ = e Me,
zatem T
1 1
q= % =—ef'M=¢.
o o o

1
—e ~ N(0,1dy),
—e~ N(0,1dy)

za$ po odpowiednim obrocie uktadu wspélrzednych M jest macierzg diagonalna majacag na
przekatnej n — K jedynek i K zer, zatem

1 1
—eTM=¢| X ~ *(n - K).
g g
Ad.2.

B=03+(XTX) e, €= Me,

zatem warunkowy wzgledem X rozklad B i £ jest normalny. Ale sg one warunkowo nieskore-
lowane a zatem warunkowo niezalezne. Poniewaz zj zalezy od Bi X a g od £ i X to sa one
warunkowo wzgledem X niezalezne.

O

Cd. dowodu twierdzenia.

7 lematu wynika, ze
2k

q
n—K

ma warunkowy wzgledem X rozklad t-Studenta z n — K stopniami swobody. Poniewaz rozktad
warunkowy nie zalezy od warunkowania to 7T} ma ”bezwarunkowy” rozklad t-Studenta z n — K
stopniami swobody.

T =

0
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Regula decyzyjna testu t.
Przedstawimy trzy réwnowazne warianty reguly decyzyjnej dla zadanego poziomu istotnoéci .

Wariant 1.
1. Na podstawie probki w wyznaczamy realizacje statystyki testowej t, = Ti(w).
2. Wyznaczamy wartos¢ krytyczna t /2

P(T| < i) =1—a, T~in—K).

3. Jezeli |tx| < t2/2 to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy (akceptujemy Hy).
Jezeli |ty > tZ/Q to odrzucamy Hy na rzecz H;.

Wariant 2.
1. Na podstawie prébki wyznaczamy etymator by i jego blad SE(by).
2. Wyznaczamy przedzial ufnoéci I,

Io = (b, = SE(br)tg 2, bi + SE(br)t /2)-

3. Jezeli B € I, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy (akceptujemy Hy).
Jezeli By, & I, to odrzucamy Hy na rzecz Hi.

Wariant 3.
1. Na podstawie prébki w wyznaczamy realizacje statystyki testowej t, = Ti(w).
2. Wyznaczamy prawdopodobiefstwo (tzw. p-value)

p=2P(T > |tg|), dla T ~t(n— K).

3. Jezeli p > « to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy (akceptujemy Hy).
Jezeli p < a to odrzucamy Hy na rzecz Hi.

Uwaga 5.2. Najczesciej testujemy przypadek 3, = 0. Wowczas przyjecie Hy oznacza, ze zmienna
objasniajacg X nalezy wykluczyé¢ z naszago modelu. Tzn. jezeli

be| < SE(bk)ty 2,

to parametr §; nie jest statystycznie istotny.

5.2. Testowanie hipotezy liniowoSci

Zajmiemy sie teraz testowaniem hipotezy, ze nieznany parametr 3 = (81, ..., B3x)? spelnia
m niezaleznych warunkéw liniowych. Czyli, ze nalezy do podprzestrzeni afinicznej kowymiaru m.

Niech r macierz o wspélczynnikach rzeczywistych wymiaru m x K, rzedu m, gdzie m =
1,..., K, a7 wektor kolumnowy wymiaru m. Testujemy hipoteze

Hg: Tﬁ:f,

wobec

Hy: rg#7.
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Twierdzenie 5.2. Przy zaloZeniach Z1-Z5 i Hy statystka

(rB—#)T(r(XTX) "y~ (rB - 7)

F—
mS?

ma rozklad F-Snedecora F(m,n — K) (rozktad F zm i n — K stopniami swobody).

Uwaga 5.3. Jedli X1 i Xy sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie x? o odpowiednio
m1 1 mo stopniach swobody to zmienna losowa

o Xime
Xgml

ma rozklad F'(my,mz) ([12] s.44-46).

Dowod twierdzenia.

(rB—#)T(r(XTX) "y~ (rB - 7)

F= " .
Dzielimy licznik i mianownik przez o2 i podstawiamy S? = Tf_Tf( Otrzymujemy
Fo (rB — f)T(azr(XTXT)*er)*l(rB —7)/m _ w/m ’
e ¢/(n—K)
gdzie
_ &7

w=(rB — f)T(UQT(XTX)_er)_l(TB —-7), q= R
o
Jak pokazaliémy w lemacie 5.2 ¢|X ~ x%(n — K).

Lemat 5.3. Przy zaloZeniach twierdzenia 5.2:
1. w|X ~ x*(m).
2. q i w sqg warunkowo wzgledem X niezalezne.

Dowdad.
Ad.1. Przyjmijmy oznaczenie v = rB — 7. Z Hy wynika, ze 7 = r(3, zatem

v=rB—-1=r(B-[).
Poniewaz warunkowy rozklad B — 3 wzgledem X jest normalny (lemat 5.1)to
v|X ~ N(0,0%r(XTX)"1rT).
Rzeczywiscie
Var(w|X) = Var(r(B - 6)|X) =rVar((B - )| X)rl =o*r(XTX) 1T,

A wiec
w=vVar(|X) v, i w|X ~x*(m).

B i £ sa warunkowo wzgledem X niezalezne. Poniewaz w zalezy od Bi X aqgod £ 1 X to
réwniez one sa warunkowo wzgledem X niezalezne.
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O

Cd. dowodu twierdzenia.

Z lematu wynika, ze statystyka F' ma warunkowy wzgledem X rozklad F-Snedecora F'(m,n—K).
Poniewaz rozklad warunkowy nie zalezy od warunkowania to X ma ”bezwarunkowy” rozklad
F(m,n — K).

O

Regula decyzyjna testu F.
Przedstawimy dwa réwnowazne warianty reguly decyzyjnej dla zadanego poziomu istotnoéci .

Wariant 1.
1. Na podstawie probki w wyznaczamy realizacje statystyki testowej f = F(w).
2. Wyznaczamy wartos¢ krytyczna fxr

PX>f)=a X~F@mn-K).
3. Jezeli f < fX to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy (akceptujemy Hy).

Jezeli f > fr to odrzucamy Hj na rzecz H.

Wariant 2.
1. Na podstawie probki w wyznaczamy realizacje statystyki testowej f = F'(w).
2. Wyznaczamy prawdopodobienistwo (tzw. p-value)

p=P(X>f), dla X~ F(m,n—-K).
3. Jezeli p > « to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy (akceptujemy Hy).

Jezeli p < a to odrzucamy Hy na rzecz H;.

Statystyka F' w terminach sumy kwadratéw reszt.
Statystyke F' mozna wyrazi¢ w prostszy sposdéb wykorzystujac sume kwadratow reszt modelu
ograniczonego

SKRO = mln{SKR(B) . rB= 7:} = mln{ng : é‘ =Y — XBO, TBO — ,,‘;}

Lemat 5.4. Przy zaloZeniach twierdzenia 5.2:

_ SKR,— SKRn—K

F
SKR m

Dowad.
Krok 1. Pokazemy, ze estymator OMNK (metody najmniejszych kwadratéw z ograniczeniami)

wynosi
B,=B - (XTX)"YT(r(XTX)" YD)y~ (rB — 7).

Rozwazamy funkcje Lagrange’a
1
L(By,A) = 5(Y = XB,)T(Y — XB,) + \XI'(rB, — 7),
gdzie A jest m-elementowym wektorem wierszowym.

Rézniczkujemy L po wspolrzednych B,.

oL
0B,

= (Y - XB,)"Xe; + Nlre; = WT'r —YTX + BIXT X)e;,
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gdzie e; n-elementowym wektorem kolumnowym o wspoétrzednych 01 1

J 0 gdy j#i1.

Poniewaz wszystkie pochodne czastkowe zeruja sie w punktach, w ktérych funkcja przyjmuje
minimum to
By = (=ATr+YTX)(XTX)""
Czyli po transpozycji mamy
B, = (XTX)"1(XTYy —+TXN) =B — (XTXx) 1T\,
Po przemnozeniu przez macierz r otrzymujemy

F=rB,=rB—r(XTX) 1y

Poniewaz rzad m x n macierzy r wynosi m, a macierz (X7 X)~! jest prawie na pewno dodatnio
okreglona, to macierz (X7 X)~!rT jest prawie na pewno odwracalna. Zatem

A= (r(XTX) "Dy (rB - 7).

Czyli
By=B— (X"X)"T(r(XTX)" ") (rB — 7).

Krok 2. Pokazemy, ze SKR, — SKR = o?w, gdzie w takie jak w lemacie 5.3
w=rB—" (2 XTX)" )" (rB — 7).
Mamy

SKR,— SKR=|Y — XB,||2— |[Y —= XB|? = |Y — XB+ X(B - B,)|*— |Y — XBJ|.

=2(Y — XB)'X(B - B,) + | X(B — B,)|*-
Poniewaz £ =Y — X B jest ortogonalne do wszystkich kolumn macierzy X (wniosek 2.1) to
SKR,—SKR=||X(B-B,)|*=(B-B,)"X"X(B-B,) =
=B -"TrXTX) ") XTX) I XTX(XTX) T (r(XTX) D)L (rB — 7) =
= (rB-#)TrXTX)" )" (rB - 7) = o*w.
Krok 3.

Poniewaz 02q = ¢7¢ = SKR, a 0*w = SKR, — SKR to otrzymujemy

_ SKR,— SKRn—K

F
SKR m
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Sprowadzanie modelu ograniczonego do modelu z mniejsza liczbg parametréw.

Rozwiazanie ogélne uktadu rownan liniowych 7 = 7 mozna zapisa¢ w postaci parametrycz-
nej:
6 =ag+ ar,

gdzie ag jest wektorem kolumnowym K X 1, a; jest macierza K x (K —m), a (K —m) wektor
kolumnowy < jest wektorem nieznanych parametrow, ktoére nalezy wyestymowaé. Zauwazmy, ze

rag =7, ra; =0.
Model z ograniczeniami mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
Y = X(ap+ a17) +¢.
Po podstawieniu Y, =Y — Xag i X, = Xa; otrzymujemy réwnowazny mu model zredukowany
Y, =X,y +e.

Niech g bedzie estymatorem MNK ~ dla modelu zredukowanego. Wéwczas B, = ag + a1g jest
estymatorem ( dla modelu z ograniczeniami. Zauwazmy, ze w obu wypadkach mamy ten sam
sktadnik resztowy &p.

¢o=Y,—Xog=Y — Xap — Xa1g=Y — XB,.
Test istotnosSci regresji dla regresji z wyrazem wolnym.

W przypadku gdy ostatni parametr jest wyrazem wolnym, czyli gdy Xx = e, stosuje si¢
czesto nastepujacy wariant testu liniowosci:

H0:61:62:---:BK_1:0, H1Z3i<K 61#0

W tym przypadku r jest (K — 1) x K wymiarowa macierza o wyrazach

b L edyi=j
Y0 gdyi#

ar=20.

Statystyka F' wynosi wtedy

_ SKR,~SKRn—K _||Y -Ye|>?— Y -Y|?n—-K _

F = i -
SKR K-1 Y — 7|2 K1

|9 Vel n—K _ S5, (=Y n—K
V-7 K-1 Sr,(vi-np K1

Uwaga 5.4. F mozna wyrazi¢ za pomoca wspolczynnika determinacji R?

po_ B n-K
1-R2K—1
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Dowad.

Y (Y —Y)?
Dlatego tez

R? n—K_( 1 1)n—K_
1-R2K-1 \1-R? K—-1

_ (Z?zlm -V ) _
Z?:l(Y;f - Yt)2 K -1




6. Modele produkcji - funkcja Cobba-Douglasa

Klasyczny jednoréwnaniowy liniowy model ekonometryczny -cd. Przyktad: Mo-
dele produkgji - funkcja Cobba-Douglasa. (1 wyklad)

6.1. Funkcja Cobba-Douglasa

6.1.1. Wprowadzenie

Funkcja Cobba-Douglasa to funkcyjne przedstawienie zalezno$ci wielkosci produkeji @@ od
naktadéw na czynniki produkcji. W dalszym ciggu ograniczymy sie do trzech czynnikow pracy
1, kapitatu xs i paliwa xj3.

Q= AxT"z5%25%, 0<a; <1, z >0.

Wspédtezynnik A zalezy od efektywnosci konkretnej firmy.

Funkcja Cobba-Douglasa jest chetnie wykorzystywana w modelowaniu, gdyz dobrze przed-
stawia nastepujace fakty stylizowane:
e monotoniczno$é;
Q jest rosnaca ze wzgledu na kazdy x;,

0
Q = OziQ > 0.
81'@ ZT;
o wklestosé;
Q jest wklesta ze wzgledu na kazdy x;,
8°Q Q
81}? = ai(ai — 1)172 < 0.

Funkcja zachowuje zasade malejacych przychodéw — kazda kolejna jednostka jednego z zasobdw
bez wzrostu zasobu drugiego skutkuje mniejszym przyrostem produkcji.
e wzrost przychodéw przy zwiekszaniu naktadow na dwa czynniki produkcji;

0°Q Q

=oqa;—— >0 dla i #j.
8.%‘81’]‘ azajxixj & 27&‘7

e stala elastycznosé ze wzgledu na kazdy czynnik produkcji;

o]
E,Q= = = .

Q Q

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Uwaga 6.1. Elastyczno$é méwi nam o ile wzrosnie produkcja gdy zwickszymy naklady na czyn-
nik produkcji

QU+ h)ay) — Q) _ hwigd

Q) ¥ RO

6.1.2. Efekt skali

Zmniejszamy albo zwiekszamy proporcjonalnie wszystkie x;
x,=hw;, h>0, i=1,23.
Wéwcezas nowa wielkosé produkeji wyniesie:
Q' = Q(2) = Azt a§?agP portortas,

Czyli
/
X p +az+as )

Q

Zauwazmy, ze gdy a1 + g + a3 > 1 to

/
h>1= —>h,

Q

/

h<l=-—<h.
Q

Wnhiosek: optaca sie zwiekszy¢ naktady i produkcje.

Gdy a1 + as + a3z < 1 to

/
h>1=— <h,
Q

/
h<1:>g>h.

Q

Wnhniosek: optaca si¢ zmniejszy¢ naktady i produkcje.

Podsumowujac, jesli obserwujemy ,stan réownowagi” to aq + oo + az = 1. Méwimy wowczas
o braku efektéw skali.
6.1.3. Koszty produkcji

Koszty catkowite produkcji T'C' mozna wyrazi¢ za pomoca kosztéw jednostkowych dla po-
szczegblnych czynnikéw produkeji

TC = p1x1 + paw2 + p3xs3.
Zadanie: Zminimalizowaé¢ koszty dla zadanego poziomu produkcji Q, @ > 0.
TC(x) — min, Q(x)= Q.

Lemat 6.1. Powyzsze zadanie optymalizacyjne posiada dokladnie jedno rozwigzanie.
r 1 Q] a2 @3
TCmm - 1 QrplT pQT p3T )
(Aaf"ayaz®)

gdzie r = a1 + ag + as.
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Dowdd. Potézmy,
Jak tatwo zauwazy¢

Potézmy
T =TC(x).
Poniewaz zbiér

M={zeR:2;>0, TC(z)<T, Qz)=Q},

jest niepusty, domkniety i ograniczony, zatem badane zadanie optymalizacyjne posiada rozwia-
zanie.
Rozwazmy warunek konieczny istnienia lokalnego ekstremum — V@Q || VT'C.

Q) g Q3
VQ:Q(x) <77> ) VTC:(p17p2ap3)°
Tr1 T9 I3
Roéwnolegtosé gradientéw implikuje istnienie stalej A takiej, ze
a1 _ (%) _ as -\
p1x1  p2T2 P3T3
A zatem o
(2 .
;= , +1=1,2,3.
x; v i

Po podstawieniu do warunku Q(z) = @ otrzymujemy
ap \M a2 \? a3\ - a1 as « —ag, —as
Q=A () <> < = A" AaT a5 agtp] “tpy Mips *3,
Ap1 Ap2 Ap3 P s 5

gdzie 7 = a1 + ag + a3. Wyznaczamy A

al a2 0473

_1 1
A=Q 77 (A ?agzaga) P1 "Dy " D3

Teraz mozemy wyznaczy¢ TChyin

o Q3 (o731 %) a3 r r 2L 22 23
TCoin =TC ( >

Ap1’ Ap2” Aps pl)\pl p2>\p2 bs X (AaS G20 )IQ py" " ps’

O

6.2. Przyklad Nerlove’a

6.2.1. Charakterystyka danych

M.Nerlove przeprowadzil badania dotyczace produkcji energii elektrycznej w USA w 1955
roku. Dane zostaly zebrane dla 145 spétek w 44 stanach. Dotycza one:
catkowitych kosztéw T'C' (mln USD),
wielkosci produkeji @ (mld kWh),
grednich zarobkéw (koszt pracy) PL = py,
ceny kapitalu (stopy procentowe) PK = po,
ceny paliwa PF = ps.
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Warunki dziatania spotek:
e dostawa energii zgodnie z zapotrzebowaniem,
e cena energii ustalana administracyjnie dla regionu,
e firmy nie maja bezposredniego wpltywu na PL, PK i PF. PF i PK ksztaltuje rynek, a PL
dlugoterminowe umowy ze zwiazkami zawodowymi.

6.2.2. Konstrukcja modelu

Model ekonometryczny:
. 1 aj
TC@ = euleﬂ2pfipzﬁépf537 62 = ;7 ﬁ2+j = 7]7 J = 1a 2a 3. (61)

wi =In (r (Aia‘flaggag“’)_%) .
1 zawiera cze$é losowa zalezna od firmy,
E(wi) =B, wi=p+e.
Logarytmujemy rownanie 6.1 i przechodzimy do modelu liniowego
InTC; =61+ BoInQ; + Bslnp; 1 + Balnp; o + BsInp; 3 + €;. (6.2)

Dodatkowo rozwazamy model ograniczony, w ktérym spelniona jest zaleznosé B3 + G4 + 085 = 1.
Podstawiamy (5 = 1 — 83 — B4 1 otrzymujemy

TCl- i %
1n< ) — B+ BalnQ; + ByIn 2oL 4 g m P2 4 o) (6.3)
Di,3 Di,3 Di3

6.2.3. Estymacja parametréw modelu 6.2

Estymujemy parametry strukturalne metoda MNK. Otrzymujemy nastepujace réwnanie re-
gresji. W nawiasach podane sa odchylenia standardowe estymatoréow.

InTC = -35 40,72InQ +0,44Inp; —0,22Ilnp, 40,43 1np3
(1,8)  (0,017) (0,29) (0,34) (0,10)

Ponadto suma kwadratéw sktadnika resztowego wyniosta SK R = 21,552.
Uwaga: Test t wskazuje na statystyczna nieistotno$¢ parametru 3.

6.2.4. Estymacja parametré6w modelu 6.3

Estymujemy parametry strukturalne metoda MNK. Otrzymujemy nastepujace réwnanie re-
gresji. W nawiasach podane sa odchylenia standardowe estymatoréw.

miIC = —47 +0,72InQ +0,59nE —0,007In 22
(0,8%)  (0,017) (0,20 (0,19)

Ponadto suma kwadratéw sktadnika resztowego wyniosta SK R, = 21,640.
Uwaga: Test ¢ wskazuje na statystyczna nieistotno$¢ parametru f3y.
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6.2.5. Test jednorodnosci modelu

Testujemy hipoteze Hy : B3+ 084+ 85 = 1 wobec Hy : B3+ B4+ 05 # 1 na poziomie istotnosci
a = 0,05.
Mamy m =1, n — K = 145 — 5 = 140 stopni swobody. Wyznaczamy statystyke F'.

_ SKR,—SKR n—K

F
SKR m

= 0,57.
Wartosé krytyczna F* wyznaczamy z rozkladu Snedecora F'(1,140) otrzymujemy
F*=39>>F.

Zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy.

6.2.6. Test braku efektéw skali dla modelu ograniczonego 6.3
Testujemy hipoteze Hy : B2 = 1 wobec Hj : B2 # 1 na poziomie istotnoéci a = 0,05.
Mamy n — K = 145 — 4 = 141 stopni swobody. Wyznaczamy statystyke ¢
-1 2—1
_ ba _ 0,7 _ 18
sba 0,017

t

Wartosé krytyczna t* wyznaczamy z rozkladu Studenta t(141) otrzymujemy
=198 << |t].

Zatem odrzucamy hipoteze Hy.
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Zastosowanie metody najmniejszych kwadratéw w modelach nieliniowych. Opis
metody. Przyktady: Modelowanie popytu konsumpcyjnego - funkcje Térnqu-
ista. (1 wyklad)

7.1. Zadanie aproksymacyjne

Dane jest m + 1 n-elementowych ciagdéw
Y:(Y}/), Xi:(Xt,i)g izl,...,m, t= 1,...,71,

oraz dana jest rodzina funkcji F(n1,...,05,21,...,Zm) : D x R™® — R, D C RX,
Zadanie:
Wyznaczyé¢ wspélezynniki b = (by, ..., bx), b € D C R¥, ktére minimalizuja btad przyblizenia
Y przez Y R
Y;g = Ft(b) = F(bl,. . .bK,XtJ,... ,Xum), t= ].7 ,n.

Czyli nalezy rozwiaza¢ zadanie optymalizacyjne:

1€]12 = th — min, gdzie=Y —Y.
t=1
W ogélnym przypadku, gdy nie znamy wtasnosci funkcji F', to nie wiemy czy powyzsze
zadanie posiada rozwiazanie i czy jesli posiada rozwiazanie to jest ono jedynym rozwiazaniem.
Gdy F jest rézniczkowalne to mozna sformutowaé warunki konieczne, takie jak na przyktad
ponizszy.

Lemat 7.1. Jezeli F' jest rozniczkowalne ze wzgledu na b i by naleZgey do wnetrza zbioru D
minimalizuje ||€]|? to wektor reszt € = &(bmin) jest ortogonalny do wektora pochodnych

th 8()@ (bmzn) 0 dla 1 ’ )

Dowad.

Przy zalozeniach lematu suma kwadratéw reszt SKR(b) = ||£(b)]|* jest rézniczkowalna. Zatem
w punkcie, w ktérym przyjmuje najmniejszg wartosé jej pochodne czastkowe musza sie zerowac.
Biorac pod uwage, ze & (b) = Y; — Fi(b) otrzymujemy dla kazdego i

I?

GSKR

0 OF;
O:T mm QZEt gt_ Z&t t m'm

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011
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7.2. Zalozenia modelu i estymacja parametréow

Przyjmijmy dla modelu nieliniowego zalozenia wzorowane na modelu liniowym.
NZ1. Liniowa zalezno$¢ od czynnika losowego

Y;f = F(/B7Xt) +6t7

gdzie 8= (B, ..., Bkx)T wektor parametréw, a F funkcja rézniczkowalna po 3.
NZ2. Scista egzogeniczno$¢.
E(e|X) =0.

NZ3. Liniowa niezalezno$¢ pochodnych.

Vbe D (P(rkDF.(b) = K) =1,

gdzie DF, oznacza macierz n x K pochodnych czastkowych wektora F, = (F1, ..., F,)T, Fi(b)

F(baXt)a
OF; oF
= S = o
ob;

- b, X,).
T Ob, » X1)

NZ4. Sferyczno$é¢ bledu
E(ee”|X) = 01d,,

gdzie 0 > 0 deterministyczny parametr modelu.

Naturalne jest aby estymatorem NMNK wektora 8 nazywaé rozwiazanie zadania aproksy-

macyjnego z poprzedniego podrozdziatu.

Definicja 7.1. K-wymiarowa zmienna losowa B jest estymatorem NMNK wektora 3 € D, gdy

B przyjmuje wartoéci w D i prawie na pewno

> (Vi(w) — F(B(w), X¢(w))* = min{)_(Yy(w) — F(b, X;(w))* : b € D}.
t=1 t=1

Lemat 7.2. Niech D bedzie podzbiorem otwartym RE . Jesli B jest estymatorem NMNK wektora

0B to
B — 3= (DF.(B)TDF,(B))"'DF,(B)' (¢ + Ry(B)),

gdzie Ro(B) wektor reszt rozwiniecia Taylora Fy w B
Ry(B) = F.(B) — F\(8) + DF.(B)(8 — B).

Dowad.
Mamy dwie réwnosci wynikajace z NZ1 i definicji sktadnika resztowego &

Y = F(B)+e,
Y = F.(B)+¢.

Zatem
F.(B) - Fi(B) =¢ - ¢&.

Czyli
DF,.(B)(B—f) =¢—¢&+ Ra(B).

7 NZ3 wynika, ze macierz DF,(B)T DF,(B) jest prawie na pewno odwracalna, zatem macierz

Kxn
P(B) = (DF,(B)'DF,(B))"'DF,(B)"
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jest dobrze zdefiniowana poza, by¢ moze, zbiorem P-miary zero.
Zauwazmy, ze z definicji P otrzymujemy

P(B)DF,(B) = (DF.(B)'DF,.(B)) " 'DF,(B)'DF,(B) = Idg, pn.,

a z lematu 7.1

P(B)¢ = (DF.(B)TDF.(B))"'DF,.(B)T¢ = 0.

Zatem

BB = P(B)DF.(B)(B — ) = P(B)(c — £ + Ro(B)) = P(B)(c + Ro(B)).

Uwaga 7.1. Jak widaé z powyzszego warunek $cislej egzogenicznosci (NZ2) nie implikuje nie-
obciazonosci estymatora NMNK.

7.3. Przyklady

Opisane w poprzednich podrozdziatach trudnosci zwiazane ze stosowaniem nieliniowej meto-
dy najmniejszych kwadratéw powoduja, ze nieliniowe modele stosuje sie¢ tylko wtedy gdy dobrze
opisuja fakty stylizowane zwiagzane z modelowanym zjawiskiem. Tak jak na przyktad funkcje
Tornquista, ktorych przebieg ilustruje hipotezy dotyczace reakcji konsumentéw na zmiany do-
chodéw, albo funkcja logistyczna, ktora znalazta zastosowanie w modelowaniu dtugookresowego
wzrostu liczby ludnosci i w reprezentacji rozwoju sprzedazy nowych produktéw na okreslonym
rynku.



7.8. Przyklady 43

7.3.1. Funkcja Tornquista I typu

Funkcja Tornquista I typu wyraza zalezno$¢ miedzy popytem na dobra podstawowe (Y), a
dochodami konsumentéw (X)

aX
X+

Y = o, 3> 0.

Popyt rosnie wraz ze wzrostem dochodéw i stabilizuje sie na poziomie réwnym a. Wykres ma
asymptote pozioma. Z drugiej strony popyt spada do zera wraz ze spadkiem dochodow ale nie
znika dla niezerowych dochodéw.

100

..............................................................................................................................................................

50

-200 300 800 1300 1800 2300

i .
= S
=] = -

—_—— - -
v
=)

-200

Rysunek 7.1. Wykres funkcji Térnquista I typu.
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7.3.2. Funkcja Tornquista II typu

Funkcja Tornquista II typu wyraza zalezno$é miedzy popytem na dobra wyzszego rzedu (Y'),
a dochodami konsumentéw (X))

a(X —7)
Y=———~ 0.
X+I3 b a7ﬁ7’y>

Popyt rosnie wraz ze wzrostem dochodéw i stabilizuje si¢ na poziomie réownym «. Wykres ma
asymptote pozioma. Z drugiej strony popyt spada do zera wraz ze spadkiem dochoddéw i zanika
dla dochodéw nizszych od granicznej wartosci .

100

50

-200 / 300 800 1300 1800 2300

-200

Rysunek 7.2. Wykres funkcji Tornquista II typu.
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7.3.3. Funkcja Tornquista III typu

Funkcja Térnquista II1 typu wyraza zalezno$¢ miedzy popytem na dobra i ushugi luksusowe
(Y), a dochodami konsumentéw (X)

aX(X =)
X—‘—ﬁ ) a?ﬁ?’y>

Popyt rosnie w sposéb nieograniczony wraz ze wzrostem dochodéw i dla duzych X mozna go
przyblizy¢ funkcja liniowa

Y =aX - (y+0)

Wykres posiada asymptote ukosng. Z drugiej strony popyt spada do zera wraz ze spadkiem
dochodéw i zanika dla dochodéw nizszych od granicznej wartosci +.

gr — - - - ==
8

8

——--g----

- - "."
-200 0 =~ 7 200~

400 600 800 1000

1200 1400 1600

Rysunek 7.3. Wykres funkcji Tornquista I1II typu.
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7.3.4. Funkcja logistyczna
Funkcja logistyczna wyraza zaleznos¢ trendu wzrostowego Y od czasu t

(o7

Y() = 1+ Bexp(—yt)’

a, B,y > 0.

Posiada ona nastepujace wlasnosci:
e Jest $cisle rosnaca i przyjmuje wartosci z przedziatu (0, «)

lim Y(¢t)=0, lim Y(t)=qa.

t——o00 t——+400

e Dla ¢ = 0 mamy Y (0) = 1353

e Ma punkt przegiecia w t, = v~ In 3. Trend ma w okolicach tego punktu najwicksze przyrosty.
e Jest rozwigzaniem réownania rézniczkowego o zmiennych rozdzielonych zwanego réwnaniem

Robertsona
Y = 1y(a-Y),
«o

spelniajacym warunek poczatkowy

«
Y(0) = .
(0) 1+p
100
80
60—
40
20—
o
5 3 1 1 3 5 7

Rysunek 7.4. Wykres funkcji logistycznej.



8. Metody asymptotyczne

Zbieznosé ciagdéw zmiennych losowych. Metoda delty. Asymptotyczna normal-
nosé estymatoréw. Stacjonarnosé i ergodycznosé. Ciagi przyrostéw martynga-
towych. Centralne Twierdzenie Graniczne dla przyrostéw martyngalowych. (1
wyktad)

8.1. Zbieznos$¢ zmiennych losowych

Omowimy pokrotce trzy pojecia zbieznosci zmiennych losowych.
Niech (2, M, P) — przestrzen probabilistyczna. Rozwazmy ciag zmiennych losowych (Z,)5, o
wartosciach w R,

Definicja 8.1. Ciag zmiennych losowych Z,, zbiega prawie napewno do zmiennej losowej Z gdy

P(lim Z, =2)=1.

n—oo
W zapisie skréconym bedziemy pisali
Zn 27 b Z, 2

Definicja 8.2. Ciag zmiennych losowych Z,, zbiega wedtug prawdopodobienstwa do zmiennej
losowej Z gdy
Ve >0 nlirroloP(HZn —Z||>¢)=0,

gdzie || - || oznacza norme w RX.
W zapisie skroconym bedziemy pisali

pimZ,=2 lub 2z, Z

n—oo

Definicja 8.3. Ciagg zmiennych losowych Z, zbiega wedtug rozktadu do zmiennej losowej Z
gdy ciag dystrybuant Fz, zbiega do dystrybuanty Fz w kazdym punkcie ciagtosci Fz.

W zapisie skréconym bedziemy pisali
d d
Iy — 74 lub Z, — R,

gdzie R jest rozkladem zmiennej losowej Z.

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Uwaga 8.1. Jedli ciag réznic Z,, — Y, zbiega do 0 wedlug prawdopodobienstwa i ciag Z,, zbiega
wedlug rozkladu do zmiennej losowej Z, to réwniez Y,, zbiega wedlug rozkltadu do Z

Zn -7 Z,-V, 20 = Y, L2z

Uwaga 8.2. Trzy powyzsze zbieznosci sg od siebie zalezne. Mamy

Z, g = z Yz — z 4z

Aby zamknaé powyzszy diagram nalezy dopusci¢ zmiang przestrzeni probabilistycznej i sko-
rzystaé¢ z nastepujacego twierdzenia o reprezentacji prawie napewno.

Twierdzenie 8.1. (Skorochod)

Jesly cigg zmiennych losowych Z, zbiega wedlug rozktadu do zmiennej losowej Z to
istnieje przestrzen probabilistyczna (', M', P") i okreslone na niej zmienne losowe Y
1Y, n=0,1,... takie, Ze Y ma ten sam rozktad co Z, a'Y, co Z, i cigg zmiennych
losowych Y, zbiega prawie napewno do zmiennej losowej Y .

Sformutujemy teraz kilka przydatnych w ekonometrii twierdzen o zbieznosci zmiennych lo-
sowych.

Twierdzenie 8.2. O odwzorowaniu cigglym.[2, 16]
Niech Dy oznacza zbiér punktéw niecigglosci funkcgji

f:RF S R™.

Wowczas jesli cigg zmiennych losowych Z, zbiega wedlug rozkladu, prawdopodobien-
stwa lub prawie napewno do zmiennej losowej Z takiej, zZe

P(Z S Df) =0,

to cigg zmiennych losowych f(Z,) zbiega odpowiednio wedlug rozkladu, prawdopodo-
bienstwa lub prawie napewno do zmiennej losowej f(Z).



8.1. Zbieznosé zmiennych losowych 49

Twierdzenie 8.3. (Slutsky)
Niech (X)) i (Yy,) ciagi zmiennych losowych o warto$ciach macierzowych, X macie-
rzowa zmienna losowa i C macierz (deterministyczna). Wowczas, jesli

X, %X, a Y, %,

to:

a. X,+Y, L X+o0,
b, Yo X, -5 CX,
. 3! = YV 'x,-Lcolx,

gdzie Y, ! to dowolna macierz losowa taka, ze

Yy ()Y, Yw) = Id

n

gdy det Y, (w) # 0.

Dowdd.
Poniewaz Y,, zbiega do stalej, to

(X, Ya) -5 (X,0).

Dzialania +,- sa ciagle zatem z twierdzenia o odwzorowaniu ciaglym (8.2) otrzymujemy teze
twierdzenia.

W przypadku odwracania macierzy zbiorem punktéw nieciagtosci jest zbiér macierzy o wy-
znaczniku 0. Zatem wystarczy zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo, ze odwracalna macierz de-
terministyczna ma zerowy wyznacznik jest rowne 0.

O

Uwaga 8.3. Niech X,,i X to wektory kolumnowe, czyli macierze K x 1, a Y,, i C' macierze K x K.
Woweczas, jesli

X, L N@©,%), v, L,

to

Y, X, & N(0,cCT).

Twierdzenie 8.4. Metoda delty.
Niech X,, cigg zmiennych losowych o wartosciach w R™, X zmienna losowa o warto-
Sciach w R™, C punkt z R™, a f : R™ — RE funkcja rézniczkowalna w C. Wéwczas,
gesh
X, %0, i VaX,-0)-% X
to
VA(f(Xa) = £(0)) <= DF(O)X.
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Dowad.
Korzystajac z twierdzenia 8.1 o reprezentacji prawie napewno, mozemy zastapi¢ ciag X, ciagiem
X/ takim, ze
x'&x, X, %“c i Jax,-0)-L X
Woéwcezas .
Vi(f(Xn) = F(C) ~ Vn(f(X) — f(C)) =
= Vn(f(X,) — f(C) = DF(C)(X,, — C)) + VnDf(C) (X, - C) =
X!)— f(C)-Df(C)X],—C
R PEEER =0 ;- ¢l + DRV, - ©))
7 rézniczkowalnosci f otrzymujemy
Y _ !
f(Xq) — f(C) / DI(C)(Xn = C) as
1X5, = C

Poniewaz

Vil X, = C| <= |IX| i DF(C)(Va(X}, - C)) == Df(C)X,

to z twierdzenia Slutsky’ego (8.3) otrzymujemy

Vil(f(X,) — £(C)) =% 0| X|| + Df(C)X.

O
Uwaga 8.4. Jesli przy zalozeniach twierdzenia 8.4 X ma rozklad normalny N(0,X) to
d
Va(f(Xa) = f(C)) == N(0,Df(C)SDF(C) 7).
8.2. Estymatory jako ciggi zmiennych losowych
Zaltézmy, ze proces generujacy dane Z;, t = 0,1,..., pochodzi z parametrycznej rodziny

procesow SP(0), gdzie zbiér parametréw © jest podzbiorem R™
e CR™

Ustalmy funkcje v : © — R¥ i rodzine estymatoréw

wartosci funkcji ¥ w punkcie 6. Niech 7, bedzie estymatorem v(6z), wyznaczonym na podsta-

wie prébki rozmiaru n, tzn.
Vp = Vn(Zo, ey Zn—l)-

Definicja 8.4. Ciag estymatoréw U nazywamy nazywamy zgodnym gdy

plim 7, = v(0z).
n—oo
Definicja 8.5. Zgodny cigg estymatoréw v nazywamy nazywamy asymptotycznie normalnym
gdy
V(O — v(02)) - N(0,%).

Uwaga 8.5. Macierz ¥ oznaczamy Avar(V) i nazywamy asymptotyczna wariancja estymatora

Un,.



8.3. Stacjonarnos$é i ergodycznosé proceséw stochastycznych 51

8.3. Stacjonarnosé i ergodycznos¢ proceséw stochastycznych

8.3.1. Definicje i podstawowe wlasnoSci

Niech Z = (Z;)52, bedzie K-wymiarowym procesem stochastycznym (ciagiem zmiennych
losowych) okreslonym na przestrzeni probabilistycznej (2, M, P).

Definicja 8.6. Proces stochastyczny Z jest (silnie) stacjonarny gdy dla dowolnych p,q,r € N
taczne rozktady

(Zp Zpirs o Zoray & AZrs s Zrig)

sg identyczne.

Whiosek 8.1. Jesli proces stochastycany Z jest stacjonarny i Z; naleiq do L?, to dla wszystkich
p.q,r €N
E(Zy) = E(Z,), Cov(Zp,Zptq) = Cov(Zy, Zyiq).

Definicja 8.7. Stacjonarny proces stochastyczny Z ma wtasno$¢ mieszania gdy dla dowolnych
ograniczonych funkcji borelowskich f i g oraz indekséw p,l,m € N

im E(f(Zp, ..., Zpsm)9(Zn,- - Zns1)) = E(f(Zp, .-, Zpim)) E(9(Zp, - - ., Zp11))-

n—oo

Definicja 8.8. Stacjonarny proces stochastyczny Z jest ergodyczny gdy

VA € B(R®) PVt Z; € A) € {0,1}.

Twierdzenie 8.5. Twierdzenie ergodyczne.
Jesli proces stochastyczny Z jest stacjonarny i Z; naleiq do L', to zachodzdzq impli-
kacje

a— b= c,

gdzie

a. Z ma wlasnosé mieszania,

b. Z jest ergodyczny,

c. Srednie zbiegajqg do wartosci oczekiwanej

1n—1
Z, == 7y 225 E(Zy).
n nt:z; t — (0)

Uwaga 8.6. Jesli proces stochastyczny Z jest stacjonarny i ma wlasno$¢ mieszania a f jest
funkcja borelowska to proces Z' = (f(Zi, ..., Z1+q))i2 tez jest stacjonarny i ma wlasno§é
mieszania.

Zatem jesli Z; nalezg do L? to

1 n—1 s
t=0

1 n—1
as
" Z L1 2y — E(ZoZp).
t=0

Whniosek 8.2. Dla proceséw stacjonarnych i ergodycznych Srednie prébkowe sqg zgodnymsi esty-
matorami.
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8.3.2. Przyklady

Definicja 8.9. Proces € nazywamy gaussowskim bialym szumem gdy
e =(et)i2g, €t~ N(0,0), 0 >0, e niezalezne.

Lemat 8.1. Bialy szum jest stacjonarny i ergodyczny.

Dowdd.
Dla dowolnych indekséw p i ¢ wektor (ep,...,ep1q) ma rozkltad N(0,Idgy1). Rozklad ten nie
zalezy od p co implikuje stacjonarnosc.

Aby pokaza¢ wlasnoé¢ mieszania zauwazmy, ze dla n > p+m zmienne losowe f(ep, ..., Eptm)
ig(en,-..,ens1) sa niezalezne. Zatem dla n odpowiednio duzych

E(f(ep-- - eptm)g(en, - ent1)) = E(f(p, - epsm) ) E(9(En, - - -, Enpi)) =

=E(f(ep,-- - epm))E(g(ep, - - - Ept))-
O

Uwaga 8.7. Powyzsze rozumowanie mozna zastosowaé dla dowolnego procesu iid tzn. o wyrazach
niezaleznych i o jednakowym rozktadzie.

Proces autoregresyjny

Niech € bedzie gaussowskim bialym szumem. Dodatkowo zalozymy, ze e, ~ N(0,1). Proces
7Z = (Z) zdefiniujemy rekurencyjnie:

Zt:C+pZt,1+0'€t, t:1,2,...,
c n o
= E s
1-— P A/ 1 — p2 0
gdzie ¢, p, o rzeczywiste parametry, |p| < 1, 0 > 0. Tak zdefiniowany proces nazywa sie autore-
gresyjnym rzedu 1 (AR(1)).

Zy

Lemat 8.2. Proces Z jest stacjonarny i ergodyczny.

Dowad.

Krok 1. Pokazemy, ze wszystkie Z; maja rozklad normalny o parametrach 1= i o

p - 1-p
2
Z~N|[—- 7 ).
1—p'1—p?
Zastosujemy indukcje po t.

Jak tatwo zauwazy¢ Zy ma rozklad normalny oraz

2

_c
L—p

E(Zy) = , D*(Zy) =

Zalézmy, ze
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Poniewaz €; i Z;—1 maja rozktady normalne i sa niezalezne to Z; ma rozklad normalny. Ponadto

c c
E(Z) =c+ pE(Zi—1) +0E(e)=c+p +0= .
1—-p 1-0p
D2(Z)) = p2D*(Zy_1) + 02D?(g;) = p* et T
1— p? 1— p?
Krok 2. Pokazemy, ze Cov(Z 1, Zt) = p~ 1322.
Zastosujemy indukcje po k.
Dla k£ = 0 mamy
2
o
Cov(Zy, Z;) = D*(Z;) = e
Zalézmy, ze
2
4 O
COU(Zt+k717 Zt) = pk 11 ECR
p
Woéwcezas
k1 O K 0
Cov(Zyk, Zy) = Cov(c+ pZiyp—1 + o, Zt) = pCov(Zyyk—1,2¢) = p- p 7 =P e
Krok 3. Stacjonarno$c.
Z poprzednich dwdch "krokéw” wynika, ze rozklad wektora (Z, ..., Z;1,) nie zalezy od t. Rze-
czywiscie
c o?
(Zts oy Zigp) ~ N(ﬂea 1_7[)21%12)7

gdzie e jest wektorem o p + 1 wspélrzednych, ktére sa wszystkie réwne 1, e = (1,...,1), a R,
jest macierza p+1 x p+ 1 o wyrazach (R,); ; = pli=il czyli

1 1) p> .. pP
P 1 p ... pPt
R, = .
PPt P ppd p
A 1
Krok 4. Ergodycznosc.
Dla n > p+m wektor (Zy, ..., Zptm, Zn, - - -, Zn41) ma m+ 1+ 2-wymiarowy rozklad normalny
c o?
(Zp, ey Zp+ﬂ’L7 ZTL, ey Z?’L+l) ~ N(Ee, 1_71020”),

gdzie macierz C' otrzymujemy z macierzy R, 41—, przez wyciecie kolumn i wierszy od m +

2-giego do n — 1-ego.
- Ry, PP A
n pnfpfmAT R; )

gdzie m + 1 x [ + 1 macierz A nie zalezy od n, A; j = p™TJ~!
pm pm—i-l pm+2 pm+l
pm—l pm pm—i—l pm—i-l—l
A= e e
pl’ 102 p3 pH—l
17 pl p2 pl
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Zatem

R,' 0
: -1 _ ~—1 _ m
2, Cn —Coo—< 0 Rl_1>’

W oparciu o powyzsza granice pokazemy wlasnos¢ mieszania.

E(f(Zp, ... Zpsm)9(Zn, -, Znyi)) =

) m—+1+2
- mi“* det(Ca)™ (1 = ) [ 1@ ep(—5 @ = )Mo = pe))
2 m-+1+2
— \/ﬁi—kl—ﬂ det(Coo)fl <1 Up > /f(a?’)g(x")exp(—;(x o ue)TC;Ol($ — pe))dx =

1—p?

o

m+14+2
1 1
= det(Rp) ‘det R, /f(w/)exp(—*(x’ — pe )R (o — pe'))da’
G2 2
1
/g(x”)e:cp(—i(x” — pe YRy (2" — pe”))da" =

- E(f(va SRR Zp+m))E(g(Zp7 R Zp+l))'

8.4. Martyngaly i przyrosty martyngatowe
Definicja 8.10. K-wymiarowy proces stochastyczny Z = (Z;)72, nazywamy martyngatem gdy

1. Z,eL' dla t=0,1,...,
2. E(Zt|Zt_1, ‘e .,Z()) = Zt—l dla t= 1,2, ceee

Definicja 8.11. K-wymiarowy proces stochastyczny g = (g¢)52, nazywamy ciagiem przyrostéw
martyngatowych gdy

1. E(g)=0, dla t=0,1,...,
2. E(gt|lgt-1,---,90) =0 dla t=1,2,....

Uwaga 8.8. Jesli proces Z = (Z;)72, jest martyngalem, to proces g = (g:)i2, gdzie
9o =Zo — E(Z), g1=21—Z1—1, t>0,

jest ciagiem przyrostow martyngatowych.

Uwaga 8.9. Jesli proces g = (g:)52 jest ciagiem przyrostéw martyngatowych a p dowolna stala,
to proces Z = (Z;)52,, gdzie

Zo=pu+go, Zi=2Zi1+g, t>0,

jest martyngatem.

Lemat 8.3. Jesli proces g = (g¢)52 jest ciggiem przyrostéw martyngatowych i g; nalezq do L*
to sqg one nieskorelowane
Cov(gt,g9s) =0, dla t+#s.
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Dowad.
Zapiszemy wektory g; i ¢4, 7 > 0, jako wektory kolumnowe. E(g;) = E(gt+;) = 0 zatem

Cov(gt, gr+5) = E(gtg;;—j) = E(E(thtTJrﬂgtJrj—la oy 90)) =
= E(gtE(gza-ﬂgtJrjfl» ...590)) = E(g: - 0) = 0.
]

Przyktad
Bialy szum ¢ = (g) jest ciagiem przyrostow martyngalowych, a btadzenie przypadkowe czyli
proces X = (X¢)22,
Xo=pu+eg, Xg=Xi1+¢, t>0,

jest martyngatem.

Twierdzenie 8.6. Centralne Twierdzenie Graniczne ([2] Twierdzenie 23.1).
Jesli stacjonarny i ergodyczny proces g = (g¢)52 jest ciggiem przyrostow martyngato-
wych i g; nalezqg do L?, to

n—1
- n d
Vg =Y g L N3,
t=0

gdzie ¥ = E(gogd).

Uwaga 8.10. Powyzsze twierdzenie jest uogélnieniem CTG Linderberga-Levy’ego, w ktérym
pominieta zostala niezaleznosc sktadnikdw.



9. Teoria duzej probki

Teoria duzej probki. Zalozenia modelu. Asymptotyczne wlasnosci estymatoréw
MNK. Statystyczna weryfikacja modelu. (2 wyklady)

9.1. Zalozenia modelu

W teorii duzej prébki przez model rozumie si¢ K + 1 wymiarowy proces stochastyczny

{(Y;H Xt)}fio
spelniajacy pewne zalozenia.
Z1. Liniowoéé.
HﬂERK E{Et}?io Y;f:Xtﬁ_‘_gta t:0717"'7

Z2. Stacjonarno$é i ergodycznosé.

K + 1 wymiarowy proces stochastyczny {(Yz, Xt)}72, jest stacjonarny i ergodyczny.
Uwaga.

7 warunkéw Z1 i Z2 wynika, ze réwniez proces {et}$2, jest stacjonarny i ergodyczny.

Z3. Warunek maksymalnego rzedu.
Proces X; jest klasy L? i K x K macierz

Yee = BE(XI X))

jest odwracalna.
Uwaga.
Ze stacjonarnosci procesu X; wynika, ze macierz >, nie zalezy od t.

Z4. Ortogonalno$é zmiennych objasniajacych do skladnika losowego.
E(tht):O, tZO,l,....
Oznaczenie.

g = €:.X4.

Uwaga.
Z warunkow Z1 i Z2 wynika, ze réwniez proces {g;}i2, jest stacjonarny i ergodyczny.

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Z5. Martyngalowosé.
Proces {g:}3%, jest ciagiem przyrostéw martyngatowych, g; jest klasy L? i K x K macierz

2gg = E(g;[gt)

jest odwracalna.
Uwaga.
1. Ze stacjonarnosci procesu g; wynika, Ze macierz X,  nie zalezy od t.
2. Z centralnego twierdzenia granicznego (8.6) wynika , ze ¥y, jest réwna asymptotycznej wa-
riancji procesu srednich g;

) ) =
Ygq = Avar(ge), G = . ng.
s=0
76. Warunkowa homoskedastyczno$¢.
2 _ 2 _
E(|Xy) =0°>0, t=0,1,....
Lemat 9.1. Z warunkéw Z2 i Z6 wynika, ze
Ygg = 02800

Dowad.
g = ¢ Xy, zatem

Ygg = E(gfgt) = E(52XtTXt) = E(E(a?XtTX”Xt)) =

= B(E(E2|X) X! X;) = BE(6*X]' X;) = 0’ BE(X]' X}) = 0% 0.
0

Uwaga 9.1. Aksjomaty Z modelu duzej prébki (poza 22) sg stabsze od aksjomatéw Z modelu
klasycznego. Ot6z, niech {(Y, X;)}$°, bedzie K + 1 wymiarowym, klasy L?, stacjonarnym i
ergodycznym procesem stochastycznym, wéwczas jesli dla kazdego n > K jego poczatkowy
fragment {(Yy, X1) Yoo spelnia aksjomaty Z1, Z2, Z3, Z4 i Z5 to spelnia on 71, 72, 73, 74,
75 i 76.

9.2. Asymptotyka estymatoréw MNK

Niech {(Y%, X¢)}?2, bedzie procesem generujacym dane. W modelu duzej prébki, podobnie
jak w modelu klasycznym, bedziemy estymowali parametry modelu 3 i o w oparciu o metode
najmniejszym kwadratéw. Niech n oznacza ilo$é obserwacji (n >> K), X macierz wymiaru
n x K, ktorej wierszami sa wektory losowe X; a Y wektor kolumnowy wymiaru n o wyrazach
Y;. Estymatory MNK mozemy zapisa¢ na dwa sposoby jako iloczyn macierzy X i Y lub za
pomocg $rednich z iloczynéow X, i Y;.

Gdy macierz X ma rzad maksymalny czyli K, to estymator MNK wektora 8 wynosi
B=(XTX)"'XTy = 5.!S,,

gdzie
1 1 n—1
See = —XTX ==>" XX,
n n =0
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Spy = SXTY = 1n_1YXT
) n ; e
W wyjatkowych przypadkach gdy rzad macierzy X jest mniejszy niz K to jako B bierzemy
dowolny wektor minimalizujacy sume kwadratow reszt — patrz uwaga 2.1.
Natomiast estymator MNK parametru o2 wynosi

T n—1
o &¢ 1 2
5 _an_anggt’

gdzie
& =Y, — XB.

Omoéwimy teraz podstawowe wlasnosci powyzszych estymatoréw w zaleznosci od wielkosci
prébki n.

Twierdzenie 9.1. Wiasnosci estymatoréw B i S?:
a. Zgodno$é B 3 )
Z1 -74—=— lim B=p( p.n.
n—oo

b. Asymptotyczna normalnosé B
71 - 75 = \/n(B — B) -% N(0, Avar(B)),

gdzie
Avar(B) = X, 8gg X0

Jesli dodatkowo zalozymy Z6, to
Avar(B) = o?%,}).
c. Zgodnosé S? 3 3
71 - 74 = lim S? = E(2) p.n.

n—oo

Jesli dodatkowo zalozymy Z6, to

plim 5% = o2

n—oo

d. Zgodna estymacja Avar(B)

71 — 26 = lim S%S.! = Avar(B) p.n.

n—oo

Dowad.
Mamy dwa réwnania opisujace zaleznosé Y; od X;i:

Yt = Xtﬁ+5t7
Y, = X;B+¢&,.

Po odjeciu stronami otrzymujemy:

Xe(B—B)=¢et—&. (9.1)
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Mnozymy obie strony przez X
XI'Xy (B —-p) =Xl —&Xx].

Nastepnie liczymy $érednia po t. Biorac pod uwage, ze Z?:_ol &X] = XT¢ = 0 (patrz wniosek
2.1) otrzymujemy:

1 n—1 1 n—1
Sm(B_ﬂ) = EZXtTXt(B_ﬁ) = n ZEtXtT =§g-
t=0 t=0

Poniewaz proces XtT X; jest stacjonarny i ergodyczny to

1 n—1 us
S = — XX 2 B(XT X)) = Saa
t=0

Macierz Y, jest odwracalna (warunek Z3), zatem dla duzych n réwniez macierz Sy, (w) jest
odwracalna. W wyjatkowych przypadkach gdy det S, (w) = 0 dookreélamy S;.!(w) w dowolny
sposéb.

Po przemnozeniu obu stron przez macierz S} otrzymujemy réwnoéé analogiczna do 4.2

B—-p= Sx_xlgn + Vn, (9'2)

gdzie v, (w) = 0 dla n odpowiednio duzych.
Ad. a.
Poniewaz proces g; jest stacjonarny i ergodyczny to z warunku Z4 otrzymujemy

nllngogn =FE(go) =0 p.n.

Zatem
. . -1 -1
nh_}rgloB - B = nhi& Sezn=2,,0=0 pmn.
Ad. b.
Proces g; oprocz tego, ze jest stacjonarny i ergodyczny to jest ciagiem przyrostéw martyngato-
wych, a wiec ((8.6))
Vng -5 N(0,%,).

Zatem
Vi(B = B) =5 N(0, 55} 56,55,
Jesli ponadto zalozymy 76 to
Ygg = 07X,
zatem
Avar(B) = Xy 8%, = £ (0°5aa) Sy = 0755

Ad. c.

Przepisujac odpowiednio réwnanie 9.1 otrzymujemy
&= et — Xe(B - B).

Zatem
& =¢i —20(B-p)+ (B-pB) "X/ Xu(B-p).
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Po u$rednieniu otrzymujemy
1 n—1
t=0

Przechodzimy do granicy. Poniewaz

n—1
S &= - 2.(B-5)+ (B 5)Sw(B ).
t=0

lim B—3=0= lim g,, oraz lim S, = X0 pon.,
n—oo n—oo

n—oo

to otrzymujemy, ze
1 n—1
s 2 _ 2
nh_)ngo - tE_O & =E(e”) pon.

Zatem

n—00 n—oon — K

1 n—1
lim 8% = lim ——— 3" ¢ = E(e
"o

Jesli ponadto zalozymy Z6 to
E(e?) = E(E(¢%|Xy)) = o2,

zatem

lim S%2 =02 pn.
n—oo

Ad. d. )
Korzystajac z warunku Z6 otrzymujemy

lim S5} = 0%} = Avar(B)

n—oo

3 pon.
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10.1. Testy asymptotyczne

10.1.1. Testowanie pojedynczego parametru strukturalnego by

Przyjmujemy zalozenia 71 — 76. Woéwczas dwa ponizsze ciaggli maja tg samg granice:
V(B =) & N(0,5%S,.)).
Zatem dla pojedynczej wspolrzednej otrzymujemy

V(B — B) L N(0,525; )

Oznaczenie. Blad standardowy estymatora By bedziemy oznaczaé przez SFE(By)

1 _
SE(By) = 1/552(53711)&1@‘

Testujemy hipoteze Hy : B, = [, wobec hipotezy alternatywnej Hy : B, # B, gdzie By
ustalona liczba rzeczywista.
Jako statystyke testowa przyjmujemy stosunek odchylenia estymatora od wartosci testowej
i bledu standardowego estymatora ~
T, = Bk — B
SE(By)

Twierdzenie 10.1. Przy zalozZeniach Z1 - 76 i Hy

_ By — B

d
= e - NO.D.

T,

Dowdad.
Poniewaz v/n(By,— () zbiega wedlug rozktadu do N (0, Avar(By)) a S?(S;.1 )k, Prawie napewno
do Avar(By), to otrzymujemy

Tk = =
VES2(Sehr /S (Sm

Regula decyzyjna dla zadanego poziomu istotnosci a.
1. Na podstawie probki w wyznaczamy realizacje statystyki testowej t, = Ti(w).
2. Wyznaczamy wartos¢ krytyczna t /2 jako kwantyl rozktadu normalnego

«
F(tr )=1——

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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gdzie F' oznacza dystrybuante rozktadu N(0,1).
3. Jezeli |tx| < tZ/z to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy.
Jezeli |tg| > ty, /2 to odrzucamy Ho na rzecz H,.

Uwaga.
Powyzsza regula jest zgodna z regutami przedstawionymi w rozdziale 5.1, gdyz rozkltad t-Studenta
wraz ze wzrostem liczby stopni swobody zbiega do standardowego rozktadu normalnego
tin — K) -5 N(0,1).
10.1.2. Testowanie hipotezy liniowoS$ci

Zajmiemy sie teraz testowaniem hipotezy, ze nieznany parametr g = ([, ... ,ﬂK)T spelnia
m niezaleznych warunkéw liniowych. Czyli, ze nalezy do podprzestrzeni afinicznej kowymiaru m.

Niech r macierz o wspoélczynnikach rzeczywistych wymiaru m x K, rzedu m, gdzie m =

1,..., K, a7 wektor kolumnowy wymiaru m. Testujemy hipoteze
Hy: r6=r,

wobec
H1 : ’I”ﬁ 7& .

Jako statystyke testowa przyjmujemy statystyke Walda

n

W:S2

(rB — i‘)T(rS;xer)*l(rB — 7).

Twierdzenie 10.2. Przy zaloZeniach Z1 — Z6 i Hy
n

G (B =7 (rSIr") " (rB = 7) =% x*(m),

W =

gdzie x*(m) oznacza rozktad chi-kwadrat z m stopniami swobody.

Dowdad.
Zapiszemy statystyke W jako
W = C;{QT_LlCm

gdzie
Cp=Vn(rB—7), Qn=SrS;r".

Hipoteza zerowa Hy implikuje, ze v = 7 i
Cp = r(v/n(B - B)).

Zatem (Tw. 9.1 b.)
c, -4 0~ N(0,7 Avar(B) rT).

Natomiast @,, zbiega do pewnej macierzy deterministycznej @ (Tw. 9.1 d.)

Qn = Q = r Avar(B) rT = Var(C).
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Poniewaz asymptotyczna macierz wariancji Avar(B) jest dodatnio okreslona, a wiersze macierzy
r sa liniowo niezalezne (macierz r ma rzad m), to m x m macierz @ jest odwracalna (jest to
macierz Grama wierszy macierzy r). Zatem przechodzac do granicy otrzymujemy

W -4 cTQ1C = CTVar(C)1C ~ x2(m).
O

Uwaga 10.1. Zauwazmy, ze statystyka Walda daje si¢ wyrazi¢ przez F-statystyke stosowang w

modelu klasycznym (Tw. 5.2)
n

n—K
W przypadku gdy spelnione sa zaréwno aksjomaty modelu klasycznego jak i modelu duzej
probki, to oba podejscia sg zgodne. Rzeczywiscie gdy n — oo, to

W = mF.

X’(n—K) as
o 2,
n—K
a zatem 2(m)
x“(m 2
d d_XxX-(m)
F(m,n—K)NXQ(;”_K) —
n—K

Uwaga 10.2. Podobnie jak w modelu klasycznym mozemy wyrazié statystyke W za pomoca sum
kwadratéw reszt. Niech SK R, suma kwadratow reszt dla modelu spelniajacego ograniczenie
r@3 = 7. Wowczas

W mSKRO - SKR
N SKR '
Uwaga 10.3. W modelu z wyrazem stalym (X = e) wspdlczynnik determinacji daje sie wyrazié
za pomocy statystyki W wyznaczonej dla K — 1 warunkéw 81 = --- = Og_1 =0,
w
nR? = .
1+

n

Zatem, po przejsciu z n do granicy otrzymujemy

nRk? % x2(m).

10.1.3. Testowanie nieliniowych zalezno$ci miedzy parametrami modelu

Metoda delty (Tw. 8.4) pozwala uogélni¢ test Walda na przypadek zaleznosci nieliniowych.
Niech ® oznacza submersje
d:RF —R™ m<K,

tzn. odwzorowanie klasy C! o maksymalnym rzedzie pochodnej
Vp € RE  rank(D®(p)) = m.
Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, ze ®(p) jest wektorem kolumnowym.
Bedziemy testowadé hipoteze
Hy:®(B) =0,

wobec hipotezy alternatywnej
Hy: ®(B) # 0.
Jako statystyke testowa przyjmujemy statystyke Walda

W = %@(B)T(Dé(B)S;;D@(B)T)*l<I>(B).
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Twierdzenie 10.3. Przy zaloZeniach Z1 - 76 i Hy

®(B)T(D®(B)S, D&(B)") 1o (B) - x*(m),

n

W:SQ

gdzie x*(m) oznacza rozktad chi-kwadrat z m stopniami swobody.

Dowdad.
Z twierdzenia o odwzorowaniu ciagtym (Tw. 8.2) i zalozenia Hy otrzymujemy, ze

®(B) 2% o(B) = 0.
Zatem mozemy zastosowaé¢ metode delty (Tw. 8.4)
Vind(B) = v/n(®(B) — &(5)) = C ~ N(0, DB(5) Avar(B)D()").
7 zatozen modelowych wynika, ze
5281 2%, Avar(B),
a z twierdzenia o odwzorowaniu ciaglym, ze
D®(B) 2% Do(p).
7 powyzszego wynika, ze
S?2D®(B)S; D®(B)T 25 D®(B) Avar(B)D®(B)T = Var(C).

Poniewaz macierz pochodnych ma rzad m to m x m macierz Var(C) jest odwracalna. Zatem
statystyka W jest dobrze zdefiniowana i

W = () (DB(B)SDR(B)T) " (B) - CTVar(C)™'C ~ x2(m).

10.1.4. Testowanie warunkowej homoskedastycznosci — test White’a

Rozwazamy model liniowy
Y;E:Xtﬁ_‘_gta tZO,l,...,

gdzie X; jest K wymiarowym wektorem wierszowym.
Niech
Zy = (Zta, -y Zim, 1)

wektor zlozony z wybranych elementéw K x K macierzy XX, m < K? i wyrazu stalego.
Zalézmy, 7e proces {2, Z;} spelnia warunki Z1 — Z6 modelu duzej prébki, w szczegélnosci, ze
istniejg wektor 3 i sktadnik losowy €1 takie, ze

53 = ZtB + E14.

Testujemy hipoteze - -
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wobec hipotezy alternatywnej )

W tescie White reguta decyzyjna opiera sie na fakcie, ze przy zalézeniu Hy
nR? - 3 (m),
gdzie R? wspélezynnik determinacji wyznaczony dla modelu pomocniczego

& =7Z+6&y, &=Y —X,B,

w ktérym sktadnik losowy e zastapiono sktadnikiem resztowym £ z metody MNK.



11. Testowanie autokorelacji skltadnika losowego i
skladnika resztowego

Rozklad wspoélczynnikow autokowariancji i autokorelacji empirycznych. Staty-
styki @ Ljunga-Boxa i Boxa-Pierce’a. (1 wyklad)

11.1. Autokorelacja sktadnika losowego

Niech {Z;};-%° . skalarny proces stochastyczny (szereg czasowy), stacjonarny, ergodyczny i
klasy L?. Dodatkowo zalozymy, ze zmienne losowe Z; nie s state (deterministyczne).

Ze stacjonarno$ci wynika, ze kowariancja Z; i Z, zalezy tylko od réznicy ¢t — s.

Definicja 11.1. j-tym wspoélczynnikiem autokowariancji nazywamy kowariancje zmiennych
losowych Z, odleglych o j
Yi = COU(ZZ‘, Zi_j).

Jak tatwo zauwazy¢
Y0 = D*(Z;) >0
oraz
V=3 = V5
Definicja 11.2. j-tym wspoélczynnikiem autokorelacji nazywamy wspotczynnik korelacji zmien-
nych losowych Z, odleglych o j

i
pPj =
TS
Naszym celem jest estymacja wspotczynnikow autokowariancji i autokorelacji na podstawie
n-elementowej probki Z;, t =0,...,n — 1. Bedziemy korzystali z nastepujacych estymatorow:
1 n—1 B 3 _ 1 n—1
V=D -2)Zj—2), Z==> 7,
n “— n

t=j t=0
%
pj = =
T

Uwaga 11.1. Z ergodycznosci procesu Z; wynika, ze estymatory 7; i p; sa zgodne

—~ as —~ as
Vi Yis Py > Pj-

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach mozna pokazaé, ze estymatory 7; i p; sa asympto-
tycznie normalne.

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Twierdzenie 11.1. Niech
Zy =+ &g,

gdzie p jest pewng stalq, a stacjonarny i ergodyczny proces {e4} jest ciggiem przyrostow
martyngatowych takim, ze

E(e?|et—1,64-2,...) = % > 0.
Wowczas dla kazdego p € N\ {0}
Vna -4 N(0,0Idy),

vnp -5 N(0,Id,),

gdzie
’AY:(’/YL--->”/Y;), ﬁ:(ﬁ;,,ﬁ;)

Dowad.
Zaczniemy od wyznaczenia pierwszego i drugiego momentu Z; oraz kowariancji Z; i Z;_; dla
7>0
E(Zt) = M,
D*(Z) = E((Zt — n)*) = E(¢}) = E(B(¢{|er-1.€1-2, ... ) = B(0”) = o7,
cov(Zy, Zy—j) = E((Zy — p)(Zi—j — p)) = E(eree—j) = E(E(eer—jler-1,60-2,...)) =
= E(ét_jE(€t|€t_1, Et—2y .- )) = E(O) =0.

Podsumowujac
'yo:aQ>0, v; = 0dla j #0,
p():l, p]:0d1aj7é0,
a zatem
7250, 550

Nastepnie zajmiemy sie badaniem proceséw iloczynéw
it = (Zi — N)(thj —p) = eter—j, J=1,2,3,....
E(gj,t) = 07
E(95tl9jt-1, Gjt—2: - - - ) = E(B(eter—jler—1, 12, ... )|gj -1, gje—2, .- ) =

= E(gt—jE(5t|5t—175t—27 e )’gj,t—hgj,t—% .- ) =0,

zatem wszystkie procesy {g;} sa ciagami przyrostéw martyngalowych. Wyznaczymy wariancje
gjt 1 kowariancje g;; i gr¢ dla k > j

E(g]%t) = E(E(E?E?,jlst_l,at_g, ) =E(el B 1,...)) = E(e?_0°) = O'QE(FZI%?J-) = ot

t—j
E(gj,tgk,t) = E(E(Ezgt—jgtfkkt—h5t—27 cee )) = E(€t—j€t7kE(€?!€t—17€t—27 cee )) =

= E(Et—j€t—k02) = UzE(&—jat—k) =0.



68 11. Testowanie autokorelacji skladnika losowego t skladnika resztowego

Oznaczmy przez g; wektor o wyrazach g;; dla j od 1 do p

gt = (Ql,t, cee 7gp,t)'

Proces {g;} jest stacjonarnym i ergodycznym ciagiem przyrostow martyngalowych o skonczonej
sferycznej wariancji
Var(g) = o*Id,.

Zatem na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego (Tw. 8.6)
1 n—1 d
V=3 g - N(0,0%Id,).
PIERRAT

Zauwazmy, ze
1 n—1
Vi = — E Gt
n <~
t=j

zatem, rowniez

Natomiast
1
p==7
Y0
Poniewaz
—~  as 2
Yo — 0,
to

1
Vnp = 7;\/ﬁa —4, N(0, Id,).
0
O

W praktycznych zastosowaniach wygodniej jest stosowaé statystyki 1-wymiarowe. Przykta-
dem sa statystyki Q:
e Boxa-Pierce’a

p
Q-nY 5
7=1

e i Ljunga-Boxa
p [/)\2
Q=n(n+2) Z A

=

Whniosek 11.1. Przy zalozeniach twierdzenia 11.1

1. Vap -5 N(0,1), j=1,2,...,

p p
_ 9 d
2. Q=n)>_p;>=> (Vnp;)? = X2(p),
j=1 j=1
p Z)';Q P n+ 2

3. Q=nn+2)) H—=3

Sn—Jd Hn—d
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11.2. Autokorelacja sktadnika resztowego
Rozwazamy model liniowy z wyrazem wolnym
Vi=Xib+e, Xi=Xe1,..., Xer), Xex =1,

speliajacy warunki 71 — 75. Niech B, bedzie estymatorem MNK wyznaczonym na podstawie
probki n-elementowej, a &, sktadnikiem resztowym

Y;j:XtBn—an’t, t:(),...,n—l.

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:
Vi 1 pgst wspblczynniki autokowariancji i autokorelacji sktadnika losowego e
i
v = Elejeo), pj =%
70

4 1 ps wspotczynniki ” probkowe” autokowariancji i autokorelacji sktadnika losowego &

J nt:j 7 J ,’70’

s 1 px wspotczynniki prébkowe autokowariancji i autokorelacji sktadnika losowego &

~

3'_13_15 t&n,t—j ﬁ'_ﬁ
= ntSn,t—js ==
] n &= i Pi=

Proces ¢ jest stacjonarny i ergodyczny zatem dla kazdego j

~ as ~ as
Y 55, b pj.

Niestety, skladnik {e} jest nieobserwowalny. Znamy tylko skladnik resztowy {&,+}, zatem jako
ewentualne estymatory mozna rozwazac %; i pj.

Pytanie?
Czy mozna zastapi¢ w statystyce Q) wspoétczynniki ”prébkowe” autokorelacji sktadnika losowego
€, przez wspdlczynniki ” probkowe” autokorelacji sktadnika resztowego &, nie psujac wlasnosci
tej statystyki?

Okazuje si¢, ze przy dodatkowych zalozeniach odpowiedz jest pozytywna.

Lemat 11.1.
o~ ~ as

Vi Aj=%->0 i pj—pj 0.

Dowad.
Skorzystamy z zaleznosci
Snt =€t — Xi(By — ).

R R 1 n—1 1 n—1
ViV = n Z Entlnt—j — n Z Et€t—j =
t=3 t=3
—1
1 n

== > (et = Xe(By = D) e1—j — Xi—j(Bp = B)) — re1—j) =

t=j
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t=j

n—1 n—1 n—1
= - (:L Z 8t)(t—j + % Z 5t—th) (Bn - 5) + (Bn - ﬂ)T (:L Z XtTXt—j) (Bn - ﬂ)
t=j t=j

% — (E(g;X0) + E(20X;)) -0+ 0 E(X] Xo) -0 =0.

Natomiast dla p mamy

B e B e (e (e
P =P == — = =" ==z =
o Y0 Y070
_ (5 =3)% + 30 = F0) _as, % _o
Y070 Y0

Lemat 11.2. Jesli dodatkowo spelniony jest warunek Scislej egzogenicznodci (Z2)
YVt E(e]X) =0,

to
Vi Vi@ =) =0 i vn(p—p) 0.
Dowad.

Zauwazmy, ze ze Scislej egzogenicznosci wynika, ze
E(e;X0) = Ele0X;) = 0.
Niech Z bedzie pewna zmienna losowa o rozkladzie N (0, Avar(B)). Wowczas

Vn (35 —3;) =

\/> t=j

~L, —(E(g;Xo) + E(e0X;))Z 4+ 0- ZTE(X,;X0)Z = 0.

n—1 n—1 n—1
= (fL S eXi+ Y Et—jxt) Vil Bu=B)+—= (Vi Ba—5))T (i > Xt Xt_j) (VA(B,—f))
t=j t=j

Zbiezno$¢ do zera wedlug rozkladu implikuje zbieznosé do 0 wedlug prawdopodobienstwa, zatem
~ NP
vn (7 —7;) — 0.
Dowdd zbieznosci dla p przebiega analogicznie jak w poprzednim lemacie.

O

Whniosek 11.2. Przy zalozeniach lematu 11.2 statystyka Q policzona dla € jest asymptotycznie
réwnowazina statystyce Q policzonej dla e, zatem obie zbiegajq wedlug rozktadu do x?(p).



12. Hipoteza efektywnego rynku - ekonometria
racjonalnych oczekiwan

Teoria duzej prébki cd. Przyklad: Teoria racjonalnych oczekiwan. (1 wyktad)

12.1. Przyklad E.Fama - konstrukcja modelu

Okreslenie.
Moéwimy, ze rynek jest efektywny, gdy w sposéb efektywny wykorzytywana jest posiadana in-
formacja. Ceny na efektywnym rynku ”"w petni” odzwierciedlaja dostepne informacje.

Przeanalizujemy przyktad E.Fama, aby sprawdzi¢ na ile rynek amerykanskich bonéw skar-
bowych jest efektywny. Ograniczymy sie do bonéw jednomiesiecznych.

Charakterystyka instrumentu:
e czas zycia 1 miesiac,
e wyptata 100 USD,
e zakup z dyskontem.

Podstawa analizy beda dane miesieczne:
t — numer kolejny miesiaca;
Vi — cena bonu na poczatku miesigca ¢;
P, — indeks cen konsumenta (CPI) na poczatku miesiaca t (por. [10], §1.4).

Na ich podstawie wyznaczamy:
R, — miesieczna stope zwrotu dla bonéw w miesiacu ¢

1V 1

R i Vi=——ry
t ‘/t ) czyll t 1+Rt’

m; — miesieczng stope inflacji od poczatku miesigca t — 1 do poczatku miesiaca ¢

o P—F _ P _1.
! P4 P ’

r¢ — realna stope zwrotu w miesiacu ¢t — 1 (por.[10], §1.4)

1 Viea

b PPy Py _1:1+Rt71_1:Rt71_77t
! % PV 1+ m 1+m
t—1

Ekonometria (©) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Ze wzgledu na mala inflacje bedziemy stosowali wzér przyblizony
T = Rt,1 — T¢.
Ponadto w analizie uwzglednimy wielkosci nieobserwowalne:
Te+1,t — prognozowana (oczekiwang) na poczatku miesiaca t stope inflacji w miesiacu t ( Ty41¢
jest prognoza mi1);
1n: — btad prognozy inflacji
Ny = T — 7ATt,t—1;
Tt+1,t — prognozowana (oczekiwana) na poczatku miesiaca ¢ realna stope zwrotu z bonéw w
miesiacu t ( Fyy1, jest prognoza rei1);

Ry — 1
1+ T
1 — zasob informacji dostepny dla inwestoréw na poczatku miesiaca ¢
a) It D) {RtJRt—17"‘77Tt77rt—17-"}7

b) 12244 1214 22 ...

Ti41t = ~ Ry — T

Wilasno$é b) oznacza, ze agenci nie zapominaja informacji z poprzednich miesiecy.

Z; modelujemy jako o-ciata, natomiast Vi, Py, Ry, Ty, 7'¢, Tig1,¢5 My Te1,; modelujemy jako zmien-
ne losowe klasy L? mierzalne wzgledem Z;.

12.2. Hipoteza efektywnego rynku

Hipoteza efektywnego rynku opiera sie na dwoch zalozeniach:
E1. Racjonalne oczekiwania inflacyjne

Tt = E(me|Zy).
E2. Stata oczekiwana realna stopa zwrotu
dr Vit ?H-l,t =T

Przeanalizujemy wnioski jakie wynikaja z zalozen E1 i E2.

Lemat 12.1.

a)  E(ma|Zy) = 0;

b) It 20_{771577715—17"'};

c)  proces {n} jest ciggiem przyrostow martyngalowych.
Dowdd.
Ad a.

E(mi1lZe) = E(meer — T4l L) = E(mqalZe) — Teqae = T — Tegre = 0.
Punkt b wynika z faktu, ze dla s < t zmienna losowa 7 jest Z, mierzalna zatem
o(ns) CZs C Iy

Punkt ¢ wynika z a i b.
Ene+1) = E(E(ne1|Zy)) = E(0) = 0.
Emt1lne ne—1,- .. ) = E(E(p+1|Ze) Ine, ne—1, ... ) = E(0]...) = 0.
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O

Szczegdlnie wazne sg wnioski dotyczace wielkosci obserwowalnych gdyz mozna je przetesto-
wac.

Whiosek 12.1.
a) Ry —m=1r—mn;
b)  E(r)=r;
c)  proces {r} nie jest autoskorelowany;
d) E(?TtJrl‘It) = —T+Rt.
Dowad.
Zauwazmy, ze z przyjetych zalozen wynika co nastepuje

~

Ri 1 —mp = (Ri—1 — Tpp—1) — (Mp — Tpp—1) =Tpp—1 — M =7 — 0.

7 drugiej strony
Ry —m =14,

zatem
Tt =T —"1k.
Poniewaz stopa r jest deterministyczna to

E(ry)=r—E(m) =r.

Ponadto proces {n;} jest ciagiem przyrostéw martyngalowych, zatem nie jest on autoskorelo-
wany i to samo dotyczy procesu {r;}. Punkt d wynika z faktu, ze

Ti+1 = Rt —-7r+ Nt+1-

Zatem
E(7Tt+1’It) = E(Rt —7r 4+ ﬂt+1’It) = Rt —r 4+ E(nt“]It) = Rt -

12.3. Analiza danych empirycznych

Fam poddal analizie dane z okresu styczen 1953 — lipiec 1971 obejmujacego 223 miesiace.

12.3.1. Test na autokorelacje realnych stép zwrotu

W oparciu o prébe z 223 miesigcy wyznaczamy wspélczynniki autokorelacji szeregu czasowe-
go r¢, a nastepnie statystyki @) Ljunga-Boxa dla j = 1,2,...,12 wspotczynnikow autokorelacji.
Wyniki przedstawione sa w tabeli 12.1. W ostatniej kolumnie sg przedstawione ” asymptotyczne”
p-wartodci (p-value) wyznaczone wedtug wzoru

pj=1-x3(Q;)

gdzie X? dystrybuanta rozkladu chi kwadrat z j stopniami swobody (granicznego rozkladu Q;
gdy wielkosé probki rosnie do nieskonczonosci).

Otrzymane p-wartosci p; naleza do przedziatu (0,9%, 12,8%) co mozna uznaé za potwierdze-
nie hipotezy o braku autokorelacji.
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j Pp Q | p-value
1 |-0,101 | 2,3 | 0,128
2 10172 | 9,1 | 0,011
3 1-0,019 | 9,1 | 0,027
4 1-0,004 | 9,1 | 0,058
5 | -0,064 | 10,1 | 0,073
6 |-0,021 | 10,2 | 0,117
7 |-0,091 | 12,1 | 0,096
8 | 0,094 | 14,2 | 0,076
9 | 0,094 | 16,3 | 0,061
10 | 0,019 | 16,4 | 0,089
11 | 0,004 | 16,4 | 0,128
12 ] 0,207 | 26,5 | 0,009

Tabela 12.1. Wspdlcezynniki autokorelacji i statystyki ¢ Ljunga-Boxa

12.3.2. Test predykcji stopy inflacji 7 w oparciu o nominalng stope zwrotu R
7 zalozen modelu wynika, ze stopa inflacji 741 1 nominalna stopa zwrotu R; sa zwiazane
zaleznoscia liniowa
Ter1 = Ry — 7+ My,
gdzie r jest stala, a n mozna interpretowaé jako sktadnik losowy.

Aby zweryfikowaé powyzsza rowno$é wyznaczymy parametry strukturalne modelu regresji
7 wyrazem wolnym

me41 = BiRe + Ba + et (12.1)
a nastepnie przetestujemy prawdziwos¢ hipotezy
Hy:p1 =1 wobec Hi:[(1 #1.
Sprawdzamy czy dla modelu opisanego réwnaniem 12.1 spelnione sg zalozenia modelu duzej
probki Z1-76.
Warunek Z1.
Kladziemy Y; = mpy1, Xi = (R, 1) i e = 141, otrzymujemy

Yi=XiB+ e
Warunek Z2.
Stacjonarnos¢ i ergodycznosé procesu { (Y, Xt)} przyjmujemy (,na wiarg”) po analizie wykresu.
Warunek Z3.
R R? R
T _ t . _ t t
tht_< 1 ) (Ri1) (Rt 1 )
Zatem

Sor = B(X[X,) = ( ?E((};tj)) Bk ) .

Warunek maksymalnego rzedu jest spelniony gdyz

det(X.2) = E(R?) — BE(R;)* = D*(R;) > 0.
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Warunek Z4.
Ktadziemy

gt = t(Re, 1) = (RyMys1, Met1)-
E(nt+1) = 0 podobnie

E(Rini+1) = E(E(Rini+1|Zy)) = E(ReE(ne41|Ty)) = E(0) = 0.

Zatem E(g¢) = 0 czyli spelniony jest warunek ortogonalnosci.
Warunek Z5.
Zauwazmy, ze dla kazdego s zmienna losowa g jest Z;1 mierzalna, a wiec

I D O'(gtfl,gtfg, . )

Zatem

E(gilgi-1,---) = E(E(g|T)|9t-1,--.)) = E(0) =0,

czyli proces {g;} jest ciagiem przyrostéw martyngatowych.

Warunek Z6.
Warunkowa homoskedastycznosé przyjmujemy dla uproszczenia analizy modelu. Tym samym
przyjmujemy odwracalnos¢ macierzy Ygq.

Na podstawie badanej prébki wyznaczamy estymator MNK parametréw 31 i G2
B ~ (1,0147,—0,8678).
Btad standardowy B; wynosi 0,1227 zatem statystyka testowa

B —1
t =
SB

~ 0,12.

Zatem p-warto$¢ wynosi okoto 90%, czyli bez problemu mozemy zaakceptowaé hipoteze Hy.

12.3.3. Dyskusja wynikéw

Omowione powyzej testy potwierdzaja hipoteze o efektywnosci rynku bonéw w latach 1953
— 1971. Obserwacje w latach nastepnych nie potwiedzily juz tej wtasnosci rynku. Mozna to
ttumaczy¢
e duzymi skokami inflacji
e i zdecydowana interwencja FED na rynku.

Zauwazmy ponadto, ze powyzszy przyklad nie moze byé modelowany w terminach klasycz-
nego modelu regresji gdyz nie jest spelniony warunek Scistej egzogenicznosci Z2.



13. Regresja wzgledem czasu.

Teoria duzej probki cd. Model tendencji rozwojowej z liniowym trendem. Es-
tymatory hiper-zgodne.

13.1. Model tendencji rozwojowej z liniowym trendem

13.1.1. Zalozenia modelu

Rozwazamy nastepujacy model liniowy
Y, = bt + B2 + ey, (13.1)

gdzie
t — czas (kolejny moment), t € N (lub ¢ € Z),
{e:} — niezalezny, bialy szum; tzn. £; nie zaleza od historii i maja ten sam rozklad. Ponadto
zaktadamy, ze € € L, E(¢) = 0 oraz E(¢?) = 0% > 0.
Przyjmiemy nastepujace oznaczenia

X = (ta 1)7 5 = <617ﬁ2)T-
Wéwcezas model 13.1 mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb
)/t = Xt,B + &¢.

W zapisie macierzowym otrzymamy
Y =Xp+e.

Powyzszy model spelnia zalozenia modelu klasycznego Z1 — Z4 (bez zalozenia o normalnosci
sktadnika losowego) i nie spelnia zalozenn modelu ”duzej prébki”, bo proces {t} nie jest stacjo-
narny.

Problem.
Co mozna powiedzieé¢ o asymptotyce estymatoréw MNK dla modelu opisanego réwnaniem 13.17

13.1.2. Estymacja parametréw modelu

Rozwazmy proces generujacy dane {Y:, X;}22,, z ktérego bierzemy n-elementowa prébke dla
t=0,...,n—1. MNK estymator wektora 3 wyznaczamy ze wzoru

B=(XTX)"'XTy = 5.'S,,,

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.



13.1. Model tendencji rozwojowe;j z lintowym trendem 77

gdzie
1 1l 1 1=
Spe = —XTX = =S XI'X;, Soy=—-XTY == Xx[v,.
n n =0 n n t=0

2

Natomiast MNK estymator wariancji ¢“ wynosi

1
n—2

1 n—1
== > & G=Yi-X,B
EE—

Twierdzenie 13.1.

VI (Bi=B1) \ 4, nig. o2 _( 12 -6
(ﬁ(&@)) N0, o72), 2‘(—6 4)'

Dowdd.
Zauwazmy, ze
B — ﬁ = S:;xlgT7
gdzie
1 n—1
gt = et Xy = (te,er), 9=~ ) 9t
(L

Macierz S, mozna tatwo wyliczy¢

1n71 1n71 "
_ - T — —
I I G )

t=0 t=0

1 n—1 2 ¢ (n=1)(2n—1) n-1
n ;) t 1 n_l 1 '

Gdy n rosnie do nieskonczonodci to 3 wyrazy macierzy Sz, zbiegaja do nieskonczonosci

oo wa ) (oo 00
vt 1 oo 1

Aby uzyskaé¢ rodzine macierzy o skonczonej granicy pomnozymy macierz Sy, z obu stron
przez macierz diagonalng
-1
n 0
®, = .

Otrzymujemy
(m=1)(@2n-1) n-1
D, 5P = gﬁzl 2n — Q,
on 1
gdzie

= NI

DO L0 =

(1)

Z drugiej strony z centralnego twierdzenia granicznego Linderberga-Levy’ego ([9] §10.2
Twierdzenie 1) otrzymujemy asymptotyczna normalnosé¢ ®,,g

n—1 n—1 T
_ — —_ d
Vg = <\/ﬁ S ey ! zet) N, 0%Q).
t=0 t=0
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Podsumowujac

Vil (Bi = B1) ) _ U B_3) = Jnd-1g—1aT —

= Vn®, 'S 10 1®, 57 = (2,5,:P,) 1) - V®,g" .
Poniewaz macierze (®,S5,,®,)”! zbiegaja do Q~!, a proces \/n®,g’ zbiega wedtug rozktadu
do N(0,02%Q) to
Vv’ (By — B1) d, 2111 21
N0, 0 =N(0,0 .
(m&@) 0.0°Q7QQ™) = N(0.5°Q ™)

Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy zauwazyé, ze

Ql=x.

O

Uwaga 13.1. Estymator B; nazywa sie estymatorem n®/2-zgodnym albo hiper-zgodnym (hyper-consistent).

Twierdzenie 13.2. Estymator S? jest zgodny

P
S? L 52

Dowdad.

Jak pokazaliémy w rozdziale 4 (patrz réwnanie 4.3)
§Te =" Me,

gdzie M macierz rzutu na dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni rozpietej przez kolumny ma-
cierzy X
M=1Id-XXTX)"'x7T.
Zatem
1

2 _ te_ L o7 7 Tyy-lyTo_ L 7 T _
S—n_2§§—n_2(55 e X (X X) Xe)—n_2(55 e X(B—0)).

Stosujac notacje i oszacowania z dowodu poprzedniego twierdzenia otrzymujemy

1
§2=_" 5 <5T5 — §9,2,(B - 5)) 2, 6% 0.
n — n

13.1.3. Testowanie parametréw strukturalnych
Dla k£ = 0,1 testujemy hipoteze
Hyo : Br = B,

wobec hipotezy alternatywnej

Hy 1 : By # B
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Analogicznie jak w modelu klasycznym przyjmujemy

By — B TZZBQ_BQ

=SBy SE(By)’

gdzie
1 1 2 1 n§71: 2
= —52 " = —

Twierdzenie 13.3. Przy zatoZeniu hipotezy zerowej Hy o rozklad statystyki Tj, zbiega
do N(0,1).

Dowdd.
Korzystamy z faktu, ze S? zbiega do 02, n?(S;1)11 do $11, a (S;.1)2.2 do Xas.

_ 3 _
By — ﬂl _ \/ﬁ (Bl - ﬂl) i} N(O, 217&2171) — N(O, 1)‘
\/%52(55:;:1)171 \/52n2(55x1)1,1

By— By —
r= 2 VBB a4y sois, ) = N0, ).

\/%52(55901)2,2 - \/52(550_991)2,2

T =




14. Liniowe szeregi czasowe

Stacjonarnosé rzedu 2. Funkcje tworzace. Klasyczne modele liniowe MA, AR,
ARMA i ARIMA. Utamkowe ruchy Browna. (1 wyktad)

14.1. Szeregi czasowe stacjonarne rzedu 2

Na poczatek ustalmy przestrzen probabilistyczng
(@, F,P).

Przez L?(Q) bedziemy oznaczaé zbiér zmiennych losowych X takich, ze E(X?) < co. Jak tatwo
zauwazy¢ jest to przestrzen liniowa nad R. Ponadto, gdy utozsamimy zmienne losowe, ktére sa
prawie wszedzie réwne to funkcja

X2 =/ E(X?)

jest norma, a L?(2)/~ jest przestrzenia Banacha (por. [9] dodatek C.5 lub [3] §2.10).
Dla ustalenia uwagi przyjmiemy nastepujaca definicje szeregu czasowego.

Definicja 14.1. Szeregiem czasowym nazywamy ciag zmiennych losowych X; o wartosciach
rzeczywistych, t € Z
e Xy, X, X0, Xy, Xy e

Definicja 14.2. Szereg czasowy X; nazywamy stacjonarnym rzedu 2 gdy
a. YVt Xpe L*Q);
b. th,tg E(th) = E(XtQ);
c. Yty to,n cov( Xy 4n, Xig+n) = cov(Xy, Xt,).
Zauwazmy, ze czasami stacjonarnos¢ rzedu 2 implikuje silng stacjonarnosé.

Lemat 14.1. Gaussowski szereg czasowy stacjonarny rzedu 2 jest silnie stacjonarny w sensie
definicji 8.6.

Dowad.
Jesli X, jest procesem Gaussowskim to dla kazdego s > 0 laczny rozklad (X7i,...,Xs) jest
rozkladem normalnym N (u, X)), gdzie

1= = g = E(X1)7 Ez,j = COU(Xz‘,Xj)-

Podobnie dla dowolnego n taczny rozktad (X, 11, ..., Xnts) jest rozkladem normalnym N (u/, 3),
gdzie
py == py = E(Xp11), Xi; = cov(Xnpi, Xnyj).

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Poniewaz
E(Xph)=E(X1), i cov(Xnti, Xnyj) = cov(X;, Xj),
to oba rozklady sa identyczne.
O
Podstawowymi narzedziami stuzacymi do opisu stacjonarnych szeregéw czasowych sa funkcje

autokowariancji. Dla kazdego stacjonarnego rzedu 2 szeregu czasowego {X;};-° . definiujemy

funkcje
v:7Z — R,

przyporzadkowujaca liczbie catkowitej k - k-ty wspdlczynnik autokowariancji (patrz definicja
11.1)
v(k) = cov(Xo, Xy).

Zauwazmy, ze ze stacjonarnosci wynika, ze dla kazdego n
cov(Xp, Xnir) = v(k),

a w szczegdlnosci

Twierdzenie 14.1. Niech k > 0, wowczas funkcja autokowariancji stacjonarnego
szeregu czasowego spetnia nastepujgce warunki

1. y(=k) =~(k);
2. ~(0) > 0;
3. |v(k)] <~(0);

Uwaga 14.1. Funkcje spetniajace warunek 4 dla kazdego k nazywa sie dodatnio okreslonymi.
Dowad.
Punkt 1 wynika z symetrii kowariancji.
v(—=k) = cov(Xo, X_k) = cov(X_g, Xo) = cov(Xo, X) = v(k).
Punkt 2 jest oczywisty.
7(0) = cov(Xg, Xo) = D*(Xp) > 0.
Punkt 3 wynika ze zwiazkéw miedzy korelacja i kowariancja.

v(k)? = cov(Xo, X3)? < D*(Xo)D*(X},) = v(0)2.

Punkt 4 wynika z nieujemnoéci wariancji zmiennej losowej. Rozwazmy zmienng losowa
k

Xa = Z ale

i=—k

Korzystajac z dwuliniowosci kowariancji otrzymujemy

k
0 < D? (Z aiX) Z a;a;cov(X;, X;) Z a;a;y(i — j).
(A

7]—_k 7.]__k



82 14. Liniowe szeregi czasowe

O

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 14.2. Jesli funkcja v : Z — R spelnia warunki 1,2,3 i 4 z powyzszego
twierdzenia to jest ona funkcjqg autokowariancji pewnego stacjonarnego szeregu czaso-
WeJo.

Dowod
Patrz — [3] Theorem 1.5.1.

Zachowanie sie funkcji autokowariancji dla duzych n ma istotne znaczenie w praktycznych
zastosowaniach. Wyrdznia sie dwie klasy szeregéw czasowych stacjonarnych rzedu 2.

Definicja 14.3. Niech X bedzie szeregiem czasowym stacjonarnym rzedu 2, a vx jego funkcja
autokowariancji.
Gdy vx(n) zbiega do zera dla duzych n w sposéb wykladniczy

AC >0 35€(0,1) |yx(n)| <CH",

to méwimy, ze X jest procesem o krétkiej pamieci.
W przeciwnym przypadku méwimy, ze X jest procesem o dlugiej pamieci.

Gdy szereg czasowy nie jest prawie na pewno staly czyli gdy v(0) > 0 to definiujemy
dodatkowo funkcje autokorelacji

p:Z—[-1,1], pk)=—==.
Kluczowym obiektem w teorii szeregéw czasowych stacjonarnych rzedu 2 jest bialy szum.

Jest to przyktad procesu o (bardzo!) krétkiej pamieci.
Definicja 14.4. Stacjonarny rzedu 2 szereg czasowy € nazywamy bialym szumem gdy
E(Xo)=0 ~(0)>0 1i~()=0 dlat#0.
Gdy dodatkowo (0) = 1 to £ nazywamy unormowanym bialym szumem.
Zbiér szeregéw czasowych bedacych bialym szumem o wariancji o2 = v(0) bedziemy ozna-

czaé W N (0?).

Uwaga 14.2. Kolejne wyrazy bialego szumu sa nieskorelowane ale nie musza by¢ niezalezne,
chyba, ze jest to gaussowski bialy szum.

14.2. Sploty vel filtry

Na poczatek przypomnimy, kiedy ciag liczb rzeczywistych jest klasy (P.
Definicja 14.5. Ciag (a,)5%, nalezy do klasy [? gdy jest sumowalny w p-tej potedze.

o
(an)pp €17 <= > |an|’ < oo.

n=0
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Uwaga 14.3. Zauwazmy, ze [? zawiera [!. Ponadto dla p > 1 klasy [ sa unormowanymi prze-
strzeniami liniowymi

o] 1/p
[[(an)lir = (Z !an|p> -
n=0

Definicja 14.6. Niech X = (X;);>°, bedzie szeregiem czasowym, a a = (a,)%, ciagiem

t=—o00
o wyrazach rzeczywistych. Wéwczas szereg czasowy Y = (V;)°°., ktérego wyrazy daja sie

przedstawié jako sumy nieskoficzone w L2()
o0
Y, = aiX
=0

nazywamy splotem ciagu a i szeregu X.

Operacje splotu bedziemy oznaczaé przez "’
Y =axX.

Uwaga 14.4. W niektérych Zrédlach operacje splotu z ciagiem (a,) nazywa sie filtrem o wspél-
czynnikach a,.

Podamy teraz dwa warunki gwarantujace istnienie splotu (Y;) ciagu a = (ay,) i szeregu (X3).

Twierdzenie 14.3. Jezeli zachodzi jeden z ponizszych warunkow

1. (ap) €l i VteZ |E(Xy)|<p, D*(X:) <o’
2. (an) €12, Vt€Z E(X;) =0, D*X;)<o? oraz X; nieskorelowane ze sobq.

to istnieje splot ciggu a = (ay,) i szerequ (Xi).
Dowad.

Skorzystamy z zasady majoryzacji.
Ad 1.

ail[o? + 2 = \Jo? + 2 fal.

oo oo o
Yillz < laiXi—illz =D laall| Xe—ill2 <
=0 =0 =0

Ad 2.
o0 o0 o0
IV:]|3. = D? (Z X) =3 a?D*(Xyy) < 0? Y a? = o?|al}
=0 1=0 =0
O

Twierdzenie 14.4. Gdy szereg czasowy (Xy) jest stacjonarny rzedu 2, a cigg a = (ay)
nalezy do ' to ich splot (Y;) jest stacjonarny rzedu 2.

Dowad.
Pokazemy, ze wartos¢ oczekiwana i autokowariancje szeregu (Y;) nie zmieniaja sie przy przesu-
nieciu. Oznaczmy przez p warto$é oczekiwana X, a przez yx funkcje autokowariancji.

E(Yk) = E(i aiXk,i) = iaiE(Xk,i) = iuai = iaiE(X_i) = E(}/o)
1=0 =0 =0 =0
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o0 [e.e]
cov(Yo, Yian) = Z a;a;cov(Xn_i, Xpik—j) = Z aa;yx(k+1—j) =
i,j=0 4,j=0

o
= Z a;ajcov(X_;, Xi—;) = cov(Yo, Yy).
i,j=0

Twierdzenie 14.5. Gdy szereg czasowy (g¢) jest bialym szumem, a cigg a = (a,)
nalezy do 12 to ich splot (Y;) jest stacjonarny rzedu 2. Ponadto

(0.0
E(Y;) =0, (k) =0 aiary,
i=0

2

gdzie o° wariancja €q.

Dowad.
Powtarzamy rozumowanie z poprzedniego dowodu i wstawiamy FE(e;) = 0 oraz 7.(0) = o
i 7.(t) =0 dla t # 0.

2

O

Okazuje sie, ze z dokladnoscia do pewnego "nieistotnego” sktadnika, wszystkie szeregi cza-
sowe stacjonarne rzedu 2 mozna przedstawi¢ w postaci splotu z bialym szumem.

Twierdzenie 14.6. Niech X bedzie szeregiem czasowym stacjonarnym rzedu 2 o zero-
wej wartosci oczekiwanej, E(Xo) = 0. Woéwczas istniejq cigg a klasy 1% i unormowany
bialy szum € takie, Ze

X=axe+V,

gdzie szereg czasowy V jest nieskorelowany z €
Vs,t E(V;é—ft) =0

i ponadto jest zawarty w przecieciu domknieé (w L?) podprzestrzeni generowanych przez

poczgtkowe X
“+o0o

Vit Ve ﬂ Clpz(lin{Xs; s < n}).

n=—oo

Dowdad.
Powyzsze twierdzenie jest wnioskiem z ”rozkladu Wolda” - [3] Theorem 5.7.1.

Operacja splotu przeprowadza szeregi czasowe stacjonarne rzedu 2 na szeregi czasowe sta-
cjonarne rzedu 2. Zatem sploty mozna iterowac.



14.2. Sploty vel filtry 85

Twierdzenie 14.7. Niech ciqgi a i b naleig do przestrzeni I*, a X bedzie szeregiem
czasowym stacjonarnym rzedu 2. Wowczas

ax(bxX)=cxX,

gdzie c jest ciggiem o wyrazach

n
Cp = Z aibp_;.
i=0

Uwaga 14.5. Ciag c z powyzszego twierdzenia nazywa si¢ iloczynem Cauchy’ego ciagdéw a i b. Jak
latwo sprawdzié c tez nalezy do ['. Zatem splot definiuje dziatanie algebry I na zbiorze szeregéw
czasowych, ktore sa stacjonarne rzedu 2. Ponadto mnozenie Cauchy’ego jest przemienne gdyz

n n
Z aiby—; = Z an—;bj,
i=0 §=0
zatem dla a,b € !

bx(axX)=ax*(bxX).

Dowod twierdzenia.
Oznaczmy przez Y splot b i X, a przez Z splot a i Y. Wéwczas

o (o @)
Y, = Z bi Xy, Zy= Z a;Yi_;.
i=0 =0

Przedstawiamy szereg Z w zaleznosci od szeregu X

00 00 00
Zt = Z a; <Z bthgz> = Z ajbiXt,j,i.
7=0 =0 1,7=0

Podstawiamy k = i + j i porzadkujemy powyzsza sume wzgledem X;_g.
© k o)
Zt = Z Z ajbk,th,k = Z Ckthk-
k=035=0 k=0
O

Gdy szereg X z twierdzenia 14.7 jest bialym szumem to mozemy ostabi¢ zatozenia dotyczace
ciaggu b. W analogiczny sposéb jak twierdzenie 14.7 dowodzi sie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 14.8. Niech cigg a nalezy do przestrzeni I', cigg b do 12, a € bedzie
biatym szumem. Wowczas
ax(bxe)=cx*e,

gdzie c jest ciggiem o wyrazach

n
Cp — Z aibn,i.
1=0
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14.3. Funkcje tworzace

Mnozenie Cauchy’ego ciagdéw jest Scisle zwigzane z mnozeniem szeregéw potegowych. Otz

(5] (50) = (5)

gdzie ciag c jest iloczynem Cauchy’ego ciggéw a i b

n
Cp = Z a;iby_;.
i=0

Dlatego przyporzadkujemy ciggom funkcje tworzace czyli sumy szeregéw potegowych. Pozwala
to wykorzystaé aparat analizy zespolonej do badania szeregdéw czasowych.

Definicja 14.7. Funkcje holomorficzna
o0
A(z) = Z anz"
n=0

nazywamy funkcja tworzaca ciagu liczbowego a = (an, ).

Zauwazmy, ze istnieje zalezno$é miedzy promieniem zbieznosci R4 szeregu potegowego A(z)
a klasa ciagu a.

Lemat 14.2.

Ry>1 = acll,
Ri<l = a¢l>

Dowad.
Gdy promien zbieznosci szeregu potegowego A jest wiekszy od 1 to jest on zbiezny bezwzglednie
w punkcie z, = 1. Zatem

o [o.¢]
D anl =" lan] - 2" < oo
n=0 n=0

Natomiast gdy cigg a jest klasy {? to musi on zbiegaé do 0

lim a, = 0.
n—oo

Zatem
limsup {/a, < 1.

n—oo

Z czego wynika, ze promien zbieznosci szeregu potegowego A jest nie mniejszy niz 1
—1
Ra= <lim sup \"/an) > 1.
n—oo
Wiec je$li promien zbieznoéci R4 jest mniejszy od 1, to ciag a nie nalezy do 2.
O

Funkcje tworzace dla funkcji autokowariancji okreslamy jako sumy szeregdéw Laurenta (por.
[15] Cz. I, §6).
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Definicja 14.8. Funkcje holomorficzna

“+oo
I(z) = Y y(n)="

okreélong na pierscieniu

1
;<|z|<r, r>1,

nazywamy funkcja tworzaca ciaggu liczbowego v = (y(n))*Z.

Uwaga 14.6. Wspotezynniki rozwiniecia funkeji I' w szereg Laurenta na pierécieniu
1
- <|zl<r, r>1,
r

sa wyznaczone jednoznacznie (por. [15] Cz. I, §6, Twierdzenie 2).

Lemat 14.3. Niech 7 bedzie funkcjq autokowariancji szeregu czasowego X stacjonarnego rze-
du 2. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:
1. Szereg Laurenta T'(z) jest zbiezny w pewnym pierscieniu

1
- <lzl<r, r>1L
,

2. Szereg czasowy X jest procesem o krotkiej pamieci.

Dowad.
1=2.
Z nieréwnosci Cauchy’ego dla wspdlczynnikéw szeregu Laurenta ([15] s.120) otrzymujemy, ze
dla kazdego p € (1,7)
M
vn |y(n)| < o

gdzie M to maksimum modutu funkeji I na okregu |z| = p.

2=1.
Gdy szereg czasowy X jest procesem o krétkiej pamieci to istnieja state C'i 6, C > 0, 6 € (0,1),
takie, ze

Vo |y(n)| < Cs".

limsup {/v(—n) = limsup {/y(n) < J < 1.

n—oo

Zatem

Zatem szereg Laurenta I'(z) jest zbiezny na pierdcieniu

1
) Z
<|z]<6

(por. [15] s.117).
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14.4. Operator przesuniecia
Oznaczymy przez L operator przesuniecia szeregu czasowego o 1 w prawo
Y=LX) << VteZ Y;=X; ;.

Pozwoli to nam zapisaé splot Y = a x X jako szereg potegowy iterowanych operatoréw przesu-
niecia

oo oo
VEEZ V=) aiXesi = Y =) al'(X)=A(L)X.
=0 1=0

7 twierdzen 14.7 i 14.8 wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 14.1. Funkcja tworzgca zloZenia operatoréw Aj(L) i Aa(L) jest iloczynem funkcji
A1(2) i As(2)
Al(L) 9] A2(L) == (Al . A2)(L)

Funkcja tworzgcea funkcji autokowariancyi szeregu czasowego X bedgcego obrazem unormowanego
bialego szumu e, X = A(L)e wynosi

[(2) = A(z)A(z71).

Uwaga 14.7. Gdy promien zbieznosci szeregu potegowego A(z) jest wiekszy od 1 to szereg
['(z) = A(2)A(271) jest zbiezny na piericieniu

{z:R}' < |2| < Ra}.

7 powyzszej uwagi i lematu 14.3 otrzymujemy:

Whniosek 14.2. Gdy promien zbieznosci szerequ potegowego A(z) jest wiekszy od 1 to szereg
czasowy X = A(L)e, € € WN(a?), jest procesem o krétkiej pamieci.

14.5. Przyktady

Przedstawimy teraz kilka najpopularniejszych szeregéw czasowych stacjonarnych rzedu 2.
Niech € = (/)% bedzie unormowanym biatym szumem.

1. Wielomianowa funkcja tworzaca.
Szereg czasowy X postaci
X = A(L)e,

gdzie A(z) wielomian stopnia p nazywa sie szeregiem $rednich ruchomych rzedu p — M A(p).
Vit Xi=apst +a1gi-1+ -+ ApEt—p-
2. Funkcja tworzaca jest odwrotnoscia funkcji wielomianowej.

Szereg czasowy X postaci
1

X =C(L)e, C(z)= Bl

gdzie B(z) wielomian stopnia ¢, ktéry nie zeruje sie na kole jednostkowym

2| <1 = B(z)#0,
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nazywa sie szeregiem autoregresyjnym rzedu ¢ — AR(q).
Szereg X spelnia réwnanie
B(L)X =,

zatem
Vvt bo Xy +01 X1+ b X g = 4.

3. Funkcja tworzaca jest ilorazem funkcji wielomianowych.
Szereg czasowy X postaci
A(z)
B(z)’

X =D(L)e, D(z)=

gdzie A(z) wielomian stopnia p a B(z) wielomian stopnia ¢, ktéry nie zeruje si¢ na kole jed-
nostkowym
2| <1 = B(z) #0,

nazywa sie autoregresyjnym szeregiem $rednich ruchomych rzedu (q,p) — ARM A(q, p).
Szereg X spelnia réwnanie
B(L)X = A(L)e,

zatem
\27 b()Xt + let—l +---+ qut—q = ap&t + A1€¢—1 + - + ApEt—p-

Biorac pod uwage, ze funkcje tworzace w trzech powyzszych przykladach maja promien
zbieznosci wiekszy od 1, to na mocy wniosku 14.2 otrzymujemy:

Lemat 14.4. Szeregi czasowe M A, AR i ARM A sq procesami o krétkiej pamieci.

Uwaga 14.8. Niech 7 bedzie funkcja autokowariancji szeregu czasowego X = A(L)e, e € WN(1).
Gdy X jest klasy AR to operator A jest wyznaczony przez funkcje autokowariancji « z doktad-
noécig do znaku. Natomiast dla szeregéw czasowych M A1 ARM A taka jednoznacznosé zachodzi
tylko przy dodatkowym warunku, ze funkcje tworzace nie zeruja sie w kole jednostkowym.

Przyktad ARMA(1,1).

Rozwazmy szereg czasowy

3z+1
X=D(Le, D(z)=——, e WN(1).
(D, D(x) =20, e e WN(Q)
Funkcja D(z) jest holomorficzna na calej plaszczyZnie zespolonej poza punktem z = —3 gdzie

ma biegun. Zatem promien zbieznosci jej szeregu Taylora w 0 wynosi 3.
Okazuje sie, ze funkcja tworzaca funkcji autokowariancji jest stala

13271 +1 1 1
F(z):D(z)D(zfl):?)Z—F 3277 +1 32+13+1z

24+3 27143 z+31+3z

Czyli szereg X jest bialym szumem. Zatem reprezentacja ARM A szeregu czasowego o zadanej
funkcji autokowariancji nie jest jednoznaczna.

14.6. Procesy o przyrostach stacjonarnych
Niech Y bedzie dowolnym szeregiem czasowym. Szereg X taki, ze

vt Xt:}/;f_}/t—la
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czyli
X=(1-1L)Y,

nazywamy szeregiem przyrostéw szeregu Y .
Operacje brania przyrostéw mozna iterowaé. Szereg

X =(1-L"Y =PL)Y, P(z)=(1-2F

nazywamy szeregiem k-tych przyrostow szeregu Y.
Gdy k-te przyrosty szeregu czasowego Y sa stacjonarne rzedu 2 i naleza do klasy ARM A(q, p)
to méwimy, ze szereg Y jest klasy ARIM A(q, k,p).

Przyktady
e Bladzenie przypadkowe bez dryfu

Xt = Xt—l +o¢t
jest procesem klasy ARIM A(0,1,0).

e Bladzenie przypadkowe z dryfem
Xi =X 1+ p+og
jest procesem klasy ARIM A(0,2,1).

e Trend liniowy
Xi=at+b+og

jest procesem klasy ARIM A(0,2,2).
e Trend wielomianowy stopnia k
Xy = aktk + ak,ltk_l +...a0 + o0&t

jest procesem klasy ARIMA(0,k+ 1,k + 1).

14.7. Ulamkowy ruch Browna

Definicja 14.9. Gaussowski proces Bf!, t € Z, H € (0,1), taki, ze

vVt E(X,)=0;
0.2
vt,s cou(Bi, BY') = % (1P + 522 — [t = ), o >0,

nazywamy utamkowym ruchem Browna.

Pokazemy, ze szereg B jest procesem o przyrostach stacjonarnych. Niech
X, =B -BH,.

Lemat 14.5. Szereg czasowy X} jest stacjonarny o zerowej wartosci oczekiwanej, E(X[) =0,
oraz funkcji autokowariancyi

0.2

v(n) = 5 (]n—i— 1]2H +|n— 1\2H — 2[n\2H) .
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Dowad.
Poniewaz BH jest szeregiem o zerowej wartosci oczekiwanej to to samo zachodzi dla szeregu

przyrostéw. Natomiast

COU(XtHa thin) = COU(BtH - BIEl?Bg-n - Btlin—l) -

2
g
=5 (2 4 e+ nf22 = ) 4+ (= 127 + [t 40— 127 = |2 —

—(ft+ P 4 = 1P = 1PH) = (4= 1PH 4 2 — - 1P7)) =
2
_9 2H _ q12H _ 2H
=3 (In+ 127 4 jn = 1P = 2nf27).
Zatem X! jest stacjonarny z funkcja autokowariancji
2
g
y(n) =5 (In+ 1P + [n = 127 = 2jn27).
2
O

Uwaga 14.9. Dla wszystkich X ~(0) = 2. Dodatkowo dla H = 3 in #0 ~(n) = 0. Zatem
X1/2 jest gaussowskim bialym szumem, a BY/2 jest gaussowskim bladzeniem przypadkowym.

Lemat 14.6. Dila H # %
lim v(n)n? 2% = H(2H — 1)0%.

n—oo
Dowdad.
Dlan >1
y(n) 2H _ \2H o 2H _”H Liom Liom
7—7((n+1) +(n—1)2H _op )_ (L ) (1= ) =2
2H 2H 2H(2H —1 2H 2H(2H —1
:n<1++(2)+1—+(2)—2+0(n3)>:
2 n 2n n 2n

= H(2H — 1)n*"72 4 O(n?H73).
O

Uwaga 14.10. Gdy H # %, to szereg czasowy X jest procesem stacjonarnym o dlugiej pamieci.
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Modele uwzgledniajace heteroskedastyczno$é - GARCH. (1 wyktad)

15.1. Wstep.

Zmienno$¢ odchylen standardowych (heteroscedasticity) zwrotéw finansowych powoduje, ze
do ich opisu nalezy stosowa¢ bardziej skomplikowane modele stochastyczne niz model btadzenia
przypadkowego, na przyklad modele z rodziny GARCH. Sa to modele nieliniowe. Ponadto,
oprécz badanej wielkoSci, np. przyrostéw logarytmicznych kurséw walutowych, wprowadza sie
zmienne pomocnicze, ktérych nie mozna bezposrednio mierzyc¢.

Najprostszy model z tej rodziny, GARCH(1,1), jest opisany nastepujaco:
Rozwazamy dwa ciagi zmiennych losowych 7y i hy. Warto$é r; poznajemy w momencie ¢, a hy
jest zmienng pomocnicza. Sg one zwiazane wzorami

re =Vt - e,
hi = a+bhy_q +eriy, teZ,

gdzie a,b, c sa parametrami modelu a g4 sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym

rozkladzie o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji 1.

v'hi mozna interpretowaé jako zmienne odchylenie standardowe zmiennych losowych 7.
Indeksy 1,1 w nazwie modelu oznaczaja, ze hy zalezy liniowo od hy_1 i r?_;. W literaturze

sa badane réwniez modele GARCH(p,q)

Tt:\/ht'ft, tGZ,

he =a+bihiy + -+ bphi_p +c1rf | + -+ cqri_y

15.2. Ogdblne wlasnosci modelu GARCH(1,1).

Model GARCH pozwala w prosty sposéb wylicza¢ warunkowsa wartosé oczekiwang i warun-
kowe momenty zmiennej r;. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze inowacje €; maja rozktad normalny

Vt e ~ N(0,1).

Oznaczmy przez Fy(-) warto$¢ oczekiwana wyznaczona gdy znane sa juz wartosci r; dla i < t.
Zauwazmy, ze dla kazdego t hy i €; sa niezalezne zatem

m— m—1/2 m—
E(r2my = Ey(h?) - Bu(e2m ) =0,

Ekonometria (¢) P.Jaworski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Ey(rify) = Ex(hiLy) - Er(ef) =1-3 -+~ (2m — 1) - By(hilty).
Wynika, to z zalozenia, &; nie zaleza od historii i maja rozklad normalny N (0, 1)

m m O m:17375>77"'
Et(€t+k)_E(€t+k)_{1,3.5 ..... (m—1) m=2,4,6,...

(patrz [12] str.60 lub [11] §18.8-3.)
Zauwazmy, ze hyy1 jest wyznaczone przez hy i wartoSci historyczne r;, i < t. Zatem przy
prognozowaniu o jeden krok naprzéd, mamy

Ey(r) =Ry, 13- ... (2m — 1)

gdzie hy11 = a + bhy + cr?.
Dla k£ > 1 korzystamy ze wzoru

hiy1 = a+ bhy + chtef.

Co daje nam
Et(h’t+k) =a-+ (b + C)Et(ht+k—1)-

Oznaczmy przez Ay warunkowa warto$¢ oczekiwana Fy(hiy k). Zaleznosé rekurencyjna
Ay :a—i—(b—i—c)Ak,l, k=2,3,..., Ai=hi1>0

wyznacza jednoznacznie Ay.
Jeslib+c=1to
A = (k—1)a+ Ay,
gdy b+c#1 to
B a a
C1-b-c l—b—c)'
Zauwazmy, ze w przypadku gdy b+ c¢ =11 a = 0 cigg Ay jest staly,agdy b+c=1ia >0
rozbiezny liniowo do nieskonczonosci.
Gdy |b+ ¢| <1 to ciag Ay jest zbiezny do

Ay, +(b+0)f (A -

a

A= ——,
1-b—c

a gdy |b+ c| > 1 to ciag Ay, jest rozbiezny wykladniczo.
Aby wyznaczyé¢ czwarty moment 1, czyli drugi hy, korzystamy ze wzoru
hi .y = a* +2a(b+ ce}) - hy + (b+ cs7)?hi.
Otrzymujemy
Ey(hiyy) = @ 4+2a(b+cBy(ef 1)) Er(herh—1)+ (02 +2bc By (67 1)+ Bty 1) - Be(hfgmr).
Oznaczmy przez By warunkowy moment Ej(h? 1 1)- Wowezas mamy zaleznosé
Br =a® +2a(b+c)Ap_1 + ((b+¢)* +2¢*)By_1, By =hi 4 #0.

Gdyb+c=1to
By, = a*+2a((k — 1)a+ A1) + (1 +2¢*)By_1.
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Zatem gdy c # 0 to ciag By jest rozbiezny. W szczegdlnosci model wzorowany na Risk Metrics
(a=0,b=0,941c=0,06) jest rozbiezny.

Zauwazmy, ze ograniczno$¢ czwartego momentu jest zagwarantowana gdy
(b+c)? 4 2¢% < 1. Wéwcezas By, zbiega do

a’(1+b+c)
1—=b—c)(1—(b+c)2—2c2)

Boo =

Otrzymujemy w ten sposOb nastepujacy wzor na asymptotyczng kurtoze:

3Bso  3(1—(b+¢)?) ol 6¢c2
A2 1 —(b+c)2—2c2 1—(b+c)2—2c%

15.3. Ograniczenia na parametry modelu GARCH(1,1).

Ograniczenia na parametry modelu wynikaja z naturalnych zatozen dotyczacych ograniczo-
nosci procesu. Zaktadamy, ze istniejg granice warunkowych wartosci oczekiwanych

Jim By(heyr), i lim Ey(hi )

Pierwsza granica istnieje gdy b + ¢ < 1 i zachodzi wéwczas

a
lim Ei(h =—
Jim Ey(her) = 15—
Druga gdy (b + ¢)? + 2¢? < 1, woéwczas
a*(14+b+c)

lim E;(h?,,) = .
dm Bilhik) = 43 o= (o5 of 2

Natomiast zalozenie o rozkladzie £; mozemy ostabi¢. Istotne sa tylko nastepujace warunki

E(g) =0, E(?) =1, E()=0, E()=3.

15.4. Stacjonarnosé¢ modeli GARCH.

Nie dla wszystkich modeli GARCH istniejg rozwigzania stacjonarne. Potrzebne sa dodatkowe
warunki na parametry (patrz [14] §3.3.1). Przykladowo dla modelu GARCH(1,1) zachodzi:

Twierdzenie 15.1. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. Model GARCH(1,1) z parametrami a, b, ¢ ma dokladnie jedno nieujemne rozwigzanie
stacjonarne (ry, hy).

2. Parametry a, b, c sqg nieujemne i spelnione jest oszacowanie

E(In(be? +¢)) < 0.

Momenty rozwiazania stacjonarnego mozna stosunkowo tatwo wyznaczy¢.
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Twierdzenie 15.2. Niech (r¢, ht) bedzie stacjonarnym procesem GARCH(1,1) z pa-
rametrami a, b, c. Przy zatoZeniu

E(er) =0, E(f)=1, B(e)=0, BE(e)=3,

otrzymujemy:
A. Gdyb+c<1to

a
1. E(hy) =
(he) 1-b-¢’
2 E(rt)—O,
. DXr)=E(Y)=—;
3 (re) = B(ri) = T2
4

cov(ry,repg) =0 k=1,2,....

B. Gdy ponadto (b+ c)? +2¢* <1 to

B a*(1+b+c) :
R (P w3 e
2a2c?
6. D) =T ra— R =2
cov(hy, heyr) = (b+c)¥D*(hy) k=1,2,...;

8.  E(r}) =3E(h);
2a2(1 — b — be) .

(1 —_bh— 6)2(1 _ (b_'_ 0)2 — 202)7
c(1 —b? —be)

10. COU(T't27T152+1) T 1 b2 _2be

1. cov(ri,ri ) = 0+ ) teov(ry, ri) k=2,3,....

9. Dr})=

D*(r});
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