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1. Wprowadzenie

1.1. Wstep i podstawowe pojecia

Inzynieria finansowa to dyscyplina, ktora zajmuje sie analiza wtadciwosci instrumentéw
finansowych, w szczegdlnosci instrumentéw pochodnych.

Instrument pochodny X to instrument finansowy (kontrakt, umowa), ktérego warto$é
wyplaty (wyplat) zalezy od wartosci, ktére przyjma (lub przyjely) w okreslonych umowa chwi-
lach czasu inne instrumenty finansowe. O instrumentach finansowych, od wartosci ktérych zalezy
wyplata (zaleza wyplaty) instrumentu pochodnego X, méwimy ze sa tak zwanymi instrumenta-
mi podstawowymi instrumentu pochodnego (ang. underlyings). W szczegélnosci, instrumentem
podstawowym instrumentu pochodnego moze by¢ inny instrument pochodny.

1.2. Zasadnicze kategorie instrumentéw pochodnych

Kontrakty forward

— FX forward

— FX swap = FX spot + FX forward

— terminowy zakup/sprzedaz obligacji

— transakcje repo (buy sell back) i reverse repo (sell buy back) na papierach warto$ciowych
Kontrakty futures

— futures na obligacje skarbowe

— futures na stope procentowa (Eurodollar futures)

— futures na indeksy/akcje

— futures na towary
Kontrakty wymiany stép procentowych

— FRA — Forward Rate Agreement

— OIS - OverNight Indexed Swap

— IRS — Interest Rate Swap

— CCIRS — Cross Currency Interest Rate Swap
Kontrakty opcyjne

— opcje walutowe (waniliowe, azjatyckie, barierowe, binarne)

— opcje na stope procentowa (cap/floor)

— opcje na kontrakt IRS (swapcje)

— opcje na obligacje

— opcje na indeksy/akcje

— opcje na towary
Kontrakty wymiany cen towarow
Kredytowe instrumenty pochodne

— opcje na default

— swap default-owy — credit default swap (CDS)
Instrumenty powstate w drodze sekurytyzacji (dtugu)

— obligacje MBS — Mortgage Backed Securities

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.



1.2. Zasadnicze kategorie instrumentow pochodnych 7

obligacje CMO — Collateralized Mortgage Obligations

obligacje CDO — Collateralized Debt Obligations

Kilka przykladéw wyptat opcyjnych instrumentéw pochodnych (opcji)

Uwaga: Szczegdlowe charakterystyki tych instrumentéw beda podane na przysztych wykta-

dach.

1.

ku.

europejska opcja kupna
max (St — K, 0),

gdzie St jest wartoscia akcji w chwili zapadalnosci opcji 7', a K jest cena wykonania (dlaczego
instrument o takiej wyplacie nazywamy opcjg?)

europejska opcja kupna na $rednia arytmetyczna (opcja azjatycka o europejskim typie wy-
konania)

max(Sr — K, 0),

gdzie S = %Z?:l Sy, przy czym ty <ty <...<t, =T
europejska opcja kupna akcji drozszej z dwbdch

max (max(Sél), SFEFQ)) - K,0)
europejska opcja wymiany akcji A na akcje B
max (S’éB) — SC(FA), 0)
europejska binarna opcja kupna (sprzedazy)

lop>k (lsp<k)

europejska barierowa opcja kupna typu up-and-out

max (St — K, 0) Limax, . Si<H}>
gdzie H > K jest tak zwang bariera.
Uwagi

Wyplaty opcji 1), 3), 4) i 5) zaleza tylko od wartosci instrumentéw podstawowych w chwili
zapadalnosci opcji — o takich opcjach méwimy ze nie zaleza od ,drogi” (trajektorii procesu
cen instrumentéw podstawowych).

W opcjach 3) i 4) mamy dwa instrumenty podstawowe.

Wyplaty opcji 2) i 6) zaleza od ,drogi” instrumentu podstawowego, kazda na swdj specy-
ficzny sposéb.

Wyplaty opcji 5) sa funkcjami nieciaglymi ceny instrumentu podstawowego w chwili za-
padalnoéci opcji. Zarzadzanie ryzykiem opcji o nieciagtych wyptatach jest zdecydowanie
trudniejsze niz w przypadku opcji ktérych wyplaty sa ciagte.

Gléwnymi celami inzynierii finansowej sa:

wycena instrumentéw pochodnych

wycena z modelu — ang. mark-to-model, ktéra stosuje sig, gdy nie jest mozliwa

wycena do rynku — ang. mark-to-market.

konstrukcja strategii zabezpieczajacych instrumenty pochodne,

analiza i pomiar ryzyka instrumentéw pochodnych,

konstrukcje ztozonych strukturalnych produktéw finansowych dopasowanych do potrzeb ryn-
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1.3. Rynki finansowe

Rynki finansowe to swiat (miejsce), w ktérym Zyjg (na ktérym sa handlowane) instrumenty

finansowe. Rynki finansowe dziela si¢ na segmenty, ktére odpowiadaja réznym aspektom instru-
mentéw finansowych na nich handlowanych oraz podmiotom dopuszczonym do handlu. I tak na
przyktad mamy

Rynek kapitatowy (papiery wartosciowe, akcje)

Rynek pieniezny (kasowy) — instrumenty dtuzne (lokaty/depozyty, bony, obligacje)
Rynek instrumentéw pochodnych

Rynek walutowy — transakcje wymiany walut

Rynki mozemy tez podzieli¢ na:

Rynki regulowane — gieldy

produkty wystandaryzowane

z systemami zabezpieczen majacymi wyeliminowaé ryzyko kredytowe (rozliczeniowe i przed-
rozliczeniowe transakcji)

Rynki pozagieldowe — klientowskie, OTC (Over The Counter)

rynek miedzybankowy (instytucji finansowych)

rynek duzych wiarygodnych klientéw (korporacji)

Biezacy obraz statystyczny rynkéw finansowych

Na podstawie danych opracowanych przez BANK FOR INTERNATIONAL SETTLEMENTS (Ba-

zylea) — patrz Triennial Central Bank Survey of Foreign Exchange and Derivatives Market
Activity in April 2007; Preliminary global results; September 2007 (opracowanie dostepne na
stronie http://www.bis.org).

» Struktura rynkéw OTC instrumentéw pochodnych ze wzgledu na rodzaj czynnika ryzyka

instrumentu podstawowego.

Tabela ponizej przedstawia strukture tych rynkéw w dwoéch ujeciach - udzialy procentowe

nominatléw (Nominal) oraz udzialy procentowe wartosci (Wartosé¢) niezapadlych (na koniec
grudnia 2006) transakcji na tych instrumentach na rynku OTC.

Rodzaj ryzyka Nominal | Wartosé
Stopy procentowe 70.3 49.9
Kursy wymiany walut 9.7 13.0
Akcje/Indeksy 1.8 8.8
Ryzyko kredytowe (CDS) 6.9 4.8
Towary 1.7 6.9
Inne 9.6 16.6

Tabela 1.1. Procentowe udzialy ryzyk

Jak wida¢ z powyzszej tabeli najwazniejszymi czynnikami sa stopy procentowe oraz kursy

wymiany walut. Dlatego ponizej skoncentrujemy sie gtéwnie na pochodnych ktérych instrumen-

tami podstawowymi sa czynniki ryzyka z tych grup.

Dane sg prezentowane dla dwoch segmentéw rynkéw finansowych
Rynek walutowy — tradycyjne transakcje wymiany walut
transakcje FX spot

— transakcje FX forward
— transakcje FX swap

Rynek OTC instrumentéw pochodnych:

— pochodne kurséw walutowych, gtéwnie


http://www.bis.org
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— walutowe kontrakty wymiany procentowej (CCIRS)
— opcje walutowe (waniliowe i egzotyczne)
— pochodne stopy procentowej, gtéwnie
— kontrakty na przyszta stope procentowa (FRA)
— kontrakty wymiany procentowej (IRS)
— opcje na stope procentowa (waniliowe i egzotyczne)
» Sredni dzienny obrét na rynkach: walutowym oraz pochodnych OTC

Instrument 2001 2004 2007
FX spot 387 621600, | 1005699,
FX fwd 131 208 59 362 749
FX swap 656 944 4407, | 1714 g0
Total — FX 1200 | 1880579 | 3210719
CCIRS 7 21 9909 809819
Opcje walutowe 60 117 959 21249
Inne 0 2 0
Total — Pochodne walutowe | 67 1401099 | 291 198%
FRA 129 233 g1% 258 119
IRS 331 621gg07 | 1210950,
Opcje na stope 29 171 4909 | 215969
Total — Pochodne stopy 489 | 1025119y | 168659,

Tabela 1.2. Srednie dzienne obroty na rynkach FX i OTC (w mld USD)

» Udzialy walut na rynku walutowym

Waluta | 2001 | 2004 | 2007
USD 90.3 | 88.7 | 86.3
EUR 376 | 372 | 37.0
JPY 227 | 203 | 16.5
GBP 13.2 | 16.9 | 15.0
PLN 0.5 0.4 0.8

Tabela 1.3. Udziaty walut (w %)

Symbole walut: PLN — Ztoty Polski, EUR — Euro, USD — dolar USA, GBP — funt brytyjski,
JPY — jen japonski. Poniewaz w kazdej transakcji wymiany walutowej biora udzial dwie waluty,
udzialy (po wszystkich walutach) powinny sumowaé sie do 200%.

» Udzialy par walutowych (kurséw wymiany) na rynku walutowym

»  Gloéwne centra obrotu na rynku tradycyjnych transakcji walutowych (FX), na rynku
pochodnych OTC oraz dane dla Polski dla tych segmentéw rynku

Tabela ponizej przedstawia geograficzng strukture aktywnosci rynkow tradycyjnych trans-

akcji wymiany walut (FX spot, FX fwd, FX swap oznaczonych w tabeli symbolem FX) i rynku
pochodnych OTC.
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Kurs wymiany | 2001 | 2004 | 2007
USD/EUR 30 28 27
USD/JPY 20 17 13
USD/GBP 11 14 12
USD/CHF 5 4 5
USD/CAD 4 4 4
USD/AUD 4 5 6
USD/Inne 17 16 19
EUR/JPY 3 3 2
EUR/GBP 2 2 2

Tabela 1.4. Udzialy par walutowych (w %)

Kraj FX | OTC
Wielka Brytania | 34.1 | 42.5
Stany Zjednoczone | 16.6 | 23.8
Japonia 6.0 3.5
Singapur 5.8 2.7
Niemcy 2.5 3.7
Irlandia 0.3 3.4
Hong Kong 4.4 0.9
Szwajcaria 6.1 2.9
Australia 4.2 1.2
Francja 3.0 7.2
Polska 0.2 0.1

Tabela 1.5. Udzial w % dziennego obrotu

1.4. Zmienne rynkowe — ceny

Podstawowe zmienne rynkowe, ktore czesto pelnia role instrumentéw podstawowych instru-
mentéw pochodnych
— ceny akcji spélek gieldowych, wartosci indekséw gietdowych,
— kursy wymiany walut,
— stopy procentowe (depozytowe, kontraktéw IRS, referencyjne (typu LIBOR), etc.),
— ceny obligacji,
— kontrakty futures,
— ceny towaréw (surowce, metale, ropa, produkty rolne, etc.).
Wartos¢ instrumentéw pochodnych staramy sie wyrazi¢ jako funkcje

— wartosci instrumentéw podstawowych (cen spot — to jest cen ,natychmiastowej” dostawy)
lub struktury cen forward),

— biezacej struktury stép procentowych,

— zmienno$ci instrumentéw podstawowych, a w niektérych przypadkach i korelacji miedzy
nimi.

Zmienne rynkowe sa opisywane (modelowane) matematycznie przez procesy stochastyczne
o odpowiednich wlasciwosciach. Na przyktad niech
— S oznacza proces ceny akcji spotki gietdowej,
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— w chwili biezacej tg obserwujemy na rynku cene Sy, ktora jest realizacja zmiennej losowej
St()a
— dla przysztych chwil czasu t, tj. dla t > tg, S; jest zmienna losowa.
Czesto bedziemy postulowaé, ze proces stochastyczny opisujacy zmienna rynkowa spelnia
pewne stochastyczne réwnanie (na szczescie na ogél dosé proste), na przyklad

dSt = ,uStdt + O'Stth,

gdzie p, o sa pewnymi stalymi (liczbami rzeczywistymi), a W; jest tzw. procesem Wienera (o
tym wiecej pézniej).

Uwaga: Rownanie tego typu stuzy do wyprowadzenia formuly na wycene instrumentu po-
chodnego. Natomiast nie jest ono uzywane do prognozowania przysztych wartosci zmiennej
rynkowej.

Rodzaje cen instrumentéw finansowych
— transakcyjne — odzwierciedlaja rzeczywisty stan rynku
— kwotowane — bardziej odzwierciedlaja oczekiwania rynku, lub tez zamiary kwotujacego w

stosunku do wtasnego portfela
— fixingi, kursy zamknigcia — oficjalne ceny odniesienia, czgsto stosowane przy rozliczaniu trans-

akcji, na og6t sa Srednimi cen kwotowanych — np. kursy walutowe NBP fixing, stopy WIBOR,

LIBOR — ustalane przez odpowiednie niezalezne organizacje.

Ceny maja strony, mianowicie
— cena kupna (ile sklonny jest zaplaci¢ kwotujacy) — BID Price,

— cena sprzedazy (za ile kwotujacy jest sklonny sprzedaé¢) — OFFER Price,
— cena $rednia — MID Price.
Oczywiscie musi zachodzié¢ relacja

cena kupna < cena sprzedazy.

Uwagi:

— Ceny natychmiastowe (spotowe) to ceny dla transakcji zawartych w chwili biezacej i rozli-
czanych lub w ramach ktérych dostawa nastapi natychmiast, przy czym to co znaczy na-
tychmiast zalezy od zasad przyjetych na danym rynku (z uwzglednieniem specyfiki waluty).

— Cena instrumentu finansowego nie zawsze jest tozsama z suma pieniedzy, ktérg trzeba za-
placi¢ za ten instrument. Bedziemy rozréznia¢ miedzy cena instrumentu a jego wartoscia,
czyli kwotg pieniedzy, ktéra trzeba za dany instrument zaptacié.

Ceny akcji, wartosci indeksow
Akcje

— S — cena za 1 akcje, wyrazona w walucie lokalnej, w chwili ¢,

— dostawa natychmiastowa — dostawa i jej rozliczenie nastepuje w tym samym dniu kiedy
zawarto transakcje kupna (sprzedazy), konwencja t + 0

— akcje na ogél placg dywidende, zwykle raz lub dwa razy w roku,

— teum — Ostatni dzien, w ktérym kupujacy akcje nabiera prawa do najblizszej dywidendy,

— tex — pierwszy dzien, w ktorym kupujacy akcje nie otrzymuje prawa do najblizszej dywidendy,

— Dy — warto$¢ biezaca (na dzien cum-dividend) najblizszej dywidendy,

— 7riax — stopa podatku od przychodéw z inwestycji kapitatowych,

— jedli inne czynniki nie wplywalyby na cene akcji, musiatoby zachodzié

Stcum = Stex + Do(l - rtax)

tak wigc nastepuje deterministyczna ale skokowa zmiana (spadek) ceny akcji.
— czasami akcje sa poddawane podzialowi (ang. split) na m czesci, wtedy w dniu splitu S;
zostaje zastapione przez Si/m.
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Indeksy

Sa w pewnym przyblizeniu syntetycznym portfelem wybranej grupy spétek gietdowych
Odzwierciedlaja stan i zmiany wartosci portfela spétek wchodzacych w jego sktad

Indeks mozemy traktowaé jak syntetyczng spélke, z tym ze nie mozna dostarczy¢ fizycznie
akcji tej syntetycznej spotki.

Indeksy ,,ptacg” dywidende w sposéb ciagly, a nie w sposéb dyskretny tak jak zwykle akcje.
Kursy wymiany walut

ang. FX rate (Foreign eXchange rate)

Sy — wartosé kursu natychmiastowej wymiany waluty CUR; na CU Ry w chwili ¢

wymiana natychmiastowa (ang. FX spot) — wymiana (dostawa, rozliczenie) nastepuje w
dniu spot, to jest (zwykle) za 2 dni handlowe od ¢, konwencja t 4 2

wymiana walut — jedng walute kupujemy, a druga sprzedajemy

kurs wymiany mozna podawaé¢ na dwa sposoby:

— jako iloéé¢ waluty CU R; za jednostke waluty CURy — S

— jako iloé¢ waluty CU Ry za jednostke waluty CUR; — 1/5;

waluta bazowa — w odniesieniu do kwotowanego kursu ta waluta za jednostke, ktérej po-
dajemy ilos¢ drugiej waluty

waluta niebazowa, kwotowana — ta druga waluta, w tej walucie wyrazamy wartos¢ jednostki
waluty bazowej

notacja: CUR;/CU Ry, gdzie CU Ry — waluta bazowa, a CU Ry — waluta niebazowa, i zwykle
(ang. direct quotation) oznacza ilo$¢ waluty CURy za jednostke waluty CUR; (odwrotnie
niz si¢ oznacza miana w fizyce!); zdarza si¢ jednak, ze pod takim oznaczeniem kryje si¢ kwo-
towanie odwrotne (ang. indirect quotation) — ilos¢ waluty CU Ry za jednostke waluty CU Ry
- tak na przyktad jest kwotowany kurs funta brytyjskiego GBP do dolara amerykanskiego
USD — wtedy USD/GBP oznacza ilos¢ USD za 1 GBP. Dlatego dobrze jest si¢ upewnié¢ jak
kwotowany jest kurs, nim sie zacznie go uzywac.

w danym kraju podaje sie gtéwnie kursy walut obcych do waluty lokalnej

kurs krosowy — kurs miedzy dwoma obcymi walutami, musi w stosunku do waluty lokalnej
(np. PLN) spelnia¢ warunek

ScUR,/PLN
SCUR,/CUR, = [ ——— SCUR,/PLNSPLN/CUR,
CURy/PLN
Warunek ten wynika z zalozenia braku arbitrazu na lokalnym rynku walutowym
Cena kupna (BID Price) — ale ktéra walute ,kupujemy”? Regula ,trzech B” (Buy, Base,
Bid) — kupujemy (Buy) walute bazowa (Base) po cenie BID (tej nizszej)
Przyklad: nasze kwotowanie 4.1390/490 USD/PLN oznacza, ze jesteSmy gotowi kupi¢ USD
po 4.1390 PLN za 1 USD, lub sprzeda¢ USD po 4.1490 PLN za 1 USD.
Ta zasada jest spOjna z zasadami kwotowania cen kupna/sprzedazy akcji — w powyzszym
przyktadzie USD ,gra role akcji”.

Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 1.1 (Wycena pozycji a wynik na tej pozycji na przykladzie portfela akcji). Dealer
Banku Miejskiego utworzyt portfel akcji spotki wuwu.com w nastepujacy sposéb:

— w poniedziatek kupit 200 akcji po 10 PLN,

— we wtorek dokupit 300 akcji po 9 PLN,

— w Srode kupit jeszcze 500 akcji po 9.50 PLN.
Od czwartku zaczal stopniowo zamykaé¢ pozycje:
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— we czwartek sprzedal 300 akcji po 9.75 PLN,
— w piatek sprzedat 400 akcji po 10.25 PLN.
Wycen portfel tych akcji oraz oblicz wynik na tym portfelu

(a) we czwartek,

(b) w piatek.

Wynik podziel na wynik zrealizowany i wynik niezrealizowany. Liczac wynik zastosu]j

(i) kolejke FIFO (ang. First In First Out),

(ii) metode $redniej ceny.

Portfel akeji byt finansowany (ang. cost of carry) stopa ON (ang. Over Night), ktéra wynosilta

— w poniedzialek — 6%,

— we wtorek — 6.25%,

— we $rode — 6.50%,

— we czwartek — 6.20%,

— w piatek — 6.10%.

Skoryguj wynik na tym portfelu o koszty finansowania pozycji.
Uwagi i wyjaénienia:

1. W metodzie éredniej ceny wynik liczony jest wzgledem $redniej ceny akeji w portfelu
wyliczonej dla dnia realizacji zysku/straty.

2. Koszt finansowania pozycji z dany dzien to odsetki od kwoty ,pozyczonych” funduszy
uzytych dla otwarcia pozycji, zbilansowanych wplywami z zamknietych czeéci portfela, i
uwzgledniajacych naroste do danego dnia koszty finansowania. Koszty finansowania nalicza
sie na bazie dziennej.

Cwiczenie 1.2 (Portfel bonéw skarbowych). Dealer Banku Miejskiego otworzyl portfel bonéw
skarbowych kupujac bony o warto$ci nominalnej 10 mln PLN po cenie 85. W chwili otwarcia
portfela termin wykupu bonéw przypadat za 100 dni. Po 10 dniach dealer dokupit 5 mln PLN
bonéw tej samej emisji po cenie 86. Po kolejnych 20 dniach zamknal cze$é¢ pozycji sprzeda-
jac bony o wartos$ci nominalnej 12 mln PLN po cenie 90, po czym zalozyl Ze bedzie trzymat
pozostala pozycje az do wykupu bondéw.

(a) Wycen ten portfel na 50 dni przed terminem wykupu, kiedy cena bonéw wynosita 92.

(b) Oblicz wynik na tym portfelu i podziel go na wynik zrealizowany i niezrealizowany.

(c) Oblicz koszt finansowania portfela przy zalozeniu, ze stopa ON uzywana do naliczania

kosztéw finansowania byla stala w tym okresie i wynosita 5%.
Wyjasnienie: Wynik zrealizowany na papierze dyskontowym (np. na bonie skarbowym) ku-
pionym po cenie p < 100 wynosi
100—p d
100 dmat’

gdzie N jest wartoscia nominalng papieru, d jest liczba dni od daty dostawy dla daty zakupu
papieru do daty dostawy dla daty wyceny, a dy,,t jest liczba dni od daty dostawy dla daty zakupu
papieru do daty zapadalnoéci papieru. Takie okreslenie wyniku zrealizowanego jest zabiegiem
ksiegowym i stuzy tylko do ,,wygodnej dla ksiegowych” prezentacji wyniku i w zasadzie nie ma
nic wspdlnego z rzeczywista realizacja zysku/straty. Z tego powodu wynik zrealizowany z tytutu
rozliczenia dyskonta nie jest uwzgledniany przy wyliczaniu kosztu finansowania pozycji.

Cwiczenie 1.3 (Portfel obligacji). Dealer Banku Miejskiego kupil obligacje o wartosci nomi-
nalnej 100 mln PLN. W chwili zawarcia transakcji rezydualny termin do wykupu tych obligacji
wynosit 2 lata i 3 miesiace liczac od daty dostawy. Obligacje placa kupon 8% (semi-annual,
30/360). Cena czysta obligacji wynosila 95. Po 4 miesiacach dealer sprzedal 40 mln PLN z tego
portfela kiedy cena czysta obligacji wynosita 96. Oblicz wynik na tym portfelu i podziel go na
wynik zrealizowany i wynik niezrealizowany. Oblicz koszty finansowania portfela przy zatozeniu,
ze stopa ON byla stala w rozpatrywanym okresie i wynosita 6%.
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Wyjasénienie: Do wyniku zrealizowanego na obligacji kuponowej, précz rozliczenia dyskonta
lub premii (analogicznie jak w przypadku bonéw; jest to znéw zabieg ksiegowy!), zalicza si¢
otrzymane kupony oraz naroste odsetki AI za biezacy okres odsetkowy (ang. accrued interest).
Naroste odsetki Al oblicza sie nastepujacym wzorem

Ar—c- L
dep

gdzie C' oznacza warto$¢ najblizszego kuponu, dcp liczbe dni w biezacym okresie odsetkowym, a
d liczbe dni od poczatku okresu odsetkowego do daty rozliczenia (dostawy) dla biezacego dnia.

Cwiczenie 1.4 (Przyklad zlozonego instrumentu finansowego (Lokata schodkowa)). Bank ofe-
ruje klientom lokate na nastepujacych warunkach:
— waluta lokaty jest waluta obca CUR (klient deponuje ustalong sume pieniedzy w tej wa-
lucie
— oprocentowanie lokaty jest nastepujace
— 1o jesli Scur/pLn 2 K, przy czym zwrot kapitalu i odsetek odbedzie si¢ w PLN przeli-
czonych po kursie K
— 71 jesli Ki < SCUR/PLN < K
— 72 jesli Ko < Scur/pLn < K1
— 73 jesli K3 < Scur/pLn < Ko
— rq jesli Scur/pLn < K3
przy czym w przypadku Scur/pry < K wyplata nastgpuje w oryginalnej walucie lokaty
oraz 1o <11 <re <rg<rmry4
— kursem referencyjnym jest fixing NBP z dnia zakonczenia lokaty
Zidentyfikuj opcje wbudowane w strukture tego instrumentu.

Cwiczenie 1.5 (Lokata z wbudowang opcjg). Bank oferuje klientom lokate na nastepujacych
warunkach:

— walutg lokaty jest PLN,

— czas trwania lokaty wynosi T',

— odsetki z lokaty wynosza 707" + a max(rwia2o,0) gdzie rwigeo = (ST — So)/So jest stopa
zwrotu z indeksu WIG20 w okresie od rozpoczecia lokaty do chwili jej zakonczenia (Sy ozna-
cza warto$¢ indeksu z chwili rozpoczecia lokaty, a ST wartoscia indeksu z chwili zakonczenia
lokaty), a a jest tak zwanym wspolczynnikiem partycypacii.

(a) Zidentyfikuj opcje wbudowana w ten instrument.
(b) Wyznacz wartos¢ wspélczynnika partycypacji a przy nastepujacych danych liczbowych
— T = 1 (lokata trzymiesieczna)

— To = 2%

— stopa procentowa dla trzymiesiecznych lokat wynosi r3y = 4%

— warto$¢ indeksu WIG20 w chwili rozpoczecia lokaty wynosi Sy = 2400

— cena trzymiesiecznej opcji kupna na WIG20 z ceng wykonania K = Sy = 2400 wynosi

60 (w jednostkach indeksu)

przy ktérym lokata bedzie zawarta na ,sprawiedliwych” warunkach.
(c) Ile kontraktéow opcyjnych powinien kupi¢ Bank by zabezpieczy¢ wyplate czesci odsetek
zalezng od wartosci indeksu WIG20 dla lokaty o nominale N = 100000 PLN.

Uwaga: Nominal kontraktu opcyjnego na WIG20 wynosi 10, to znaczy jest to opcja na 10
sztuk indeksu. Jednostka indeksu jest warta 10 PLN (mozna powiedzieé, ze indeks WIG20 wyno-
szacy So (jednostek indeksowych, punktéw) jest ,akcja” o wartosci 10Sy PLN). Zatem wartosé
gotowkowa wyplaty jednego kontraktu opcyjnego kupna indeksu wynosi 10 x 10 x max(Sr— K, 0)
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PLN, gdzie K jest ceng wykonania. Cena kontraktu opcyjnego na WIG20 jest podawana w jed-
nostkach indeksowych za jedna sztuke indeksu. Tak wiec cena gotéwkowa jednego kontraktu
opcyjnego, ktérego kwotowana cena wynosi ¢y (jednostek indeksowych), wynosi 10 x 10 x ¢
PLN.

Cwiczenie 1.6 (Widelki kupna/sprzedazy dla kursu krosowego). W dniu 5 pazdziernika 2004
okoto godziny 15:40 Bank X kwotowat

— GBP/PLN - 6.2538 / 6.2598

— CHF/PLN - 2.7751 / 2.7791

(a) Oblicz kursy kupna/sprzedazy GBP/CHF, ktére powinien zakwotowaé Bank X w tym
czasie.

(b) Przypusémy, ze w tym samym czasie kwotowanie Banku Y kursu GBP/CHF wynosilo
2.2520 / 2.2580. Czy i w jaki spos6b mozna bylo te sytuacje wykorzystaé by uzyskaé¢ wolny
od ryzyka dochéd.

Cwiczenie 1.7 (Kredyt hipoteczny). Utworz schemat splat kredytu hipotecznego w ktérym
,Lowne” raty, na ktore sktadaja sie odsetki i sptata kapitatu, sa ptacone co miesiac przez 10
lat. Jedli kredyt jest udzielony na stope stala, raty sa rzeczywiscie rowne. Jesli kredyt jest
udzielony na stope zmienna (powiekszona o marze), raty beda sie zmienialy wraz ze zmiang
stopy zmiennej. Oblicz jak zmieni si¢ rata takiego kredytu jesli stopa zmienna wzro$nie o 1
punkt procentowy. Zaléz ze biezaca stopa zmienna wynosi 3.5% a marza banku 1.5%.



2. Stopy procentowe

2.1. Podstawowe stopy procentowe

Na rynku obserwujemy wiele réznych stép procentowych, z ktérych kazda na swodj sposodb
okreéla cene pienigdza w czasie i ewentualnie premie za ryzyko kredytowe:

— stopy skarbowe — stopy po ktérych rzady panstw pozyczaja pieniadze w swoim kraju —
rentownosci bonéw skarbowych (w przypadku amerykanskich bonéw skarbowych (T-bills)
stopa dyskonta), stopy dochodowosci obligacji skarbowych (T-bonds),

— stopy repo — stopy transakcji repo (ang. repurchase agreement), to jest transakcji, ktéra
polega na sprzedazy papieru warto$ciowego z przyrzeczeniem odkupu (réznica miedzy cena
odkupu a cena sprzedazy to odsetki),

— stopy miedzybankowe — stopy lokat i depozytéw na rynku miedzybankowym — w tym stopy
referencyjne typu LIBOR, WIBOR, EURIBOR.

Dla transakcji o takim samym czasie trwania mamy nastepujaca nieréwnosé

TTrate < TRepo < TLIBOR;

przy zalozeniu, ze stopy te zostaly sprowadzone do tej samej ,bazy” (sa wyrazone w tej samej

konwencji — o tym bedzie mowa pé6zniej). Nieréwnosé powyzsza wynika z réznych pozioméw

ryzyka kredytowego, zawartego w transakcjach ktérym te stopy odpowiadaja.

Précz tych stép mamy jeszcze na rynku miedzybankowym
— stopy swapowe — stopy kontraktow wymiany procentowej IRS,

— stopy FRA — to sa de facto stopy forward.

Wyzej wymienione stopy sa bezpoérednio obserwowane na rynku, to znaczy sa kwotowane
lub sa oglaszane. Jest tez grupa instrumentéw finansowych, ktérych (kwotowane) ceny implikuja
odpowiedniego rodzaju stopy procentowe. Na przykiad mamy
— stopy dochodowosci obligacji skarbowych, papieréw komercyjnych (bonéw, obligacji emito-

wanych przez podmioty gospodarcze) (ang. yield to maturity, internal rate of return),

— stopy forward implikowane przez kontrakty futures na depozyty (Eurodollar futures).

W matematyce finansowej i w inzynierii finansowej uzywa si¢ réwniez wielu stop teoretycz-
nych, ktére nie sa obserwowalne na rynku.

Mowiac o stopie procentowej na ogdél odnosimy ja do okresu czasu, w ktérym ,zyje” in-
strument finansowy zwigzany z ta stopa. Oznaczenia dla czasu bedziemy czesto stosowaé w
podwdéjnych znaczeniach:

— raz zmienne czasowe, np. t, T', beda oznaczaé daty (dni),

— innym razem ¢, T beda punktami (liczbami rzeczywistymi) na osi czasu, ktére odpowiadaja
odlegtosci chwil ¢, T' od pewnego ustalonego dnia (poczatku osi czasu), przy czym odlegtosci
te beda liczone wedlug pewnego sposobu (konwencji).

Zwykle bedziemy przyjmowaé, ze biezacy dzien jest poczatkiem osi czasu.

Odlegtos¢ miedzy dwoma chwilami czasu mierzymy w latach, bowiem stopy procentowe
bedziemy zawsze podawaé zannualizowane, tzn. w skali roku (rok jest jednostka czasu). Nalezy
jeszcze zwrocié uwage na sprecyzowanie co to znaczy ,rok”. I tak, odlegto$é miedzy T a Tb,
ktora bedziemy oznaczaé symbolem To — 17, moze by¢ zdefiniowana

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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— w konwencji ACT/365 jako

liczba dni od 17 do T5

L-T= 365

— w konwencji ACT/360 jako

liczba dni od 77 do T:
L-T= 3@1 z

— w konwencji 30/360 jako

max (30 — dq,0) + min(dz, 30) + 30(mg — my — 1) + 360(y2 — y1)
360 ’

gdzie T potraktowane jako data zapisaliémy w postaci di/m1/yi, 1 analogicznie Th w postaci
da/ma/y2 — w tej konwencji liczba dni miedzy dwoma dniami jest liczona przy zalozeniu, ze
kazdy miesigc ma 30 dni.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia

— t — chwila czasu (dzien), w ktérej instrument finansowy (stopa z nim zwiazana) jest ,,obser-
wowany”

— T — data zapadalnosci instrumentu (stopy),

— T —t — czas trwania (czas do zapadalnosci).

Ty -1 =

2.2. Obligacje zerokuponowe, czynniki dyskontowe

Obligacja zerokuponowa o terminie zapadalnosci T' to instrument finansowy, ktéry gwa-
rantuje posiadaczowi wyplate w wysokosci 1 (w danej walucie) w chwili czasu T'. Niech

B(t,T)

oznacza wartos¢ tego instrumentu w chwili ¢, gdzie 0 <t < T.

Tak zdefiniowane obligacje zerokuponowe sa teoretycznym instrumentem finansowym i w
rzeczywistoéci wystepuja na rynku rzadko. Na przyktad, bony skarbowe sa obligacjami zeroku-
ponowymi i w danej chwili na rynku jest tylko skoficzona liczba tych bonéw o czasach trwania,
ktore nie przekraczaja roku. Obligacje zerokuponowe sa fundamentalnym pojeciem uzywanym w
teorii stép procentowych, ktoére pozwala powiazaé¢ lub wyznaczy¢ wiekszos$¢ stép procentowych:
te wystepujace na rynku, oraz stopy teoretyczne, nieobserwowalne na rynku.

Wtlasnosci B(t,T)

— B(t,T)<1dla0<t<T,

— B(T,T) =1,

— obserwujac w chwili ¢ > 0:
— B(t,T1) > B(t,Ty) dla kazdych t < Ty < Ty, tj. funkcja B(t,-) jest malejaca,
— B(t,) jest rézniczkowalna (to jest zalozenie),

— dla kazdego T: (0,T) >t — B(t,T) jest procesem stochastycznym.

Czynniki dyskontowe

Czynnik dyskontowy, ktory sprowadza do chwili ¢ warto$é¢ przeptywu pienieznego naste-
pujacego w T, bedziemy oznaczaé¢ symbolem DF'(t,T). Warto$¢ (cena) w chwili ¢ obligacji
zero-kuponowej o terminie zapadalnosci T' > t moze by¢ uzywana do dyskontowania na chwile ¢
wartosci przeptywu pienieznego nastepujacego w chwili T'. Zatem, w szczegdlnosci, jezeli istnieje
obligacja zerokuponowa zapadalna w T', to DF(t,T) = B(t,T) i woéwczas te dwa pojecia mozemy
uzywaé wymiennie. By zaznaczy¢ walute (CUR) w ktérej dyskontowany jest przepltyw pieniez-
ny bedziemy czasami stosowa¢ notacje DFcur(t,T'). Wartosci czynnikéw dyskontowych mozna
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wyznaczy¢ rowniez na podstawie kwotowan innych instrumentéw finansowych, na przyktad na
podstawie stép depozytowych, stop kontraktéw FRA oraz stép kontraktéw IRS (patrz Wyktady
314).

Uwaga 2.1. W teorii modeli stép procentowych definiuje si¢ réowniez stochastyczny czynnik

dyskontowy
T
D(t,T) = exp (—/ Tudu> ,
t

gdzie 1 jest krétkoterminowa (chwilowa) stopa natychmiastowa (o tej stopie bedziemy méwié
w dalszej czesci wykladu). W ramach tej teorii pokazuje sie, ze

B(t7T) = E¢ (D(t7T)|ft)a

gdzie F; jest tzw. filtracja (zasobem informacji dostepnej do chwili ¢ wlacznie).

2.3. Wartos$é strumienia przeplywéw pienieznych

Niech C(t;) oznacza przeplyw pieniezny, ktory nastepuje w chwili ¢; > ¢. Wartos¢ strumienia
(portfela) przeptywéw {C(t;)}i=1,...n (nastepujacych w tej samej walucie) w chwili ¢ wynosi

n

P(t) = S DF(t,;)C(t). (2.1)

=1

Jesli t = 0 (chwila biezaca), P(0) nazywamy wartoscig biezaca strumienia {C(¢;)}i=1,.. n. Po-
niewaz wiele instrumentow finansowych mozna przedstawi¢ w postaci strumienia przepltywow
pienieznych, wzér (2.1) jest podstawowym modelem wyceny takich instrumentéw. Nawet jesli
instrumenty tego typu maja cene rynkowsa i formalnie nie ma potrzeby dokonywania wyceny na
podstawie modelu (wzorem (2.1)), model wyceny jest niezbedny od wyznaczania miar ryzyka
takiego instrumentu — na przyktad duracji (inaczej: $redniego czasu trwania), czy tez BPV (ang.
Basis Point Value) — patrz Zadanie 2.8.

2.4. Zerokuponowe stopy procentowe (spotowe, natychmiastowe)

Zerokuponowa stopa prosta dla okresu [¢t,T] to wewnetrzna stopa zwrotu obligacji ze-
rokuponowej zapadalnej w chwili 7" wyznaczona jako stopa o tzw. prostej kapitalizacji odsetek

B.T) =17 —1t)L(t,T)’ (2:2)
skad BT
L(t,T) = Tl_t A B(t’(fr’) ) (2.3)
Wzér (2.2) jest tozsamy z warunkiem
L+ (T — L T) = —— (2.2)
BWT)

ktéry mozna zinterpretowaé jako zalozenie braku arbitrazu. Lewa strona (2.27) jest kumula-
cja kapitatu (kapitalem wraz z odsetkami) zlozonego na lokacie, ktérej oprocentowanie wynosi
L(t,T), na okres od t do T'. Prawa strona jest wyplata w chwili 7" z inwestycji polegajacej na
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zakupie w chwili ¢t 1/B(t,T) jednostek zerokuponowej obligacji, ktéra zapada w T'. By nie bylo
arbitrazu, obie te inwestycje musza daé¢ ten sam dochéd. Stad musi zachodzié (2.27).

Zerokuponowa stopa kapitalizowana w sposéb ciagly dla okresu [¢, 7] to wewnetrzna
stopa zwrotu obligacji zerokuponowej zapadalnej w chwili T' wyznaczona jako stopa o tzw.
ciaglej kapitalizacji odsetek

1
PN = o (@ RE D) =4
skad 1)
In B(t, T
Wzér (2.4) jest tozsamy z warunkiem
exp (T~ OR(LT)) = (2.4

B(t,T)’

ktéry znéw mozna zinterpretowaé jako zatozenie braku arbitrazu, przy czym tym razem kumu-
lacja kapitatu jest wyrazona przez stope kapitalizowana w sposéb ciagty.

Zerokuponowa stopa kapitalizowana m-krotnie w ciggu roku dla okresu [t,T] to
wewnetrzna stopa zwrotu obligacji zerokuponowej zapadalnej w chwili 7" wyznaczona jako stopa
o tzw. m-krotnej (w ciagu roku) kapitalizacji odsetek

1

B(t,T) = (1 L Ym(t,T))m(T_t)’

(2.6)

m

skad

1
Yiu(t, T) = m <B(t7T)1/(m(T_t)) -1). (2.7)

Wzér (2.6) jest tozsamy z warunkiem

Yo (£, T)\ ™D 1 :
<1jL m ) T BT 26)

ktéry znow mozna zinterpretowac jako zalozenie braku arbitrazu, przy czym kumulacja kapitatu
jest wyrazona przez stope kapitalizowana m-krotnie w ciagu roku.

Korzystajac z definicji (2.2), (2.4), oraz (2.6) mozemy wyprowadzi¢ formuly wiazace wza-
jemnie stopy L(t,T), R(t,T), oraz Y,,(t,T). Wszystkie te stopy wyrazaja to samo, tj. koszt
pieniadza w czasie, z tym ze kazda na swoj sposob.

Okreslenie stopy R(t,T) jako stopa kapitalizowanej w sposob ciagly jest uzasadnione przez
nastepujacy fakt (Zadanie na Cwiczenia). Mianowicie, jedli granica lim,, .o Y;,(t,T) istnieje,
to

lim Y, (¢t,T) = R(t,T).

m—0o0

Odnoszac sie do stopy procentowej, nalezy jeszcze zwrocié¢ uwage na to w jaki sposéb obli-
czana jest dtugosé okresu czasu (wielko$¢ T'—t). Stopom procentowym o tym samym schemacie
kapitalizacji odsetek mozna (i tak bywa dla réznych walut) przypisaé¢ rézne konwencje, wedlug
ktérych obliczana jest dlugosé okresu czasu T — t.

Ktére z tych stop widaé¢ na rynku ?

— Stopy proste L(t,T) sa bezposrednio obserwowalne na rynku — stopy lokat / depozytéw na
rynku miedzybankowym.
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— Stopy Y, (¢, T) sa czasem widoczne jako stopy implikowane — na przyktad, jako stopy do-
chodowoéci obligacji zerokuponowych. Dla obligacji amerykanskich standardem jest stopa
kapitalizowana co po6t roku, tj. dla m = 2.

— Stopy R(t,T) kapitalizowane w sposéb ciagly nie sa bezposrednio widoczne na rynku. Sa
one natomiast bardzo uzyteczne w matematyce finansowe;j.

2.5. Struktura stép procentowych
Struktura stop procentowych to nic innego jak funkcja
(t,+00) 5T = Y (t,T),

gdzie Y (t,T) oznacza jedna ze stép L(t,T), R(t,T), Y (t,T). Wykres tej funkcji nazywamy
krzywaq stop procentowych.

Bywa, ze okredlajac strukture stop procentowych uzywa sie dwoch rodzajéw stop, na przy-
ktad
L(t,T), dlat<T<t+1,

(¢, +00) 9T_>{ Yi(t,T), dlaT >+ 1.

Czesto moéwiac o strukturze stop procentowych, mamy na mysli de facto strukture czynnikdéw
dyskontowych, to jest funkcje

[t,+00) 2T — DF(t,T) = B(t,T).

Aspekty praktyczne

Mamy dwa podstawowe typy struktur czynnikéw dyskontowych
— krzywa obligacyjna (,,bondowa’), ang. government curve — wygenerowang z cen obligacji
(skarbowych),
— krzywa miedzybankowa (,swapowa”), ang. swap (intermarket) curve — wygenerowana
na podstawie stop na rynku miedzybankowym (st6p typu LIBOR, stép FRA, stép IRS,
cen kontraktéw Futures na depozyty — patrz Wyktady 3 i 4).
Krzywa swapowa jest okreslona przez
— wartosci czynnikéow dyskontowych DF'(t,T;) dla chwil czasu T; (i = 1,...,p), ktére od-
powiadajg czasom trwania instrumentéw uzytych do ich wygenerowania,
— metody interpolacji i ekstrapolacji, przy pomocy ktérych wyznacza si¢ wartosci DF(¢,T")
dla T lezacych pomiedzy punktami wezltowymi T;j; na przykilad dla T; < T < Tj1q
(interpolacja) okreslamy

1—7 T
DF(t,T) = (DF(t,T))  (DF(t,Tis)) (2.82)
gdzie
T-T
T=——
Tiy1 —T;

adlat<T < Ty lub T > T, (ekstrapolacja),
T/T;
DF(t,T) = (DF(t,n)) . gdzie i =1 lub p. (2.8b)
Uwaga: Nie jest to jedyny mozliwy sposéb interpolacji czynnikéw dyskontowych (patrz

Zadanie 2.5). Ten sposob interpolacji ma pewne zalety (patrz Zadanie 2.3.(a) oraz Zada-
nie 2.4) ale ma tez i wady (Zadanie 2.3.(b)).
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2.6. Chwilowa stopa natychmiastowa

W matematycznym modelowaniu stép procentowych operuje sie réwniez pewnymi abstrak-
cyjnymi stopami procentowymi. Jedna z takich stép jest krétkoterminowa (chwilowa) stopa
natychmiastowa (ang. spot short interest rate), zdefiniowana w nastepujacy sposéb

r(t) = lim R(t,T).

T—tt

Dla oznaczenia tej stopy bedziemy réowniez uzywacé¢ symbolu ;.
Z powyzszej definicji, oraz z wlasnosci funkcji B(t,-) wynika, ze

InB(t,T) —InB(t,t) 0
= —a—TlnB(t,T)\T:t.

ry = lim —
t T—tt+ T —1t

Mozna réwniez pokaza¢ (Zadanie na Cwiczenia), ze

T11_>I§1+ L(t,T) = r(t).
7 tego powodu za rynkowy odpowiednik stopy chwilowej czasami przyjmuje sie krotkoterminowa
stope lokat / depozytéw na rynku miedzybankowym. Ze wzgledu na czas trwania najbardziej
odpowiednia stopa bylaby stopa ON (ang. OverNight). Jednakze, na wielu rynkach, w tym i na
polskim, stopa ON ma zbyt duzg zmiennoé¢ w stosunku do innych stép rynkowych i nie jest
dostatecznie skorelowana z tymi stopami rynkowymi, by mogla ,tlumaczyé” ich zachowanie.
Czasami za surogat stopy chwilowej bierze si¢ trzymiesieczna stope typu LIBOR.

Dynamike struktury stép procentowych prébuje sie modelowaé¢ formulujac stochastyczne
réwnania rézniczkowe dla odpowiednio dobranych stop procentowych. Podstawowa klasa modeli
stép procentowych dotyczy stopy chwilowej 7, = r(t). Jednym z takich modeli jest nastepujacy
model Hull-White’a

dry = (6(t) — ary)dt + odWr,

gdzie

— a i o sg stalymi,

— 0(t) pewna funkcja deterministyczna.

Model Hull-White’a jest modelem z powrotem do éredniej — stopa krétkoterminowa powraca do
sredniej 0(t)/a w tempie a. Parametry modelu (funkcje 6, stale a i o) dobiera si¢ w taki sposéb
by dopasowaé go biezacej struktury stép procentowych.

2.7. Stopy forward

Okreslenie stopy forward przy uzyciu (prostych) stép depozytowych

Dla uproszczenia zalézmy, ze rozpatrujemy okresy do 1Y (wtedy mozemy stosowaé konwen-
cje rynku pienieznego, to jest stopy proste).

Stopa forward obserwowana w chwili ¢ na okres czasu od T do S, gdzie t < T < S, to stopa
F(t,T,S) w okresie od T do S przy ktorej nastepujace dwie transakcje daja taki sam wynik w
chwili S:

— Transakcja 1 — w chwili ¢ lokujemy jednostke pieniezna na okres [t, S] po stopie L(t, S)

— Transakcja 2 — w chwili ¢ lokujemy jednostke pienigzna na okres [t, T'] po stopie L(t,T) oraz
jednoczesnie zawieramy umowe na ulokowanie kwoty 1+ L(¢,T")(T —t) na okres czasu [T, S]
po stopie F(t,T,S)



22 2. Stopy procentowe

Te dwie transakcje dajg ten sam wynik jesli
1+ L(t,S)(S—t)=Q+L(t,T)(T—t)-(1+ F(t,T,5(S 1)), (2.9)
skad otrzymamy nastepujacy wzor na stope forward

L+ L(t,S)(S—1)
1+ Lt T) T —t) )

F(tT,S) = — (

= 2.10
ST (2.10)
Stopa forward zdefiniowana (z pozoru) inaczej
Stopa forward obserwowana w chwili ¢ na okres czasu od 7' do S (t < T < S) to stopa
zwrotu ktéra mozna zrealizowaé¢ w okresie od T do S na transakcji wolnej od ryzyka zawartej
w t bez poczatkowych kosztow. Taka transakcje przeprowadzamy w nastepujacy sposéb:

— w chwili ¢ sprzedajemy jedna obligacje zerokuponowg o terminie zapadalnosci T - otrzymu-
jemy sume B(t,T), i jednoczesnie,

— w chwili ¢ kupujemy obligacje zero-kuponowa o terminie zapadalno$ci S o nominale B(¢,T)/B(t, S)
— placimy sume B(¢,T).

Nastepnie,

— w chwili T realizujemy zobowigzanie z tytulu sprzedanej obligacji zerokuponowej o terminie
zapadalnosci T' — ptacimy 1,

— w chwili S otrzymujemy wyplate z obligacji zerokuponowej o terminie zapadalnodci S —
otrzymujemy sume B(¢,T)/B(t,S) - 1.
Zatem w okresie od T do S zrealizujemy wolny od ryzyka zwrot w wysokosci

B(t,T)
B(t,S)

7 tym zwrotem mozemy zwigzaé¢ nastepujace stopy:
— Prosta stope forward F(t, T, S) ustalona w chwili ¢ na okres czasu [T, S], ktéra jest okreslona
przez nastepujacy warunek

skad mamy nastepujaca definicje

F(t,T,S) = SiT . B(t’?(;ﬁ)(t’ %) (2.11)

Uwaga: Jedli zalozyé, ze miedzy rynkiem depozytowym a rynkiem papieréw warto$ciowych
(w tym przypadku obligacji zerokuponowych) nie ma arbitrazu, czyli, ze spelniony jest
warunek (2.3), to stopy forward okreslone wzorami (2.10) i (2.11) sa identyczne.

— Stope forward kapitalizowana w sposéb ciagly F*(¢,T,.S) ustalona w chwili ¢ na okres czasu
[T, S], okreslona w nastepujacy sposéb

exp ((S = T)F*(t,T,5)) =

skad mamy nastepujaca definicje

~InB(t,S) -InB(t,T)
S-T '

F*(t,T,8) = (2.12)
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Korzystajac z definicji (2.12) mozna tatwo pokazaé, ze

T—-1

F*(t,T,5) = R(t,S) + (R(t,S) — R(t,T)) ST

(2.13)

7 tego wzoru wynika nastepujaca obserwacja:
— jesli w okresie czasu [T, S| krzywa stép procentowych R(t,-) jest rosnaca (malejaca), to
F*(t,T,S) > R(t,S) (F*(t,T,5) < R(t,5)).
Ktére ze stép forward widaé na rynku?
Proste stopy forward — jako kwotowania kontraktéw FRA (patrz Wyklad 3) oraz jako stopy
implikowane z kwotowan kontraktéw Futures na depozyty (patrz Wyktad 5).

2.8. Chwilowa stopa forward

Chwilowa stopa forward obserwowana w chwili ¢ o terminie zapadalnosci T' jest zdefiniowana
jako nastepujaca granica

f(.T) = Jim F(1,T.9). (2.14)

gdzie stopa F'(t,T,5) jest okreslona przez warunek (2.11). Korzystajac z (2.11) obliczamy

. 1 B(tS)— B(tT)
e ==dm s e~ s-7
19

0

(2.15)

Analogicznie pokazujemy, ze

) . B . InB(t,S)-WmB(t,T) 0 B
slir%rF <t’T’S)__sliI¥+ T ——%lnB(t,S)ISZT—f(t,T).

Ponadto, jezeli zalozymy, ze funkcja R(t,-) jest rézniczkowalna, to przechodzac w réwnaniu
(2.13) do granicy S — T (lub podstawiajac w (2.15) wzoér (2.5) i wykonujac rézniczkowanie),
otrzymamy nastepujacy zwiazek miedzy stopa chwilowa forward f(¢,7) a stopami natychmia-
stowymi kapitalizowanymi w sposéb ciagtly:

0
F(.T) = R(,T) + (T — 1), SR(5, )]s
Calkujac (2.15) otrzymujemy nastepujacy zwiazek
S
B(t,S) = B(t,T) exp (- / £(t,7) dT> . (2.16)
T
W szczegbdlnosci
S
B(t,S) = exp (—/ flt,7) d7’> . (2.17)
t

Z (2.17) napisanego dla S = T i z definicji (2.4) stopy R(t,T) wynika nastepujacy zwiazek

R, T) = % /t ) dr, (2.18)

Czyli stopa R(t,T') jest $rednia chwilowych stép forward w okresie czasu [t, T]. Na koniec za-
uwazmy, ze

f(t,t) =r(t).
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Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 2.1. Na rynku kwotowane sg nastepujace stopy (proste, ACT/365)
(i) spot L(3M)=5.00%,
(i) forward F(3M,6M)=5.10%, F(3M,9M)=5.15%, F(6M,1Y)=5.20%.
Oblicz
(a) stopy spot L(6M), L(9M), L(1Y),
(b) stopy forward F(6M,9M), F(9M,1Y),
(¢) czynniki dyskontowe DF(3M), DF(6M), DF(9M), DF(1Y).
Zaloz, ze okres 3M ma 91 dni (od daty spot), 6M 183 dni, 9M 273 dni, oraz 1Y 365 dni.

Cwiczenie 2.2. Pokazaé, ze jedli granica limy, .o Y, (t,T) istnieje, to limy, oo Yin (¢, T) =
R(t,T).

Cwiczenie 2.3. (a) Sprawdzié, ze jezeli ciag DF(t,T;) (i = 1,...,p) jest malejacy, to funkcja,
T — DF(t,T) okreslona formulami (2.8) jest malejaca.

(b) Pokazaé, ze stopy forward kapitalizowane w sposéb ciagly dla kazdego okresu czasu
[S1,S2] zawartego w [T}, Ti+1] sa takie same.

Cwiczenie 2.4. Wyprowadzi¢ wzory na interpolacje i ekstrapolacje stép R(t, -), ktore odpowia-
daja interpolacji i ekstrapolacji czynnikéw dyskontowych okreslonym formulami (2.8). Pokazaé
ze, przy tej metodzie interpolacji i ekstrapolacji stop R(t,-), przesunieciu réwnoleglemu stép
R(t,T;) (i =1,...,p) odpowiada réwnolegle przesuniecie krzywej T'— R(t,T'). Jak zmienia sie
struktura czynnikow dyskontowych przy przesunieciu réwnoleglym stop procentowych?

Cwiczenie 2.5. Wyprowadzi¢ wzory na interpolacje czynnikow dyskontowych analogiczne do
(2.8a), ktére odpowiadaja liniowej interpolacji stép R(t, ), to jest

-1

T) = T)+ ——F=

(R(tv Ti+1) - R(tv Tl))
dla T; < T < Tj41. Przedyskutowaé problem monotonicznosci tak zdefiniowanej krzywej czyn-
nikéw dyskontowych DF(t,T) wzgledem zmiennej 7T'.

Wskazowka. Ty = 6/12 i R(0,T1) = 30%, oraz To = 9/12 i R(0,T) = 20%. Sprawdz czy dla
T = 8/12 zachodzi DF(0,T) > DF(0,T»).

Cwiczenie 2.6. Zalézmy, ze krzywa zerokuponowych stép (kapitalizowanych w sposéb ciggly)
jest rosnaca. Co jest wieksze

— stopa zerokuponowa dla terminu 7T,

— wewnetrzna stopa zwrotu z obligacji stalokuponowej o terminie wykupu 7'7
Co mozna powiedzieé, jesli krzywa stép procentowych jest malejaca lub stata?

Cwiczenie 2.7. Na rynku kwotowane sa nastepujace papiery skarbowe
(i) szesciomiesieczny bon — po 97,
(ii) obligacja kuponowa o kuponie 5.00% platnym co p6l roku zapadajaca za rok — po cenie
99,
(iii) obligacja kuponowa o kuponie 5.50% platnym co rok zapadajaca za rok i sze$¢ miesiecy
— po cenie (czystej) 96.75,
(iv) obligacja kuponowa o kuponie 6% platnym raz w roku zapadajaca za dwa lata — po cenie
98.
Oblicz
(a) czynniki dyskontowe DF(6M), DF(1Y), DF(18M), DF(2Y),
(b) stopy R(6M), R(1Y), R(18M), R(2Y),
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(c) stopy forward F*(6M,1Y), F*(1Y,18M), F*(18M,2Y) (kapitalizowane w sposéb ciagly).
W celu uproszczenia obliczen przyjmij, ze utamek roku dla kazdego okresu szesciomiesiecznego

-1
Wynosi 5.

Cwiczenie 2.8. Rozwiaz Zadanie 2.7 majac dane tylko (i), (iii) oraz (iv).

Wskazowka. Brakujgce dane bedziesz musial zastgpié zaloZeniem co do postaci czynnika dys-
kontowego dla okresu 1Y.

Cwiczenie 2.9. Dane sa dwie obligacje, ktérych czas trwania jest taki sam i wynosi 5 lat
(obligacje zapadaja za 5 lat od chwili biezacej). Obie obligacje ptaca kupon w dokladnie tych
samych terminach, ale w réznych wysokosciach. Jedna z nich placi kupon 7.5% i jej cena bie-
zaca wynosi 95. Druga, o 5% kuponie, kosztuje 92.50. Oblicz warto$é czynnika dyskontowego
dla okresu 5Y oraz zero-kuponowa stope procentowa Y2(0,5Y") (kapitalizowana pélrocznie) w
konwencji ACT/360.

Cwiczenie 2.10. Na rynku sa w obrocie dwie obligacje zerokuponowe
(i) skarbowa w cenie 98,
(ii) korporacyjna (emitowana przez korporacje) w cenie 95,
obie zapadajace w ciagu 91 dni. Oblicz
(a) wewnetrzne stopy zwrotu tych obligacji.
(b) spread kredytowy papieru komercyjnego, to jest réznice miedzy wewnetrzna stopa zwrotu
papieru komercyjnego a stopa papieru skarbowego (wolnego od ryzyka kredytowego).

Cwiczenie 2.11. Wewnetrzna stopa zwrotu dwuletniej obligacji, ktora placi 6% kupon co po6t
roku, wynosi 8% (kapitalizacja potroczna, 30/360).
(a) Oblicz ceng tej obligacji.
(b) Wiedzac, ze
— 26- i1 52-tygodniowe bony skarbowe sa sprzedawane i kupowane z dyskontem 5 i odpo-
wiednio 8,
— cena czysta obligacji o czasie trwania 18 miesiecy, ktora placi 10% kupon raz w roku,
wynosi 90,
oblicz warto$é¢ czynnika dyskontowego dla okresu 2Y oraz zerokuponowa stope procentowa
Y5(0,2Y) (kapitalizowang péirocznie, ACT/360).

Cwiczenie 2.12. Dane sa nastepujace wielkoci

— cena 3M bonu skarbowego — 97,

— cena 9M bonu skarbowego — 92,

— cena czysta obligacji o czasie trwania 15M z pétrocznym 6% kuponem — 95,

— cena czysta obligacji o czasie trwania 21M z pélrocznym 8% kuponem — 94.
Spotka wuwu.com emituje obligacje o czasie trwania 18M, ktéra bedzie placi¢ kupon w wyso-
kosci 2.5 kwartalnie. Stopa dochodowosci obligacji emitowanych przez spotki z sektora .com
jest srednio wyzsza o 200 punktéow bazowych niz stopa dochodowosci papieréw skarbowych o
podobnej strukturze. Przy tym zalozeniu wycen obligacje spotki wuwu. com.

Uwagi: (i) Przyjmij ze stopy procentowe obligacji, o ktérych mowa w zadaniu, sa podane
na bazie 30/360. (ii) Przy poprawnym rozwiazywaniu tego zadania zajdzie potrzeba obliczenia
stopy dochodowosci. W tym celu mozesz sie poshuzy¢ np. arkuszem kalkulacyjnym. Sprawdz
jak by sie zmienila cena obligacji gdybys$ ,uproécil” rozwiazanie tak by nie obliczaé stopy
dochodowosci, a obliczajac cene tej obligacji po prostu natozyl ten spread na strukture stép
zerokuponowych.



26 2. Stopy procentowe

Cwiczenie 2.13 (Duracja vel éredni czas trwania.). Rozpatrzmy strumiefi (portfel) przeptywéw
pienieznych {C(t;)}i=1,..n (nastepujacych w tej samej walucie) i zalézmy, ze jego warto$é¢ w
chwili ¢

n

P(t)=> DF(t,t;)C(t;) # 0.

i=1

ktora zwykle okresla sie jako duracje Macaulay’a (ang. Macaulay duration).

(a) Pokaz, ze jezeli wszystkie przeptywy pienigzne C(t;) sa dodatnie, to
min{t; — t} < D(t) < max{t; — t}.

(b) Niech Ra(t,-) oznacza strukture stép procentowych R(t, -) kapitalizowanych w spos6b
ciagly przesuniety réwnolegle o wielko$é A, to znaczy Ra(t,T) = R(t,T) + A dla kazdego
T > t. Niech Pa(t) oznacza warto$¢ strumienia {C(t;)} obliczona przy tak przesunietej
strukturze stop, to jest, dla czynnikéw dyskontowych okreslonych wzorem

DFA(t,T) = e~ T-DRAGT) _ ~(T-ORGT) ~(T-0A _ ~(T-0AD P4 T),

Pokaz, ze
PA(t) — P(t) = —D(t)P(t)A + o(A).

Wskazowka. Okresl funkcje g(A) = Pa(t) — P(t) dla ustalonej struktury stép R(t,-). Oblicz
9'(0).

(c) Rozpatrzmy teraz zalezno$¢ wartosci strumienia od wielkosci réwnoleglego przesuniecia
stép Y (t,T) kapitalizowanych rocznie. Niech YA (t,-) oznacza strukture stop procento-
wych Y (t,-) przesunieta réwnolegle o wielko$é A, to znaczy Ya(t,T) = Y (¢,T) + A dla
kazdego T' > t. Niech Pa(t) oznacza wartos¢ strumienia {C(¢;)} obliczona przy tak przesu-
nietej strukturze stép, to jest, dla czynnikow dyskontowych okreslonych wzorem

1 1
DEAGT) = Ty ~ G Y@ D) + A7

Pokaz, ze
Pa(t) = P(t) = —Dpoa () P(A + 0(A),

gdzie Dpoq(t) jest tak zwana zmodyfikowana duracja Macaulay’a (ang. modified Macaulay
duration) okreslona wzorem

Dinod(t) = (t: — )DF(t,:)C(t;).

n

1 1
P(t) &1+ Y(LL)

i=1

— (d) Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy struktura stép procentowych jest plaska, to znaczy
kiedy R(t,T) = R(t) dla kazdego T" > t i analogicznie Y (t,T) = Y (t) dla T' > t, gdzie
oczywiscie R(t) = In(1 + Y (t)). Pokaz, ze woéwczas

D

Diod = ————.
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Uwaga: W praktyce duracje obligacji oblicza si¢ wzgledem wewnetrznej stopy zwrotu tej
obligacji. Oznacza to, ze, na przyklad, jesli do obliczenia wewnetrznej stopy zwrotu przy-
jeto mechanizm rocznej kapitalizacji, to czynniki dyskontowe DF'(¢,T) w definicji duracji
(zmodyfikowanej) sa postaci

1

DF(t,T) = —(1 Vi) T

gdzie YIgRr jest wewnetrzna stopa zwrotu tej obligacji (o rocznej kapitalizacji). Gdy dla we-
wnetrznej stopy zwrotu przyjeto inny mechanizm kapitalizacji, np. kapitalizacje ciagta lub
pélroczna (przypadek obligacji amerykanskich), to wéwczas nalezy odpowiednio adaptowaé
definicje czynnika dyskontowego uzytego do obliczenia duracji i sam wzor na duracje. Jak
wida¢ tak okreslona duracja nie jest pojeciem jednolitym, w tym sensie, ze zalezy ona od
wewnetrznej stopy zwrotu obligacji (lacznie z calym bagazem konwencji uzytych do okre-
Slenia tej stopy). Trudno jest wiec poréwnywaé tak liczone duracje dla réznych obligacji,
szczegdblnie tych ktoérych wewnetrzne stopy zwrotu réznia sie istotnie.
(e) BPV to nic innego jak zmiana warto$ci strumienia (portfela przeplywéw pienieznych)
odpowiadajaca przesunieciu réwnolegtemu struktury stép procentowych o 1 punkt bazowy
(0.01%, od ang. basis point oznaczany jako bp), zwykle w dét. Tak wiec

BPV = P(j+ Ay) — P(j),

gdzie § oznacza biezaca strukture stop procentowych, a Ay = —1bp = —0.0001. Wyprowad?
zwiazek pomiedzy BPV a duracja.

Cwiczenie 2.14 (BPV obligacji zerokuponowej.). Wyprowadz wzér na BPV obligacji zeroku-
ponowe].

Cwiczenie 2.15 (Addytywnosé¢ BPV.). Niech

BPV; = P(y + Aiy) — P(),

gdzie Ay = [0,...,Ay,...,0] (przesuniecie tylko i—tej stopy, to jest stopy o tenorze T;). Pokaz,

ze

BPV ~ > BPV,.

Cwiczenie 2.16. W portfelu mamy 100 min PLN (warto$ci nominalnej) w obligacji o naste-
pujacych parametrach: 8% kupon platny co pét roku, termin wykupu za 2 lata i trzy miesiace,
YTM (semi-annual, 30/360) wynosi 8.488%. Oblicz

(a) cene czysta tej obligacji,

(b) $redni czas trwania tej obligacji,

(¢) zmodyfikowana duracje,

(d) przyblizona zmiane wartosci portfela przy wzroscie YTM o 5 bp.

Cwiczenie 2.17. Dealer zarzadza dwoma portfelami:

— portfelem piecioletnich obligacji zerokuponowych o warto$ci nominalnej 100 mln PLN,
— portfelem dwuletnich obligacji zerokuponowych o wartosci nominalnej 150 mln PLN.

Dwuletnia stopa zerokuponowa (o rocznej kapitalizacji) wynosi 4%, a piecioletnia stopa zero-
kuponowa (o rocznej kapitalizacji) wynosi 5%.

(a) Oblicz BPV tych portfeli.

(b) Dealer szacuje, ze stopa dwuletnia wzrosnie z dnia na dzieh o 25 bp a stopa pigcioletnia
wzrosnie o 30 bp. Na ktérym z portfeli dzienna zmiana wyniku bedzie wieksza? Jaka bedzie
catkowita zmiana wyniku na obu tych portfelach?
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(¢c) W drugim scenariuszu dealer szacuje, ze stopa dwuletnia wzrosnie z dnia na dzien o 15
bp, a stopa pigcioletnia spadnie o 20 bp. Jaka bedzie catkowita zmiana wyniku na obu tych
portfelach?

Cwiczenie 2.18. Dealer zarzadza portfelem, ktorego BPV wynosi -1000 PLN, przy czym
— BPV odpowiadajace zmianie stép krétkoterminowych (do dwéch lat) wynosi -4000 PLN,
— BPV odpowiadajace zmianie st6p srednioterminowych (miedzy dwoma a pigcioma latami)
wynosi 2000 PLN,
— BPV odpowiadajace zmianie stép dlugoterminowych (powyzej pieciu lat) wynosi 1000
PLN.
Jak zmieni si¢ wynik na tym portfelu jesli
(a) krzywa stép procentowych przesunie sie¢ réwnolegle o -25 bp?
(b) krzywa stép procentowych zmieni kat nachylenia w ten sposéb, ze stopy krétkoterminowe
wzrosng o 10 bp, stopy Srednioterminowe nie zmienia sie, a stopy dlugoterminowe spadna o
15 bp?
(¢) krzywa stép procentowych zmieni wypuklo$é w ten sposéb, ze stopy krétkoterminowe
spadna o 5 bp, stopy $rednioterminowe wzrosna o 10 bp, a stopy dlugoterminowe spadna o
15 bp?

Cwiczenie 2.19 (Duracja portfela.). WyprowadZ wzér na duracje portfela w zaleznosei od
duracji sktadowych portfela.

Cwiczenie 2.20 (Wynik na lokacie/depozycie.). Wynik na lokacie (i analogicznie na depozycie)
zwykle liczy sie metoda narostych odsetek. Zalézmy, ze bank zrobil lokate (udzielil klientowi
kredytu) na kwote N na okres czasu T. Stopa oprocentowania lokaty wynosi R, a odsetki w
kwocie C' = RT'N beda zaplacone wraz ze zwrotem ulokowanej kwoty N w chwili T. Wynik na
tej transakcji w chwili czasu ¢ € [0, 7] liczony metoda narostych odsetek wynosi

dt)

Wai(t) =C doy’

gdzie d., jest liczba dni na ktéra lokata zostala zrobiona, a d(t) jest liczba dni od poczatku okresu
odsetkowego lokaty do chwili wyceny ¢. Przy zalozeniu ze stopa R jest na bazie ACT /365, czyli,
ze T = d., /365, naroste odsetki mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

d(t)

dt) _ pd®)  _ RtN,

Wai(t) = C
ar(t) dep 365

gdzie przyjelismy, ze t = d;/365. Wynik liczony w powyzszy sposéb przyrasta w czasie liniowo
i nie zalezy od biezacych stép procentowych.

Wynik na lokacie (i analogicznie na depozycie) mozna réwniez liczy¢ w sposéb ekonomiczny,
to znaczy jako wynik ktéry bylby zrealizowany w rezultacie zamkniecia tej lokaty po stopach
obowiazujacych w chwili wyceny ¢. Tak rozumiany wynik ekonomiczny dany jest wzorem (dla-
czego?)

Wg(t) = DF(t,T)(1 + RT)N — N.

Zalézmy, ze DF(t,T) =
Pokaz, ze

m — tzn. r jest stopa depozytowa dla okresu [¢,T].

Wg — War =~ (R — T)(T — t)N

z dokladno$cia do wyrazow drugiego rzedu. Stad wynika w szczegdlnodci, ze jezeli R = r,
to wynik ekonomiczny pokrywa sie (w przyblizeniu) z wynikiem liczonym metoda narostych
odsetek.
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3.1. Struktura kontraktu FRA

Terminologia:

— ang. Forward Rate Agreement — FRA,

— kontrakt na przyszla stope procentowa.
Oznaczenia

— Ty oznacza poczatek okresu depozytowego, ktéry jest réwniez data rozliczenia (ang. settle-
ment date),

— Ty oznacza koniec okresu depozytowego,

— T oznacza date ustalenia stopy referencyjnej (ang. fizing date) — to jest, zwykle dwa dni
robocze przed poczatkiem okresu depozytowego,

— L = L(T1,T,) oznacza warto$¢ stopy referencyjnej zaobserwowana na rynku w dniu ustalenia
stopy - najczesciej sa to 1, 3 lub 6 miesieczne stopy lokat/depozytéw na rynku miedzyban-
kowym — stopy WIBOR lub LIBOR,

— A =T, — T1 oznacza dhugo$é okresu depozytowego kontraktu FRA obliczong wedlug wta-
Sciwej dla danej waluty konwencji (ACT/360 dla USD, EUR; ACT/365 dla PLN, GBP),

— Rpgra oznacza stope kontraktu FRA, to jest zakontraktowang wysokosé stopy procentowej,
tzw. cena kontraktu FRA,

— N oznacza nominal kontraktu,

— Symbole uzywane na rynku do oznaczania kontraktu: FRAT xTs lub FRAT vT5 (na przy-
ktad: FRA6x9, gdzie ,,6” odpowiada T7 = 6M (6 miesiecy od dnia spot), a ,9” to Th, = 9M).
Kwota rozliczenia (wyplata z kontraktu FRA) od strony nabywcy kontraktu, znana od

momentu ustalenia stopy referencyjnej, ptatna w dacie rozliczenia, wynosi

(L — Rpra)-A-N

1+L-A (3:-1)

Warto zauwazy¢, ze kwota rozliczenia (3.1) nie jest liniowa funkcja stopy L, choé ta nieliniowosé
nie jest silna bowiem wartosci iloczynu L - A sa zwykle mate w stosunku do 1.

W sensie ekonomicznym (w sensie wartosci biezacej na chwile T7) warto$é kwoty rozliczenia
(3.1) kontraktu FRA platnej w chwili 7T} jest réwnowazna wartosci rozliczenia wymiany w
nastepujacej w chwili 75 odsetek liczonych wedlug stopy zmiennej L = L(71,7T>) na odsetki
liczone wedlug stopy kontraktu Rpgra, czyli kwoty

(L — Rpra)-A-N. (3.2)

Strony kontraktéw FRA

— Kupno FRA (dtugi FRA, ang. long FRA) — kupno pieniedzy (pozyczenie pieniedzy) — pla-
cenie odsetek — ptacenie stopy kontraktu FRA

— Sprzedaz FRA (krétki FRA, ang. short FRA) — sprzedaz pieniedzy (ulokowanie pieniedzy)
— otrzymywanie odsetek — otrzymywanie stopy kontraktu FRA

Rola kontraktéw FRA

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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— Nabywca kontraktu FRA zapewnia sobie okreslona w umowie wysoko$¢ referencyjnej stopy
procentowej, po ktérej bedzie mégt sie finansowaé (pozyczy¢ pieniadze) przez ustalony w
kontrakcie przyszty okres czasu.

— Sprzedawca kontraktu FRA zapewnia sobie mozliwosé ulokowania po stopie kontraktu FRA
swoich funduszy na ustalony w kontrakcie okres czasu.

Jak to dziala? Wyjasnimy to od strony kupujacego kontrakt FRA.

— Zawieramy kontrakt FRA w ktérym bedziemy placié¢ ustalona kontraktem stope Rpra (tzn.
kupujemy kontrakt FRA ze stopa Rpgra). Zawarcie kontraktu nic nas nie kosztuje.

— W chwili Ty zostaje ustalona warto$é¢ L stopy rynkowej na okres od 17 do T5. Przypus$émy,
ze L > Rpra. To oznacza, ze od sprzedawcy kontraktu otrzymujemy kwote V' okreslong w
(3.1). Wowczas
— kwote V' lokujemy po stopie L na okres od 11 do T3, oraz
— kwote N pozyczamy po stopie L na ten sam okres.

— W chwili T5

— z lokaty dostajemy kwote (L — Rpgra) - A - N, oraz
— zwracamy pozyczony kapital IV i ptacimy nalezne odsetki w wysokosci L - A - N.
W efekcie, po zbilansowaniu ptatnoéci, od pozyczonego kapitatu ptacimy odsetki po stopie
Rpra- Gdy L < Rpra, musimy wyptaci¢ sprzedawcy kwote —V', ktéra w tym celu pozyczamy
na rynku po stopie L. Wtedy w T, oddajemy kwote N+ L-A-N oraz kwote (Rpgra—L)-A-N,
co znéw daje nam efekt taki sam, jak w poprzednim przypadku.

Kontrakty FRA moga by¢ i sa uzywane przez spekulantéw. Spekulant, ktéry przypuszcza,
ze stopy procentowe w przysztosci
— wzrosng — kupuje kontrakt FRA,
— spadna — sprzedaje kontrakt FRA,
bowiem jesli spelnig sie jego spekulacje, to zgodnie ze wzorem (3.1) zyska.

3.2. Wartosé kontraktu FRA

(dtugiej pozycji FRA, kupiony FRA)

(a) Warto$¢ zapadlego kontraktu FRA — warto$é w dacie lub po dacie ustalenia stopy referen-
cyjnej (Thx <t < T11)
Wartosé kontraktu FRA jest réwna warto$ci zdyskontowanej do momentu wyceny ustalonej
kwoty rozliczenia (3.1)

(L — Rpra)-A-N

P =DF(t,T) - 3.3
FRA (t,T1) T LA (3.3)
(b) Wartosé kontraktu przed data ustalenia stopy referencyjnej (t < Thx)
Pokazemy, ze warto$¢ w chwili ¢ niezapadlego kontraktu FRA wynosi
PFRA =N (DF(t,Tl) — (1 + RFRAA) . DF(t,TQ)) (34)

W tym celu rozpatrzmy nastepujaca strategie inwestycyjna, ktéra w sposéb statyczny repli-
kuje wymiane odsetek
(L — Rpra) - A- N,

ktora (hipotetycznie) bedzie miata miejsce w chwili T3 i ktéra ekonomicznie jest réwnowazna

kwocie rozliczenia kontraktu FRA. Ta strategia polega na

— sprzedazy w chwili ¢ obligacji zerokuponowej zapadalnej w chwili 75 o nominale (1 +
RrralA)N,
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— kupnie w chwili ¢ obligacji zerokuponowej zapadalnej w chwili 77 o nominale N,

— zainwestowaniu w chwili 77 kwoty N (otrzymanej z zapadajacej w T; obligacji zeroku-
ponowej) na okres czasu od 77 do T» w lokate oprocentowana wedlug rynkowej stopy
L=L(T1,Ty).

Jak tatwo sprawdzi¢, wartos¢ tej strategii w chwili ¢ dana jest wzorem

N - (DF(t,T1) — (1 + RrraA) - DF(t,T»)).

Poniewaz ta strategia replikuje kwote (hipotetycznego) rozliczenia w Th réwnowaznego rze-
czywistemu rozliczeniu kontraktu FRA w chwili 77, to z prawa jednej ceny wynika, iz musi
zachodzi¢ réwnosé (3.4).

3.3. Stopa kontraktu FRA

W dniu zawarcia kontraktu (ang. trade date) warto$¢ kontraktu wynosi zero. Niech ¢y oznacza
chwile zawarcia kontraktu. Stopa Rpra z jaka kontrakt zostal zawarty musiata by¢ taka, by

DF(ty,T1) — (1 + Rprad) - DF(t9,T%) = 0,

czyli stopa ta powinna byta wynosi¢

1 DF(ty,T1)
Rpra = A <DF<t07TQ) - 1) (3.5)

Jak wida¢ ze wzoru (3.5), w dniu zawarcia kontraktu (w dniu biezacym tp) stopa kontraktu
FRA jest réwna stopie forward dla okresu depozytowego kontraktu FRA obserwowanej w chwili
to
Ryra = F(tog, T1,T3), (3.6)
gdzie, przypomnijmy, stopa F'(tg, T}, T5) spelnia warunek
1 1
—— (1 4+ F(ty, T1,1T0) - A) = ————.
DF(to,T1) (L4 Flio, 71, T2) - &) DF(to,T3)

Inne uzasadnienie réwnosci (3.6). Kupiony kontrakt FRA pozwala na ustalenie stopy procen-
towej po ktorej bedziemy mogli pozyczacé pienigdze na okres czasu od T do T». Z drugiej strony
ten sam efekt mozemy uzyska¢ wykonujac w chwili ¢y dwie transakcje: pozyczenie pieniedzy na
okres czasu od tg do T» (sprzedaz obligacji zero-kuponowej o czasie zapadalnosci T3) oraz jed-
noczesne ulokowanie tych pieniedzy na okres czasu od ¢y do 77 (kupno obligacji zero-kuponowej
o czasie zapadalnosci T1) - patrz uzasadnienie definicji stopy forward (Wyktad 2). Efektem tych
transakcji na obligacjach zero-kuponowych jest zapewnienie sobie stopy forward F'(tg, 17, 7%) na
okres czasu od T do T przy zerowych kosztach poczatkowych. Ekonomicznie transakcja FRA
i te dwie transakcje depozytowe daja ten sam efekt przy tych samych (zerowych) kosztach.
Tak wiec, musi zachodzi¢ warunek (3.6), gdyz w przeciwnym razie mogliby$my przeprowadzié
transakcje arbitrazowa.

Powyzszy mechanizm opisany w celu uzasadnienia wzoru (3.6) przedstawia roéwniez sposob
replikacji kontraktu FRA przy pomocy lokaty i depozytu. Kupiony FRA (ptacimy stope FRA)
replikujemy pozyczeniem pieniedzy na okres czasu do chwili T5 po stopie L(tg, T) i ulokowaniem
pozyczonych pieniedzy na depozycie do chwili T po stopie L(tg,T1). W przypadku replikacji
sprzedanego kontraktu FRA postepujemy odwrotnie: pieniadze pozyczamy na okres do Tj i
robimy depozyt na okres do 7. W tym jezyku wzér na stope kontraktu FRA mozemy zapisaé
nastepujaco

(3.7)

(1 + L(to,Tl) . A1> (1 + RFRA - A) = (1 + L(to, TQ) . Ag) ,

gdzie A; jest dtugoécia okresu depozytowego, ktéry zaczyna sie w dacie spot dla chwili biezacej
to 1 konezy w T; (i = 1,2).
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3.4. Wyznaczanie wartosci kontraktu FRA na podstawie stopy forward

Wartosé kontraktu FRA jest rowna wartoéci zdyskontowanej do momentu wyceny kwoty
przyszlego rozliczenia ktéra, obliczamy wzorem (3.1) wstawiajac w nim zamiast stopy L stope
forward F' = F(t,T1,T>) dla okresu od T} do T, implikowana przez strukture stép procentowych

z chwili wyceny ¢
(F'— Rpra) -A-N

= Ty - .
Prra = DF(t,T}) A (3.8)
gdzie
1 (DF(t,T)
F=FtT,T) =~ ==Y — .
T T) = 3 (DF(t,Tg) ) (3.9)

Dlaczego mozna tak postapi¢? Podamy dwa uzasadnienia.

Otéz w chwili ¢ mozemy bez kosztoéw poczatkowych zawrzeé¢ kontrakt FRA na okres od T}
do Ty zamykajacy nasz oryginalny (wyceniany) kontrakt. Stopa tego zamykajacego kontraktu
FRA jak wiemy musi wynosi¢ F(t,T1,T2). Ekonomiczny rezultat tego zamkniecia to wymiana
w chwili Ty stopy F' = F(t,T1, 1) na stope Rpra wycenianego kontraktu FRA. Biezaca wartosé
tej wymiany, ktéra jest de facto wartoécia oryginalnego kontraktu FRA, wynosi zatem

Prra = DF(t,13) - (F' — Rpra) - A - N. (3.10)

Korzystajac ze wzoru (3.9) na stope forward, wyrazenie po prawej stronie réwnosci (3.10) mo-
zemy zapisa¢ w postaci (3.8), co uzasadnia te metode wyceny kontraktu FRA.

Drugie uzasadnienie polega na sprawdzeniu, ze po wstawieniu do (3.8) (lub (3.10)) wyrazenia
na stope F' wyliczona z warunku (3.9) i po przeprowadzeniu uproszczen, otrzymujemy wzor (3.4)
na wycene kontraktu FRA.

3.5. FRA jako instrument zabezpieczajacy

Jak widaé, kontrakt FRA moze stuzyé do zabezpieczania okre§lonych ptatnosci odsetkowych.
Jesli mamy otrzymaé platnosé odsetkowa za przyszty okres czasu od 17 do T3 zalezna od stopy
rynkowej L(T1,T5), ktora bedzie ustalona na ten okres przez rynek, mozemy sprzedaé¢ kontrakt
FRA na ten okres czasu ze stopa Rpra = F(t,T1,T2). W efekcie, mozemy uwazaé, ze bez
zadnych kosztow zamieniliémy nieznana w chwili ¢ stope rynkowa na stope F'(¢, 711, T») ustalona
w t.

Whiosek 3.1. Z powyzszej analizy wynika, zZe wyceniajgc w chwili t (liczgc warto$é biezgca na
chwile t) przeplyw pieniezny postaci

O(Ty) = A- L(Ty, T)

nastepujgcy w chwili Ty (A jest stalg niezalezng od L(Ty,Ts)), mozemy zastapié stope L(T1,T»)
stopa forward F(t,T1,T>). Wtedy warto$é w chwili t takiego przeplywu wynosi

P=DF(t,Ty)- A- F(t,T1,T3).
W szczegolnosci, dla przeptywu bedgcego odsetkami za okres od T do Th
C(Ty) =A-L(T1,T»)
po skorzystaniu ze wzoru (3.9) na stope forward, otrzymujemy

P = DF(t,T\) — DF(t,Ty).
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3.6. Reprezentacja FRA w postaci strumienia pienieznego

Jak widaé¢ ze wzoru (3.4), wycena kupionego kontraktu FRA jest identyczna jak wycena
strumienia pienieznego

— 4N w chwili T1,
— —(14+ RpraA)N w chwili Tb.

Podobnie, ze wzoru (3.10) wynika, ze wycena kupionego kontraktu FRA jest identyczna jak
wycena strumienia pienieznego

— +F(t,T1,T2) <A - N w chwili T5,
— —Rpra - A - N w chwili T5.

Uwaga: Powyzsze przepltywy pienigzne (oraz przeplywy pienigzne odpowiadajace wzorowi
(3.8)) sa jedynie przeplywami syntetycznymi i w rzeczywistosci zadne z tych przeplywéw nie
wystepuja w zwiazku z realizacjg kontraktu FRA.

3.7. Aspekty praktyczne

1. Kontrakty FRA sa kwotowane ze spreadem kupna — sprzedazy. Cena kupna kontraktu FRA
to stopa Rlﬁi}% A ktéra kwotujacy jest sktonny ,placi¢” w tym kontrakcie. Analogicznie, cena
offer

sprzedazy kontraktu FRA to stopa Rppa, ktora kwotujacy jest gotéw ,otrzymywac” w tym
kontrakeie. Jasne, ze RPid, < Reffer

2. Spready kupna — sprzedazy kontraktow FRA sa relatywnie mate (kilka lub kilkanascie bp),
na ogét duzo mniejsze niz wynikalyby ze spreadéw lokat/depozytéw replikujacych kontrakty
FRA (patrz Zadanie 3.1). Jest to zwiazane z réznymi poziomami ryzyka kredytowego w
kontraktach FRA i w transakcjach depozytowych. Ponadto, kontrakty FRA, jako transakcje
pozabilansowe, maja znacznie wigksza ptynnosé niz transakcje depozytowe, ktére wymagaja
zaangazowania gotéwki (sa transakcjami bilansowymi).

Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 3.1. W dniu 18 pazdziernika 2004 Bank X kwotowal: 3M PLN Depo — 6.65 /
6.85 oraz 6M PLN Depo — 6.80 / 6.95, oraz PLN FRA3x6 — 6.84 / 6.90 (kwotowania na
bazie ACT/365). Oblicz ceny kupna / sprzedazy kontraktu FRA3x6, ktére wynikalyby ze stép
depozytowych. W obliczeniach przyjmij, ze okres 3M ma 92 dni a 6M ma 183 dni (od dnia
spot).

Cwiczenie 3.2. Dane sa nastepujace kwotowania rynkowe: FRA3x6 — 5.00%, bon skarbowy o
terminie wykupu za 3 miesigce — 98.00, oraz bon skarbowy o terminie wykupu za 6 miesigcy —
97.50. Czy przy tych danych mozna przeprowadzi¢ arbitraz? W obliczeniach zal6z, ze okres 3
miesieczny ma 91 dni, a 6 miesigczny 182 dni.

Cwiczenie 3.3. Dane sa dwie obligacje stalokuponowe, ktére placa kupon co pél roku:

— OS1: kupon — 5%, termin zapadalnosci — za 4 miesigce, cena czysta — 99,58;

— OS2: kupon — 6%, termin zapadalnosci — za 7 miesiecy, cena czysta — 100,6.
Stopa procentowa 1M lokat/depozytéw wynosi 5,50%. Kwotowanie FRA4x7 wynosi 6,00%. Czy
w tej sytuacji jest mozliwo$¢ przeprowadzenia arbitrazu. Jesli tak, skonstruuj strategie arbitra-
zowa i oblicz warto$é¢ zysku uzyskanego ta strategia.

Cwiczenie 3.4 (Troche bardziej skomplikowany wariant poprzedniego zadania.). Dane sa dwie
obligacje stalokuponowe, ktére ptacg kupon co pét roku:
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— OS1: kupon — 6.00%, termin zapadalno$ci — za 7 miesiecy, cena czysta — 100.50;

— 082: kupon — 6.60%, termin zapadalnosci — za 10 miesiecy, cena czysta — 100.57.
Stopy procentowe lokat/depozytéw wynosza: 1M — 5.50%, 4M — 5.75%. Kwotowanie kontraktu
FRA7x10 wynosi 6.00%. Czy w tej sytuacji jest mozliwo$¢ przeprowadzenia arbitrazu. Jesli tak,
skonstruuj i opisz strategie arbitrazowsa. Jaka jest wysokosé zysku uzyskanego tym arbitrazem?

Cwiczenie 3.5. Dwa miesigce temu sprzedaliSmy kontrakt FRA3x6 na nominal 10 mln PLN
ze stopa 6.10%. W chwili obecnej kontrakt FRA1x4 ma kwotowanie 5.90/6.05, a WIBOR 1M
wynosi 5.80%. Oblicz warto$¢ naszego kontraktu.

Cwiczenie 3.6. (a) Oblicz BPV kontaktéw FRA 3x6, 3x9.
(b) Zbadaj jak BPV kontraktéw FRA zmienia sie wraz z uplywem czasu pozostatego do
wygasniecia (rozliczenia) kontraktu.

Cwiczenie 3.7. Pokaz, ze BPV(long FRA T} x Ty) ~ —DF (to, Ty)N(Ty — T1) - 0.0001 dla nowo
zawartego kontraktu (przy przesunieciu réwnoleglym stép procentowych w dét o 1 bp).

Cwiczenie 3.8. Wycena obligacji o zmiennym kuponie — ang. FRN — Floating Rate Note
Obligacja o zmiennym kuponie ptaci kupony, ktore sa obliczane wedlug pewnej referencyjnej
rynkowej stopy procentowej (zwykle stopy typu LIBOR).

(a) Obligacja o stalym nominale N.
Kupon za okres odsetkowy [t;_1,t;) platny w chwili ¢; wynosi

C(t;) = A(ti—1,t;) - L(ti—1,t;) - N,

gdzie L(t;—1,1;) jest stopa rynkowa, ktorej wartos¢ jest ustalana na rynku na poczatku okresu
odsetkowego (w rzeczywistosci, zwykle na dwa robocze przez rozpoczeciem tego okresu).
Oblicz
(i) warto$¢ tej obligacji w chwili ¢ € (to,¢1) oraz jej cene czysta,
(ii) warto$¢ tej obligacji na poczatku okresu odsetkowego, tj. w chwili ¢ = tg.
(b) Obligacja z amortyzowanym nominalem.
Nominal obligacji zmienia si¢ w trakcie jej trwania wedlug z géry okreslonego harmonogra-
mu. Niech N; oznacza nominal obligacji w okresie odsetkowym [t;_1,%;). Kupon za okres
odsetkowy [t;_1,t;) platny w chwili ¢; wynosi

C(t;) = A(ti—1,t;) - L(ti—1,ti) - N;

przy oznaczeniach takich samych jak w punkcie (a). Précz tego kuponu, w chwili ¢;, gdzie
1=1,...,M — 1, obligacja zwraca cze$¢ nominalu odpowiadajaca amortyzacji

A(tz) = Ni — N’i+17

przy czym w terminie wykupu obligacji t;; nastepuje wyptata pozostalej po tych amortyza-
cjach ostatniej czesci Njs nominatu. Oblicz

(i) wartos¢ tej obligacji w chwili ¢ € (tg,t1) oraz jej cene czysta,

(ii) warto$¢ tej obligacji na poczatku okresu odsetkowego, tj. w chwili ¢ = .

Cwiczenie 3.9. Obligacja z kapitalizowanymi odsetkami o zmiennym oprocentowaniu.

Jest to obligacja, ktéra zamiast ptaci¢ odsetki kapitalizuje je co okres odsetkowy, przy czym
odsetki sa obliczane wedlug rynkowej stopy procentowej L(t;_1, t;) ustalanej przed rozpoczeciem
kazdego kolejnego okresu odsetkowego [ti_1,%;), gdzie i = 1,..., M. W terminie wykupu ¢,
obligacja zwraca nominal wraz ze skapitalizowanymi odsetkami, czyli kwote

N - ﬁ (1 4+ A(tiz1,ti) L(tiz1, ti)).
=1
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Oblicz wartosé tej obligacji w chwili ¢ € [ty_1,tx), gdzie k =1,..., M.

Wskazowka. Wyceniajgc te obligacje mozesz zastqpic przyszte w stosunku do chwili wyceny t sto-
py L(ti—1,t;) stopami forward F(t,t;—1,t;) obserwowanymi w t. Dlaczego mozemy tak postqpic¢?
Pomysl o serii odpowiednich kontraktow FRA, ktére musial bys zawrzeé w chwili t by uzasadnié
podstawienie w miejsce stop przyszlych L(t;_1,t;) biezacych stop forward F(t,t;—1,t;).

Cwiczenie 3.10. Ile wynosza duracje obligacji opisanych w Cwiczeniu 3.8 i Cwiczeniu 3.97

Cwiczenie 3.11. Rozwazmy dwie obligacje.

— Obligacja A: ptaci staly kupon 8%, platny co p6t roku, termin wykupu przypada za 2 lata
i 3 miesiace. Cena czysta tej obligacji wynosi 98, a jej duracja jest réwna 1.25.

— Obligacja B: ptaci kupon liczony wedlug 6M stopy rynkowej, ptatny co pét roku, termin
wykupu przypada za 7 lat i 3 miesiace. Stopa procentowa dla biezacego okresu odsetkowego
zostala ustalona w wysokosci 6%. Cena czysta tej obligacji wynosi 99.

Oblicz o ile procent (w przyblizeniu) zmieni sie (a) cena brudna, (b) cena czysta kazdej z tych
obligacji, jezeli stopy procentowe zmienia si¢ o +50 bp (punktéw bazowych, 1 bp=0.01%). Zaléz
ze stopy sa wyrazone na bazie 30/360.



4. Kontrakty IRS / CCIRS

4.1. Struktura kontraktéw wymiany stop procentowych

Sa dwa podstawowe rodzaje kontraktéw wymiany stop procentowych:

— ang. Interest Rate Swap (IRS):
— w jednej walucie
— strony kontraktu wymieniaja miedzy soba (tylko) odsetki
— ang. Cross Currency Interest Rate Swap (CCIRS):
— w dwdch réznych walutach
— strony kontraktu wymieniaja miedzy soba odsetki
— oraz wymieniane sa nominaly na poczatku (na ogdél, choé nie zawsze) i na koncu kontrak-
tu, oraz w przypadku kontraktu z amortyzacja (ze zmieniajacymi sie¢ w trakcie trwania
kontraktu nominalami) wymieniane sa kwoty, ktére dostosowuja odpowiednio nominaty
kontraktu

Kontrakt wymiany procentowej (IRS/CCIRS) sktada si¢ z dwdch strumieni pienigznych, tzw.
nég kontraktu. Strona kontraktu IRS/CCIRS otrzymuje/ptaci platnosci wystepujace na jednej
nodze kontraktu w zamian za co placi drugiej stronie/otrzymuje od drugiej strony kontraktu
platnosci drugiej nogi.

Wyrézniamy dwa rodzaje noég kontraktow wymiany procentowej:

— noge stala (ang. fized leg) — odsetki sa liczone wedlug stalej stopy,
— mnoge zmienng (ang. floating leg) — odsetki sa liczone wedtug zmiennej stopy.

Ze wzgledu na charakter nég odsetkowych, mozemy rozwazaé nastepujace typy kontraktow
IRS/CCIRS:

— fixed/float — tzw. coupon swap,
— float/float — tzw. basis swap,
— fixed/fixed (ma sens tylko w przypadku kontraktéw dwuwalutowych CCIRS).

Ponadto, dla kazdego z typéw kontraktu IRS/CCIRS mozemy mie¢ kontrakt
— bez amortyzacji — nominaty nég kontraktu nie zmieniaja sie w trakcie trwania kontraktu,
— z amortyzacjg — nominaly nég kontraktu zmieniaja si¢ w trakcie trwania kontraktu.

Noga stata

Noga stala (ang. fized leg) kontraktu to strumien platnosci C(T;) nastepujacych w chwilach
Tiyi=1,...,M (Ty jest terminem zapadalnosci kontraktu), na ktéry skladaja sie:

— w przypadku kontraktu IRS, odsetki wyliczone wedlug statej, ustalonej w kontrakcie, stopy

(ang. fized rate) Rirs

C(T;) = Rirs AilN;, (4.1)
gdzie A; = A(T;—1,T;) jest dlugoscia okresu odsetkowego [T;_1,7;) obliczona wedlug wia-

sciwej dla stopy kontraktu Rirg konwencji, a IN; jest nominalem od ktorego w okresie od-
setkowym [T;_1,T;) liczone sa odsetki;

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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— w przypadku kontraktu CCIRS, odsetki wyliczone wedlug statej, ustalonej w kontrakcie,
stopy (ang. fized rate) Rcocirs plus, w przypadku kontraktu o amortyzowanym nominale,
przeplywy wynikajace z amortyzacji nominatu

C(Ti) = Rccrs AiNi + Aj, (4.2)

gdzie
Ai = N; — Nit,

przy czym koncows wyplate nominalu, nastepujaca w Ths, mozemy dla spdjnoséci notacji
uznaé za koncowa amortyzacje, to znaczy przyjmiemy, ze Ay = Nyy.
Noga zmienna
Noga zmienna (ang. floating leg) kontraktu to strumien platnosci C(T;) nastepujacych w
chwilach T;, i =1 ...,J (TJ = Ty jest terminem zapadalnosci kontraktu), na ktore skladaja
sie
— w przypadku kontraktu IRS, odsetki wyliczone wedlug, ustalonej w kontrakcie, zmiennej
stopy rynkowej (ang. floating rate),

gdzie m, jest czynnikiem multiplikatywnym a m — marza addytywna, A; = A(Ti_l,ﬁ)
jest dlugosciag okresu odsetkowego [Ti,l,ﬁ) obliczona wedlug wlasciwej dla stopy rynko-
wej konwencji, a N; jest nominatem od ktérego w okresie odsetkowym [ﬁ_l, ﬁ) liczone sa
odsetki,

— w przypadku kontraktu CCIRS, odsetki wyliczone wedtug, ustalonej w kontrakcie, zmiennej
rynkowej stopy (ang. floating rate) plus, w przypadku kontraktu o amortyzowanym nominale,
przeplywy wynikajace z amortyzacji nominatu

C(Ty) = (muL(Ti—1, T;) + m) A N; + A, (4.4)

gdzie N _ N
A; = Ni — Niy1,

przy czym koficowa wyplate nominatu, nastepujaca w f], mozemy dla spdjnosci notacji

uznaé za koncows amortyzacje, to znaczy przyjmiemy, ze A;=N;—N J+1, gdzie N J+1 =0.

Uwagi

— Czestotliwosci ptatnoéci odsetkowych na obu nogach kontraktu wymiany procentowej nie
muszg by¢ takie same. Na przyklad, w standardowych (ang. plain vanilla swaps, generic
swaps) kontraktach IRS w PLN odsetki nogi stalej sa ptatne rocznie, a odsetki nogi zmiennej
co pot roku po stopie WIBOR 6M.

— Czestotliwosé ptatnosci odsetkowych nogi statej zwykle jest zgodna ze schematem ptatnosci
kuponéw obligacji obowiazujacym na danym segmencie rynku obligacji (na ogél punktem
odniesienia jest rynek obligacji skarbowych), bowiem zgodno$é ta umozliwia tworzenie do-
pasowanych strategii zabezpieczajacych. Jednym z waznych wyjatkéw od tej ogdlnej reguty
sg standardowe kontrakty IRS dla USD, ktére ptaca odsetki rocznie, podczas gdy obligacje
skarbowe (USD T-bonds) ptaca kupon co pét roku.

— Konwencje stop procentowych nég kontraktu IRS/CCIRS nie musza by¢ takie same i na
ogo6l nie sa. I tak:

— Stopa kontraktu IRS/CCIRS (stopa na nogi stalej) zwykle ma konwencje zgodna z kon-
wencja stop obligacji o stalym kuponie, cho¢ i tu tez sa wyjatki od tej ogblnej zasady —
noga stala USD IRS jest na bazie ACT /360 podczas gdy USD T-bonds sa na bazie AC-
T/ACT; oraz drugi wyjatek — noga stala EUR IRS ma baze 30/360 a obligacje rzadowe
na rynku EU przeszly na konwencje ACT/ACT z chwila wprowadzenia wspélnej waluty.
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— Stopa zmienna nogi zmiennej ma konwencje rynku pienigznego danej waluty.

— Na o0g06t pierwsze okresy odsetkowe na obu nogach kontraktu rozpoczynaja sie w tym samym
momencie.

— Obie nogi kontraktu wymiany procentowej konicza sie w tym samym momencie.

— Amortyzacje nominatéw nastepuja w tych samych chwilach czasu na obu nogach kontraktu.

— W przypadku kontraktéw IRS z amortyzacja nie ma przeptywéw wynikajacych ze zmian
nominatu. Formalnie mozna by wprowadzié¢ takie przepltywy, ale wéwczas po zbilansowaniu

przepltywy te zniosty by sie wzajemnie. Jednak czasami, na potrzeby pewnych rozwazan i

interpretacji bedziemy przyjmowaé, ze nogi kontraktu IRS z amortyzacja maja przepltywy

amortyzacyjne oraz, ze nastepuja koncowe wymiany (takich samych) nominatéw.
— W przypadku kontraktéow IRS, ptatnosci odsetkowe obu nég nastepujace w tej samej chwili
czasu sa bilansowane i kwota netto rozliczenia jest placona / otrzymywana.

Kontrakt IRS/CCIRS jako Fixed Bond vs. Floating Rate Note

Zauwazmy, ze
— strumien nogi stalej kontraktu IRS/CCIRS (wraz z przeplywami wynikajacymi z ewentu-

alnych amortyzacji i z nominalem w terminie zapadalnosci) mozemy interpretowaé jako

strumien odpowiedniej obligacji o stalym oprocentowaniu Rirs/ccirss

— strumien nogi zmiennej kontraktu IRS/CCIRS w ktérym m, = 1 (wraz z przeplywami
wynikajacymi z ewentualnych amortyzacji i z nominalem w terminie zapadalnosci) mozemy
interpretowaé jako strumien obligacji o zmiennym oprocentowaniu.

Stad kontrakt IRS w ktorym, na przyktad, otrzymujemy noge stala i ptacimy noge zmienna,
mozemy utozsamiaé¢ z portfelem zlozonym z kupionej obligacji o stalym kuponie (ang. long
fized bond position) i ze sprzedanej obligacji o zmiennym kuponie (ang. short floating rate note
position):

IRS(otrzymujemy Rigrs)= + obligacja z kuponem Rjgg — obligacja o zmiennym kuponie

4.2. Wycena kontraktu IRS/CCIRS

Wartosé kontraktu IRS/CCIRS (jego wycena) dla strony kontraktu jest réznica pomiedzy
wyceng nogi otrzymywanej przez strone a wyceng nogi ptaconej. Wycena nogi kontraktu w
chwili ¢ jest przeliczona po kursie wymiany (waluty nogi na walute wyceny) obowiazujacym w
chwili t wartosé obecna przysztych w stosunku do ¢ przeptywoéw pienieznych tej nogi. Tak wiec

PIRS/CCIRS = Sreceive * IV PV receive — Spay : NPVpay,

gdzie
— Steceive jest kursem wymiany waluty przepltywéw nogi otrzymywanej na walute wyceny,
— Spay jest kursem wymiany waluty przeptywéw nogi placonej na walute wyceny.
Na przykiad, dla strony, ktora otrzymuje odsetki po stopie statej a placi odsetki po stopie
zmiennej w kontrakcie IRS denominowanym w PLN, warto$¢ kontraktu w PLN wynosi

Pirs = NPV ixed — NPVigat-

Przedstawimy wycene nég kontraktéw wymiany procentowej IRS/CCIRS. Do wyceny be-
dziemy braé¢ tylko niezrealizowane przepltywy nég kontraktu, to znaczy te przeplywy, ktére
nastapia w przysztosci wzgledem momentu wyceny t.

Wycena nogi statej

Niech C(T1),...,C(Ty) beda niezrealizowanymi przepltywami nogi stalej, to znaczy T; >t
dla kazdego i = 1,..., M (po ewentualnym przenumerowaniu dat T;, tak by T} oznaczalo pierw-
szy przyszlty termin platnosci odsetek). Wartosé nogi stalej kontraktu IRS/CCIRS (wyrazona w
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walucie tej nogi), to jest wartos¢ obecna na moment ¢ strumienia przeptywéw C(T1),...,C(Tn),
dana jest wzorem:
w przypadku kontraktu IRS

M M
NPVed = »_ DF(t,T;)C(T;) = Rigs »_ AiN:DF(t,T;), (4.5a)
i=1 =1

w przypadku kontraktu CCIRS

M M M
NPVgyea = »_ DF(t,T;)C(T;) = Rears Y AiNiDF(t,T;) + Y  A;DF(t,T;),  (4.5b)
=1 =1 =1

gdzie DF(t,T) oznacza czynnik dyskontujacy przeplyw nastepujacy w chwili 7' na moment
wyceny t odpowiadajacy strukturze stop procentowych waluty nogi kontraktu obowiazujacej w
dniu wyceny.

Uwaga: W pewnych sytuacjach wyceniajac kontrakt IRS do obu ndg kontraktu doktada-
ne sa (wzajemnie znoszace si¢) przeplywy amortyzacyjne oraz koncowe wymiany nominaléw.
Wéwezas, wycena tak zmodyfikowanej nogi stalej kontraktu IRS jest dana wzorem (4.5b). W
szczegdlnosei, dla kontraktow bez amortyzacji (w przypadku IRS z dolozona koncowa wymia-
na nominaléw) mamy

M M
NPViyed = »_ DF(t,T;)C(T;) = Rigsjccrs N Y AiDF(t,T;) + NDF(t, Tyy), (4.6)
i=1 =1
bowiem wtedy 4; =01 N; = Ndlai=1,...,M — 1 oraz Ap; = N. Zauwazmy, ze woéwczas
(4.6) mozna interpretowaé jako wycene obligacji o stalym kuponie réwnym Rigg JCCIRS-
Wycena nogi zmiennej
Aby ujednolici¢ formuly na wycene dla kontraktéw IRS i CCIRS, zalozymy, ze w przypad-
ku kontraktéw IRS dolozone zostaly (wzajemnie znoszace si¢) przeplywy amortyzacyjne oraz
koncowe wymiany nominatéw. Tak samo jak w przypadku wyceny nogi statej, do wyceny nogi
zmiennej bierzemy tylko niezrealizowane przepltywy, to znaczy te ktore nastapia w przysztosci w
stosunku do daty wyceny t. Zal6zmy, ze plerwszym aktualnie trwajacym okresem odsetkowym
jest okres [T 0, T’ 1) przy czymt € [T 0, Tﬁx) gdzie TH* jest data ustalenia (fixingu) stopy rynkowej
na kolejny okres odsetkowy [Tl,T 5). Wartosé rynkoweJ stopy procentowej Li = L(To,Tl) jest
znana i w zwiazku z tym przeplyw nastepujacy w chwili T) ma dobrze okreslong wielko$é

é(fl) = (m*Ll + m)ﬁlj\vfl + /Nh.

Z rozwazan przeprowadzonych przy omawianiu kontraktéw FRA i stop forward (patrz Wniosek
z Wykladu 3) wynika, ze wyceniajac przeptywy pienigzne nogi zmiennej (ich czgsci odsetkowe)
nastepujace w chwilach T > T1 mozemy zastapi¢ stopy przyszle L(T;_1,T}) biezacymi stopami
forward, to znaczy stopami F; = F(t, Tj 1,Tj). Wéwcezas wycena nogi zmiennej (wyrazona w
walucie tej nogi) dana jest wzorem

NPVioar =((msLy +m)ANy + A1) DF(t,T})
J S . (4.7)
+ > ((muEj +m)A;N; + Aj) DF (¢, Ty),
j=2
gdzie przypomnijmy stopa forward F} spelnia warunek
1
DF(t, Tj*1)

- 1
(1+F-4) = DFeT) (4.8)
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W przypadku, gdy ¢ € [T T)), stopa Ly = L(T1,T3) dla kolejnego okresu odsetkowego jest
rowniez ustalona na rynku. Wowczas, procz przeplywu nastepujacego w 71, ustalong wartos¢ ma
takze przeptyw, ktory nastapi w Ts. Zatem, w tym przypadku, wzoér na wycene ma nastepujaca
postaé

NPVioar = ((msLi +m)A1 Ny + Ay)DF(t,T1)+

(Lo +m)AsNs + A3) DF(t, To)+ (4.9)

J
Z ((m«Fj +m)A;N; + A;)DF(t, Tj).

Uproszczone postaci wzoréw na wycene nogi zmiennej

Korzystajac z warunku na stope forward (4.8), wzory (4.7) i (4.9) mozemy przeksztalcié
tak, by nie zawieraly odwolania do stép forward. Pokazemy to w przypadku, gdy czynnik mul-
tiplikatywny m., stopy nogi zmiennej wynosi 1 (wtedy bowiem wzory te przyjmuja szczegdlnie
prosta postac).

Rozpatrzmy wyrazenia postaci

J
>~ (FjA;N; + A;)DF(t,T)), (4.10)

Jj=Jjo

ktore sa skladowymi wzoru (4.7) dla jo = 2 i wzoru (4.9) dla jo = 3. Korzystajac z definicji
stopy forward (4.8), sktadniki sumy (4.10) odpowiadajace przepltywom odsetkowym mozemy
przeksztalci¢ w nastepujacy sposob

A;F;N; DF(t,T;) = (DF(t,T;_1) — DF(t,T;))N;j.
Stad, po uwzglednieniu definicji amortyzacji Aj = Nj — NjH, wyrazenia pod suma (4.10)
mozemy zapisaé w postaci

(FjA;N; + A))DF(t,Tj) = DF(t, Tj-1)N; — DF (¢, Tj)Nj1.

Po podstawieniu tych wyrazen pod znak sumy (4.10) i po przeprowadzeniu stosownych uprosz-
czen pamietajac, ze Nji1 = 0, otrzymamy

J
Z (F5A;N; + Aj)DF(thj) = DF(t77}0—1)NjO' (4.11)
J=jo

Rownosé (4.11) wykorzystujemy do uproszczenia wzordw na wycene nogi zmiennej.

» Uproszczona posta¢ wzoru (4.7).

Po wstawieniu (4.11) napisanego w przypadku jo = 2 do wzoru (4.7) i przeprowadzeniu
stosownych uproszczen, otrzymujemy

NPVigoas = (1+ L1A)) N DF(t,T}) + t, Tj). (4.12)

HM&

Zauwazmy, ze wzér (4.12) w przypadku m = 0 jest identyczny ze wzorem na wycene obligacji
o zmiennym kuponie, ktérej okresy odsetkowe sa takie same jak na zmiennej nodze kontraktu
IRS.

» Uproszczona postaé wzoru (4.9).



4.8. Standardowy kontrakt IRS 41

Analogicznie jak w poprzednim przypadku, po wstawieniu (4.11) napisanego w przypadku
Jjo = 3 do wzoru (4.9) i przeprowadzeniu stosownych uproszczen, otrzymujemy

NPVﬂoat = (Llﬁlﬁl + fIl)DF(t, 'fl)—i—

I - T - (4.13)
(1+ LaAy)NoDF(t,Ty) + m Y AjN;DF(t,Tj).

4.3. Standardowy kontrakt IRS

(ang. plain vanilla IRS, generic IRS)

Na rynku kwotowane sg stopy standardowych kontraktow IRS o szerokim zakresie terminéw
zapadalnosci: zwykle od 2Y do 10Y, 15Y, 20Y, 30Y oraz czasami 1Y (cho¢ te na ogél maja
nieco inna konstrukcje niz kontrakty IRS o diuzszych terminach zapadalnoéci - noga zmienna
kontraktu 1Y IRS ptaci odsetki z wieksza czestotliwoscig niz kontrakty IRS o dtuzszych czasach
trwania).

Struktura standardowego kontraktu IRS jest nastepujaca:

— jednowalutowy,

— wymiana samych odsetek: fixed /float,

— okresy odsetkowe nogi stalej maja taka sama dlugosé: zwykle rok (dla PLN, USD, EUR),
lub pét roku (dla GBP, JPY),

— bez marz nakladanych na stope nogi zmiennej: m, = 1 oraz m = 0,

— bez amortyzacji: nominal jest staly w trakcie trwania kontraktu,

— obie nogi zaczynaja (i konicza) sie w tych samych chwilach czasu.

Wycena standardowego kontraktu IRS (receive: fixed, pay: float)

Wycene standardowego kontraktu IRS w chwili ¢ € [TO, flﬁx) uzyskujemy stosujac wzér (4.6)
do wyceny nogi stalej oraz wzér (4.12) z m = 0 i Ni = N do wyceny nogi zmiennej. Aby
zastosowaé te wzory do przeplywéw nog tego kontraktu dotozyliémy w terminie zapadalnosci
kontraktu Ty = T dwa wzajemnie znoszace si¢ przepltywy odpowiadajace konicowym wymia-
nom nominaléw N. Stad wycena standardowego kontraktu IRS dana jest wzorem

Prs = NPVixed = NPV goat
M - - (4.14)
= Rigs N > _ ADF(t,T;) + NDF(t,Ta) — (1+ LiAy)NDF(t,Ty),
i=1
Standardowy kontrakt IRS w chwili zawarcia kontraktu
Rozpatrzmy wycene standardowego kontraktu IRS w chwili zawarcia kontraktu. Wéwczas
data wyceny t (b@d@ca chwila zawarcia kontraktu) jest réwnoczesnie chwila ustalenia stopy
zmiennej Ly = L(TO,T 1) dla pierwszego okresu odsetkowego nogi zmiennej, to jest t = Tg‘x,
To = Tp jest biezaca data spot. Warto$é kontraktu w chwili ¢ dana jest wzorem (4.14), pomimo
tego ze wyceniamy kontrakt w dacie ¢ = T} Thix ustalenia stopy rynkowej L; dla pierwszego okresu
odsetkowego nogi zmiennej [To, T1) (bovvlem w Ty = Ty nie ma platnosci nogi zmiennej). Z wla-
snoéci stopy L1 i sposobu wyznaczania czynnikéw dyskontowych z kwotowan stép depozytowych
wynika, ze
(14 LiA)DF(t,T)) = DF(t,Ty) = DF(t,Tp).

Wtedy wzér (4.14) mozemy zapisa¢ w postaci

M
Pirs = DF(t,Ty) N (Rirs > AiDF(t, T, T;) + DF(t, To, Tar) = 1), (4.15)
1=1
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gdzie oznaczyliSmy
DF(t,T)

DF(t,T()’T) — m

(4.16)

Czynniki dyskontowe
DF*(t,T) = DF(t, Ty, T),

wystepujace w (4.15), okreslone wzorem (4.16), sa czynnikami (obserwowanymi w chwili biezacej
t) dyskontujacymi do daty spot.

Stopa standardowego kontraktu IRS

Standardowy kontrakt IRS jest zawierany ze stopa Rirsg dobrana tak by warto$¢ kontraktu
w chwili jego zawarcia wynosila zero (strony kontraktu IRS nie ponosza kosztéw poczatkowych
zawierajac kontrakt). Ze wzoru (4.15) wynika, ze stopa Rirs spelnia réwnanie

M
Rigs Y A;DF*(t,T;) + DF*(t,Ty) = 1, (4.17)
i=1
skad stopa ta wynosi
1—DF*(t,Ty)
Rigs =

M N;DF*(t,T;)

Zauwazmy, ze warunek (4.17) oznacza, ze obligacja o stalym oprocentowaniu Rigs z terminem
wykupu Ty, ktéra placi odsetki z taka samag czestotliwodcia jak noga stata kontraktu IRS, jest at
par, to znaczy, cena tej obligacji jest rowna jej wartosci nominalnej. Stad, stopy kontraktow IRS
moga by¢ traktowane jako punkt odniesienia przy okreslaniu oprocentowania nowo emitowanych
obligacji statokuponowych.

Uwaga 4.1. Stope Rirs/ccrrs hiestandardowego kontraktu TRS/CCIRS na ogét wyznacza sig

réwniez tak, by warto$é¢ tego kontraktu w chwili zawarcia wynosita zero.

Stopa standardowego kontraktu IRS jako $rednia st6p forward
Znéw rozpatrzmy standardowy kontrakt IRS, w ktérym odsetki po obu nogach sg ptacone z
taka sama czestotliwoscia. Poniewaz warto$é¢ kontraktu w chwili jego zawarcia wynosi zero, to

M M
Rigs Y ADF*(t,T;) = > F,A;DF*(t,T;). (4.18)
i=1 i=1
Zatem, N
Yty FADF(t,T;)
St AiDF (L T;)
Ze wzoru (4.19)~Wynika, ze jesli stopy forward i stopa Rirs sa wyrazane w tej samej konwencji,
czyli gdy A; = A; dla kazdego i =1,..., M, to

Rigs = (4.19)

min{Fi} < RIRS < max{F,}.

Ponadto, jak widaé z (4.19), stopa Rigs jest Srednia wazona stép Fj. Jako przyklad, wezmy
dwuletni kontrakt IRS z odsetkami ptaconymi co pét roku po obu nogach. Poniewaz

Fy = Rpraexi2, I3 = Rrraiaxis,  Fia = Rrraisxa,

wzér (4.19) oznacza, ze stopa Rirs 2y jest, w przyblizeniu, srednia wazona czynnikami dyskon-
towymi, obserwowalnych na rynku: stopy LIBOR 6M oraz stép FRA na kolejne 6-miesieczne
okresy.

Standardowy kontrakt IRS vs. seria kontraktéw FRA

Rozpatrzmy standardowy kontrakt IRS, w ktérym odsetki po obu nogach sa ptacone z taka
sama czestotliwoscia. Wowcezas taki kontrakt jest seriag wymian odsetek
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— Rpra - A; - N w chwili T;,
— —F;-A;- N w chwili T;.

Kazda taka wymiana (za wyjatkiem pierwszej) moze byé potraktowana jako syntetyczne
przeplywy (sprzedanego) kontraktu FRA T;_; x T; ze stopa Rigrs. Pierwsza wymiana w kontr-
akcie IRS jest wymiang odsetek wedlug stopy Rirs za odsetki wedtug ustalonej juz rynkowej
stopy referencyjnej. Tak wiec warto$é takiego kontraktu IRS jest taka sama jak wartos$é serii
sprzedanych kontraktéw FRA Ty x T, ..., FRA Ty 1 X Ths 7 takg samag stopa rowng Rirg oraz
pierwszej wymiany odsetek. Warto zauwazy¢, ze te kontrakty FRA maja na ogét nierynkows
stope (ang. off-market), wszystkie taka sama réwna RIgrs.

4.4. Bootstrapping czynnikéw dyskontowych

W praktyce wzor (4.17) stosuje sie raczej do wyznaczenia wartosci czynnikow dyskontowych
niz do wyznaczania stép kontraktow IRS, bowiem to wiladnie na podstawie kwotowan stép
standardowych kontraktow IRS wyznacza sie strukture stép procentowych i czynnikow dyskon-
towych. Niech Rj; oznacza stope standardowego kontraktu IRS, ktory zapada w 1. Terminy
zapadalnosci standardowych kontraktéow IRS, w ktérych odsetki nogi stalej sa ptacone rocznie,
sa ,wielokrotnosciami lat”, co zaznaczamy piszac Ty, = kY (gdzie Y symbolizuje okres roczny,
a k jest liczba naturalna). W przypadku gdy odsetki nogi stalej sa ptacone co pét roku, terminy
zapadalnosci tych kontraktéw sa ,wielokrotnosciami szeéciomiesiecznych okreséw” i wowczas
Ty = kY, gdzie k = 5, 1,14,2, 24 ...

Przeksztalcajac (4.17) otrzymujemy

1 - Ry XM ADF*(4,T;) 1 — Ry Q-

DF*(t,Ty) = = 4.20
(7 M) 1+ Ry Ay 1+ Ry Ay ’ ( )
gdzie oznaczyliSmy
K
Qkx =Y _ADF*(t,T;).
i=1

Wzér (4.20) stosujemy rekurencyjnie przy zalozeniu, ze mamy juz wyznaczony (innymi me-
todami) czynnik dyskontowy DF*(t,T}). Zauwazmy réwniez, ze aby rekurencja byla mozliwa
musimy zalozy¢, ze konce okreséw odsetkowych kontraktu IRS uzytego w (4.20) sa zgodne z
terminami zapadalnoSci poprzednich kontraktéow i wéwczas mamy zwiazek

Qr = Qi1+ AyDF*(t, Tyy).

Powyzsze réwnanie utatwia przeprowadzenie rekurencyjnych obliczen wartodci czynnikéw dys-
kontowych.
Problem gtadkosci stép forward
Jako$¢é zbudowanej krzywej czynnikéw dyskontowych (zerokuponowych stép procentowych)
jest oceniana na podstawie przebiegu implikowanych z tej krzywej stop forward. Jednym z
kryteriow takiej oceny jest gladkosé (regularnosé) wzgledem ¢ stop forward f(t,t+h) o pewnym
ustalonym tenorze h.
Na gtadkos¢ stép forward wplyw maja
— wartosci danych wejsciowych uzytych do wyznaczenia czynnikéw dyskontowych — te przy-
czyny mozna uznaé za obiektywne,
— sposoby uzupehliania brakujacych danych wejsciowych, np. interpolacje stop par,
— metody interpolacji i ekstrapolacji czynnikéw dyskontowych,
— zalozenia odnos$nie postaci funkcjonalnej krzywej czynnikow dyskontowych i sposobu jej
estymacji.
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Wyznaczanie krzywej czynnikéw dyskontowych o gladkich stopach forward
Stopy forward implikowane z krzywej swapowe]j otrzymanej przez bootstrapping czesto ma-
ja nieregularny przebieg, ktory nie ma ekonomicznego uzasadnienia. Ponizej opiszemy sposéb
wyznaczania krzywej swapowej ktora dokladnie wycenia kontrakty IRS i dla ktérej stopy im-
plikowane zmieniaja sie w sposéb regularny.
Idea wyznaczania takiej krzywej jest nastepujaca
— czynniki dyskontowe sa wyznaczane przez stopy forward o ustalonym relatywnie krotkim
tenorze (np. trzy miesiace), ktére dobieramy tak, by
— kontrakty IRS byly prawidlowo wycenione przez ta krzywa,
— stopy forward zmienialy sie¢ w sposéb regularny.
Oznaczenia:
— Fy = L(3M) — znana (z rynku) stopa typu LIBOR dla okresu 3M
— L(6M) — znana (z rynku) stopa typu LIBOR dla okresu 6M
— F} = F(3M,6M) — stopa forward implikowana ze znanych (z rynku) stép L(3M) oraz
L(6M); alternatywnie zamiast korzystaé ze stopy L(6M) mozna za F) przyjaé¢ stope kon-
traktu FRA3x6
— Fj=f(j*3M,(j+1)+x3M) dlaj=2,...,J — szukane 3M stopy forward dla kolejnych 3M
okreséw poczawszy od 6M
— Aj=A(j*3M,(j+ 1) *3M) — dlugosé¢ okresu depozytowego stopy Fj
— R, — rynkowe kwotowania stép wybranego zestawu n-letnich kontraktow IRS, to jest dla
n € {ni,na, -+ ,nat
Stopy forward F; (j = 2,...,J) znajdujemy rozwiazujac nastepujacy problem optymaliza-
cyjny

J
min » w;(Fj — Fj_1)° (4.21)
j=2
pod warunkiem, ze dla kazdego n € {ni,na, -+ ,ny} zachodzi
R, Y A((k—1)Y,kY)DF(kY)=1—DF(nY), (4.22)

k=1

gdzie czynniki dyskontowe sa obliczone nastepujacym wzorem rekurencyjnym

. DF(j * 3M) ‘
DF((j+1)%3M) = =2 220 qia j=1,... 4.2
G+ =80 = T i =1 (123
przy Cczym
1 DF(3M)
DF(6M) = lub DF(6M) = .
(6M) = 17630 - A0, 601) (u (6M) 1+F1-A(3M,6M)>

W wyrazeniu (4.21) w; > 0 sa wagami, ktére okreslaja relatywny wplyw poszczegdlnych sktad-
nikéw na warto$¢ sumy. Zwykle przyjmuje sie, ze w; = 1 dla kazdego j. Wartos¢ sumy (4.21)
mierzy stopien zmiennosci (wahanie) stép forward. Im ta warto$¢ jest mniejsza, tym stopy
zmieniajg si¢ w bardziej regularny sposéb. Dobierajac wagi w; w specyficzny sposéb, mozemy
wymusi¢ w ktorej czesci krzywej stopy forward zachowuja sie regularnie a w ktorej dopuszczamy
wieksze wahania tych stop.

Warunek (4.22) gwarantuje, ze kontrakty IRS z wybranego zestawu sa poprawnie wyceniane
przez krzywa. W odréznieniu do standardowego bootstrappingu, zestaw kontraktéw IRS nie mu-
si sie skladaé ze wszystkich kolejnych kontraktéow. Zagadnienie optymalizacyjne (4.21) — (4.22)
rozwigzuje sie stosujac standardowe algorytmy numeryczne, na przyklad metode gradientow
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sprzezonych lub metode Newtona (dostepne w narzedziu Solver arkusza kalkulacyjnego MS
Excel).
Mozliwe sa jeszcze inne warianty powyzszej metody. Na przyktad,

— zamiast stop forward, szukamy stop zerokuponowych kapitalizowanych w sposéb ciagly y;
dla okreslonych tenoréw, na przyklad, postaci t; = j* 3M, takich, ze jezeli na ich podstawie
wyliczy¢ czynniki dyskontowe i stopy forward, to spelnione sa warunki (4.21) — (4.22).

— Wtedy w powyzszym zadaniu zmieniamy tylko sposéb wyznaczania czynnikéow dyskontowych
na nastepujacy

DF(j*3M)=exp(—y;-t;) dla j=2,3,...,J,

a stopy forward wystepujace w (1) obliczamy wzorem

1 ( DF(j*3M)
j‘J%(DFu+1M3M>_Q'

4.5. Wtasnos$ci stép kontraktéw IRS

Korzystajac ze zwiazku (4.17) dla kontraktu IRS zapadalnego w Ths_1, ktéry zapisaliSmy w
postaci
Ry-1Qu-1=1—DF*(t,Tp-1),

wyrazenie (4.18) mozemy przedstawi¢ w postaci

DF (6. Tyy) — T (= DE" (0 Tor-)
7 - ]-+RMAM :

(4.24)

Ze wzoru (4.24) wynikaja dwa warunki na poprawno$é¢ struktury czynnikéw dyskontowych.
Mianowicie, warunek DF*(t,Tys) > 0 oznacza, ze stopa Ry kontraktu IRS musi spelniaé nie-
réwnosé
Ry
Ry

(1—=DF*(t,Tpr—1)) < 1. (4.25)
Z warunku na monotonicznosé czynnikéw dyskontowych DF* (¢, Tys) < DF*(t,Tpr—1) otrzymu-
jemy natomiast nastepujace ograniczenie

Ry
M—1

1—

(1= DF*(t, Tay—1)) < (1 + RarApr) DF*(t, Tas ). (4.26)

Korzystajac z tych dwéch warunkéw, mozna pokazaé (Zadanie 4.6), ze jesli DF*(t,T) — 0 dla
T — oo oraz gdy ciag stoép Ry jest ograniczony, to

R
M1 gdy M — . (4.27)
1

Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 4.1 (Terminowy kontrakt IRS (ang. forward starting IRS)). W terminowym
kontrakcie IRS rozpoczecie okreséw odsetkowych nastepuje w przysztosci w stosunku do daty
spot dla daty zawarcia kontraktu (inaczej: data ustalenia wartosci rynkowej stopy dla pierwszego
okresu odsetkowego nogi zmiennej znajduje sie w przysztosci w stosunku do daty zawarcia
kontraktu).
(a) Wycen standardowy kontrakt terminowy IRS w chwili ¢ ktéra znajduje sie przed rozpo-
czeciem okreséw odsetkowych kontraktu.
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(b) Przy zalozeniu, ze warto$¢ tego kontraktu w chwili jego zawarcia wynosi zero, znajdz
wzOr na wartos¢ stopy tego kontraktu.

Cwiczenie 4.2. Wyprowadz wzory uproszczone na wycene nogi zmiennej kontraktu IRS/C-
CIRS bez zalozenia m, = 1.

Cwiczenie 4.3. (a) Dane sg nastepujace wielkosci:
— sze$ciomiesieczna stopa depozytowa wynosi 6.00%,
— kwotowania kontraktow FRA na przyszla stope procentowa wynosza
FRA6x12 — 6.20%, FRA12x18 - 6.30%,
— stopa dwuletniego kontraktu IRS wynosi 6.50%,
— ceny obligacji zerokuponowych, ktére zapadaja za dwa i pét roku oraz za trzy lata, wynosza

odpowiednio B(23Y’) = 85.00 oraz B(3Y') = 82.50.

Wyznacz wartosci czynnikéw dyskontowych dla okreséw czasu bedacych wielokrotnosciami sze-
Sciomiesiecznych okreséw do trzech lat wlacznie. W obliczeniach, dla uproszczenia, przyjmij, ze
diugoé¢ n-miesigcznego okresu czasu (n = 6, 12,18, 24,30, 36) wynosi {5 lat.

(b) Rozpatrzmy jednowalutowy kontrakt wymiany procentowej typu fixed/float ze zmien-
nym nominalem o czasie trwania 3 lata. W trakcie trwania kontraktu nominat kontraktu jest
redukowany o 20% poczatkowej wartosci (tj. wartosci w chwili zawarcia) po kazdym rocznym
okresie odsetkowym. Odsetki po stronie stalej (fixed leg) sa placone co roku, a po stronie
zmiennej (float leg) co p6t roku.

Przy danych rynkowych podanych w punkcie (a) oblicz stope stalej strony kontraktu, przy
ktérej wartosé tego kontraktu w chwili zawarcia wynosi zero.

Cwiczenie 4.4 (Rollercoaster swap). Firma Y ma dlug od ktérego placi odsetki po stopie
WIBOR 6M plus 50 bp marzy. Struktura tego dtugu jest nastepujaca: w pierwszym roku nominat
dhugu wynosi 50 mln PLN, w drugim 80 mln PLN, w trzecim 100 mln PLN, w czwartym 60
mln PLN, i ostatnim pigtym roku 40 mln PLN. Firma Y chce zrestrukturyzowa¢ ptatnosci
odsetkowe od tego dlugu w ten sposob by przez pieé lat ptaci¢ stope WIBOR 6M powigkszong o
marze m od stalego nominatu w wysokosci 65 mln PLN. W tym celu firma Y zawiera z bankiem
X odpowiedni kontrakt IRS. Jakg minimalng warto$¢ marzy m Bank X powinien zakwotowaé
firmie Y? W celu wykonania obliczen przyjmij, ze stopy kontraktéw IRS (annual, ACT/365)
wynosza: 1Y — 5.50%, 2Y — 5.60%, 3Y — 5.70%, 4Y — 5.90%, 5Y — 6.00%, oraz dla uproszczenia
obliczen zaléz, ze kazdy roczny okres ma 365 dni.

Cwiczenie 4.5 (Asset swap). Rozpatrzmy dwuletnia obligacje, ktéra placi co pél roku kupon
wedlug stopy zmiennej L (typu LIBOR) powiekszonej o marze m. Cena tej obligacji wynosi 101.
Inwestor jest skltonny kupié¢ ta obligacje pod warunkiem ze jednoczesnie bedzie moégl zawrzeé
kontrakt IRS, ktéry zamieni odsetki otrzymywane z tej obligacji na odsetki liczone wedtug stopy
stalej, przy czym stopa tego kontraktu IRS powinna by¢ tak dobrana by caly pakiet (obligacja
plus kontrakt IRS) byt at par.
(a) Oblicz wysokosé marzy m.
(b) Oblicz wysokos¢ stopy kontraktu IRS.
(¢) Oblicz oprocentowanie statego kuponu, ktéry w efekcie nabycia tego pakietu (asset swapa)
bedzie otrzymywatl inwestor.
Do obliczen uzyj nastepujacej krzywej czynnikow dyskontowych

T 6M 1Y 15Y 2Y 253Y 3Y
DF 097 095 093 091 0.88 0.85

Cwiczenie 4.6. Pokaz, ze jedli DF*(t,T) — 0 dla T — oo oraz gdy ciag stép Ry jest ograni-

czony, to R}E\: — 1 przy Ty — oo.
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Cwiczenie 4.7. Niech R, oznacza stope n-letniego kontraktu IRS, ktéry zapada w T = nY.
(a) Pokaz, ze

DF((n—1)Y) = (R — Ry—1) 0= AyDF(kY)
1+ R,A,

(b) Korzystajac z wyniku punktu (a), pokaz, ze jesli R,, = R,_1, to stopa prosta forward dla
okresu czasu [(n — 1)Y,nY| wynosi R,.

(c) W szczegdlnosei, pokaz, ze jesli struktura stop procentowych kontraktéw IRS jest plaska,
tzn. R, = R dla kazdego n = 1,2, ..., to proste stopy forward F'((n—1)Y,nY’) sa takie same
dla kazdego n i wynosza R. Ponadto, pokaz ze wéwczas

- 1

DF(nY) = kl;[l [T RA

DF(nY) =

Jesli zalozy¢ dodatkowo, ze A = 1 dla kazdego k, to powyzszy wzdr przyjmuje szczegdlnie

czytelna posta¢, mianowicie
1

(1+R)™

Cwiczenie 4.8.  (a) Inverse floater (bull floater)
Inverse floater to papier warto$ciowy, w ktérym kupon jest liczony wedtug stopy R — L,
gdzie R jest stala stopa, a L zmienng stopa rynkowa (typu LIBOR, WIBOR), i oczywiscie
w terminie zapadalnosci zwraca nominal. Zwykle, stopa R jest istotnie wieksza niz stopa L
ustalona na rynku w chwili emisji papieru i jest dobierana tak by w chwili emisji papier byt
at par. Ile powinna wynosié¢ stopa R?
(b) Bear floater
Bear floater to papier wartosciowy, w ktérym kupon jest liczony wedlug stopy 2 - L — R,
gdzie R jest stala stopa, a L zmienng stopa rynkowa (typu LIBOR, WIBOR) ,i oczywiscie
w terminie zapadalnosci zwraca nominat. Zwykle, stopa R jest dobierana tak by w chwili
emisji papier byl at par. lle powinna wynosi¢ stopa R?
Uwaga: W praktyce zwykle warunki inverse floater i bear floater ograniczaja z dotu kupon
tak by mial on zawsze nieujemnag warto$¢. Woéwczas, wyznaczajac stope R nalezy uwzglednié¢
koszt opcji gwarantujacej nieujemnosé kuponu. Wrécimy do tego problemu w wyktadzie 12.

DF(nY) =

Cwiczenie 4.9. Rozpatrzmy standardowy kontrakt IRS (receive fixed) o rezydualnym czasie
trwania n lat, ktéry byl zawarty ze stopa R(0). Biezace kwotowanie standardowego kontrak-
tu IRS nY (pay fixed) wynosi R,. Pokaz, ze koszt przedterminowego zamkniecia zawartego
kontraktu (na jednostke nominatu) wynositby

M,
P = (R(0) — Rn) > _ A;DF*(T;),
i=1
gdzie A; oznacza utamek roku i— tego okresu odsetkowego nogi statej kontraktu, T; koniec tego
okresu, a M, jest liczba okreséw odsetkowych nogi statej, DF*(T') jest czynnikiem dyskontuja-
cym do daty spot.

Cwiczenie 4.10. Rozpatrzmy kontrakt IRS (pay fixed annual / receive float semi-annual) o
zmiennym nominale o rezydualnym czasie trwania 3 lata zawarty ze stopa 5.00%. Nominal tego
kontraktu IRS w ciggu kolejnych trzech lat jest nastepujacy: w 1 roku — 120 mln PLN, w 2 roku
— 80 mln PLN, w 3 roku — 100 mln PLN. Biezace kwotowanie standardowego kontraktu IRS
3Y (fixed annual / float semi-annual) wynosi 5.00%. Czy zamykajac w chwili biezacej kontrakt
IRS zrealizujemy zysk czy strate?



5. Kontrakty Forward i Futures

5.1. Struktura kontraktéw Forward

Kontrakt Forward to umowa kupna / sprzedazy pewnego aktywa (np. akcji, waluty, papieru
warto$ciowego, towaru, etc.)

— w ustalonym umowa terminie (data zapadalnosci kontraktu) 7',
— po ustalonej umowa cenie (cena wykonania) K.

Gl6éwny obrét kontraktami Forward odbywa sie na rynku nieregulowanym (OTC — ang. Over
The Counter) i w zwiazku z tym te kontrakty nie sa wystandaryzowane. Warunki kontraktu,
w szczeg6lnosci nominal kontraktu (ilo$é aktywa bedacego przedmiotem umowy), data zapa-
dalnoéci kontraktu, oraz sposéb jego rozliczenia, sg dopasowywane do potrzeb stron kontraktu
(uzgadniane miedzy stronami kontraktu).

Kontrakt Forward jest zawierany z ceng wykonania K, ktéra jest dobrana tak by w chwili
zawarcia kontraktu Tip.q jego warto$¢ wynosita zero. Tak wiec przy zatozeniu, ze pomijamy
wszelkie dodatkowe oplaty zwiazane z transakcja (np. prowizje posrednikéw), strony kontraktu
Forward nie ponosza kosztéw w chwili jego zawarcia.

Strona kontraktu Forward, ktora
— kupi” aktywo w terminie zapadalnosci T, zajmuje diugg pozycje w tym kontrakcie;

— ,sprzeda” aktywo w terminie zapadalnosci T', zajmuje krétkq pozycje w tym kontrakcie.

Realizacja kontraktu Forward w terminie zapadalnosdci T nastepuje przez:

fizyczna dostawe aktywa — strona krétka dostarcza aktywo stronie dlugiej i otrzymuje od
niej ustalona umowa kwote pieniedzy

albo przez

rozliczenie gotowkowe — strona ktora traci na kontrakcie ptaci drugiej stronie kwote rozli-
czenia (taki kontrakt okresla sie czesto symbolem NDF od ang. NonDeliverable Forward).

Wynik z kontraktu Forward w terminie zapadalnosci T' dla strony, ktora przyjeta dtuga
pozycje wynosi

Vr = Sr — K na jednostke aktywa, (5.1)

gdzie St jest cena aktywa w chwili T. |S7 — K| jest kwotg rozliczenia kontraktu w przypadku
kontraktu realizowanego przez rozliczenie gotéwkowe. W przypadku kontraktu realizowanego
przez dostawe, taki sam wynik moze zrealizowaé strona dtuga kontraktu przez natychmiastowsa
w chwili T" sprzedaz po cenie St dostarczonego aktywa.
Cena wykonania kontraktu Forward
Opiszemy cene wykonania dla kilku charakterystycznych typéw aktywow
— dla aktywa ktére daje posiadaczowi przychdd pieniezny w z géry ustalonych wysokoéciach i
chwilach czasu,
— dla aktywa ktére daje posiadaczowi ciagly przychdd pieniezny wyrazony stopa kapitalizo-
wang w sposob ciagly,
— w szczegdlnym przypadku walutowych kontraktéow Forward.
Cena wykonania jest wyliczana tak, by warto$¢ kontraktu w chwili jego zawarcia wynosita
zero. Tak wyliczona cene wykonania kontraktu Forward nazywamy ceng forward aktywa na

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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dzien 7' i wtedy oznaczamy ja symbolem Fp, a gdy zachodzi potrzeba zaznaczenia zaleznosci od
T symbolem Fy(T).

Dla uproszczenia notacji przyjmijmy ze Tiaqg = 0. W ponizszych wzorach DF(0, -) oznacza
krzywa czynnikéw dyskontowych dla waluty w ktorej denominowane jest aktywo obowiazujaca
w dniu zawarcia kontraktu Ti.q dyskontujacych do daty dostawy (zwykle do daty spot) dla
transakeji kupna/sprzedazy tego aktywa zawieranej chwili Tiyaq.

» Aktywo daje posiadaczowi przychdd pieniezny w z gory ustalonych wysokosciach i chwilach
czasu.

Niech C(t;) oznacza przeplyw pieniezny nastepujacy w chwili ¢; < T, gdzie i = 1,...,n,
generowany przez dane aktywo. Na przyklad, gdy rozpatrywanym aktywem jest
— obligacja o stalym oprocentowaniu, C'(¢;) sa kuponami ktore obligacja placi jej posiadaczowi;
— akcja, C(t;) sa dywidendami placonymi przez ta akcje.

Woéwezas, cena wykonania kontraktu Forward wynosi

n

K =DF(0,T)! <So — > DF(0, ti)C(ti)> : (5.2)
i=1

gdzie Sy jest ceng aktywa w chwili zawarcia kontraktu.

Uzasadnienie wzoru (5.2). Aby zadna ze stron kontraktu nie mogta przeprowadzi¢ transakeji
arbitrazowej uzywajac, miedzy innymi, kontraktu Forward z cena wykonania K, cena biezaca
aktywa musi by¢ rowna sumie wartosci biezacych przepltywoéw generowanych przez to aktywo w
czasie trwania kontraktu i biezacej wartosci ceny wykonania K. Zatem

So=>_DF(0,t;)C(t;) + DF(0,T)K
=1

skad po przeksztalceniu otrzymujemy wzoér (5.2). Przypusémy, ze réwnosé (5.2) nie zachodzi.

Na przyktad, rozpatrzmy przypadek gdy K jest wigksze niz prawa strona (5.2). Pokazemy, ze

woéwczas mozna przeprowadzi¢ nastepujaca transakcje arbitrazowa:

— zajmujemy krétka pozycje w kontrakcie Forward z ceng K,

— w chwili zawarcia kontraktu Forward, pozyczamy na okres czasu [0, 7] sume réwna aktualnej
wartosci aktywa Sy po stopie L(0,T),

— za Sy kupujemy na rynku natychmiastowym jednostke aktywa,

— zawieramy serie transakcji na przyszla stope procentowa (FRA) dla okreséw [t;,T) (ze sto-
pami F(0,t;,T)), ktére zagwarantuja ulokowanie dochodéw C(t;) na okres [t;,T) po tych
stopach.

W chwili wygasniecia T kontraktu Forward nasz bilans wyglada nastepujaco:

— placimy sume So(1 + L(0,7)A(0,T)) = DF(0,T)~1Sy jako zwrot zaciagnietej pozyczki,

— otrzymujemy kwoty C(¢;)(1+F(0,t;, T)A(t;, T)) = DF(0,T)"*DF(0,t;)C(t;), jako wyptaty
ze zrobionych lokat,

— otrzymujemy K za dostarczenie aktywa drugiej stronie kontraktu Forward,
czyli netto otrzymamy

K+ DF(0,T)"'DF(0,t)C(t;) — DF(0,T)~"So
=1

=K — DF(0,T)" (SO - Xn:DF(O,ti)C’(ti)> >0
=1

zgodnie z przyjetym zatozeniem. Mamy wiec zysk bez ryzyka. Wéwczas, dzialania arbitrazy-
stéw szybko doprowadzaja do obnizenia ceny kontraktu Forward do poziomu, ktéry nie daje
mozliwoéci bezryzykownego zysku.
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W drugim przypadku, to jest, gdy cena kontraktu Forward jest nizsza niz prawa strona
(5.2), przeprowadzamy transakcje arbitrazowa, ktéra jest ,odwréceniem” strategii wykonanej
w poprzednim przypadku:

— zajmujemy dluga pozycje w kontrakcie Forward z ceng K,

— dokonujemy ,krétkiej” sprzedazy jednostki aktywa,

— po sprzedazy aktywa, sume Sy otrzymana ze sprzedazy skladamy na depozycie na okres
czasu [0,T] ze stopa L(0,T),

— zawieramy serie transakcji na przyszla stope procentowa (FRA) dla okreséw [t;,T) (ze sto-
pami F'(0,t;,T)), ktére zagwarantuja nam pozyczanie na okres [¢;,T') po tych stopach kwot
C(t;), ktére musimy wyplaci¢ wlascicielowi aktywa.

Latwo sprawdzi¢ ze, przy naszym zalozeniu, ta strategia przynosi zysk. Znéw mamy arbitraz.

» Aktywo daje posiadaczowi ciagly przychdd pieniezny wyrazony stopa kapitalizowana w
sposéb ciagly.

Podstawowym przykladem takiego aktywa jest akcja (indeks gieldowy), ktéra placi ciagta
dywidende, badz gotoéwka w walucie obcej.

Niech ¢ oznacza stope dochodu (dywidendy) placonego przez aktywo (akcje). Zalézmy, ze
otrzymywany dochdd jest natychmiast w sposéb ciggly reinwestowany w to samo aktywo. Wéow-
czas iloéé posiadanego aktywa w chwili ¢ > 0 wynosi Noe 7201 gdzie Ny jest ilodcig aktywa w
t =0, a A(0,t) dlugoscia okresu czasu od chwili poczatkowej do t obliczona zgodnie z konwencja
stopy ¢. Pokazemy, ze cena kontraktu Forward, ktory zapada w chwili T', na aktywo dajace ciagly
dochéd ze stopa ¢ wynosi

K = DF(0,T)"'e"a20T) g, (5.3)

Aby uzasadnié¢ (5.3), znéw rozpatrujemy dwa przypadki — kiedy K jest wicksze lub mniejsze
niz prawa strona (5.3) — pokazujac, ze w kazdym z nich mozemy skonstruowaé odpowiednie
strategie arbitrazowe.
Gdy K jest wieksze niz prawa strona (5.3), przeprowadzamy w chwili poczatkowe]j nastepu-
jace transakcje:
— zajmujemy krétka pozycje w kontrakcie Forward z ceng K,
— w chwili zawarcia kontraktu Forward, pozyczamy na okres czasu [0, 7] sume réwna Spe—aA0T)
po stopie L(0,7T),
— kupujemy na rynku natychmiastowym Ny = e~720T) _jednostek” aktywa za kwote Soe=72(0.T)
— dochody generowane przez aktywo w sposéb ciagly reinwestujemy w aktywo.
W rezultacie w chwili wygadniecia kontraktu Forward bilans naszych transakcji wyglada
nastepujaco
— placimy sume Spe~ 7201 (1 4+ L(0, T)A(0,T)) = DF(0,T) 'e~20T) 5y jako zwrot zacia-
gnietej pozyczki,
— posiadamy dokladnie jedna jednostke aktywa (bo et A0 Ny = 1), za ktéra
— otrzymujemy K po dostarczeniu jej drugiej stronie kontraktu Forward.
Tak wiec mamy
K — DF(0,T)"'e~20T) g5y > 0,

czyli uzyskalidmy zysk bez ryzyka.

W drugim przypadku, gdy K jest mniejsze niz prawa strona (5.3), przeprowadzamy trans-
akcje w ,,przeciwng” strone w stosunku do transakcji przeprowadzonych w poprzedniej sytuacji
(— Zadanie na Cwiczenia).

» Cena wykonania walutowych kontraktéw Forward (aktywem jest waluta).

Walutowy kontrakt Forward = FX forward = Outright Forward

Walute, oznaczmy ja przez CUR;p, mozemy potraktowaé jak aktywo, ktore ptaci dochod
w postaci odsetek, ktore narastaja na rachunku oprocentowanym stopa dla tej waluty. Jesli
bowiem posiadamy gotéwke w tej walucie, to mozemy ja zdeponowa¢ na rachunku walutowym
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i w ten sposob otrzymywaé¢ dochdd z tytulu posiadania waluty. Oprocentowanie tego rachunku
mozemy wyrazi¢ przez stope kapitalizowana w sposéb ciagly i wtedy walute mozemy uznaé za
aktywo, ktore ptaci doch6d w sposob ciagly ze stopa ¢. Cena natychmiastows Sy waluty CUR;
jest jej kurs wymiany na druga walute CURgy (kwotowany jako ilosé CURg za jednostke CURy ).
Wowcezas cene walutowego kontraktu Forward, w ktérym wymieniamy walute CUR; na druga
walute CURg2 (na przyklad na PLN), otrzymamy ze wzoru (5.3), w ktérym
— Sp jest kursem wymiany natychmiastowej (spot) CUR; na CURg,
— stopa dochodu ¢ = R1(0,7") jest stopa kapitalizowana w sposob ciagly waluty CURy,
— a czynnik dyskontowy odpowiada krzywej dla waluty CURx.

Czynnik dyskontowy DF(0,T) dla waluty CURy mozemy zapisa¢ w postaci

_DF(O, T) — e—Rz(O,T)vAQ(O,T)7
gdzie R(0,T) jest stopa kapitalizowana w sposob ciagly dla okresu [0,7) (dla waluty CURy).
Wowezas, wzor na ceng walutowego kontraktu Forward przyjmuje nastepujaca forme
K = eRQ(OvT)AQ(OvT)_Rl(OvT)Al(ovT)SO (54)

Zwykle, wzor na cene walutowego kontraktu Forward podaje sie w postaci w ktorej wystepuja
stopy proste L1(0,7T) i L2(0,T) (bo takie stopy sa standardem kwotowania na rynku termino-
wych transakeji walutowych):

1+ LQ(O,T) : AQ(O,T)
1+ Ll(O,T) : Al(O,T)

K =25 (5.5)
Wzory (5.4) i (5.5) okreslaja tak zwany, kurs terminowy wymiany walut CUR; /CURg, ktéry
zwykle oznaczamy symbolem Fy. Upraszczajac notacje wzér na kurs terminowy napiszemy w
nastepujacy sposob

1+ Loy Ay
Zwiazek (5.6) jest okre$lany réwniez jako tzw. parytet stép procentowych. Z (5.6) wynika,
ze

Fy =Sy (5.6)

SO(1+L2 Ag) = (1—|—L1 'A1)F0, (57)

co mozemy zinterpretowa¢ w nastepujacy sposob: taki sam wynik w T uzyskamy
(a) wymieniajac jednostke waluty CUR; po kursie natychmiastowym na Sy waluty CURg i
lokujac te kwote po stopie Ly na okres [0,7") (lewa strona (5.7)),
albo
(b) lokujac jednostke waluty CUR; kwote po stopie L na okres [0,7) i w T wymieniajac kwote
1+ L1A; waluty CUR; po kursie terminowym Fjy na walute CURg (prawa strona (5.7)).
Punkty swapowe to réznica miedzy kursem terminowym a kursem spotowym:
LQAQ — 14 Al
Fo— Sy =S —F—""F"— 5.8
0 0 0 1+ LlAl ( )
Gdy A1 = Ag = A, z (5.8) wynika, ze
Fy— S() _ (L2 — Ll)A
So 1+ I1A

= (L2 - Ll)Av

co po przepisaniu do postaci
1 Fp — S()

A S
oznacza iz zannualizowana stopa zwrotu na transakcji kupna waluty CUR; w t=0 po Sg i jej
sprzedazy po Fy w T jest rowna réznicy w oprocentowaniu walut.

Aspekty praktyczne dotyczace transakcji FX forward

~ (L2 — Ll)
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Kursy FX forward sa kwotowane przez animatoréw rynku (ang. market makers) dla stan-
dardowych okreséw depozytowych, zwykle do 1Y.

Kursy FX forward sa kwotowane w postaci punktow swapowych, wyrazonych w tak zwanych
pipsach, czyli w 1/10000 waluty niebazowej. Aby uzyskaé¢ faktyczny kurs FX forward dla
terminéw ,,powyzej” spot nalezy do biezacego kursu spot dodaé (z wlasciwym znakiem) od-
powiednio przeskalowane punkty swapowe, przy czym nalezy pamietaé, ze punkty swapowe
moga by¢ zaréwno dodatnie jak i ujemne.

Rynek kwotuje rowniez punkty swapowe dla okreséw ON i TN. Woéwczas obliczajac kursy
wymiany dla tych terminéw nalezy punkty swapowe odejmowaé (z wlasciwym znakiem) od
kursu spot.

Punkty swapowe sa kwotowane w postaci pary sphid/spask gdzie sphid (Spask) sa punktami
swapowymi dla transakcji FX forward w ktorej kupujemy (sprzedajemy) walute bazowa.
Jezeli punkty swapowe sa dodatnie, to sppig < spask- Zdarza sie, ze ujemne punkty swapowe
sa kwotowane bez znaku i wtedy w kwotowanej parze sphiq/spask bedziemy mieli nier6wnosé
przeciwna Sppid > SPask- WoOwczas, po tej relacji rozpoznajemy czy punkty swapowe sa
dodatnie czy ujemne.

Replikacja kontraktu FX forward

Pokazemy jak mozna zreplikowaé¢ kontrakt FX forward przy pomocy

pozyczenia jednej waluty,

natychmiastowej wymiany tej waluty na druga walute,

lokaty drugiej waluty.

Ta replikacja pokazuje powigzania rynku transakcji wymian walutowych z rynkiem pieniez-

nym.

Rozpatrzmy kontrakt FX forward, w ktérym

w terminie zapadalnosci T

kupimy N; waluty CUR;4, oraz

sprzedamy No waluty CURo.

Oznacza to, ze dokonamy wymiany waluty CURs na walute CUR; po kursie terminowym

F() takim, ze N2 = F()Nl.

Efekt wymiany walut w 7" uzyskamy réwniez w nastepujacy sposob:

pozyczamy na rynku pienieznym kwote NQ(O) taka by No = NQ(O)(I + LoAy), gdzie Lo jest
stopa dla udzielonych pozyczek w walucie CURg na okres czasu [0,7"), a Ay dlugoscia tego
okresu;

kwote NQ(O) w walucie CURy wymieniamy na Nl(o) waluty CUR; po kursie spot Sy, czyli
N = N

kwote NI(O) w walucie CUR; lokujemy na rynku pienieznym ze stopa L; dla przyjetych
depozytéw w walucie CUR; na okres czasu [0,T).

Rezultatem tych transakcji w chwili T' jest

zwrot zaciagniete] pozyczki w walucie CURg w kwocie Ny (ptacimy No w walucie CURy),
otrzymana wyplata ze ztozonego depozytu w walucie CUR; w kwocie Nl(o)(l + L1Ay), gdzie
A1 jest dlugoscia tego okresu [0,T') (otrzymujemy Nl(o)(l + L1Ay) w walucie CURy),

czyli dokonujemy wymiany No w waluty CURs na Nl(o)(l + L1A;) w waluty CUR;y. Jesli

zatem ta strategia ma replikowaé¢ kontrakt FX forward, musi zachodzi¢ réwnosé

Ni = Nl(o)(l + LlAl).

Stad mamy

. Ny NQ(O)(l + LQAQ) _ NQ(O) 14 Loy . 14+ Loy

=2 — — . =8y ———=,
N Nl(o)(l 4 LlAl) Nl(O) 14+ LA 1+ LA

Fy
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czyli znéw otrzymalidémy parytet stép procentowych. Jesli ten parytet jest spelniony, replika-
cja transakcji FX forward zestawem zlozonym z dwoch transakcji depozytowych i transakcji
wymiany natychmiastowej jest mozliwa.

Transakcja FX forward jako FX spot plus FX swap

W wyniku potaczenia przeptywow pienieznych transakcji depozytowych, ktére zostaty uzyte
do replikacji transakcji FX forward, uzyskujemy transakcje FX swap (dokladniej, szczegdlny
przypadek transakcji FX swap). Ta transakcja FX swap, w notacji poprzedniego ustepu, polega
na
— wymianie poczatkowej (w chwili spot): sprzedazy Nl(o) waluty CUR; i kupnie NQ(O) waluty

CURzy, po kursie spot Sp, tzn. tak, aby SONl(O) = NQ(O),
oraz
— wymianie koncowej (w terminie wygasniecia): kupnie Ny waluty CUR; i sprzedazy No waluty

CURa, po kursie po kursie forward Fy, tzn. tak, aby FyN1 = No,

przy czym Ny = 1(0)(1 + L1A;) oraz Ny = N2(0)(1 + LoAy).

Jak wida¢, wymiana poczatkowa w tej transakcji FX swap znosi sie z transakcja FX spot
wchodzaca w sktad strategii replikujacej FX forward. Wéwczas z FX swap pozostaje pozostaje
tylko wymiana koncowa, ktora jest oryginalng transakcja FX forward.

Uwagi

— Reprezentacja FX forward jako suma FX spot i (tego szczegdlnego) FX swap pozwala na
rozdzielenie ryzyk: FX spot ma tylko ryzyko walutowe (ryzyko kursu wymiany walut), a ten
FX swap (w chwili poczatkowej) — tylko ryzyko stopy procentowe;.

— W praktyce rynkowej zawiera sie kontrakty FX swap (tzw. round FX swap) w ktérych kwota
N1 waluty obcej CUR; jest taka sama w wymianie poczatkowej i wymianie koncowej, a kwoty
waluty lokalnej CURy w chwili poczatkowej i koncowej réznig sie¢ ,,punktami swapowymi”
(od nominatu Ny)

Ny — N3 = FyNy — SoNy = (Fy — So) V.

Wycena kontraktu Forward

Rozpatrzmy kontrakt Forward, ktéry zostal zawarty z cena wykonania K. W chwili zawarcia
kontraktu K byto rowne cenie forward aktywa na ktére wystawiony zostal kontrakt. Niech Fy
oznacza biezaca (to jest w chwili wyceny) cene forward aktywa. Wowczas wycena dlugiej pozycji
w kontrakcie Forward (jego wartosé¢) dana jest wzorem

Vo = (Fy— K)DF(0,T), (5.9)

gdzie T jest terminem zapadalnosci kontraktu.

Uzasadnienie wzoru (5.9). Wartoscia biezaca kontraktu Forward jest warto$¢ biezaca prze-
plywow pienieznych w T ktore powstalyby w wyniku zamkniecia pozycji w tym kontrakcie. W
przypadku dtugiej pozycji nalezatoby zajaé¢ pozycje krétka w kontrakcie Forward na to samo
aktywo i z tym samym terminem wykonania T' co zamykany kontrakt. Cena wykonania tego
zamykajacego kontraktu Forward wynosi Fy i jest okre$lona jednym z wzoréw (5.2), (5.3),
(5.4)—(5.5) odpowiednio. W rezultacie, w chwili T" zaplacilibySmy K za kupione aktywo i jedno-
czesnie otrzymaliby$Smy Fy w wyniku sprzedazy tego aktywa. Tak wiec, netto nasz wynik w 7" na
tych transakcjach wyniéstby Fy— K, a jego wartosé biezaca wynosi (Fy— K)DF(0,T). Poniewaz
wartos¢ kontraktu Forward (w chwili zawarcia) zamykajacego wyceniany kontrakt wynosi zero,
to warto$¢ wycenianego kontraktu Forward jest réwna (Fy — K)DF(0,T), czyli mamy (5.9).

Po wstawieniu do (5.9) wyrazen na cene forward w poszczegdlnych przypadkach otrzymujemy
nastepujace formuly na wycene kontraktéw:
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» Forward na aktywo dajace przychdd pieniezny w z gory ustalonych chwilach czasu

Vo = So — Xn:DF(O,ti)C’(ti) _ DF(0,T)K (5.10)
=1

» Forward na aktywo dajace ciagly przychdd pieniezny wyrazony stopa kapitalizowana w
sposo6b ciagly
Vo =e 120N S, — DF(0,T)K (5.11)

» FX Forward
Vo = e 0T A0D) gy F2(0.1)2:0T) ¢ — DF,(0,T)Sy — DF5(0,T)K, (5.12)

przy czym wzory te podaja warto$é¢ kontraktow na jednostke aktywa (na nominal jednostkowy).

Interpretacja wzoru (5.12) dla transakcji FX forward o nominale N; (waluty CUR;):

W wyniku realizacji tego kontraktu dojdzie do wymiany kwoty (nominalu) N; w walucie
CUR; na Ny = N1 K waluty CUR,. Zatem, wycena kontraktu FX forward powinna sprowadzié¢
sie do wyceny strumienia przeptywéw +N; i — Ny nastepujacych w chwili 7. Tak jest w istocie,
bowiem

Vo = Ni(DF1(0,T)Sy — DF5(0,T)K) = SoDF1(0,T)Ny — DF5(0,T)Ns. (5.13)

Jak widaé, ostatnia cze$é wzoru (5.13) jest réznica dwoch sktadowych: pierwsza jest przeli-
czong na walute CURs po kursie spotowym Sy wartoscig biezaca otrzymywanego w T' nominatu
Ny, a druga (odejmowana) jest wartoscia biezaca nominalu No.

5.2. Kontrakty Futures

Kontrakty Futures sa kontraktami terminowymi kupna/sprzedazy pewnego aktywa (towaru)
przy czym w odréznieniu od kontraktéw Forward
— funkcjonujg na rynku uregulowanym — obrét tymi kontraktami odbywa sie przez gietdy
— sa produktami wystandaryzowanymi, w tym sensie, ze przedmiotem kontraktu sa dobrze
zdefiniowane aktywa (towary) — ustalone sa:
— ilo$¢ aktywa przypadajaca na jeden kontrakt,
— ,,jakos¢” aktywa,
— warunki dostawy, termin dostawy,
— termin wygasniecia kontraktu,
— s rozliczane w trybie dziennym, przez rachunek zabezpieczajacy,
— na ogdl nie dochodzi do fizycznej dostawy aktywa w terminie wykonania kontraktu, a kon-
trakt jest zamykany przez zajecie pozycji przeciwnej.
Te cechy kontraktéw Futures powoduja, ze w poréwnaniu do kontraktéw Forward, kontrakty
Futures
— maja relatywnie mate ryzyko kredytowe i rozliczeniowe,
— dla niezbyt odlegtych terminéw zapadalnoéci sa instrumentami o duzej ptynnosci.
Gléwne rodzaje kontraktéw Futures:
— na papiery skarbowe — T-bond Futures,
— na depozyty (na stope procentowa) — Eurodollar Futures,
— na indeksy gieldowe — Index Futures,
— na waluty — Currency Futures,
— na towary / surowce — Commodity Futures.
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Rozliczanie kontraktu Futures dokonywane jest codziennie przez rachunek zabezpiecza-
jacy (ang. margin account), na ktérym strona kontraktu Futures jest zobowiazana utrzymywaé
okreélony przez gietde minimalny poziom zdeponowanej gotéwki. Na ten rachunek zabezpiecza-
jacy wplywaja zyski z tytulu dziennego rozliczenia kontraktu Futures, lub z tego rachunku sa
pobierane kwoty odpowiadajace stratom poniesionym w wyniku rozliczenia kontraktu. Kwota
dziennego rozliczenia dtugiej pozycji w kontrakcie Futures, ktére nastepuje na zamkniecie k-tego
dnia, wynosi (na jednostke aktywa)

Vi = Fj, — Fy_1, (5.14)

gdzie F) jest ceng wykonania kontraktu Futures na zamknigciu dnia ¢;. W dniu zawarcia kon-
traktu rozliczenie kontraktu jest obliczane na podstawie ceny kontraktu Futures z jaka zostal
on zawarty oraz ceny tego kontraktu na zamknieciu dnia, chyba ze kontrakt zostal zamkniety
jeszcze tego samego dnia (wtedy méwimy o tzw. intraday trading) i wtedy rozliczenie obywa sie
po cenie faktycznego zamkniecia kontraktu. Wzor (5.14) jest réwniez wynikiem realizowanym
na zamknieciu w dniu ¢ kontraktu otwartego w dniu t;_;. W rezultacie takiego rozliczania kon-
traktu Futures mozna przyja¢ ze na zamkniecie dnia t; nastepuje zamkniecie pozycji otwartej
na konicu poprzedniego dnia z ceng Fj_1 i jednoczesne otwarcie kontraktu Futures z ceng Fj.

Oczywidcie rozliczenie za ostatni dzien trzymania otwartej pozycji w kontrakcie Futures odbywa

sie po cenie faktycznego zamkniecia kontraktu w tym dniu.

Teoretyczna cena kontraktu Futures jest réwna cenie wykonania kontraktu Forward na
to samo aktywo z tym samym terminem wykonania. W przypadkach gdy termin dostawy kon-
traktu Futures i dostarczane aktywo sg jednoznacznie okre$lone, mozna prébowaé poréwnywacé
rynkowe ceny Futures z ich cenami teoretycznymi, czyli z cenami forward aktywa na ktore te
kontrakty opiewaja. W przypadku kontraktéw Futures, w ktérych strona krotka ma mozliwosci
wyboru terminu dostawy (w pewnym zakresie) oraz wyboru dostarczanego aktywa z grupy
aktywow dopuszczonych do dostarczania, takie poréwnanie jest czesto utrudnione. Przyktadem
takiego kontraktu jest kontrakt Futures na papiery skarbowe (T-bond Futures).

Pokazemy, ze jezeli
— stopa procentowa wedtug ktérej oprocentowane sg fundusze na rachunku zabezpieczajacym

jest stata w trakcie trwania kontraktu Futures, a wartosé tej stopy jest zgodna z oprocento-

waniem lokat/depozytéw o czasie trwania T,

— termin dostawy (wygasniecia kontraktu) jest jednoznacznie okreslony,

— dostarczane aktywo jest jednoznacznie okreslone w chwili zawarcia kontraktu,

to teoretyczna cena kontraktu Futures jest rowna cenie kontraktu Forward.

Niech
— T oznacza termin zapadalnosci kontraktow Futures i Forward,

— r oznacza stala stope procentowg kapitalizowana w sposob ciagly, ktéra bedzie stosowana
w trakcie trwania kontraktu do lokowania/finasowania dziennych rozliczen kontraktu Futu-
res na rachunku zabezpieczajacym — zakladamy, ze r = R(0,T), przy czym DF(0,T) =
e~ ROT)A0T)

— K oznacza cene kontraktu Forward zawartego na zamkniecie dnia ¢t = 0,

— Fy oznacza cene kontraktu Futures zawartego na zamkniecie dnia ¢t = 0.

Czas trwania kontraktéw dzielimy na ,jednodniowe” okresy [tg_1,tr), gdzie k =1,2,...,n,
przy czym t, =T a ty jest dniem zawarcia kontraktu.

Rozwazmy nastepujaca strategie:

— sprzedajemy kontrakt Forward na jednostke aktywa,

— kupujemy kontrakt Futures na Nyo = DF(0,T) jednostek aktywa, oraz w kazdym dniu t,
gdzie k = 0,1...,n — 1, dokupujemy na jego zamknieciu taka ilos¢ kontraktéw Futures by
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otwarta pozycja na rozpoczeciu kolejnego dnia t;1 w tym kontrakcie Futures wynosita

A0
Noer ( k+1)7

a wynik (rozliczenie) otwartej pozycji na koniec dnia tj lokujemy/finansujemy ze stopa r na
pozostaty do wygasniecia kontraktu okres czasu.
Zawiazanie tej strategii w ¢ = 0 nie wiaze si¢ z zadnymi kosztami poczatkowymi. Natomiast
efekt tej strategii w 1" jest nastepujacy
— kontrakt Futures opiewa na dokladnie jedno aktywo, bowiem

Noe"20T) = DF(0,T)eOTA0T) — 1,

— w wyniku realizacji kontraktu Futures kupujemy jedno aktywo po cenie Fr (= St),
— na rachunku zgromadziliémy (lacznie z odsetkami) kwote

n
Z rA(Otk F _Fk_l)er-A(tk,T)

n n
Z " AOTN (B, — Fy_y) ZFk_Fk 1) = Pr — Fo,

— w wyniku realizacji kontraktu Forward dostarczamy jedno aktywo za ktére otrzymujemy K.
Zatem nasz bilans w T jest nastepujacy:

K+ (Fr—F)—Fr=K — F,

Poniewaz strategia prowadzaca do tego wyniku nie wiazata sie zadnymi kosztami, to by nie byto
arbitrazu, ten wynik musi by¢ zerowy, czyli musi zachodzi¢

Fy =K.

W rzeczywistosci, inwestorzy moga lokowaé/finansowaé wynik dziennego rozliczenia kontraktu
Futures po biezacych stopach rynkowych. To, miedzy innymi, powoduje, ze w okreslonych sytu-
acjach cena kontraktu Futures moze odbiegaé od ceny odpowiadajacego mu kontraktu Forward.
Na przyktad, gdy cena aktywa, na ktére jest wystawiony kontrakt Futures, jest mocno dodatnio
skorelowana ze stopami procentowymi, inwestor zajmujacy dtuga pozycje moze korzystniej loko-
wac biezace zyski z kontraktu lub odpowiednio taniej finansowac straty poniesione na kontrakcie.
Tak jest bowiem wzrostowi ceny aktywa, a wiec zyskom inwestora, zwykle towarzyszy wzrost
stopy procentowej po ktérej moze on ulokowaé¢ swéj dochdéd. Analogicznie, spadek ceny aktywa
— strata inwestora — zwykle odbywa sie¢ w warunkach spadku stopy procentowej, co oznacza, ze
inwestor moze taniej finansowaé¢ swoje straty. Tak wiec, w takim przypadku, kontrakt Futures
jest korzystniejszy dla inwestora niz kontrakt Forward, i w zwiazku z tym cena kontraktu Futures
powinna by¢ wyzsza niz cena kontraktu Forward. Przeprowadzajac podobne rozumowanie, moz-
na przypuszczaé, ze w przypadku gdy cena aktywa jest mocno ujemnie skorelowana ze stopami
procentowymi, cena kontraktu Futures powinna by¢ nizsza niz cena kontraktu Forward.

3M Eurodollar Futures

Terminologia: Furodollar — dolar amerykanski deponowany w bankach poza USA. Stopa
procentowa depozytow eurodolarowych jest utozsamiana ze stopa LIBOR.

— Gielda: CME (Chicago Mercantile Exchange)
— Nominal: 1 milion USD
— Termin zapadalnosci: trzecia sroda miesiaca dostawy
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— Miesiace dostawy: miesiace cyklu marzec, czerwiec, wrzesieni, grudzien na okoto 10 lat na-
przéd

— Instrument podstawowy: stopa procentowa 3M USD LIBOR depozytu, ktéry rozpocznie sie
w dniu zapadalnosci kontraktu Futures

— Kwotowanie: cena kontraktu @) oznacza iz stopa dla odpowiedniego depozytu wynosi 100 — @
w konwencji ACT /360

— Warto$¢ kontraktu: 1000 000 ( - % 101005Q> - mamy tu ,,drobng” niespdjnosé¢, bowiem, jak

widaé, przyjeto, ze 3M okres ma 90 dni mimo iz stopa LIBOR jest podawana w konwencji
ACT/360)

— Rozliczanie kontraktu: 25 USD za 1 punkt bazowy (0.01 ceny kontraktu); 25 USD = (1 000 000
USD x 1 bp x 90/360)

Sa tez analogiczne kontrakty Futures na depozyty 3M w innych gtéwnych walutach:

— Euribor Futures — na 3M EUR LIBOR - gieldy: LIFFE (London International Financial
Futures Exchange), MATIF (Marche a Terme International de France),

— Euroswiss Futures — na 3M CHF LIBOR — gietda: LIFFE

— Euroyen Futures — na 3M JPY LIBOR - gieldy: CME, SGX (Singapore Exchange Ltd.).

Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 5.1 (Cena forward obligacji). (a) Cena forward obligacji o statym kuponie
Przypusémy, ze rynkowa cena obligacji o stalym kuponie jest zgodna z wycena modelows,
tzn.

M
So =Y C(tr)DF(0,t),
k=1
gdzie C(t)) sa wyplatami z tej obligacji (kupony plus ewentualne czesciowe zwroty nominatu,
oraz koncowa wyplata nominalu). Pokaz, ze wéwczas wzér na cene forward tej obligacji mozna
przedstawi¢ w nastepujacej postaci

M
K =DF(0,T)7! > C(tk)DF(0, ),
k=n-+1

gdzie t,,4+1 jest pierwszym momentem platnosci kuponu nastepujacym po terminie wygasniecia
T kontraktu Forward.

(b) Cena forward obligacji o zmiennym kuponie

Uzasadnij nastepujacy wzor na cene forward obligacji o zmiennym kuponie:

K = DF(0,T)"'(So — DF(0,t1)(1 4+ R1A1) + DF(0,t,))

gdzie t1 jest aktualnie pierwszym momentem platno$ci kuponu tej obligacji, Ay jest dlugoscia
aktualnie trwajacego okresu odsetkowego, a R; stopa ustalona na poczatku tego okresu, oraz t,
jest ostatnim przed terminem wygasniecia T" kontraktu Forward momentem ptatnosci kuponu.
Oczywiscie, Sy jest aktualna cena brudna obligacji. Zakladamy réwniez, ze nominal obligacji
jest staly.

Cwiczenie 5.2. Przeprowadz transakeje arbitrazowa w przypadku gdy cena kontraktu Forward
na aktywo ptacace ciagly dochéd jest mniejsza niz obserwowana w dniu zawarcia kontraktu cena
forward tego aktywa (patrz (5.3)).

Cwiczenie 5.3. Dane sg nastepujace kwotowania:
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— kurs wymiany USD/PLN: 4.0000,
— punkty swapowe USD/PLN wynosza dla 3M: 0.0250, oraz dla 6M: 0.0500,
— PLN 3M Depo: 4.00%, PLN FRA3x6: 5.00%, USD FRA3x6: 2.00%.

(a) Oblicz stope 3M depozytu dolarowego przy zalozeniu, ze w okresie 3M na rynku nie ma
mozliwoéci do arbitrazu.

(b) Czy przy powyzszych danych istnieja na rynku w okresie do 6M mozliwosci do arbitrazu?
Jesli tak, opisz strategie arbitrazowa i oblicz dzisiejsza wartos¢ wolnego od ryzyka zysku.

Cwiczenie 5.4 (Kurs bid/ask (kupna/sprzedazy) transakcji FX forward). Wzory (5.4)(5.6)
na kurs forward zostaly wyprowadzone przy zalozeniu, ze stopy procentowe dla przyjetych depo-
zytéw i udzielonych pozyczek sg takie same. W rzeczywistosci stopy te sg rézne: dla przyjetych
depozytéw mamy stopy bid, ktére sa nizsze niz stopy ask dla udzielonych pozyczek.

Dostosuj wzory (5.4)-(5.6) tak, by wyrazaly one warto$¢ kursu bid (ask) transakcji FX
forward. Dla przypomnienia terminologii: kurs bid (ask) transakcji wymiany odnosi sie do trans-
akcji FX, w ktérej kupujemy (sprzedajemy) walute bazowa (ta, za jednostke ktorej podajemy
ilos¢ waluty niebazowej).

Uwaga: Animator rynku (ang. market maker) kwotuje kurs FX forward w taki sposéb, by
mogt zapewnié pokrycie swoich zobowiazan z tytutu zawarcia takiej transakcji FX transakcjami
na rynku pienieznym (lokatami i depozytami) oraz transakcja FX spot.

Cwiczenie 5.5 (Transakcja par FX forward). W transakcji par FX forward strony kontraktu

dokonuja w okreslonych umowsa chwilach czasu 77 < T < ... < Tjy wymian kwot Nl(l),

N1(2), . ,NI(M) w walucie CUR; na kwoty w walucie CURy po jednym wspdlnym kursie K.
Wyprowadz wzor na kurs K przy ktérym w chwili zawarcia kontraktu jego wartos¢ wynosi
Zero.

Cwiczenie 5.6 (Skracanie (rollback) / wydtuzanie (rollover) zawartej transakeji FX forward).
Rozpatrzmy ,zyjaca” transakcje FX forward, ktéra zostata zawarta z cena K i ktora zapadnie
w chwili T. W trakcie trwania tego kontraktu w chwili biezacej klient banku, ktéry jest strona
tej transakcji, prosi o skrécenie (wydluzenie) kontraktu. To skrécenie (wydtuzenie) kontraktu
polega na
— anulowaniu oryginalnej transakcji, ktora miata zapas¢ w T,
— zawarciu nowej transakcji FX forward (lub w szczegdlnym przypadku FX spot) z nowym,
wezesniejszym (p6zniejszym) niz 7', terminem zapadalnosci Tg.
Wyznacz sprawiedliwa cene K (kurs) dla ,zrolowanej” transakcji FX, kt6ra bank powinien
zaproponowacé klientowi. Oblicz réznice Kr — F, gdzie F' jest biezacym kursem terminowym na
chwile Tg. Jaki sens ekonomiczny ma ta réznica?
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6.1. Kontrakty opcyjne

Kontrakt opcyjny (krétko: opcja) to umowa na podstawie ktorej
— jedna strona umowy (posiadacz opcji) nabywa prawo do zrealizowania opisanej umowa trans-

akcji lub do otrzymania okreslonej wyplaty, zas

— druga strona (wystawca opcji, sprzedawca opcji) zobowiazuje sie by¢ strona tej transakcji
lub, odpowiednio, wyplaci¢ posiadaczowi okreslona kwote.

Posiadacz kontraktu (ktéry zajmuje tzw. dluga pozycje) bedzie realizowal kontrakt tylko
wtedy, gdy jest to dla niego korzystne lub otrzyma od wystawcy odpowiednia wyplate jesli
tylko wyptata ta jest dodatnia wartoscia. Z tego wzgledu strony kontraktu opcyjnego nie sa
»,Symetryczne”, w tym sensie, ze posiadacz opcji w chwili realizacji opcji z pewnoscia nie poniesie
straty, a wystawca opcji z pewnoécia nie bedzie mial zysku. Z tego powodu wystawca opcji
otrzymuje od nabywcy opcji tzw. premie, czyli optate, ktéra ma zrekompensowaé wystawcy
jego potencjalnie gorszg sytuacje.

Dwa podstawowe problemy zwigzane z kontraktami opcyjnymi sa nastepujace:

— jaka jest ,sprawiedliwa” warto$¢ opcji, w szczegdlnosci ile powinna wynosi¢ premia opcji,

— jak wystawca moze zabezpieczaé¢ swoja pozycje wynikajaca ze sprzedanej opcji.

Umowa opcji okresla
— termin wygasniecia opcji T',

— rodzaj transakcji, ktéra bedzie wykonywana w przypadku realizacji opcji, lub formute, we-
dhug ktérej oblicza sie wyplate opcji; w szczegdlnosci wyspecyfikowany jest tzw. instrument
podstawowy (ang. underlying) od wartosci ktérego zalezy warto$é transakcji lub wyplaty
opcii,

— termin lub terminy w ktérych opcja moze by¢ realizowana.

Ze wzgledu na instrument podstawowy opcji wyrézniamy w szczegdlnodci
— opcje na akcje,

— opcje na indeks (gieldowy),

— opcje walutowe (FX options, currency options) — instrumentem podstawowym jest kurs
walutowy,

— opcje na obligacje (bond options),

— opcje na kontrakty Futures (Futures options),

— opcje na stopy procentowe, a wsrdéd nich
— opcje na poziom stopy procentowej — cap (seria caplet-6w, tj. pojedynczych opcji na

gérny poziom stopy procentowej) oraz floor (seria floorlet-6w, tj. pojedynczych opcji na
dolny poziom stopy procentowej),

— opcje na kontrakt IRS — swapcje (swaptions).

Ze wzgledu na terminy realizacji opcji wyrézniamy
— opcje europejskie — realizacja opcji moze nastapié¢ tylko w terminie wygasniecia opcji,

— opcje amerykanskie — realizacja opcji moze nastapi¢ w dowolnym momencie przed termi-
nem wygasniecia lub w terminie wygasniecia opcji,

— opcje bermudzkie — realizacja opcji moze nastgpi¢ w kilku ustalonych chwilach czasu w
trakcie trwania opcji.

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Niech
— V® oznacza premie (wartosé) opcji europejskiej,
— V*® oznacza premie (wartosé) opcji amerykanskiej,
— VP oznacza premie (warto$é) opcji bermudzkie;.
Woéwezas, dla opcji o tym samym terminie wygasniecia i o takim samym profilu wyptaty
zachodzi
0K VeV V™,

6.2. Opcje waniliowe

Opcja waniliowa (ang. plain vanilla option) jest kontraktem opcyjnym, w ktérym przedmio-
tem umowy opcji jest transakcja kupna/sprzedazy pewnego aktywa (instrumentu podstawowe-
go) po ustalonej umowa cenie wykonania K:

— opcja kupna (ang. call) — posiadacz opcji ma prawo do kupna aktywa po cenie K,
— opcja sprzedazy (ang. put) — posiadacz opcji ma prawo do sprzedazy aktywa po cenie K.

Wéwczas, wartosci tych opcji w chwili ich realizacji ¢, od strony posiadacza opcji, wynosza
odpowiednio
— dla opcji kupna: max(S; — K, 0),

— dla opcji sprzedazy: max(K — S, 0),
gdzie St jest ceng aktywa w chwili realizacji opcji.

6.3. Opcje egzotyczne

Modyfikacje opcji waniliowych doprowadzily do skonstruowania szeregu kontraktéw opcyj-
nych o specyficznych wladciwosciach — opcji egzotycznych (ang. exotic options). Najwazniejsze
z nich to
— opcje azjatyckie — opcje w ktorych zamiast ceny S; aktywa w chwili realizacji t opcji do

wyznaczenia kwoty wyplaty (rozliczenia) brana jest S; — pewna érednia wartos$é cen aktywa,

na przyktad:

— dyskretna érednia arytmetyczna: S; = %2?21 St,, gdzie t1 < ta,...,< t, < t sa usta-
lonymi chwilami czasu w ktorych obserwowana jest warto$é instrumentu podstawowego
(przypadek najczesciej wystepujacy w praktyce),

— ciagla érednia arytmetyczna: S; = ﬁ fttl Srdr — graniczny przypadek dyskretnej $red-
niej arytmetycznej,

— dyskretna érednia geometryczna: S; = ([, Sti)l/ " (ma bardziej znaczenie teoretyczne
niz praktyczne),

— ciggta $rednia geometryczna: S; = exp (ﬁ fttl In STdT).

— opcje lookback — opcje w ktorych zamiast ceny Sy aktywa w chwili realizacji ¢ opcji do wy-
znaczenia kwoty rozliczenia brana jest wartos¢ max{S; : t € [t1,t]} lub min{S; : ¢t € [t1,]},
przy czym podobnie jak dla opcji azjatyckich mozemy mie¢ warianty ciagte i dyskretne.

— opcje barierowe — opcje waniliowe z dodatkowym warunkiem uzalezniajacym wyptate od
tego czy w ustalonym przedziale czasu (zwykle w trakcie calego czasu trwania opcji) cena
instrumentu podstawowego ,,dotknie” ustalonej w kontrakcie bariery H; opcje te wystepuja
w dwéch (komplementarnych) rodzajach:

— opcje deaktywujace (ang. knock-out option) — dotkniecie bariery wygasza opcje waniliowa,

— opcje aktywujace (ang. knock-in option) — dotkniecie bariery powoduje uaktywnienie
opcji waniliowej,

— opcje binarne typu Cash-or-Nothing — opcje, ktérych wyplata wynosi
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— dla opcji kupna: H(S; — K),
— dla opcji sprzedazy: H(K — Sy),
gdzie H jest funkcja Heaviside’a.
— opcje binarne typu Asset-or-Nothing — opcje, ktérych wyptata wynosi
— dla opcji kupna: SyH(S; — K),
— dla opcji sprzedazy: S;H(K — Sy).
— jest jeszcze wiele innych rodzajow opcji egzotycznych — patrz np. podrecznik Hull’a.

6.4. Wtlasnosci opcji waniliowych

Whprowadzmy nastepujaca notacje:
— Cy — warto$é opcji kupna (call) w chwili ¢,
— P, — warto$¢ opcji sprzedazy (put) w chwili ¢,
przy czym t = 0 jest momentem zawarcia opcji.
Typ wykonania opcji bedziemy zaznacza¢ odpowiednim gérnym indeksem: e — dla opcji
europejskiej, a — dla opcji amerykanskiej, b — dla opcji bermudzkie;j.
Zauwazmy, ze wartosci opcji waniliowych spelniaja nastepujace oczywiste ograniczenia:

0<Cs<Cp<Ci< Sy
0P <P <Py <K,

przy czym dla europejskiej opcji sprzedazy mamy lepsze oszacowanie
0< B <DF(0,TK,

gdzie DF(0,T) jest czynnikiem dyskontowym dla waluty w ktérej wyrazona jest cena aktywa (i
cena wykonania K'), ktéry odpowiada wolnej od ryzyka stopy procentowej (tj. odzwierciedlajacej
czysty koszt pieniadza w czasie).

6.5. Parytet opcji kupna/sprzedazy

» Parytet dla opcji europejskich ktérych instrument podstawowy nie przynosi dochodu

Twierdzenie 6.1. Wartosci europejskich opcji kupna/sprzedazy, w przypadku instru-
mentu podstawowego, ktory w trakcie trwania opcji nie przynosi dochodu, spelniajq
nastepujacy zwigzek, zwany parytetem opcji kupna/sprzedazy,

C¢— Pf =Sy — DF(0,T)K. (6.1)

Dowdd. Rozpatrzmy nastepujaca strategie (portfel):
— kupno opcji kupna z cena wykonania K,
— sprzedaz opcji sprzedazy z ceng wykonania K,
— lokata kwoty DF'(0,T)K na czas trwania opcji po stopie wolnej od ryzyka.
Koszt tej strategii w chwili jej zawiazania (w ¢t = 0) wynosi

CS — P + DF(0,T)K.

Natomiast w chwili 7" wynik naszej strategii bedzie nastepujacy:
(a) w przypadku gdy St > K:
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— 7z kupionej opcji kupna: Sy — K
— ze sprzedanej opcji sprzedazy: 0
— zwrot z lokaty: K
razem otrzymamy St;
b) w przypadku gdy Sy < K:
— z kupionej opcji kupna: 0
— ze sprzedanej opcji sprzedazy: —(K — St)
— zwrot z lokaty: K
razem znoéw otrzymamy St.
Tak wiec, niezaleznie od sytuacji na rynku, w chwili 7" nasza strategia przyniesie doch6d
rowny St. Aby nie byto mozliwosci do przeprowadzenia arbitrazu poczatkowy koszt tej strategii
musi by¢ rowny cenie aktywa w chwili poczatkowej, czyli musi zachodzi¢

C5— Py +DF(0,T)K = Sy,
co konczy uzasadnienie. O

» Parytet dla opcji europejskich ktérych instrument podstawowy daje ,dyskretny” dochdd.

Twierdzenie 6.2. Parytet opcji kupna/sprzedazy, w przypadku instrumentu podsta-
wowego, ktory w trakcie trwania opcji przynosi dochod C(t;) platny w kilku ustalonych

chwilach czasu t; <T,1=1,...,n, ma nastepujgcg postaé
C¢— P¢ =Sy — Dy — DF(0,T)K, (6.2)
gdzie Do = Y 1" DF(0,t;)C(t;) jest wartoscig biezgcq strumienia dochodéw genero-

wanych przez aktywo w trakcie trwania opcyi.

Dowéd. Patrz Cwiczenia — Zadanie 6.1. OJ

» Parytet dla opcji europejskich ktérych instrument podstawowy daje ,ciagly” dochdéd.

Twierdzenie 6.3. Parytet opcji kupna/sprzedazy, w przypadku instrumentu podsta-
woweqo, ktory w trakcie trwania opcji przynosi dochod platny w sposob ciggly ze stopg
q, ma nastepujgcg postaé

C¢ — Pf = e 20D 5y — DF(0,T)K. (6.3)

Stwierdzenie 6.1. W przypadku opcji amerykanskich roznice wartosci opcji kupna i opcji
sprzedazy mozemy jedynie oszacowaé w nastepujgcy sposob:

So—Dyp— K <C§—F'<Sy—DF(0,T)K, (6.4)
gdy instrument podstawowy generuje ,dyskretne” dochody i wtedy Dy jest warto$ciq biezgcg tych

dochodow (patrz Cwiczenia — Zadanie 6.2). Gdy aktywo generuje ,ciggly” strumien dochodu
platny ze stopg q, oszacowanie to przyjmuje nastepujgcq postad

Soe~ 90T _ | < 08— pS < Sy — DF(0,T)K. (6.5)

Uwaga 6.1. Nier6wnosci (6.4) i (6.5) sa prawdziwe przy dodatkowym zalozeniu, ze struktura
stép procentowych wolnych od ryzyka jest ptaska i nie zmienia sie w czasie trwania opcji.
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6.6. Ograniczenia na wartosé¢ opcji

W ponizszym Twierdzeniu zebrane sa nieréwnosci na wartosé opcji ktérych instrument pod-
stawowy daje ,,dyskretny” dochdd.

Twierdzenie 6.4. Wartosci opcji spetniajg nastepujgce nieréwnosci:
Dla opcji europejskich

max(Sy — Dy — DF(0,T)K,0) < C§ < So, (6.6)

max(DF(0,T)K — (So — Dy),0) < P§ < DF(0,T)K. (6.7)

Dla opcji amerykanskich
max(So — K, S() - D() - DF(O, T)K, 0) < Cg < S(), (68)

max(K - S(), DF(O,T)K - (SO — Do), 0) < Pél < K. (69)

Dowdéd. Nieréwnosci (6.6), (6.7) dla opcji europejskich wynikaja z nieujemnosci wartosci opcji i
parytetu opcji kupna/sprzedazy (6.2). Ograniczenia dolne w (6.8), (6.9) dla opcji amerykanskich
wynikaja w czesci z odpowiednich nieréwnosci dla opcji europejskich i relacji miedzy wartoscia
opcji amerykanskiej a wartoécia opcji europejskiej, oraz w pozostatej czesci z charakteru tych
opcji (opcje amerykanskie mozna w kazdej chwili wykonad). O

6.7. Wczesne wykonanie w opcjach amerykanskich

Twierdzenie 6.5. Jezeli aktywo, ktore jest instrumentem podstawowym waniliowej
opcji amerykanskiej, nie daje dochodu w trakcie trwania opcji, to wczesne wykonanie
opcyi kupna nie jest optymalne.

Dowdd. Rozwazmy dwie strategie w chwili ¢:
— Weczesne wykonanie opcji
— Trzymanie opcji do terminu zapadnigcia opcji
Zbadamy jaki jest rezultat obu strategii w 7' (w chwili wygasniecia opcji).

Aby przeprowadzi¢ wczesne wykonanie opcji, pozyczamy kwote K i za te pienigdze kupujemy
aktywo. W chwili 7 mamy aktywo warte Sy oraz zobowiazanie (dtug) w kwocie DF(t, T) 'K,
czyli ta strategia ma wartosé

Sr— DF(t,T)"'K.

Trzymanie opcji do chwili T: warto$¢ opcji w chwili 7" wynosi
max (St — K, 0).
Przy zalozeniu, ze stopy procentowe sa dodatnie, czyli gdy DF(t,T)~! > 1, mamy
St — DF(t,T) 'K < Sp — K < max(Sr — K,0),

co oznacza iz bardziej optaca sie trzymac taka opcje do terminu wygasniecia opcji niz skorzystaé
mozliwoéci wezesnego wykonania opcji. O
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Whniosek 6.1. Jezeli aktywo nie daje dochodu w trakcie trwania opcji, to amerykanska opcja
kupna jest rownowazna europejskiej opcji kupna i wartosci tych opcji sq takie same.

Uwaga 6.2. Dla amerykanskiej opcji kupna zachodzi nastepujace oszacowanie
Cta > S — K,

gdzie t jest dowolng chwila czasu w trakcie trwania opcji. Warunek ten oznacza, ze chcac zre-
alizowa¢ wynik na inwestycji w opcje w chwili ¢ przed terminem wykupu, bardziej optaca sie
sprzedaé posiadang opcje niz ja wykonaé i natychmiast sprzedaé aktywo po cenie S;.

Uwaga 6.3. Gdy instrument podstawowy generuje doch6d w trakcie trwania opcji amerykanskiej
wczesniejsze wykonanie opcji moze byé korzystne. Na przyklad rozpatrzmy amerykanska opcje
kupna na akcje, ktora ptaci dywidende. Niech cena wykonania wynosi K = 100. Przypuéémy,
ze akcja, ktéra kosztuje S = 105, wyptaci dywidende w wysokosci D = 10 w chwili dostatecznie
bliskiej terminowi wygasniecia opcji. Przed wyptata dywidendy opcje mozemy zrealizowaé z
zyskiem. Natomiast po wyplacie dywidendy, kiedy cena akcji spadnie do 95, opcja staje si¢
bezwartosciowa.

Uwaga 6.4. W przypadku amerykanskiej opcji sprzedazy wczesniejsze wykonanie opcji, nawet
dla instrumentoéw, ktére nie generujg dochodu w trakcie trwania opcji, moze by¢ optacalne. Na
przyktad, tak bedzie gdy DF(0,T7)" (K — S) > K (dlaczego?).

6.8. Zalezno$é wartosci opcji europejskiej od ceny wykonania

Mamy nastepujace

Twierdzenie 6.6. Rozpatrzmy opcje europejskie na ten sam instrument podstawowy
o ustalonym czasie trwania T. Niech C¢(K) (P¢(K)) oznacza cene opcji kupna (sprze-
dazy) przy cenie wykonania K dla ustalonej wartosci instrumentu podstawowego.

(a) Funkcja K — C¢(K)

— jest malejgca,

— spelnia warunek Lipschitza ze stalg DF(0,T),
— jest wypukia.
(b) Funkcja K — P¢(K)

— jest rosngca,

— spelnia warunek Lipschitza ze stalg DF(0,T),
— jest wypukta.

Dowdod. Niech K1 < K. Mamy udowodnié, ze wowczas
C°(K1) > C°(Ka), (6.10a)
P¢(K7) < P°(Ka). (6.10b)

Rozpatrzmy przypadek opcji kupna. Przypusémy, ze nieréwnosé (6.10a) nie zachodzi, czyli, ze
C°(K71) < C°(K2). W tej sytuacji przeprowadzamy nastepujace transakcje:

— sprzedajemy opcje kupna z ceng wykonania Ko,

— kupujemy opcje kupna z ceng wykonania K.
Ro6znice C¢(K2)—C¢(K7) > 0 lokujemy na rachunku bankowym. Ponadto, w chwili wygasniecia
opcji mamy nastepujace mozliwodci:
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(i) St < Ky < K3 — obie opcje sa bezwarto$ciowe,
(ii) K71 < Sp < Ky — opcja sprzedana jest bezwartosciowa, a z kupionej opcji realizujemy
zysk St — K1 > 0,
(iii) K1 < K9 < St — na sprzedanej opcji mamy strate Sy — Ko, na kupionej zysk Sy — K7,
czyli w sumie mamy zysk Ko — K7 > 0.
Tak wiec z dodatnim prawdopodobienstwem ta strategia daje zysk. Zatem jest to strategia
arbitrazowa, a to oznacza ze musi zachodzi¢ (6.10a).
Analogiczny dowdd przeprowadzamy dla opcji sprzedazy.
Korzystajac z parytetu opcji kupna/sprzedazy raz dla opcji z cena wykonania K7, a drugi
raz dla opcji z ceng wykonania Ko, otrzymamy

(C°(Ky) — C°(Ky)) + (P(K2) — P(K1)) = DF(0,T) (K> — K1) (6.11)

Z (6.11) oraz z monotonicznosci funkcji K — C¢(K) i K — P°(K) wynika iz funkcje te spelniaja
warunek Lipschitza ze stala réwna DF(0,T).

Wypuktoéé funkcji K — C¢(K) oznacza ze dla kazdych Ky < Ky oraz kazdego « € (0,1)
zachodzi

Co(aKy + (1 — a)K2) < aC®(K1) + (1 — a)C°(K>). (6.12)

Przypus$émy, ze (6.12) nie zachodzi. Wowczas, dla pewnych K; < Ky, a € (0,1), oraz dla
K = aK; + (1 — a) K2 mamy nieréwnosé

C(K) > aC®(K1) + (1 — a)C°(K>). (6.13)

Wtedy nastepujaca strategia:
— sprzedajemy opcje kupna z ceng wykonania K,
— kupujemy « opcji kupna z ceng wykonania K7,
— kupujemy (1 — «) opcji kupna z cena wykonania Ko,
jest strategia arbitrazowa (Zadanie na Cwiczenia).
Wypuktoéé funkcji K — P¢(K) wynika z wypuklosci funkcji K — C°(K) i parytetu opcji
kupna/sprzedazy. O

Uwaga 6.5. Monotonicznosé funkeji C¢(K) i P°(K) mozna réwniez uzasadnié¢ racjonalnie w
nastepujacy sposob. Na przyktad w przypadku opcji kupna, wraz ze wzrostem ceny wykonania
K maleja: (a) prawdopodobienstwo tego, ze w chwili wygasniecia opcji St > K, oraz (b) wartosé
wypltaty opcji.
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6.9. Zalezno$¢ wartosci opcji europejskiej od ceny instrumentu
podstawowego

Twierdzenie 6.7. Rozpatrzmy opcje europejskie na ten sam instrument podstawowy o
ustalonym czasie trwania T i ustalonej cenie wykonania K. Niech teraz C¢(S) (P€(S))
oznacza cene opcji kupna (sprzedazy) przy bieZacej cenie instrumentu podstawowego S.

(a) Funkcja S — C¢(S)
— jest rosngca,
— spelnia warunek Lipschitza ze stala réwng L,
— jest wypukia.
(b) Funkcja S — P¢(S)
— jest malejgca,
— spetnia warunek Lipschitza ze stata rowng L,
— jest wypukla,

gdzie L = ¢ 7200 dlg opeji na instrument podstawowy, ktéry generuje ciggly
dochod ze stopg q, lub L =1 w pozostalych przypadkach.

Dowdd. Dowdd tego twierdzenia przebiega w sposéb podobny do dowodu przeprowadzonego
w przypadku poprzedniego twierdzenia. Jednakze, aby méc przeprowadzi¢ analogiczne rozu-
mowania arbitrazowe musimy wprowadzi¢ instrumenty podstawowe, ktore, poza tym ze rézniag
sie biezacymi cenami, sa identyczne z instrumentem podstawowym. Na przyktad, w dowodzie
monotonicznosci zaktadamy, ze mamy dwa instrumenty podstawowe, jeden o cenie biezacej S
i drugi identyczny ale o cenie biezacej So. O

Mozna pokazaé, ze wlasnosci opcji europejskich opisane w Twierdzeniach 6.6 i 6.7 zachodza
rowniez w przypadku opcji amerykanskich, przy czym warunki Lipschitza sformutowane w
tych twierdzeniach zachodza jedynie ze stalymi L = 1. Jednakze, dowody tych twierdzen dla
opcji amerykanskich sa bardziej skomplikowane.

6.10. Wartos$¢ czasowa opcji

Wartos$é wewnetrzna opcji waniliowej w chwili ¢ < T', gdzie T jest terminem wygasnie-
cia opcji, to
— dla opcji kupna wielko$¢ max(S; — K, 0),
— dla opcji sprzedazy wielko$¢ max(K — S, 0).
Wartosé¢ czasowa opcji waniliowej w chwili ¢ < T, gdzie T jest terminem wygasniecia
opcji, to réznica miedzy wartoscia opcji w chwili t a jej warto$cia wewnetrzna, czyli
— dla opcji kupna: C; — max(S; — K, 0),
— dla opcji sprzedazy: P, — max(K — S, 0).
Terminologia
Opcja kupna jest w chwili ¢
— w cenie (ang. in the money, ITM), jezeli S; > K,
— po cenie (ang. at the money, ATM), jezeli Sy = K,
— poza cena (ang. oul of the money, OTM), jezeli Sy < K.
Opcja sprzedazy jest w chwili ¢
— w cenie (ang. in the money, ITM), jezeli S; < K,
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— po cenie (ang. at the money, ATM), jezeli Sy = K,

— poza cena (ang. out of the money, OTM), jezeli Sy > K.
Wartosé czasowa europejskiej opcji kupna na aktywo nie dajace dochodu:

— Dla opcji poza cena, to znaczy gdy Sy < K, wartos¢ czasowa jest rowna wartosdci opcji.

— Dla opcji w cenie, to znaczy gdy S; > K, warto$é¢ czasowa jest wieksza niz K — DF (¢, T)K >
0, bowiem jak wynika z Twierdzenia 6.4,

C(S) - (S, — K) > K — DF(t, T)K.

Wartosé czasowa europejskiej opcji sprzedazy na aktywo nie dajace dochodu:

— Dla opcji poza cena, to znaczy gdy Sy > K, wartos¢ czasowa jest rowna wartos$ci opcji.

— Dla opcji w cenie, to znaczy gdy S; < K, warto$¢ czasowa opcji moze by¢ ujemna. Jesli cena
biezaca S; jest dostatecznie mala to, jak wynika z Twierdzenia 6.4

Twierdzenie 6.8. Wartosé czasowa opcji w chwili jest najwieksza dla opcji po cenie,
to znaczy gdy Sy = K.

Dowdéd. Rozpatrzmy przypadek opcji kupna. Na przedziale [0, K] warto$¢ wewnetrzna opcji
kupna jest zerowa i wartos¢ czasowa opcji pokrywa sie z wartoScig opcji. Poniewaz warto$é
opcji kupna jest funkcja rosnaca ceny instrumentu podstawowego to warto$é¢ czasowa opcji dla
[0, K] bedzie najwigksza dla S; = K.

Teraz wystarczy udowodnié, ze na przedziale [K, 00) warto$¢ czasowa opcji kupna jest funk-
cja malejaca ceny instrumentu podstawowego. Niech St(l) < St(Q). Woéwezas, na mocy Twierdze-
nia 6.7

c(s?y —csty < s — s,

Stad po przeksztalceniach otrzymujemy
o) - (57 - K) < o(s") - (8" - K),

co oznacza, ze [K,00) 3 Sy — C(S;) — max(S; — K, 0) jest malejaca.
W przypadku opcji sprzedazy dowdd jest analogiczny. O

Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 6.1. Udowodnij réwnoéé (6.2) (parytet kupna/sprzedazy opcji, ktérych instrument
podstawowy daje ,dyskretny” dochéd). W tym celu:
(a) Przypusémy, ze C§ — P§ — So + Do + DF(0,T)K > 0. Pokaz, ze strategia
— kupno opcji sprzedazy,
— kupno instrumentu podstawowego,
— sprzedaz opcji kupna,
— pozyczka kwoty DF(0,T)K na czas trwania opcji po stopie wolnej od ryzyka,
— pozyczka kwoty DF'(0,t;)C(t;) na okres koniczacy sie w t; opcji po stopie wolnej od ryzyka
(dla kazdego i = 1,...,n),
zawiazana w t = 0, jest strategia arbitrazows.
(b) Przypudémy, ze C5 — P§ — So+ Do+ DF(0,T)K < 0. Pokaz, ze strategia
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— sprzedaz opcji sprzedazy,

— kroétka sprzedaz instrumentu podstawowego,

— kupno opcji kupna,

— ulokowanie kwoty DF(0,T)K na czas trwania opcji po stopie wolnej od ryzyka,

— ulokowanie kwoty DF(0,t;)C(t;) na okres konczacy sie w t; opcji po stopie wolnej od
ryzyka (dla kazdego i =1,...,n),

zawigzana w t = 0, jest strategia arbitrazowa.

Cwiczenie 6.2. Udowodnij nieréwnosci (6.8) w przypadku gdy instrument podstawowy nie
przynosi dochodu w trakcie trwania opcji, oraz gdy struktura stop procentowych wolnych od
ryzyka jest ptaska i nie zmienia si¢ w czasie trwania opcji:
(a) Przypusémy, ze C§ — P§ — So + DF(0,T)K > 0. Pokaz, ze strategia
— kupno opcji sprzedazy,
— kupno instrumentu podstawowego,
— sprzedaz opcji kupna,
— pozyczka kwoty DF(0,T)K na czas trwania opcji po stopie wolnej od ryzyka,
zawiazana w t = 0, jest strategia arbitrazowa.
(b) Przypusémy, ze C§ — P§ — So + K < 0. Pokaz, ze strategia
— sprzedaz opcji sprzedazy,
— krétka sprzedaz instrumentu podstawowego,
— kupno opcji kupna,
— ulokowanie kwoty K na czas trwania opcji po stopie wolnej od ryzyka,
zawiazana w t = 0, jest strategia arbitrazowa.

Cwiczenie 6.3. Dokonczy¢ dowéd wypukloéei funkeji K — C¢(K) (patrz Twierdzenie 6.6).
Cwiczenie 6.4. Przeprowadz dow6d Twierdzenia 6.8 w przypadku opcji sprzedazy.

Cwiczenie 6.5 (Delty europejskich opcji waniliowych). Zalézmy, ze funkcje S — C®(S) i
S — P¢(S) sa rézniczkowalne. Pierwsze pochodne tych funkcji, tzw. ,delty” opcji

oce opP°

Ao = 59 oraz Ap= 59

sa podstawowymi wspélczynnikami wrazliwosci, ktore okreslaja ,ryzyko” opcji (portfeli opcji).
Pokaz, ze

— Ag — Ap = e 720D,

— 0< Ag < e 20T

— —1< —e 20D < Ap <0,

Cwiczenie 6.6 (Gamma europejskich opcji waniliowych). Zalézmy, ze funkcje S — C(S) i

Y

S — P¢(S) sa dwukrotnie rézniczkowalne. Drugie pochodne tych funkeji, tzw. ,gammy” opcji
82 ce 82 pPe
FC = W oraz FP = W

sa wspélezynnikami wrazliwoscei drugiego rzedu, ktére okreslaja wrazliwosé ,delt” opcji (delt
portfela opcji) na zmiane ceny instrumentu podstawowego. Pokaz, ze I'c = T'p > 0.

Cwiczenie 6.7 (Vega europejskich opcji waniliowych). Wartosé opcji zalezy réowniez od wiel-
koéci o, ktéra okresla poziom zmiennosci ceny instrumentu podstawowego. Zalézmy, ze funkcje

o — C%0)io — P°0) sa rézniczkowalne. Pochodne tych funkcji, tzw. ,vegi” opcji

c* oraz Vega —@
Oo gp_ﬁa

Vegar, =
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sa wspOlczynnikami wrazliwosci, ktére okreslaja wrazliwo$¢é wartosci opcji (portfela opcji) na
zmiane zmiennosci ceny instrumentu podstawowego. Pokaz, ze Vegar = Vegap i uzasadnij
dlaczego Vega > 0.

Cwiczenie 6.8 (Europejskie opcje binarne typu Cash-or-Nothing).  (a) WyprowadZ parytet
opcji kupna/sprzedazy dla europejskich opcji binarnych typu Cash-or-Nothing.

(b) Call spread. Statyczna replikacja opcji binarnej kupna typu Cash-or-Nothing, ktéra daje
wyplate jeéli cena instrumentu podstawowego jest ostro wieksza niz cena wykonania K.
Pokaz, ze strategia ztozona opcji waniliowych o czasie trwania identycznym jak opcja binarna
typu Cash-or-Nothing, kupionej z cena wykonania K i sprzedanej z ceng wykonania K + ¢
o wartosciach nominalnych 1/e (sztuk instrumentu podstawowego) ma wyplate ktéra w
przyblizeniu pokrywa sie z wyplata opcji binarnej kupna dla dostatecznie matej wartosci e.
Woéwcezas z prawa jednej ceny wynika, ze

C(K)—CK +¢)

binary call ~ .
€

Uwaga: W praktyce € musi by¢ co najmniej tak mate jak minimalna wielko$é¢é zmiany ceny
instrumentu podstawowego.

(c) Jak wyglada replikacja opcji binarnej kupna typu Cash-or-Nothing, jesli wyplata naste-
puje gdy cena instrumentu podstawowego jest wigksza lub rowna cenie wykonania K7
W praktyce rynkowej opcje typu Cash-or-Nothing wycenia sie z call spreadu.

Cwiczenie 6.9 (Europejskie opcje binarne typu Asset-or-Nothing).  (a) Wyprowadz parytet
opcji kupna/sprzedazy dla europejskich opcji binarnych typu Asset-or-Nothing.
(b) Przestaw opcje waniliowa jako portfel zlozony z opcji binarnej typu Cash-or-Nothing oraz
binarnej typu Asset-or-Nothing o odpowiednich nominatach.
(c) Korzystajac z (b) sformuluj zwiazek pomiedzy cena opcji waniliowej a cenami opcji bi-
narnych typu Cash-or-Nothing oraz typu Asset-or-Nothing.
W praktyce rynkowej opcje Asset-or-Nothing wycenia sie za pomoca zwiazku opisanego w
(c) powyzej, w ktérym opcja Cash-or-Nothing jest wyceniana z call spreadu (patrz Zadanie 6.8).

Cwiczenie 6.10 (Strategia motyla (Butterfly strategy)). Strategia motyla to portfel europej-
skich opcji waniliowych o nastepujacym sktadzie:

— dwoch kupionych opcji o cenach wykonania K— A K oraz K+ A K odpowiednio,

— dwoch sprzedanych opcji o cenie wykonania K.
Wrykresl profil wyptaty tej strategii. W jaki sposéb zbudowaé te strategie korzystajac z opcji
sprzedazy?

Uwaga: Niech a € (0,1) oraz K = aK; + (1 — a) Ky gdzie K; < K sa ustalonymi cenami
wykonania. Strategia motyla jest szczegdlnym przypadkiem strategii polegajacej na kupnie «
sztuk opcji z cena wykonania K7, kupnie 1 — « sztuk opcji z ceng wykonania K, oraz sprzedazy
jednej opcji z ceng wykonania K, wszystkie o tym samym terminie wykonania. Strategie tego
typu mozna wykorzystaé¢ w dowodzie wypuklosci ceny opcji wzgledem ceny wykonania.

Cwiczenie 6.11 (Risk reversal strategy). Strategia risk reversal to portfel europejskich opcji
waniliowych o nastepujacym sktadzie:

— sprzedanej (kupionej) opcji sprzedazy z cena wykonania K7,

— kupionej (sprzedanej) opcji kupna z cena wykonania Ko,
gdzie K1 < Ks. Na rynku OTC opcji walutowych, to jest opcji, ktorych instrumentem podsta-
wowym jest kurs wymiany walut, kwotuje sie strategie risk reversal, w ktoérych obie opcje maja
taka sama delte (co do wartoéci bezwzglednej), standardowo 0.25. Taka strategic nazywa si¢
wtedy 25 delta risk reversal strategy.

Wykresl profil wyplaty tej strategii.
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Cwiczenie 6.12 (Europejskie opcje ,zaplaé¢ pézniej” (Paylater options)). Wartosé europejskiej
opcji kupna ,zaptaé¢ pédzniej” z ceng wykonania K w chwili wygasniecia T" wynosi
— St — K — X, jesli St > K,
— 0, jesli S < K,
gdzie X jest premia opcji ptacona w chwili 7', ustalana zwykle tak, by w chwili zawarcia opcji
jej wartos¢ wynosila zero.
Analogicznie, warto$¢ europejskiej opcji sprzedazy zaptaé pézniej z ceng wykonania K w
chwili wygasniecia T" wynosi
— K —Sp— X, jedli Sy < K,
— 0, jesli St > K.
Wykresl profil wyptat tych opcji. Przedstaw te opcje jako portfele ztozone z opcji waniliowej
i opcji binarnej.

Cwiczenie 6.13 (Opcja wyboru (Chooser option)). Europejska opcja wyboru (chooser option)
zapadalna w chwili T' to opcja waniliowa, w ktorej dodatkowo posiadacz opcji w chwili Ty < T'
okresla, czy posiadana przez niego opcja jest opcja kupna czy opcja sprzedazy. Tak wiec w chwili
Ty ta opcja ma warto$é

VTO = maX(CTO, PTD),

gdzie U7, , Pr, sa warto$ciami opcji kupna i sprzedazy, odpowiednio. Zat6zmy, ze cena wykona-
nia obu opcji w jest taka sama i wynosi K. Zalézmy, dla uproszczenia, ze instrument podstawowy
opcji daje dochéd placony w sposéb ciagly ze stala stopa 0 (np. indeks gieldowy).

(a) Pokaz, ze V, mozna przedstawi¢ jako sume wartosci opcji kupna zapadalnej w chwili 7" o
cenie wykonania K oraz wyplaty z opcji sprzedazy zapadalnej w Ty z odpowiednio dobrang
ceng wykonania Kj. Ile wynosi K7

(b) Przedstaw opcje wyboru w postaci portfela odpowiednio dobranych waniliowej opcji kup-
na oraz waniliowej opcji sprzedazy. Korzystajac z tego przedstawienia wyprowadz formuty
na wycene opcji wyboru w zaleznosci od wartosci odpowiednio dobranych opcji waniliowych.

Cwiczenie 6.14. Dane sa nastepujace kwotowania:
— cena 3M opcji ATM (at-the-money) kupna 1 miliona USD za PLN (to jest opcji call na
kurs wymiany USD/PLN o nominale 1 milion USD) wynosi: 106 061.57 PLN,
— biezacy kurs USD/PLN wynosi: 4.0000 (PLN za 1 USD),
— 3M punkty swapowe USD/PLN wynosza: 0.0503,
— 3M stopa (kapitalizowana w sposéb ciagly) dla PLN wynosi: 7.00%.
Przy zalozeniu, ze na rynku nie ma mozliwosci do arbitrazu,
(a) oblicz ceng 3M opcji ATM (at-the-money) kupna 1000000 PLN za USD,
(b) 3M depozytowa stope (wolna od ryzyka) dla USD.
Przypomnienie: Méwimy, ze opcja jest ATM (at-the-money) jesli biezaca cena instrumentu
podstawowego opcji jest réwna cenie wykonania opcji.

Cwiczenie 6.15. Wyprowadz parytet opcji kupna/sprzedazy dla europejskich opcji azjatyckich
na dyskretnag $rednig arytmetyczng

S =

S|

n
Z St-m
=1

gdzie t; < ta,...,<t, =T sa ustalonymi chwilami czasu, w ktérych obserwowana jest wartosc¢
instrumentu podstawowego, a T jest terminem zapadalnosci opcji. Zaloz, ze struktura stép
procentowych jest ptaska i stala w czasie trwania opcji. Parytet wyznacz dla chwili czasu t €
[tm, tm+1), to znaczy w trakcie trwania opcji, po ustaleniu m pierwszych wartosci instrumentu
podstawowego.
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Wskazowka. Oblicz wartosé kontraktu forward na $rednig arytmetyczng S z ceng wykonania K,
ktory zapada w'T. W tym celu, pokaz, Ze wyceniajgc ten kontrakt, wartosé kazdego nieustalonego
sktadnika Sy, gdzie i > m, sumy okreslajqcej $redniq S, mozna zastqpié ceng forward F(t,t;)
wyznaczong w chwili t kontraktu zapadalnego w t;.

Cwiczenie 6.16. Bank Miejski oferuje klientom lokate w PLN, ktéra po uplywie terminu lokaty
T wyplaci kwote

N(l + max (0, min(rmax T, aRT))>,

gdzie
— N jest nominatem lokaty w PLN,
— Tmax — maksymalng stopa oprocentowania lokaty,
— Rr = STsiz)&) jest stopa zwrotu z indeksu WIG20 w okresie lokaty,
— « jest tak zwanym wspodlczynnikiem partycypacji.
Jakie opcje waniliowe na WIG20 sa wbudowane w ta lokate?

Cwiczenie 6.17 (Europejska opcja z barierq europejskq). Niech w = 1 dla opcji kupna oraz
w = —1 dla opcji sprzedazy, oraz niech wK < wB. Wyplata europejskiej opcji kupna/sprzedazy
z barierg europejska B i ceng wykonania K wynosi

max(w (St — K),0) - {5, <uB)

Wykresl profil wyptat tych opcji. Przedstaw te opcje jako portfele zlozone z opcji waniliowych
i opcji binarnej Cash-or-Nothing o odpowiednich nominatach.

Cwiczenie 6.18 (Lokata dwuwalutowa). Inwestor lokuje w banku kwote N1 w walucie CUR;
na okres czasu T'. Niech S oznacza kurs wymiany CUR; /CURg. W chwili T' zakoniczenia lokaty
inwestor otrzymuje

— (1+R-7(0,T))N; w walucie CURy, jedli Sr < K,

— (14 R-7(0,T))N1 - K w walucie CURg, jesli S > K,
gdzie K jest ustalonym kursem wymiany (tzw. kurs konwersji), zas 7(0,T") jest ulamkiem roku
odpowiadajacym bazie stopy R.

Jaka opcja jest wbudowana w ten instrument? Zalézmy, ze r(7T') jest stopa procentowa
dla standardowej lokaty zlozonej na okres czasu T. Jaka jest najwieksza wartos¢ stopy R w
zaleznoéci od cen instrumentéw wbudowanych w ta lokate dwuwalutowsa, ktéra bank moze
zaoferowa¢ inwestorowi nie tracac na takim instrumencie?

Cwiczenie 6.19 (Jednorodno$é ceny opcji jako funkcji ceny bieZgcej i ceny wykonania). Uza-
sadnij dlaczego cena V opcji waniliowej jest jednorodna funkcja ceny biezacej instrumentu
podstawowego i ceny wykonania, to znaczy

V(iaS,aK)=aV(S,K) VY a>0. (%)
Wskazowka. Zauwaz, ze dla o > 0 zachodzi toZzsamosé
max(w(aS — aK),0) = amax(w(S — K),0),
gdzie w = 1 dla opcji kupna i w = —1 dla opcji sprzedazy. Korzystajac z (x) pokaz, ze jesli V'
jest funkcjg rézniczkowalng wzgledem S i K, to

ov oV
S—+K_—==V(5K).
o5 TR o VIS K)
Uwaga: Pochodna ceny opcji V' wzgledem ceny wykonania K jest okreslana jako tak zwana

delta dualna.



7.

Model dwumianowy — jednookresowy

7.1. Model dwumianowy

Model dwumianowy jest prostym modelem za pomoca ktérego

opiszemy proces stochastyczny ceny aktywa,
skonstruujemy portfele replikujace instrumenty pochodne,
sformutujemy i uzasadnimy metode wyceny instrumentéw pochodnych.

Model opiszemy w dwoch etapach:
zaczniemy od modelu jednookresowego (Wyktad 7),

ktory nastepnie rozszerzymy na

model wielookresowy (Wyktad 8).

W modelu jednookresowym rozpatrujemy tylko dwa punkty w czasie

dzi§ — t = 0 w ktérym znamy stan rynku,

jutro —t =T w ktorym stan rynku z dzisiejszej perspektywy nie jest znany — ceny aktywow
w T sa zmiennymi losowymi.

Na rynku mamy dwa aktywa

obligacje zerokuponowa (rachunek bankowy na ktérym lokaty/depozyty sa oprocentowane
wedlug stopy zerokuponowej) — proces (zmienna) deterministyczna,

aktywo obarczone ryzykiem (np. akcja), ktére nie przynosi dochodu w okresie [0,7] —
proces stochastyczny.

» Proces wartosci obligacji zerokuponowej (rachunku bankowego) — By

By =1,

Br = DF(0,T)"' =1+ Lt = ef'" gdzie 7 = A(0,T).

» Proces ceny aktywa — S,

Sp dane, znana warto$c,

St jest zmienng losowa o nastepujacym rozkladzie

G — So U, z prawdopodobiefistwem p (stan ,up”),
= s, D, z prawdopodobienstwem 1 — p (stan ,,down”).

gdzie U i D sa dane, przy czym 0 < D < U. Pdzniej pokazemy jak te wielkosci powiazac¢ z
innymi parametrami aktywa, w szczegélnosci ze zmiennoscia aktywa. Okaze sie réwniez, ze
warto$¢ prawdopodobienstwa p nie bedzie istotna przy wycenie instrumentéw pochodnych
wystawionych na S (istotna bedzie miara prawdopodobienstwa w tzw. §wiecie wolnym od
ryzyka).

Zmienng St mozemy zapisa¢ w postaci

St =507,

gdzie Z jest nastepujaca zmienng losowa

7 U, z prawdopodobienstwem p,
D, z prawdopodobienstwem 1 — p.

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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» Europejski instrument pochodny X, wystawiony na ryzykowne aktywo S, to instrument
finansowy, ktérego warto$¢ wyplaty w chwili zapadalnoéci T' jest zmienna losowa postaci

X7 = ®(S7),

gdzie @ jest pewng funkcja.
Na przyktad, dla europejskiej opcji kupna akcji S z ceng wykonania K, ktéra wygasa w T,
mamy

: ”
Xr = 0(Sy) = max(Sy — K, 0) = max(SoZ — K, 0) = { gon fowstanie o
przy zalozeniu, ze So D < K < SpU.

Jedna z metod wyceny instrumentéw pochodnych bedzie polegata na konstrukcji portfela
replikujacego dany instrument pochodny, to znaczy portfela ktérego warto$é w terminie zapa-
dalnoéci instrumentu pochodnego bedzie taka sama jak wyplata, ktérg da instrument pochodny.
Sformalizujemy pojecie portfela w nastepujacy sposéb.

» Portfel na rynku, na ktérym dostepne sa obligacja (rachunek bankowy) i jedno ryzykowne
aktywo, to para h = (z,y), gdzie x oznacza kwote pieniedzy zainwestowana w obligacje (ztozona
na rachunku bankowym), a y oznacza ilo$¢ ryzykownego aktywa w portfelu.

Zaltozenia
— krétka sprzedaz jest dozwolona — x i y moga by¢ ujemne,

— jest nieskonczona podzielnosé aktywéw — x i y nie musza by¢ calkowite,
— nie ma widetek kupna-sprzedazy,
— jest pelna plynnos$é¢ obu aktywow.

» Wartos¢ portfela h:

— w chwili ¢t = 0 utworzenia portfela wynosi VJ* = xBy + ySy i jest znana wartoscia, jesli = i y
sg dane,
— w przyszlej chwili ¢ = T jest zmienna losowa V. = 2By + ySt = 2(1 + L7) + ySo Z.

Sprawiedliwa cena instrumentu pochodnego bedzie cena, przy ktérej arbitraz nie bedzie
mozliwy. Sprecyzujemy pojecie portfela arbitrazowego.

» Portfel arbitrazowy to portfel h, ktéry spelnia nastepujace warunki:

— V& = 0 — nie ponosimy zadnych kosztéw poczatkowych by utworzyé portfel,
— P(VE>0) =1,
— P(VF>0)>0.

W jakich warunkach nasz model rynku nie dopuszcza arbitrazu? Odpowiedz na to pytanie

zawarta jest w nastepujacym lemacie:

Lemat 7.1. Model jednookresowy rynku z parametrami (U, D,L,T) nie dopuszcza arbitrazu
wtedy 1 tylko wtedy gdy
D <1+ Lt <U, (7.1)

gdzie T = A(0,T).

Dowdd. (=) Przypus$émy, ze (7.1) nie zachodzi. Wéwczas, D > 1+ L7 lub 1 + L7 > U. Roz-
patrzmy przypadek 1 4+ L7 > U. Wtedy mamy takze 1 + L7 > D. Skad wynika, ze zawsze
(niezaleznie od stanu rynku) inwestycja w obligacje (lokate na rachunku bankowym) nie bedzie
mniej oplacalna niz inwestycja w aktywo. Tak wiec, tworzymy portfel h = (Sp, —1), to znaczy
krotko sprzedajemy aktywo i pienigdze uzyskane ze sprzedazy aktywa inwestujemy w obligacje.
Jasne, ze V' = 0 oraz ze

VF =aBr +ySr = So(1+ L7) = So Z = So((1+ L7) — Z) > 0
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w kazdym stanie rynku. Ponadto, w stanie ,down” Sy((14L7)—Z2) = So((14+L7)—D) > 0. Tak
wiec h jest portfelem arbitrazowym. Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ w przypadku
gdy D> 1+ Lt.

(«<=) Niech h bedzie dowolnym portfelem takim, ze VJ* = 0. Wéwezas h = (—ySo,y), a jego
wartos¢ w T wynosi

vh ySo(U — (1+ L7)), w stanie ,up”,
T\ ySo(D—(1+L7)), w stanie ,down”.

Przypuséémy, ze arbitraz jest mozliwy. W przypadku y > 0 h jest portfelem arbitrazowym wtedy
i tylko wtedy, gdy U > 1+ L7 oraz D > 1+ L7, i przynajmniej jedna z tych nieréwnosci jest
ostra. Wtedy mamy sprzecznosé z (7.1). W przypadku y < 0 do sprzecznosci dochodzimy w
podobny sposéb. O

Warunek z Lematu 7.1 mozemy przeformutowaé w nastepujacy sposéb:

Lemat 7.2. (7.1) zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy istniejq dodatnie qq, qu, qq + qu = 1, takie
ze
1+ L1 =q4D + q,U. (7.2)

Dowdd. (<) Oczywiste.
(=) Definiujemy (rozwiazujemy réwnanie (7.2) przy warunku gg + ¢, = 1):

U—-(1+1Lt 1+L7)—D
qd = U(—D) oraz (@ = ([]—)l) (73)
YLatwo sprawdzié, ze sa to szukane wartosci. ]

7.2. Swiat wolny od ryzyka

(qd, qu) zadaja nowe prawdopodobienstwo ) na przestrzeni stanéw rynku w ¢ = T'. Niech
E“ oznacza wartoéé¢ oczekiwana wzgledem miary prawdopodobiefistwa Q. Wowczas, jak tatwo
mozna pokazaé

E?(S7) = q4SoD + quSoU = (1 + L7)Sy, (7.4)
czyli w éwiecie z miarg () oczekiwany zwrot z ryzykownego aktywa jest rowny zwrotowi z
aktywa wolnego od ryzyka. Z tego powodu miare ) okredla sie terminem miara wolna od
ryzyka, a przestrzen standéw rynku z ta miarg nazywamy Swiatem wolnym od ryzyka.

Wzér (7.4) mozemy przepisa¢ w nastepujacej postaci
_ 1
1+ L7

i wtedy oznacza on, ze biezaca cena ryzykownego aktywa jest rowna zdyskontowanej po stopie
wolnej od ryzyka wartosci oczekiwanej (wzgledem miary Q) przyszlej ceny Sp. Niech

Si

t Bt
bedzie procesem zdyskontowanej ceny aktywa. Wéwczas (7.5) mozemy przeformulowaé w na-
stepujacy sposéb:

S0 B(Sr) = 5-E(Sr) (7.5)

*

Sg = E9(ST),
co matematycznie mozemy wyrazi¢ méwiac iz zdyskontowany proces cen jest martyngalem.
Dlatego tez o mierze () méwimy ze jest to wolna od ryzyka miara martyngalowa.
Réwnanie (7.4) mozna zinterpretowaé¢ réwniez w inny sposéb. Mianowicie, (7.4) stwierdza,

ze warto$é oczekiwana ceny aktywa S (w mierze wolnej od ryzyka) jest réwna cenie forward
Fy tego aktywa (bowiem Fy = DF(0,T)~1Sp).
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7.3. Wycena instrumentéw pochodnych

Niech
I (X)

oznacza cene instrumentu pochodnego X w chwili czasu t. Jasne, ze w chwili zapadalnosci t =T

instrumentu X jego cena pokrywa sie z wartoscia wyplaty, czyli ze Hp(X) = Xp = ®(S7).
Jak natomiast wyznaczy¢ sprawiedliwa ceng X w chwili biezacej t = 0 7 Zrobimy to tak:

— zreplikujemy instrument pochodny X portfelem h(X) zlozonym z obligacji zerokuponowe;
(lokaty /depozytu) i aktywa S,

— za cene instrumentu pochodnego X przyjmiemy wartos¢ portfela replikujacego, to znaczy
przyjmiemy, ze

My (X) = v

W szczegdlnodei, bedziemy mieli (zasada wyceny instrumentéw pochodnych)
o (X) = Vg™, (7.6)

bowiem kazda inna cena prowadzitaby do arbitrazu.

Bedzie to dobry model wyceny, jezeli bedziemy wiedzieli, ze kazdy instrument pochodny
mozemy tak wyceni¢, czyli gdy kazdy instrument pochodny bedziemy w stanie zreplikowaé¢ w
naszym modelu rynku. W tym kontekscie wprowadzimy nastepujace definicje:

— Instrument pochodny X jest osiagalny, jezeli istnieje portfel h(X) taki ze

Vi 7/ = Xp  z prawdopodobienstwem 1.

Portfel h(X) nazywamy portfelem replikujacym, a —h(X) portfelem zabezpieczajacym.
— Jezeli kazdy instrument pochodny X jest osiagalny na danym rynku, to méwimy, ze rynek
jest zupelny.
W naszym prostym przypadku mamy nastepujace

Twierdzenie 7.1. JeZeli model jednookresowy jest wolny od arbitrazu, to ten model
rynku jest zupelny, to znaczy, kazdy instrument pochodny na tym rynku jest osiggalny.

Dowdd. Niech X = ®(S) bedzie dowolnym instrumentem pochodnym zapadalnym w T, ktérego
instrumentem podstawowym jest aktywo S. Pokazemy, ze istnieje portfel h(X) taki, ze

VTh(X) = ®(SpU) w stanie ,up”,

V:,{L(X) = ®(SpD) w stanie ,down”.

Niech h(X) = (z,y). Wowczas z powyzszego warunku wynika nastepujacy uklad réwnan na
niewiadome z, y:

(I1+ L)z + SoUy = ©(SoU) w stanie ,,up”
(14 L7)x + SoDy = ®(SoD) w stanie ,,down”
Poniewaz U > D, uktad ten ma jednoznaczne rozwigzanie
1 U®(SoD)— D P(SpU)

R oy U—D 77)
1 B(SoU) — B(SeD)  B(SoU) — B(SuD) ‘
5 U—D T SoU = SoD

A wigc istnieje portfel A(X) replikujacy X = ®(5). O
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Niech X = ®(S) bedzie instrumentem pochodnym, a h(X) = (z,y) jego portfelem repliku-
jacym sktad ktorego dany jest wzorami (7.7). Wéwcezas zgodnie z zasada wyceny instrumentéw
pochodnych (7.6), cena X w t = 0 dana jest wzorem

To(X) = Vg™ = 2 + Spy =
1 U®(SyD) - Dd(SpU) N ®(SoU) — ®(SoD)
14+ Lt U—-D U—-D
1

1 +1LT <(1 +UL—T)D_ 2 (s + U_U(—+DLT) q)(SOD)) -
1

1

E9(®(S7)) = 1 B(Xr)

1+ Lt

Dotychczasowe rezultaty zbierzemy w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 7.2. Jezeli model jednookresowy nie dopuszcza arbitrazu, to sprawiedli-
wa cena instrumentu pochodnego X = ®(S) dana jest wzorem

_ 1
14+ Lt

Io(X) E°(X7),

gdzie Q) jest wolng od ryzyka miarg martyngatowq wyznaczong przez warunek

_ 1
1+ LT

Sy E9(

Sr).

Instrument pochodny X mozna zreplikowaé portfelem h(X) = (z,vy), gdzie
1 Ud(SoD) — Dd(SoU)

YT Ly U—D ’
1 B(SU) — ®(SoD)  B(SoU) — ®(SoD)
=5 U—D =T SU—SD

7.4. Alternatywne wyprowadzenie wzoréw na wycene instrumentu
pochodnego

Rozpatrzmy instrument pochodny X = ®(S) wygasajacy w chwili T', ktérego instrumentem
podstawowym jest aktywo S. Tworzymy portfel ktory sktada sie z
— A jednostek aktywa,
— wystawionego (sprzedanego) instrumentu pochodnego X.

Wartosé tego portfela w chwili T" wynosi

SoUA — ®(SpU) w stanie ,up”,
SoDA — ®(SyD) w stanie ,down”.

Chcemy by ten portfel byl pozbawiony ryzyka, to znaczy, by niezaleznie od stanu rynku jego
wartos¢ byla taka sama, czyli by zachodzila réwnosé

SoUA — B(SoU) = SoDA — &(SyD).
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Rozwiazujac to réwnanie ze wzgledu na zmienng A otrzymujemy

_@(SoU) — ®(SeD) 1 B(SoU) — (SoD)

A= = 7.8
SoU — SoD So U-D (7.8)

Zauwazmy, ze A =y, gdzie y okresla ilo$¢ aktywa w portfelu replikujacym h(X) (patrz (7.7)).
Gdy A jest wyznaczone wzorem (7.8), nasz portfel jest pozbawiony ryzyka. Dochéd, ktéry da ten
portfel, musi by¢ taki sam jak dochéd z inwestycji w obligacje zerokuponowa (lokate/depozyt)
ze stopa L. Poniewaz koszt utworzenia tego portfela w ¢ = 0 wynosi

SOA - HO(X)a
w chwili T musi zachodzi¢
(1 + LT)(S()A — Ho(X)) = S)UA — (I)(S()U)

Z tego réwnania mozemy wyliczy¢ wartosé Io(X). Otrzymamy

o(X) = SoA — (SoUA — &(SU)), (7.9)

1+ Lt

a po podstawieniu do (7.9) formuly (7.8) na A i wykonaniu odpowiednich przeksztalcen, wzor
(7.9) przedstawimy znéw w postaci

o(X) = 17— (@®(So0) + as(SoD)) = 11— F(Xr).
Uwaga 7.1. Czesto do wyrazenia stopy dochodu z inwestycji wolnej od ryzyka, zamiast stopy
prostej L, uzywa sie stopy kapitalizowanej w sposéb ciagly (stopy logarytmicznego zwrotu) R.
Podobnie, zamiast czynnika dyskontowego postaci 1/(1 4+ L7), uzywa si¢ ceny obligacji zero-
kuponowej zapadalnej w T. Wtedy w odpowiednich wyrazeniach nalezy zastapi¢ 1 + LT przez
exp(R7) lub 1/Br.

Przyktad 7.1. Niech cena akcji w chwili ¢ = 0 wynosi Sy = 20, a stopa wolna od ryzyka
kapitalizowana w sposéb ciagly R = 12%. Rozpatrzmy trzymiesieczng opcje kupna z ceng
wykonania K = 21. Dla uproszczenia obliczen przyjmijmy, ze T = 3/12 = 0.25. Zalézmy, ze
cena akcji albo wzrosnie o 10% albo zmaleje o 10%, czyli ze U = 1.1 oraz D = 0.9. Tak wiec w
T = 3/12, cena akcji wynosi

Sp = 22 (w stanie ,up”) albo Sp =18 (w stanie ,down”),
a wartos¢ wyptlaty z opcji

Cr =1 (w stanie ,up”) albo Cp =0 (w stanie ,down”).
Wyznaczamy miare wolng od ryzyka, czyli prawdopodobienistwo

e — D

———2 = 0.6523.
o = 0.6523

qQu =
Uwaga: wartos¢ ¢, mozemy réwniez obliczyé¢ z réwnania
Gu-22+ (1 —q,)-18 = 212025 .90,
Zgodnie z zasada wyceny instrumentow pochodnych cena opcji w t = 0 wynosi

Co = e BT (g, ®(SoU) + qa®(So D)) = e *12025(0.6523 - 1 + 0.3477 - 0) = 0.633.
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Ta sama warto$¢ otrzymamy obliczajac warto$é¢ portfela replikujacego w ¢ = 0. Mianowicie,
sktad portfela replikujacego jest nastepujacy

11-0—-09-1

—0.12-0.25

r=e 1.1-09 367,
_1o1-0

Y=5% 1109

a jego wartos¢ w t = 0 wynosi
x + Soy = —4.367 + 20 - 0.25 = 0.633.

Wréémy do $wiata realnego. Przypusémy, ze oczekiwana logarytmiczna (kapitalizowana w
sposob ciagly) stopa zwrotu z akcji wynosi 16%. Prawdopodobienstwo p, wzrostu ceny akcji w
$wiecie realnym obliczamy z réwnania

Pu-224 (1 —py) - 18 = %1902 .20,
skad p, = 0.7041. W Swiecie realnym oczekiwana wyplata z opcji wynosi
pu- 14 (1—py)-0=0.7041.

Jaka stopa R* nalezy zdyskontowaé ta oczekiwanag wyptlate opcji, by otrzymaé cene opcji?
Obliczamy ja z warunku
e 7025 .0.7041 = 0.633,

skad R* = 42.58%, a wiec duzo wiecej niz 16%, i slusznie bowiem opcja jest instrumentem
bardziej ryzykownym niz akcja.

7.5. Wyznaczanie warto$ci wspotczynnikéow U i D

Chcemy powiagzaé¢ wartosci wspdlczynnikow U 1 D z podstawowymi parametrami procesu
cen aktywa S. Tymi parametrami beda
— u — logarytmiczna stopa oczekiwanego zwrotu z aktywa, czyli liczba taka, ze

E(Sr) = SpetT,

— o0 — odchylenie standardowe logarytmicznej stopy zwrotu z aktywa — tzw. zmiennos$é¢ aktywa
— liczba taka, ze

Var(Sr) = S3 e (e77 ~ 1), (7.10)

przy czym obie wielkosci sa podane w skali roku (zannualizowane). Oczywiscie, w przypadku

tworzenia drzewa dwumianowego w celu wyceny instrumentu pochodnego przyjmujemy u = R,

gdzie R jest stopa wolna od ryzyka (bowiem wycena odbywa si¢ w $wiecie wolnym od ryzyka).

Niech p oznacza prawdopodobienstwo wzrostu ceny aktywa w modelu dwumianowym rynku

w ktérym stopa oczekiwanego zwrotu wynosi u. Wowczas, parametry modelu musza byé tak
dobrane by

E(ST) = SyUp + S()D(l — p) = Spet”. (7.11&)

Wariancja ceny aktywa w naszym modelu dwumianowym wynosi natomiast

E((S1)?) = (E(S7))? = (SoU)?p + (SoD)*(1 — p) — (SoUp + SoD(1 — p))*.
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Z drugiej strony wariancja ceny w okresie od ¢ = 0 do t = T dana jest wzorem (7.10). Dla
matych 7 i pu, w przyblizeniu mamy

Var(S7) ~ Sao’r.
Stad musi by¢ spelnione (przyblizone) réwnanie
U?p+ D*(1—p)— (Up+ D1 —p))? =o>r. (7.11b)

Roéwnania (7.11) tworza uklad dwéch réwnan na trzy niewiadome p, U, oraz D. Musimy wiec
dotozyé¢ dodatkowy warunek, ktéry umozliwi nam rozwigzanie uktadu. Przedstawimy dwa roz-
wiazania, ktore uzyskamy przy dwoch réznych warunkach dodatkowych.

» Rozwiazanie I (Model CRR — Cox, Ross, Rubinstein)

Warunek dodatkowy jest nastepujacy — zakladamy, ze

UD =1. (7.12)

Ten warunek upraszcza tworzenie procesu cen aktywa na wielookresowym drzewie dwumiano-
wym. Woéwczas rozwiazanie uktadu rownan (7.11), (7.12) ma nastepujaca postac:

e — D

_ 7.13
P=T D (7.13)

co wynika wprost z (7.11a), oraz
U=etV7, D=¢ V7, (7.14)

przy czym wielkosci U i D spelniaja réwnanie (7.11b) z dokladnoscia od wyrazeh rzedu 7.
Uwagi

1. Mozna pokazaé, ze jezeli U i D sa okreslone réwnaniami (7.14), a p réwnaniem (7.13),
to spelnianie warunku (7.11b) nie zalezy od wartosci stopy u. To oznacza, ze w modelu
dwumianowym zmienno$¢ aktywa jest taka sama niezaleznie od tego czy model opisuje
Swiat realny czy $wiat wolny od ryzyka (ma to zwiazek z Twierdzeniem Girsanowa).

2. Jezeli zamiast przyblizonego réwnania (7.11b), do wyznaczania wartosci wspétczynnikéw U
i D uzy¢ dokladnego rownania

U%p + D*(1 = p) = (Up+ D(1 = p))? = ™ (7 — 1),

to wartodci tych wspoétczynnikéw wyniosa

U=06+8 -1
D=1/U=8-/32 -1

(e 4 el )7,

gdzie

N | =

0=

Mozna pokazaé, ze woéwczas

U=+ 0 (7)),

tak wiec z dokladnoscia do wyrazéw wyzszego rzedu U ~ VT, tak jak w oryginalnym
rozwiazaniu CRR.
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» Rozwiazanie II — Model ,réwnych prawdopodobienstw”
Warunek dodatkowy jest nastepujacy — przyjmujemy, ze

= - 7.15

=3 (7.15)

Ten warunek upraszcza obliczanie wartosci oczekiwanej przy obliczaniu ceny instrumentu po-

chodnego w wielookresowym modelu dwumianowym. Woéwczas rozwiazanie ukladu réwnan
(7.11), (7.15) ma nastepujaca postaé:

U = e(:u‘_UQ/Q)T'FU\/F’ (716)
D = el#=0?/2)7=0VT (7.17)

przy czym wielkosci U i D spelniaja réwnanie (7.11) z dokladnoscia od wyrazen rzedu 7.

7.6. Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

W ponizszych zadaniach przyjmijmy nastepujace definicje i okreslenia
— Prosta stopa zwrotu R z aktywa S

18— 5

R
T Sy

gdzie 7 jest ulamkiem roku dla okresu [0, 7.
— Stopa logarytmicznego zwrotu r z aktywa S

= (3
T So /)’

gdzie 7T jest ulamkiem roku dla okresu [0, 7).

— EW® (Y) — warto$¢ oczekiwana zmiennej Y w modelu dwumianowym, w ktérym prawdopo-
dobienstwo stanu ,,Up” wynosi p.

— @ (Y') — odchylenie standardowe zmiennej Y w modelu dwumianowym, w ktérym prawdo-
podobienstwo stanu ,,Up” wynosi p.

Cwiczenie 7.1. Pokaz, ze
(a) BO(R) =L,
(b) EP(R) — L= L(p—q)(U - D),
() U(f;)(R) — vl _P]Z)q(U _(p?)7 p—q (9)
(d) E¥(R) - L= T’ (R) = NN (R),

gdzie L jest stopa prosta opisujaca kumulacje kapitatu na rachunku bankowym — tzw. stopa
wolna od ryzyka, a g jest prawdopodobienstwem (martyngalowym) w tym $wiecie wolnym od
ryzyka.

Cwiczenie 7.2. Pokaz, ze wartos¢ aktywa S w chwili ¢ = 0 mozna wyrazi¢ w nastepujacy
sposéb

- E(p)(ST)
5(0) = 1+ 7(L+ Ap)o®(R))’
gdzie
Mp) = 21

V(1 —p)
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Cwiczenie 7 3. Pokaz, ze
(a) o (r) = /p(1—p ln (U/D)
(b) Wmodelu CRR o®(ry=2/p(l =p)oyT

(¢) W modelu réwnych prawdopodoblenstw o®(r)y =oyT
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W modelu wielookresowym czas trwania instrumentu pochodnego, ktéry zapada w chwili T',
jest podzielony na N okreséw o diugosci 7 = A(0,7/N) kazdy.
Na rynku mamy dwa aktywa
— obligacje zerokuponowa (rachunek bankowy na ktérym lokaty/depozyty sa oprocentowane
wedlug stopy zerokuponowej) — proces (zmienna) deterministyczna,
— aktywo obarczone ryzykiem, ktére nie przynosi dochodu — proces stochastyczny.
» Proces wartosci obligacji zerokuponowej (rachunku bankowego) — By, gdzie t = nr, a

n =20,1,...,N. Upraszczajac notacje bedziemy pisa¢ B, = B,,. Proces ten jest zdefiniowany
w nastepujacy sposob
— By =1,

— Bpy1 =14+ L7)B, =B, dlan=0,1,...,N — 1.
Tak wiec zakladamy, ze stopa procentowa jest stala w rozpatrywanym okresie czasu.
» Proces ceny aktywa ryzykownego — S, gdzie t = n7, a n = 0,1,..., N. Upraszczajac
notacje bedziemy pisaé S, = S,r. Proces ten jest zdefiniowany w nastepujacy sposéb
— Sy dane, znana wartos¢,
— Spt1=8p - Zp, dlan=0,1,...,N — 1, gdzie Zy, Z1,...,Zn—1 sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozktadzie

7 _ U, =z prawdopodobienstwem p;
"] D, z prawdopodobienstwem 1 — p.

przy czym U, D sa dane oraz zakladamy, ze D < U (te wielkoSci sa powiazane z innymi

parametrami aktywa, w szczegélnosci ze zmiennoécia aktywa — patrz Wyktad 7).

Drzewo dwumianowe

Proces ceny ryzykownego aktywa oraz wycena instrumentéw pochodnych bedzie si¢ odby-
waé¢ na N —okresowym drzewie dwumianowym. n—ty okres sktada sie z n jednookresowych
drzewek z ktérych kazde ma swoj wierzchotek w koncowych weztach poprzedniego okresu. Te
n jednookresowych drzewek ma swoje zakonczenia w n + 1 weztach, ktore sa wierzchotkami
jednookresowych drzewek w kolejnym okresie. Bedziemy zakladaé, ze drzewo rekombinuje sie w
tym sensie, ze wzrost ceny w okresie i spadek ceny w nastepnym okresie prowadzi do tej samej
wartosci co spadek ceny w tym okresie i wzrost ceny w nastepnym okresie — tak bedzie gdy
iloraz U/D bedzie taki sam w kazdym okresie drzewa. Wezly drzewa bedziemy oznaczaé para
(n, k), gdzie n odpowiada chwili czasu n7, a k = 0,1,...,n identyfikuje wezel odpowiadajacy
stanowi rynku, przy czym k oznacza liczbe wzrostéw ceny na drodze od wierzchotka drzewa do
tego wezta. Wierzcholek drzewa oznaczamy para (0,0). Tak wiec cena aktywa w chwili nT w
k — tym wezle wynosi

Sk — soukprk,

Strategia inwestycyjna to portfel
hn:(fﬁn,yn), 774:1,2,...,]\77

gdzie

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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— 1z, (k) — ilo$¢ pieniedzy zainwestowana w obligacje zerokuponowa (rachunek bankowy) w
wezle (n — 1, k) trzymana do chwili nr,

— yn(k) — ilosé aktywa ryzykownego w portfelu stworzonym w wezle (n — 1, k) trzymana do
chwili nr.

Ponadto, w celu zapewnienia spdjnosci formut definiujemy hg = hq.

Wielkosci h,, sa zmiennymi losowymi, tak wiec mozemy mowié, ze strategia inwestycyjna jest
procesem stochastycznym. Sktad portfela h, zalezy od calej informacji o stanie rynku dostepnej
do chwili (n — 1)7 (wlacznie)— h,, jest tzw. procesem prognozowalnym.

Proces wartosci strategii. W chwili nt portfel A ma wartos¢

VI = 2,(14+ L7) + ynSn,

gdzie hy, = (xpn,yn) orazn =0,1,... N.
Strategia (portfel) h jest samofinansujaca(y) sie wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego
n=20,1,..., N — 1 zachodzi

Tn(1 4+ LT) + ynSn = Tnt1 + Ynt+15n.

Ten warunek oznacza, ze zmiana sktadu portfela w chwili czasu nT odbywa sie bez doptywu
gotowki do portfela lub odptywu gotéwki z portfela.

Samofinansujacy sie portfel h jest strategia arbitrazowa, jezeli
— Voh =0,
— P(VE>0) =1,
— P(V{>0)>0.

Tak jak poprzednio w przypadku modelu jednookresowego, model nie dopuszcza arbitrazu
wtedy i tylko wtedy gdy

D<1+4+Lt<U. (%)

Dowdd tego faktu podamy w dalszej czesci wykladu (patrz Twierdzenie 8.3).
Na razie zal6zmy, ze warunek (x) jest spelniony. Wowczas, mozemy okresli¢ miare martyn-
galowa @, taka, ze

1
§=1 - LTE@(sn+1 1S, =9),
a prawdopodobienstwa martyngatowe dane sg wzorami
U—-(1+4+LTt 1+L7t)—D
a= LDy g, = DD (51)

Rozwazamy europejskie instrumenty pochodne X, ktérych warto$é wyptaty w chwili zapa-
dalnosci dana jest przez pewna funkcje ® zmiennej Sy

Xy = ®(Sy).

Podobnie jak w przypadku modelu jednookresowego, instrument pochodny X jest osiggalny
jesli istnieje samofinansujacy sie portfel h(X) replikujacy X, to znaczy taki, ze

V]G(X) = Xy =®(Sy) 1z prawdopodobienstwem 1.
Model rynku jest zupelny jezeli kazdy instrument pochodny da si¢ zreplikowaé samofinansuja-
cym sie portfelem utworzonym z aktywéw dostepnych na tym rynku.
Zasada wyceny instrumentéw pochodnych jest analogiczna jak w przypadku modelu jed-
nookresowego. Jezeli X jest osiagalny, to sprawiedliwa cena tego instrumentu, tj. cena, ktora
uniemozliwia przeprowadzenie arbitrazu, w chwili nT dana jest wzorem

I(nr, X) = VX,
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gdzie h(X) jest samofinansujaca sie strategia replikujaca X.
Ponizsze twierdzenie opisuje algorytm wyznaczania portfela replikujacego i wyznaczania
ceny instrumentu pochodnego. Wnioskiem z tego twierdzenia jest réwniez zupetlnos$é rynku.

Twierdzenie 8.1. Niech X bedzie europejskim instrumentem pochodnym, zapadal-
nym w chwili T = N7, ktdrego warto$¢ wyplaty dana jest funkcjo Xy = ®(Sy). X
mozna zreplikowaé samofinansujgcym sie portfelem h(X), ktorego wartosci obliczamy
nastepujgcym algorytmem rekurencyjnym

V) (k) = o(SeUFDNF),  gdzie k=0,1,...,N, (8.2)

oraz dlam=N—1,...,1,0,

Vi k) = T (auVl (b + 1) + qaVe) (k) gdzie k=0,1,...,n, (83)
a qu 1 qq sq okreslone w (8.1). Sklad portfela replikujacego dany jest nastepujgcymi
wzoramsi
on(E) = —L UV k) — DOk 4 1) 5.4)
1+ Lr U-D ’ '
) VA (& + 1) — VPO (k) -
Y = k) U-D ’ '

gdzien=N,...,1, ak=0,1,...,n— 1.

W szczegdlnodei, cena instrumentu pochodnego I1(0, X)) w ¢ = 0 wynosi Voh(X) (0). Wzor na te
cene zawarty jest nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 8.2. Sprawiedliwa cena europejskiego instrumentu pochodnego X w
chwili t = 0 dana jest wzorem

1 N (N _ _
I1(0, X) = ST > (k > aF ¢ F ®(SoUF DN R, (8.6)
k=0
ktory mozemy zapisaé w postaci
I1(0, X) = 1 _gen (Xn) (8.7)
’ (14 LT)N ’

gdzie QN jest wolng od ryzyka miarg na przestrzeni stanéw rynku w chwili T':

N
Qn( stanuk):<k>q5q${k dla k=0,1,...,N.
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Twierdzenie 8.3. Wielookresowy model rynku nie dopuszcza arbitrazu wtedy i tylko
wtedy gdy
D<1+Lt<U ()

Dowdd. Jezeli arbitraz nie jest mozliwy, to nieréwnosé (xx) uzyskujemy z analogicznego twier-
dzenia dla modelu jednookresowego. Zal6zmy teraz, ze nieréwnosci (%) zachodza. Niech h
bedzie samofinansujacym sie portfelem, ktory spelnia warunki

— P(V{>0) =1,

— P(V&>0)>0.
Wéwczas, z twierdzenia (8.2) wynika, ze V' = mEQN (V) > 0. Tak wiec h nie moze by¢

portfelem arbitrazowym. O

8.1. Podsumowanie — algorytm wyceny na drzewie dwumianowym

Dla
— europejskiego instrumentu pochodnego,
— o wyplacie niezaleznej od drogi,
— ktérego instrument podstawowy nie daje dochodu w czasie trwania kontraktu.
Na podstawie danych
— L — stopy procentowej (wolnej od ryzyka),
— o0 — zmiennosci cen instrumentu podstawowego,
wyznaczamy
— wspodlezynniki D i U,
— odpowiednie wartosci prawdopodobienstw martyngatowych g4 oraz q.
» Etap pierwszy: wyznaczenie procesu cen instrumentu podstawowego na drzewie
Dlan =1,..., N wyznaczamy wartosci instrumentu podstawowego w (n+ 1) weztach kazdej
warstwy czasowej nt korzystajac z wzoru

Sk — soUukD*  gdzie k =0,1,...,n.

W przypadku instrumentu europejskiego niezaleznego od drogi potrzebujemy wartosci instru-
mentu podstawowego tylko w chwili T'= N7.
» Etap drugi: indukcja wstecz — wyznaczenie wartosci instrumentu pochodnego na drzewie
Obliczamy warto$¢ wyptaty z instrumentu pochodnego w chwili zapadalnoéci kontraktu
T=Nr
Vn(k) = Xy(k) = ®(SoU*DN"%)  gdzie k =0,1,...,N.

Nastepnie, obliczamy kolejno dlan =N —1,...,1,0

1

k) = 37

(quVns1(k +1) + Vi1 (k)  gdzie k=0,1,...,n.

Wartosé instrumentu pochodnego X w chwili £ = 0 wynosi V;(0).

Uwaga 8.1. Algorytm dwumianowy opisany w twierdzeniu 8.1 (lub w powyzszym podsumowa-
niu) mozna przenies¢ na przypadek instrumentéw pochodnych typu amerykanskiego.
Niech warto$é¢ wyplaty takiego instrumentu w chwili ¢ < 7' bedzie dana wzorem X; = ®(S;).
Taki instrument jest wyceniamy réwniez przez konstrukcje i wycene strategii replikujacej. Wy-
znaczajac wartosci strategii replikujacej instrument amerykanski musimy dodatkowo sprawdzaé
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w poszczegdlnych weztach czy optymalne jest wczedniejsze wykonanie. W tym celu wystarczy
zmodyfikowaé wzér (8.2) w nastepujacy sposéb:

n

VA (k) = max (@(s,g’ﬂ), (VO + 1)+ qu:ﬁ()(k)D , (8.8)

1+ L7t
gdzie k =0,1,...,n,orazn=N—1,...,1,0.

8.2. Dalsze uogélnienia i rozszerzenia algorytmu dwumianowego

» Uwzglednienie struktury stép procentowych
Niech f, oznacza stope forward kapitalizowana w sposéb ciagly na okres czasu [(n—1)7, n7].
Wowezas, konstruujac drzewo dwumianowe nalezy uwzgledni¢ nastepujace modyfikacje.

— W modelu CRR wartosci wspotczynnikéw U i D sa takie same w kazdym podokresie drze-
wa (bo zaleza tylko od zmiennoéci o — patrz wzér (7.3)), natomiast prawdopodobienstwa
martyngalowe

(my_e"T-D ) =
v U—-D '
beda sie¢ zmienia¢ w kolejnych podokresach drzewa.

— W modelu ,réwnych prawdopodobienstw” zmieniaé¢ si¢ beda w kolejnych podokresach war-
tosci wspotezynnikow U i D; mianowicie wyniosa one

1— ¢, (8.9)

U™ = gUfn=0/2m+o VT (8.10a)

DM — o(fn—0?/2)7—0V/T (8.10Db)

Prawdopodobienstwa martyngalowe beda oczywiscie takie same (réwne %)

W obu metodach, mimo tych modyfikacji, drzewo dwumianowe w dalszym ciagu sie rekom-
binuje, bowiem iloraz U/D ma stala warto$¢ w kazdym z podokreséw drzewa. Algorytm wyceny
instrumentéw pochodnych sformutowany w twierdzeniu 8.1 w zasadzie pozostaje bez zmian —
nalezy jedynie pamieta¢ o uzmiennieniu odpowiednich parametréw w formutach (8.3)—(8.5). W
szczegdlnodei, zamiast czynnika dyskontowego postaci 1/(1+ L7), ktéry nie zalezy od podokresu,
nalezy uzy¢ czynnikéw ktére sa wyznaczane na postawie stép forward, na przyktad majacych
postaé exp(—fn7).

Nastepne modyfikacje polegaja na uwzglednieniu dochodéw przynoszonych przez aktywo.
Rozpatrzmy trzy przypadki:

— aktywo ryzykowne przynosi ,ciagly” dochéd,

— aktywo ryzykowne przynosi ,dyskretny” dochdd, ktéry jest wyrazony jako procent biezacej
ceny aktywa,

— aktywo ryzykowne przynosi ,dyskretny” dochdd, ktéry jest przedstawiony jako strumien
platnosci.

» Aktywo ryzykowne przynosi ,ciagly” dochdéd (np. indeks gieldowy, kurs walutowy)

Niech ¢ oznacza stope dochodu kapitalizowana w sposéb ciagly. Modyfikacje algorytmu
dwumianowego polegaja na zastgpieniu w odpowiednich wyrazeniach stopy wolnej od ryzyka R
(lub ogdlniej stép forward f,,) przez réznice tej stopy i stopy dochodu, czyli przez R — 6 (lub
odpowiednio przez f,, — d). I tak,

— W modelu CRR wartosci wspétczynnikow U i D pozostaja bez zmian (bo zaleza tylko od
zmiennosci o — patrz wzor (7.3)), natomiast prawdopodobiefistwa martyngalowe wynosza
e(fn=0)1 _ D

(n) _ () _q _ ,m)
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— W modelu ,réwnych prawdopodobienstw” warto$ci wspélczynnikéw U i D wynosza

U0 = o(a=0)=0?/2)r+oV7 (8.12a)

D) — o((fn—8)=0*/2)7—0 7 (8.12b)

Prawdopodobienstwa martyngalowe beda oczywiscie takie same (réwne %)

W przypadku, gdy S jest kursem walutowym podanym jako ilos¢ waluty CURs za jednostke
waluty CUR{, R jest stopa waluty CURs, a d jest stopg waluty CUR;.

» Aktywo ryzykowne przynosi ,dyskretny” dochéd, ktory jest wyrazony jako procent bie-
zacej ceny aktywa

Zakladamy, ze aktywo daje doch6éd w terminach zgodnych z podzialem czasu trwania in-
strumentu pochodnego na okresy drzewa. Wielko$¢ tego dochodu jest wyrazona jako procent
ceny biezacej aktywa. Dokladniej, zal6zmy ze w chwili nT aktywo wyplaca doch6d w wysokosci
qSn, gdzie S, jest ceng aktywa w chwili n7, a 0 < g < 1 okresla procentowa wysoko$¢ tego do-
chodu. Zaktadamy, ze wyplata tego dochodu powoduje spadek wartosci ceny biezacej o wartosé
wyplaty. Czyli tuz po wyptacie dochodu aktywo ma warto$¢ (1 — ¢)S,. Uwzglednienie takiego
mechanizmu wyplat dochodu przy tworzeniu drzewa dwumianowego jest proste. Mianowicie,
generujac proces cen aktywa na drzewie, tak dtugo jak aktywo nie daje dochodu postepujemy
wedlug algorytmu dla aktywa nieprzynoszacego dochodu, po czym w momencie wyptaty docho-
du w kazdym wezle drzewa warstwy czasowej nT obnizamy ceny aktywa o wartos$é ¢.S,, (wartosé
Sn(k) zastepujemy przez (1 — q)Sp(k) dla k = 0,1,...,n). Dalej, do nastepnego momentu
wyplaty, postepujemy znéw wedtug algorytmu dla aktywa nieprzynoszacego dochodu startujac
w chwili nT z wartosci (1 — ¢)S,. Wartosci wspélczynnikéw U i D oraz prawdopodobienstw
martyngatowych sg takie same jak dla aktywa nieprzynoszacego dochodu. Nalezy zauwazy¢, ze
,multiplikatywnos¢” dochodu powoduje iz drzewo w dalszym ciagu sie rekombinuje.

Aktywo ryzykowne przynosi ,dyskretny” dochéd bedacy strumieniem platnosci (np. akcja
z dywidenda)

Zakladamy ze aktywo daje dochdéd w terminach zgodnych z podzialem czasu trwania in-
strumentu pochodnego na okresy drzewa. Wowczas, konstruujac proces ceny aktywa na drzewie
nalezy pamietaé¢ o tym ze po wyptlacie dochodu cena aktywa skokowo spada o wielko$é¢ wypta-
ty. Obnizenie ceny aktywa w momencie wyptat dochodu o stale wartoéci powoduje iz drzewo
przestaje sie rekombinowaé. Sposob obejécia tego problemu jest nastepujacy.

1. Obliczamy Dy — warto$¢ biezaca (na chwile 0) strumienia wszystkich przysztych (do chwili
T) dochodéw.

2. Tworzymy rekombinujace si¢ drzewo procesu cen aktywa (,obdartego” z czesci determini-
stycznej — tj. z wartosci znanych z géry dochodéw) startujac z wartosci So — Dy 1 uzywajac
wspoélezynnikéw U i D jak dla aktywa nieptacacego dochodu.

3. Tak otrzymane drzewo modyfikujemy dodajac z powrotem sktadowe odpowiadajace docho-
dom generowanym przez aktywo. Mianowicie do cen aktywa w chwili n7T utworzonych w
kroku (2) dodajemy warto$é¢ biezaca na chwile nT wszystkich przysztych (wzgledem chwi-
i n7) dochodéw generowanych przez aktywo. W szczegélnosci, po tej modyfikacji proces
cen ponownie startuje z ceny biezacej aktywa Sy oraz uwzglednia skokowe zmiany wartosci
aktywa bedace konsekwencjami wyptat dochodu.

Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 8.1. Wyceni¢ opcje sprzedazy (put) akcji na dwuokresowym drzewie dwumianowym
przy nastepujacych danych:
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— biezaca cena akcji wynosi Sy = 100,
— U =1.1765, D =1/U = 0.85,
— czas trwania opcji wynosi 2 miesigce (mozna przyjac¢ ze 1 miesiac = 1/12 roku),
— stopa procentowa dla jednomiesiecznych lokat/depozytéow w kazdym okresie wynosi 12%
(pa),
— cena wykonania wynosi K = 110.
Wycene przeprowadz w dwéch przypadkach: (a) opcji europejskiej, (b) opcji amerykanskiej.

Cwiczenie 8.2. Wycenié¢ europejska opcje kupna (call) akeji na trzyokresowym drzewie dwu-
mianowym przy nastepujacych danych:

— biezaca cena akcji wynosi Sy = 100,

— U =1.25,D=1/U = 0.80,

— czas trwania opcji wynosi 9 miesiecy (mozna przyjaé ze 1 miesiac = 1/12 roku),

— stopa procentowa dla trzymiesiecznych lokat/depozytéw wynosi 8% (pa), dla sze$ciomie-

siecznych 9%, a dla dziewieciomiesiecznych 10%.
— cena wykonania wynosi K = 120.

Cwiczenie 8.3. Rozpatrzmy europejski instrument pochodny o nastepujacej funkeji wyplaty
X7 =100max(Rr — K, 0),

gdzie Ry = (St — Sp)/So jest stopa zwrotu z akcji w okresie [0,T]. Wycen ten instrument na
trzyokresowym drzewie dwumianowym przy nastepujacych danych:

— biezaca cena akcji wynosi Sy = 100,

— U=1.15,D=1/U =0.87,

— czas trwania opcji wynosi 9 miesiecy (mozna przyjaé ze 1 miesiac = 1/12 roku),

— stopa procentowa dla trzymiesiecznych lokat/depozytéw w kazdym okresie wynosi 8%

(pa),
— cena wykonania wynosi K = 7%.

Cwiczenie 8.4. Wycenié¢ europejska opcje sprzedazy (put) akcji na dwuokresowym drzewie
dwumianowym przy nastepujacych danych
— biezaca cena akcji wynosi Sy = 100,
— U =1.25, D =1/U = 0.80,
— czas trwania opcji wynosi 6 miesiecy (mozna przyjaé ze 1 miesiac = 1/12 roku),
— stopa procentowa dla trzymiesiecznych lokat/depozytéw w kazdym okresie wynosi 8%
(pa),
— cena wykonania wynosi K = 100, przy czym jesli na konicu trzeciego miesiaca cena akcji
spadnie ponizej 85, to cena wykonania zostanie obnizona do K = 85.

Cwiczenie 8.5. Rozpatrzmy europejska opcje kupna akeji. Cena wykonania opcji K zalezy od
ceny akcji w chwili zapadalnosci opcji w nastepujacy sposob:

30, gdy Sr < 30,
K=< S, gdy 30 < St < 60,
60 + (ST — 60), gdy 60 < Sr.

Wycen ten instrument na trzyokresowym drzewie dwumianowym przy nastepujacych danych:
— biezaca cena akcji wynosi Sy = 50,
— U =1.25,D=1/U =0.80,
— czas trwania opcji wynosi 9 miesiecy (mozna przyjaé¢ ze 1 miesiac = 1/12 roku),
— stopa procentowa dla trzymiesiecznych lokat/depozytéw w kazdym okresie wynosi 8%
(pa).
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Cwiczenie 8.6. Rozpatrzmy europejski instrument pochodny o nastepujacej funkeji wyplaty:

XT_{ 0, gdy Sr < K,
Sr—K—A, gdy K < St.
Wyznacz wartoéé A, tak by cena tego instrumentu pochodnego przy nastepujacych danych:
— biezaca cena akcji wynosi Sy = 100,
— U =1.25, D =1/U = 0.80,
— czas trwania opcji wynosi 9 miesiecy (mozna przyjaé¢ ze 1 miesiac = 1/12 roku),
— stopa procentowa dla trzymiesiecznych lokat/depozytéw w kazdym okresie wynosi 8%
(pa),
— cena wykonania wynosi K = 100,
wynosita zero. Postuz si¢ trzyokresowym drzewem dwumianowym.

Cwiczenie 8.7. Rozpatrzmy europejski instrument pochodny o nastepujacej funkeji wyplaty:

X — 07 gdyST<K7
7Y aSr— K, gdy K < Sr.

Wyznacz cene tego instrumentu pochodnego w zaleznoéci od parametru « przy nastepujacych
danych:
— biezaca cena akcji wynosi Sy = 100,
— U =125 D=1/U = 0.80,
— czas trwania opcji wynosi 9 miesiecy (mozna przyjaé ze 1 miesiac = 1/12 roku),
— stopa procentowa dla trzymiesiecznych lokat/depozytéw w kazdym okresie wynosi 8%
(pa),
— cena wykonania wynosi K = 100.
Postuz sie trzyokresowym drzewem dwumianowym.

Cwiczenie 8.8. Rozpatrzmy europejski instrument pochodny o nastepujacej funkcji wyplaty

Xp=10 gdy 57 < K,
(ST — K)?, gdy K < Sr.

Wyznacz cene tego instrumentu pochodnego przy nastepujacych danych:
— biezaca cena akcji wynosi Sy = 100,
— zmiennoéé akcji wynosi o = 30%,
— czas trwania opcji wynosi 9 miesiecy (mozna przyjaé, ze 1 miesiac = 1/12 roku),
— struktura stép procentowych jest ptaska i stopa procentowa kapitalizowana w sposéb cia-
gly wynosi 6% (pa),
— cena wykonania wynosi K = 100.
Postuz si¢ trzyokresowym drzewem dwumianowym.

Cwiczenie 8.9. Rozpatrzmy europejska trzymiesieczna opcje kupna N = 100 mln USD po
cenie K = 4.20 PLN za 1 USD. Wyznacz ceng tej opcji przy nastepujacych danych:
— biezacy kurs wymiany wynosi Sy = 4.00 PLN za 1 USD,
— zmienno$¢ kursu wynosi o = 20%,
— struktura stép procentowych dla obu walut jest ptaska i stopy procentowe kapitalizowane
w sposéb ciagly wynosza: dla USD — 3% (pa), a dla PLN — 6% (pa).
Postuz sie trzyokresowym drzewem dwumianowym. Dla uproszczenia obliczen mozesz przy-
ja¢ ze 1 miesiac = 1/12 roku.
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Cwiczenie 8.10. (a) Rozpatrzmy europejska trzymiesieczna azjatycka opcje kupna N = 100
mln USD po cenie K = 4.20 PLN za 1 USD, w ktérej Srednia arytmetyczna wystepujaca w
funkcji wyplaty

XT = NmaX(S'T - K, 0)

jest postaci

_ 1
St = 1 (So + Siar + Sonr + S3nr) -

Wyznacz cene tej opcji przy nastepujacych danych:
— biezacy kurs wymiany wynosi Sy = 4.00 PLN za 1 USD,
— zmienno$¢ kursu wynosi o = 20%,
— struktura stép procentowych dla obu walut jest ptaska i stopy procentowe kapitalizowane

w sposéb ciagly wynosza: dla USD — 3% (pa), a dla PLN — 6% (pa).

Postuz sie trzyokresowym drzewem dwumianowym. Dla uproszczenia obliczen mozesz przy-
ja¢ ze 1 miesiac = 1/12 roku. Poréwnaj cene tej opcji z cena opcji waniliowej obliczona w
Zadaniu 8.9.

(b) Przy tych samych danych wycen europejska trzymiesieczna azjatycka opcje kupna, w
ktorej cena wykonania jest srednig arytmetyczna cen instrumentu podstawowego, to jest opcje
o nastepujacej funkcji wyptaty:

X7 = Nmax(St — St,0).

Poréwnaj cene tej opcji z cena opcji waniliowej obliczong w Zadaniu 8.9.

Cwiczenie 8.11. Uzasadnij wzory na prawdopodobiefistwo martyngalowe oraz wycene instru-
mentéw pochodnych w przypadku modelu dwumianowego dla instrumentéw pochodnych na kurs
walutowy S wyrazony jako ilo$¢ waluty CURg za jednostke waluty CUR; (ogélniej na aktywo
placace ciagta dywidendeg). W tym modelu mamy trzy aktywa: dwa aktywa wolne od ryzyka
odpowiadajace rachunkom pienieznym w walucie CUR» oraz w walucie CUR; odpowiednio, oraz
aktywo ryzykowne — kurs walutowy S. Wyznacz na drzewie jednookresowym portfel replikujacy
instrument pochodny i przedstaw jego cene jako zdyskontowana warto$é oczekiwang wyplaty w
odpowiedniej mierze martyngalowej.
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Model dwumianowy byl prostym modelem za pomoca ktérego opisaliémy proces stochastycz-
ny ceny aktywa. Byt to tak zwany model dyskretny, bowiem zmienna czasowa przyjmowala war-
tosci dyskretne oraz wartoéci przyjmowane przez ceny aktywa w tych chwilach czasu tworzytly
zbiory dyskretne. Mimo swojej prostoty, model ten przy dostatecznie duzej liczbie krokéw czaso-
wych na danym odcinku czasu (to jest, dla danego czasu trwania instrumentu) daje stosunkowo
doktadng wycene szerokiej klasy instrumentéw pochodnych. Gdy liczba krokéw czasowych na
ustalonym odcinku czasu dazy do nieskoniczonosci (dtugo$é okresu na drzewie dwumianowym
dazy do zera), model dwumianowy przechodzi w model ciagly. W wyniku przejscia granicznego
rozktad dwumianowy ,przechodzi” w rozklad log-normalny, natomiast zasada wyceny instru-
mentéw pochodnych w modelu cigglym pozostaje taka sama jak w modelu dyskretnym.

9.1. Model dynamiki cen aktywa
Bedziemy zakladaé, ze S spelnia nastepujace stochastyczne réwnanie
dSt == ,LLStdt + O'Stth, (91)

gdzie
— p jest stopa zwrotu S (wspo6tezynnikiem dryfu),
— 0 jest zmiennoscia S (wspélczynnikiem dyfuzji),
— W; jest tak zwanym procesem Wienera.

W naszym prostym modelu o i i o zaktadamy, ze sa stale, to jest nie zaleza od czasu t i pro-
cesu S. Réwnanie (9.1) jest szczegblnym przypadkiem ogdlniejszej klasy réwnan stochastycznych
postaci

dX; = azdt + by dWy, (92)

gdzie a i b sa procesami o odpowiednich wtasno$ciach, ktére czesto zaleza od t i procesu X.
Nasz prosty przypadek uzyskujemy kladac w (9.2) a; = pS; oraz by = 0S; i zamieniajac X na
S.
Proces Wienera W; to proces stochastyczny o nastepujacych wtasnosciach:
— Wy =0,
— W, ma niezalezne przyrosty, to znaczy, dla kazdych r < s < t < u zmienne losowe W,, — W,
i Wy — W, sa niezalezne,
— dla kazdych 0 < s <t Wy — Wy ~ N(0,t — s),
— W ma ciagle trajektorie (z prawdopodobienstwem 1).
W szczegoblnosei z tych warunkow wynika, ze

Wi ~ N(0,1)
oraz

Cov(We, W) = min(t, s).

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Uwaga 9.1. Wbrew pozorom réwnanie (9.2) (ani (9.1)) nie jest réwnaniem rézniczkowym. A
to dlatego ze pochodna trajektorii procesu Wienera nie istnieje (z prawdopodobienistwem 1 sa
one nigdzie nierézniczkowalne). Tak naprawde réwnanie (9.2) nalezy rozumieé¢ jako réwnanie
catkowe

t t
S, :So+/ aTdT—i—/ by AW, 9.3)
0 0

gdzie druga calka jest tak zwana calka stochastyczng It0, ktéra jest juz dobrze zdefiniowanym
obiektem matematycznym.

Nie podamy definicji caltki stochastycznej It (prosze poczekaé cierpliwie na wyklad z proce-
séw stochastycznych — zainteresowanym przystepnym wprowadzeniem do rachunku stochastycz-
nego polecam podrecznik STEVEN’A E. SHREVE’A Stochastic Calculus for Finance II (Springer
2004)[2]). Zadowolimy si¢ natomiast wybranymi szczegélnymi technikami rachunku stochastycz-
nego, ktére powinny nam wystarczy¢ dla naszych rozwazan. Mamy nastepujacy

Lemat 9.1. Dla deterministycznej funkcji b(t) calkowalnej z kwadratem,

X; = /Ot b(1)dW, ~ N (0,/; b2 (1) dT> .

Beda nas réwniez interesowaé funkcje postaci G(t, X;) gdzie X jest procesem spelniajacym
réwnanie (9.2). W szczegblnosci chcieliby$my wiedzie¢ jakie réwnanie stochastyczne spelnia
proces G. Na to pytanie odpowiada nastepujacy

Lemat 9.2 (Lemat Itd). Zalézmy, Ze proces X spelnia réwnanie stochastyczne
dX; = ardt + by dWry, (94)

gdzie a i b sq adaptowalnymi procesami (o odpowiednich wlasnosciach by calki mialy sens).
Niech G € CY2(Ry x R). Wéwczas proces G(t, X) spelnia nastepujgce réwnanie

oG 8G ,0°G oG
th: (at—f—ata bta 2>dt bta th (95)

W szczegdlnym przypadku, gdy a; = puX; oraz by = o Xy, to jest gdy X spelnia réwnanie
(9.1), teza Lematu It6 przyjmuje nastepujaca postac:

0G oG 1 0%a oG
dG; = Xi— + —o* X} dt + o X;—dW;.

e <8t Hiee T2 a) oty
Przykltady zastosowania Lematu Ito:

1. Niech F; = Sye" (T bedzie ceng kontraktu Forward (ceng teoretyczng kontraktu Futures)
na aktywo, ktére nie przynosi dochodu w trakcie trwania kontraktu [t,T]. Wéwczas F; =
G(t,S), gdzie G(t,z) = ze" T Jezeli cena aktywa S spelnia (9.1), to na mocy lematu It6,
proces F' spelnia nastepujace réwnanie

dF; = ( rSe” Tt 4 118,en(T—Y) —|— 5 028%.0 > dt + o Se" T dw;,

ktore po uporzadkowaniu przyjmuje nastepujaca postac

dF; = (M—’I”)Ft dt + o Fy dW;. (96)
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2. Korzystajac z Lematu It6 obliczymy catke stochastyczna

t
/ W.odW,.
0

Niech G(t,z) = x?. Rozpatrzmy proces X = W, czyli dX; = dW; (a wiec w réwnaniu (9.2)
a; = 0 oraz by = 1). Badamy proces Z; = VVt2 = G(t,W;). Na mocy lematu It6, proces Z
spelnia réwnanie

dZ, = dt + 2W,dW,,

co w postaci catkowej oznacza, ze
t
W2 :t+2/ WodW,,
0

skad otrzymujemy
t 1 1
W,dW, = -W? — ~t.
/0 T 27t 2
Rozwigzanie réwnania (9.1) i jego wlasnoSci
Niech G(t,x) = In(x). Wéwczas, na mocy Lematu Itd, proces Gy = In Sy, gdzie S jest dane

przez (9.1), spelnia nastepujace réwnanie

1

1
S

d =
Gy (0 + 1Sy S,

1 1
+ 50253 : < )) dt + aStgtth,

ktore po uporzadkowaniu przyjmuje nastepujaca postac:

1
d(In S;) = (u _ 202) dt + odW,. 9.7)
W postaci catkowej (9.7) oznacza, ze

t 1 t
InS; = In S +/ (1 — 502)d7 +/ odW;
0 0

(9.8)
L,
=InSp+ (u— 39 )t + oWy,
skad otrzymujemy
1
Sy = Spexp ((,u — 202) t+ aWt> ) (9.9)

W ten sposéb ,otrzymalidmy” rozwiazanie réwnania stochastycznego (9.1). Przedstawiona po-
wyzej metoda rozwiazania nie jest w pelni poprawna, bo po pierwsze zaklada istnienie roz-
wigzania, a po drugie zaklada jego dodatnio$¢. O ile istnienie rozwiazania mozemy uzyskaé
stosunkowo tatwo, powolujac sie na stosowne twierdzenie o istnieniu rozwigzan réwnania typu
(9.2), to dodatnio$¢ rozwiazania nie jest taka oczywista. Mozemy jednak naprawié¢ nasze ,roz-
wigzanie” w nastepujacy sposob. Po prostu wystarczy sprawdzi¢ czy proces S; zdefiniowany
réwnaniem (9.9) spelnia réwnanie (9.1) (Zadanie na Cwiczenia).
Z réwnania (9.8) wynika, ze

InS; ~ N (ln So + (,u - ;02) t, 0'2t> ) (9.10)

czyli ze Sy ma tak zwany rozktad log-normalny.



94 9. Model Blacka-Scholesa

9.2. Rozktad logarytmicznej stopy zwrotu

Z réwnania (9.10) wynika, ze logarytmiczna stopa zwrotu

1 St 120-2
()~ N p— =02 ).
v tn<50) <“ 27 ¢

Stad wynika, ze ,tatwiej” jest przewidzie¢ logarytmiczng stope zwrotu w dlugim okresie czasu
niz w krétszym okresie.

Logarytmiczna stopa oczekiwanego zwrotu

Korzystajac z (9.9) i wlasnosci procesu Wienera mozna pokazaé (Zadanie na Cwiczenia), ze

E(S;) = Spet (9.11)

oraz

Var(S;) = Sge2Mt(e(’2t —1). (9.12)

ey

jest logarytmiczna stopa oczekiwanego zwrotu z inwestycji w aktywo S.

Z (9.11) wynika, ze

9.3. Zasada wyceny instrumentéw pochodnych w modelu cigglym

Podobnie jak w modelu dyskretnym wycena instrumentéw pochodnych polega na przejsciu
do $wiata wolnego od ryzyka, w ktérym aktywa ryzykowne maja taka sama stope zwrotu jak
inwestycje wolne od ryzyka — stope wolna od ryzyka. To podejscie jest oparte na nastepujacym
twierdzeniu:

Twierdzenie 9.1. Jezeli proces S spetnia rownanie

dS; = pSidt + oS dWy, ((9.1))
to spetnia rowniez rownanie

dS; = rSydt + oSy dW, (9.13)

gdzie r jest stopg wolng od ryzyka, a przy przejsciu do réwnania (9.13) (to jest, przy
przejsciu do Swiata wolnego od ryzyka) dokonalismy odpowiedniej zmiany procesu Wy
na proces Wienera Wy. Ponadto istnieje miara probabilistyczna Q (tzw. miara martyn-
galowa) taka, ze

e_TTEQ(ST) = So,

a sprawiedliwa (wolna od arbitrazu) cena instrumentu pochodnego o funkcji wyplaty
Xp = X (S7) dana jest wzorem

Iy = ¢ "TEQ(X(ST)). (9.14)
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9.4. Wycena instrumenté6w pochodnych w modelu Blacka-Scholesa

Lemat 9.3. JeZeli zmienna losowa S ma rozktad log-normalny, to
E(max(S — K,0)) = E(S)®(d1) — K®(dy), (9.15)

gdzie @ jest dystrybuantg standardowego rozkladu normalnego, oraz

PGSR 14 0.16)
b IH(E(S)/nK) - %nZ, ©.17)

a n jest odchyleniem standardowym zmiennej In S.

Dowdd. Zapiszmy S w postaci
S = elnS — enY-‘,—m
)

gdzie m jest wartoscia oczekiwana zmiennej In S, 1 odchyleniem standardowym InS, a Y ~
N(0,1). Wéwczas
InK—-—m

Ui

S>K & Y >—dy=

i wtedy

+o0
B(max(S — K.0) = [ ("~ K)o(y) dy

oo (9.18)
= / MM p(y) dy — K ¢(y) dy,
gdzie ¢(y) = e y’/2 /V/2m jest gestoscia standardowego rozkladu normalnego.
Poniewaz ,
M G(y) = ™Ry — ),
wyrazenie na warto$é¢ oczekiwana (9.18) zapiszemy w postaci
9 +o0 +oco
Blmax(s — K,0)) =™/ [ oty —nydy ~ K [ " op)dy
—d2 —d2
ey s (9.19)
— et [ gy - K [ oy dy
—da2—n —da2

Korzystajac z symetrii gestosci standardowego rozkladu normalnego, wyrazenie (9.19) prze-
ksztalcamy do nastepujacej postaci:

2 d1 d2
B(max(S — £,0)) =2 [ o)y —K [ o(u)dy 020)

= ™ T2H(dy) — K®(dy),

gdzie d; = da + 1, a @ jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.
7 wtasnosci zmiennych losowych o rozktadzie log-normalnym wynika, ze

L 9

—n~. 9.21
57 (9.21)
Wykorzystujac ten zwiazek pokazujemy, ze d; i da sa okreslone wyrazeniami (9.16) i (9.17)
odpowiednio. Ponadto FE(S) = em /2 co, po uwzglednieniu w (9.20) daje nam ostatecznie
(9.15). O

m = In(E(S)) —
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9.5. Formuly Blacka-Scholesa dla europejskich opcji waniliowych

» Opcje kupna

Wycenimy europejska opcje kupna aktywa, ktére nie przynosi dochodu w trakcie trwania
opcji. Zakladamy, ze cena aktywa S spelnia réwnanie (9.1). Zgodnie z zasada wyceny instru-
mentéw pochodnych wartosé opcji kupna dana jest wzorem

Co = e "TE?(max(Sr — K,0)),

gdzie () jest miarg martyngatlowa w Swiecie wolnym od ryzyka. W tym Swiecie cena aktywa jest
procesem opisanym réwnaniem

dSt = T'Stdt + O'Stth, (922)

gdzie r jest stopa zwrotu z inwestycji wolnych od ryzyka (ktéra pojawia sie w miejsce stopy
uww (9.1)), a W, jest odpowiednio zmodyfikowanym procesem Wienera, ktéry pojawia sie w
miejsce procesu Wienera Wy w (9.1) przy przejsciu do swiata wolnego od ryzyka. Woéwczas, St
ma rozklad log-normalny (patrz (9.10)) oraz jak wynika z (9.11)

E®Q(Sy) = Spe'T. (9.23)
Po wstawieniu réwnosci (9.23) do wzoru (9.15) z Lematu 9.3 otrzymujemy
Co = e (E2Sr)®(dr) — K®(d)) = So@(dh) — e T KB(da), (9.24)
gdzie wyrazenia na dy i dy przyjmuja postaé

In(So/K) +rT + Lo?T
di = 2 - 9.25
! T (6-25)

p In(So/K) +rT — 10T
2 pr—
oVT ’

przy przeksztalceniu ktorych uwzgledniliSmy fakt, ze odchylenie standardowe In ST wynosi oVT
(patrz (9.10)).

» Opcje sprzedazy

Europejska opcje sprzedazy mozemy wycenié¢ stosujac podobne podejscie jak w przypadku
opcji kupna — przez obliczenie wyrazenia

(9.26)

Py = e "TE? (max(K — S7,0)),

korzystajac z odpowiednio zmodyfikowanego Lematu 9.3. Mozemy tez postuzy¢ sie parytetem
opcji kupna-sprzedazy dla wyliczenia wartosci opcji sprzedazy z wartosci opcji kupna. Postepu-
jac w ten drugi sposéb otrzymujemy

Py=Cy— (So — e_TTK) = Sg(q)(dl) - 1) - e_TTK((I)(dg) — 1),
co, po skorzystaniu z tozsamosci ®(z) + ®(—x) = 1, zapiszemy w nastepujacej postaci
Py = —Sq®(—dp) + e "TK®(—dy). (9.27)

Wzory (9.24) 1 (9.27) przedstawiaja wycene opcji w chwili ¢ = 0, ktérych czas trwania wynosit
T. Przyjecie t = 0 bylo tylko kwestia wygody. Wycene opcji w chwili ¢ € [0,7) uzyskujemy
traktujac t jako chwile poczatkowsa, w ktérej znamy wartosci argumentéw funkeji C'i P, a T —t
jako pozostaly do wygasniecia opcji czas trwania. W szczegdlnosci, jako warto$¢ poczatkowa
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aktywa bierzemy S; — jego wartos¢ ustalona w chwili ¢ < T. Wowczas wzory na wycene opcji
waniliowych przyjmujg postac

Cy = S,®(dy) — e "TTDK®(dy), (9.28)

P, = —8®(—dy) + e "I DK ®(—dy), (9.29)
gdzie
5 — In(S;/K) +r(T —t)+ 30*(T — t)
' oVT —t
We wzorach (9.28)-(9.30) stopa procentowa r oraz zmiennosé¢ o oznaczaja ich wartosci ustalone

w chwili wyceny ¢ na pozostaly do wygasniecia opcji czas trwania, przy czym dla czytelnosci
zapisu zaznaczenie zaleznoéci tych zmiennych od ¢ zostalo pominiete.

oraz dy =d; — oVT —t. (9.30)

Uwaga 9.2. Wzory: (9.28) na wartos$¢ opcji kupna i (9.29) na warto$¢ opcji sprzedazy mozemy
zapisa¢ jedng formuly z dodatkowym parametrem w, ktory bedzie okreslat ktéra opcja, kupna
czy sprzedazy, jest wyceniana. Mianowicie formuta

Vi = w (Si0(wdr) — e " T K D (wdy)) (9.31)

dla w = 1 daje wycene opcji kupna, a dla w = —1 wycene opcji sprzedazy.

Interpretacije:
1. Warto$é dystrybuanty ®(da) okresla prawdopodobienstwo (w Swiecie wolnym od ryzyka)
wykonania opcji kupna.
2. Na wzdr (9.24) na wycene opcji kupna mozemy spojrzeé jak na warto$é portfela, ktory sktada
sie z
— A =®(dy) ,sztuk” aktywa ryzykownego, oraz
— inwestycji w instrument wolny od ryzyka (rachunek bankowy) na kwote réwng e "7 K ®(ds).
Zbadamy teraz zachowanie sie formul na wycene w kilku skrajnych przypadkach. Zrobimy
to w przypadku opcji kupna.
» S:> K (opcja kupna mocno w cenie)
Wéwezas dy, dg sa duze i wtedy ®(d;) oraz ®(ds) sa bliskie jednosci. Zatem, w tym przypadku

Ct ~ St — eiT(Tit)K,

czyli warto$é¢ opcji kupna jest w przyblizeniu réwna wartosci kupionego kontraktu Forward.
Mozemy powiedzie¢, ze opcja kupna mocno w cenie jest réwnowazna kupionemu kontraktowi
Forward.
» S; < K (opcja kupna mocno poza cena)
Wowczas di < 0 oraz do < 01 wtedy ®(di) oraz ®(dz) sa bliskie zera. Zatem, w tym
przypadku
Ct >~ 0,

czyli opcja jest prawie bezwarto$ciowa.

» o—0

Niech F; = ¢ "1 S, oznacza cene forward w chwili ¢ aktywa dla kontraktu, ktéry zapada
wT.

(a) Dla S; > e "TNK cayli gdy F; > K

In(S; /e "T-DK)
dy =

1
+ —ovT —t — 400,
oV -t 2
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In(S;/e " THVK) 1
dy = — ZoVT —t
2 oVT —t 27 e

przy o — 0. Wowczas
Ct — St — e_T(T_t)K.
(b) Dla S; < e "MK, czyli gdy F; < K

di — —oo0 oraz dy — —o0.

Zatem
Ct — 0.
(c) Dla S; = e "T-YK | czyli gdy F; = K

1
d1:+70'\/T—t—>0

Wéwezas

Cy — 5®(0) — e "TDKH(0) = 0.
Pokazalismy wiec, ze gdy o — 0, to

1
5 oraz do = _50\/T —t—0.

C; — max (St — e_r(T_t)K7 0) = e "7 max (Fy — K,0).

» ¢ — T (warunek brzegowy dla opcji)

(a) Dla limy_,p S; = Sp > K

In(S;/K) 1+ 40?
dy = VT =t ,
V=T + — +00

(o

oraz

In(S;/K) r—4o?
dy = + VT —t +00
2 oVl —1 o -
przy t — T. Wowczas

Ct — ST - K.
(b) Dla hmt_q‘ St = ST <K

dy — —o0o oraz dy — —o00.

Zatem

Ct — 0.
(c) Dla limy_,7 S¢ = Sy = K

ot = g
o ile istnieje granica lim;_7 In(S;/K)/ov/T —t, i wtedy
Ct — 0.

Pokazalidémy wiec, ze spelniony jest warunek brzegowy, w tym sensie, ze

tlin% Cy = max(St — K, 0).
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9.6. Proste uogodlnienia formutl Blacka-Scholesa

» Aktywo ryzykowne przynosi ,dyskretny” dochdéd (np. akcja z dywidenda)

Niech Dy oznacza wartos¢ biezaca dochodu, ktory da aktywo w trakcie pozostatego do wy-
gasniecia opcji okresu. Wéwczas warto$é opcji dana jest wzorami (9.24) — (9.27), w ktérych w
miejsce Sy podstawiamy Sy — Dy. Jezeli zmiennosdé o jest estymowana na podstawie zaobserwo-
wanych historycznych wartoéci aktywa, to zmiennosé ktorg nalezy uzyé przy obliczaniu dy i da
jest w przyblizeniu ta wyestymowana zmienno$cia historyczng przemnozong przez wspolczyn-
nik Sy/(So — Dy). Natomiast zmiennosé implikowana (patrz Wyklad 11), jesli jest stosowana
do wyceny opcji, nie wymaga zadnej korekcji.

» Aktywo ryzykowne przynosi ,ciagly” dochéd (np. indeks gieldowy, kurs walutowy)

Zakladamy, ze S spelnia (w $wiecie wolnym od ryzyka) nastepujace réwnanie

dS; = (r — 8)S,dt + 0.5, dW, (9.32)

gdzie r jest stopa wolna od ryzyka, a 0 jest stopa dochodu (stopa dywidendy), kapitalizowanymi
w sposob ciagly. Korzystajac z Lematu Ito, mozna latwo pokazac, ze woéwczas proces S; =
S;e~9(T=1) gpelnia réwnanie

dS; = rSrdt 4+ oS AW, (9.33)

Ponadto, w chwili wygasniecia opcji ST = St. Zatem, opcje, ktérych instrumentem podsta-
wowym jest S placace ciagta dywidende, mozemy traktowaé jak opcje ktorych instrumentem
podstawowym jest aktywo S* nieptacace dywidendy i wycenié¢ je wzorami (9.24)—(9.27) dla
wartosci poczatkowej aktywa S5 = Spe=T. Wzory te przyjmuja wowczas nastepujaca postaé

Co = e T Sy®(dy) — e "TK®(dy), (9.34)

Py = —e T Sy®(—dy) + e T K®(—dy), (9.35)

gdzie
. In(So/K) + (r — 6)T + 30°T
o VT

Analogicznie, jak poprzednio wzory na wycene w dowolnej chwili czasu ¢ < T majg postac

oraz dy =dy —oVT. (9.36)

Cp = e T 8,d(dy) — e TTDKD(dy), (9.37)
P, = —e T D8,8(—d)) + e " T K®(—dy), (9.38)
gdzie

g In(Si/K)+ (r—8)(T —t)+ 10*(T —t)
L oVT —t

Jezeli w formulach Blacka-Scholesa (9.37)—(9.39) cene biezaca S; instrumentu podstawowego
wyrazimy przez cene forward

oraz do =dy — oVT —t. (9.39)

F, = or=9(T-g,

i

otrzymamy tak zwane formuty Blacka
Cp = e "T) (F,®(dy) — K®(dy)), (9.40)

P, =e "I (—F,®(—d)) + K®(—dy)), (9.41)
gdzie
_ In(F/K) + $02(T —t)

d1 = am oraz d2 == d1 — oV T—t. (942)
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9.7. Wycena instrumentéw pochodnych metoda Monte Carlo

Uzyskanie jawnych wzoréw analitycznych na wycene waniliowych opcji europejskich byto
mozliwe dzigki szczegdlnej postaci funkcji wyplaty tych opcji i rozktadu zmiennej St, ktére
umozliwialy obliczenie wartosci oczekiwanej we wzorze na wycene instrumentu pochodnego

Iy = e "TEQ(X(ST)). (9.43)

W przypadku, gdy obliczenie calki wystepujacej w (9.43) jest niemozliwe lub trudne do prze-
prowadzenia, jedynym ze sposobéw na uzyskanie przyblizonej wartosci Il jest zastosowanie
symulacji Monte Carlo.

Naiwny algorytm symulacji Monte Carlo dla opcji o europejskim typie wykonania:

1. Dlai=1,...,N
— Generuj trajektorie S procesu S w Swiecie wolnym od ryzyka startujac z wartosci
poczatkowej Sy az do chwili zapadalno$ci instrumentu pochodnego T' zgodnie z przyjetym
modelem stochastycznym.
— Dla wygenerowanej trajektorii S9 wyznacz warto$é wyplaty instrumentu pochodnego
X0 = x(50).

2. Oblicz przyblizona wartosé instrumentu pochodnego
[Ty ~ 41_75 X 9.44
0=¢ N ( )

W przypadku gdy S spelia réwnanie (9.13), generowanie trajektorii jest proste, bowiem
znamy dokladne rozwiazanie tego réwnania — patrz (9.9) z pu = r. Korzystajac z tego rozwiaza-
nia, wartoéci S w chwilach czasu t; < ty < ... < t,, =T generujemy w nastepujacy sposéb

1
Stk = Stk—l exp ((’F — 20'2> (tk - tk—l) + O'\/tk - tk—l fk) y dla k = 1, o.My, (945)

gdzie tg) = 0 a & sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N (0, 1).
Uwagi

1. Jezeli wyplata instrumentu pochodnego zalezy tylko od wartosci instrumentu podstawowego
w chwili T' i dysponujemy doktadnym rozwigzaniem réwnania opisujacego proces S, nie
musimy symulowac¢ wartosci Sy, dla ¢, < T. Mozemy od razu generowac¢ wartosci St. Na
przyklad, gdy S spelnia réwnanie (9.13), St generujemy korzystajac ze wzoru

St = Spexp ((7“ — ;02> T+ Jﬁé) , gdzie & ~ N(0,1). (9.46)

2. Jezeli wyplata instrumentu pochodnego zalezy od trajektorii procesu S (zalezy od drogi) —
jak np. przypadku opcji azjatyckich — musimy symulowaé wartosci Sy, (w chwilach czasu
tr < T) od ktérych zalezy warto$¢ wyplaty.

3. W przypadku, gdy nie mamy doktadnego rozwiazania réwnania stochastycznego, ktore opisu-
je proces S, symulujac ten proces musimy sie¢ postuzy¢ zdyskretyzowana postacig réwnania
stochastycznego. Na przyklad, dla réwnania (9.2) napisanego dla procesu S, wartosci S
symulujemy korzystajac z

Stk = Stk71 + atkfl(tk — tk—l) + btk71 Vip — te_1 &, dla k=1,...m, (9.47)

gdzie & sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym N (0, 1) i poruszajac
sie dostatecznie matymi krokami czasowymi 7, = tp, — tp_1.
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Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 9.1. Pokaz, ze proces S; zdefiniowany réwnaniem (9.9) spelnia réwnanie (9.1).

Cwiczenie 9.2. Pokaz, ze jezeli S = ™t gdzie Y ~ N(0,1), (inaczej In S ~ N(m,n?)), to
E(S) = emtn’/?

oraz

Var(S) = o2mt’ (e’72 - 1) :
Korzystajac z tych wzoréw, wykaz réownosei (9.11) i (9.12).

Wskazéwka. Jezeli X ~ N(0,1) to funkcja tworzgca momenty Mx (t) = E(etX) = ¢t*/2 dla
teR.

OéXt

Cwiczenie 9.3. Niech Z, = e®Xt, gdzie X spelnia réwnanie

dXt = ,U,dt + O'CH/V,:7

a «, i io sa stalymi. Wyprowadz réwnanie na proces Z.

Cwiczenie 9.4. Niech Z;, = X, gdzie X spelnia réwnanie
dXt = uXtdt + O'Xtth,

a «, (i o sa stalymi. Wyprowadz réwnanie na proces Z.

Cwiczenie 9.5. (a) Cash-or-Nothing Options

Wycen europejskie opcje binarne, ktorych wyptaty dane sg funkcjami:
— H(St — K) dla opcji kupna,

oraz

— H(K — St) dla opcji sprzedazy,

gdzie ‘H jest funkcja Heaviside’a.
(b) Asset-or-Nothing Options

Wycen europejskie opcje binarne, ktérych wyptaty dane sg funkcjami:
— SpH(ST — K) dla opcji kupna,

oraz

— StH(K — St) dla opcji sprzedazy,

gdzie H jest funkcja Heaviside’a.

Wskazowka. Je$li dobrze zrozumiate$ wyprowadzenie wzoréw Blacka-Scholesa, to bedziesz umial
z nich ,odczytac” rozwigzanie.

Cwiczenie 9.6. Wycen europejska opcje ,zaplaé pézniej”, to jest opcje europejska za ktéra
nabywca ptaci premie w chwili wygasniecia opcji tylko wtedy gdy opcja wygasa w cenie.

Cwiczenie 9.7. Wycen europejska opcje, ktérej cena wykonania bedzie ustalona wielokrotnoéé
zaobserwowanej ceny aktywa w ustalonej chwili czasu Ty w trakcie trwania opcji. Na przyktad,
dla opcji kupna wartoé¢ wyplaty tej opcji dana jest wzorem max(Sr—a.St,,0), gdzie 0 < Ty < T,
a a > 0 jest dane.

Cwiczenie 9.8. Dla opcji sprzedazy sformutuj i udowodnij lemat analogiczny do Lematu 9.3.
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Cwiczenie 9.9. Rozpatrzmy europejskie opcje azjatyckie o ustalonej cenie wykonania K, kté-
rych wartoé¢ wyplaty zalezy od $redniej geometrycznej

_ 1 (T
ST = exp f/o InS,dr | .

Przy zalozeniu ze proces S spelnia réwnanie (9.1), oblicz
(a) wariancje In S,
(b) wartoéé oczekiwana St,
(c) cene azjatyckiej opcji kupna.

Cwiczenie 9.10. Rozpatrzmy opcje europejskie o czasie trwania T, ktére sa w chwili bieza-
cej at-the-money forward, to znaczy takie, ktérych cena wykonania K i biezaca cena akcji S

spelniaja warunek
S = Kexp(—(r—90)T),

gdzie r jest stopa wolna od ryzyka, a § stopa (ciaglej) dywidendy.
Pokaz, ze w tym przypadku ceny opcji call i put sa takie same i wynosza

V=g <(I)(;O'\/T) —o(— ;O’\/T)) :

Ponadto, pokaz, ze dla matych wartosci ov/T, zachodzi przyblizony wzér
V ~04e TS oVT.

W powyzszych wzorach o oznacza zmiennosé akcji, a ® — dystrybuante rozktadu N(0, 1).



10. Analiza wrazliwosci

Analiza wrazliwosci instrumentu pochodnego (portfela instrumentéw pochodnych zaleznych
od tego samego instrumentu podstawowego) polega na analizowaniu zmian wartosci instrumen-
tu (portfela) nastepujacych w skutek zmian wartosci zmiennych bedacych argumentami funkcji
wyceniajacej instrument (portfel) na podstawie obserwacji kilku pochodnych tej funkeji wzgle-
dem odpowiednich zmiennych. W uproszczeniu, mozna powiedzie¢, ze jest to proba zastosowa-
nia wzoru Taylora (dla funkcji wielu zmiennych) do oszacowania zmiany wartosci instrumentu
(portfela). Ponadto, z informacji o warto$ciach wspodlczynnikéw wrazliwosci oraz kierunku i
wielkoéci zmian tych wspélczynnikéw pod wplywem zmian argumentéw funkcji wyceniajacej
instrument (portfel) wynikaja dla zarzadzajacego instrumentem (portfelem) istotne wskazéwki
co do sposobu potencjalnego zabezpieczania instrumentu (portfela).

Analize wrazliwoéci oméwimy szczegdltowo dla waniliowych opcji europejskich korzystajac
z rezultatéw otrzymanych w modelu Blacka-Scholesa, bowiem w tym przypadku funkcje wy-
ceniajace opcje sg dane w postaci analitycznych wyrazen. Natomiast w przypadku portfeli
instrumentéw pochodnych przedstawimy jedynie ogélne zasady takiej analizy.

Niech

V(t,S,r,0,0) (10.1)

oznacza funkcje, ktéra okresla wartosé instrumentu pochodnego. Argumentami tej funkcji sa
— t — chwila czasu w ktorej wyznaczamy warto$¢ instrumentu pochodnego,
— S — wartos¢ instrumentu podstawowego w chwili ¢,
— r — wolna od ryzyka stopa procentowa,
oraz parametry zwigzane z przyjetym modelem opisujacym proces cen instrumentu podstawo-
wego — w przypadku prostych modeli typu Blacka-Scholesa, sg to
— § — stopa dochodu generowanego przez instrument podstawowy (stopa dywidendy),
— o0 — zmiennos¢ instrumentu podstawowego.
Funkcja V' na ogét zalezy jeszcze od innych parametréw charakteryzujacych instrumenty po-
chodne, na przyktad od
— terminéw zapadalnosci T,
oraz, w szczegodlnodci,
— dla opcji waniliowych, od cen wykonania K,
— a dla opcji barierowych, dodatkowo i od barier H.
Nie bedziemy analizowa¢ zaleznosci V' od tych parametréw poniewaz nie sa one wielkosciami
zmiennymi (sa ustalone w kontrakcie, nie sa czynnikami ryzyka).

10.1. Wspodlczynniki wrazliwosci instrumenté6w pochodnych

Zalézmy, ze funkcja V =V (t,S,r,0,0) jest dostatecznie gladka. Wowczas, zmiane wartosci
funkcji V/
AV =V(t+Art,S+AS,r+ A7r,0+ Ad,04+ Ao)—V(tS,rd, o),

ktora nastepuje przy zmianie
— ceny instrumentu podstawowego S o wielkosé A S,

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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— stopy procentowej r o wielko$¢ A r,
— stopy dywidendy ¢ o wielkosé A 6,
— zmiennoéci o o wielkos¢ A o
oraz na skutek
— uplywu czasu o okres A t,
mozemy przyblizy¢ w nastepujacy sposéb
oV 9)% 10%V oV 9)% oV

AV o htdoe S+ oo (A S)+8—Ao+8—Ar+(% 03 (10.2)

gdzie wszystkie pochodne sg obliczane dla biezacych wartoéci argumentéw funkcji V' w chwili £.
W inzynierii finansowej te pochodne oznacza si¢ zwykle symbolami greckich liter (za wyjatkiem

pochodnej po zmiennosci o). I tak mamy:

ov
— delte: A = 85
— gamme: F 632

— vege: V = 5o V. (Vega nie jest litera greckiego alfabetu)

., oV
— rho.p—ﬁav

k. ok __
— tho™: p —§
— tete: © = 2 5

Przy tych oznaczeniach wzoér (10.2) przybiera nastepujaca postaé
1
AV2O-At+A-AS+IT-(A SYE4+V-Ao+p-Ar+pad (10.3)

Zarzadzajacy portfelem, procz informacji o biezacej wrazliwosci instrumentéw finansowych
w portfelu, czyli o wartosciach wspotczynnikéw wrazliwoéci A, I', V, p, p*, oraz ©, powinien
analizowaé jak wartodci tych wspolczynnikéw zmienia sie gdy zmienia sie wartosci instrumentu
podstawowego, zmiennosci, oraz stép procentowych. W przypadku portfeli instrumentéow po-
chodnych na kurs walutowy lub na ceny akcji/indeksy gieldowe, dla ktérych najwiekszy wplyw
na zmiane wartosci tych portfeli majg zmiany wartoéci instrumentu podstawowego oraz zmia-
ny zmiennosci tego instrumentu, analizuje sie wspoélczynniki wrazliwoéci ktére sa pierwszymi
pochodnymi A, " oraz V po S i po 0. W szczegdlnosci obserwuje sie nastepujace pochodne

- . oA _ 0V _ 9*V
vanne: Vanna = 80 = 35 = 3590

— volge: Volga = BU = %g‘g

or 3*V_ _ 9Vanna _ 92V

90 — 08200 — 0S  — 08?
__ oL _ &V
95 — 953

Uwaga 10.1. Dla instrumentéw pochodnych stopy procentowej odpowiednikiem Delty jest BPV.
W przypadku takiego instrumentu Delte mozemy okresli¢ jako pochodna funkcji

V(ar)=V(i+Aar),

gdzie V jest funkcja wyceniajaca ten instrument, wzgledem przesuniecia réwnolegtego A r bie-
zacej krzywej stop procentowych 7 B
ov
= ——(0).
a(Ar)
Wéwczas zwigzek pomiedzy Deltg a BPV jest nastepujacy

BPV = V(7 — 0.01%) — V() ~ A - (—0.01%).

Delte mozemy réwniez powiazaé¢ z duracja D instrumentu, mianowicie mamy nastepujacy zwig-
zek
A=—-D-V(F).
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Analogicznie, jesli zdefiniowaé¢ Gamme instrumentu pochodnego stopy procentowej jako druga
pochodna

0V
"=z
to
L=W-V(#),

gdzie W jest tak zwana wypukioscig tego instrumentu.

10.2. Wspoélczynniki wrazliwosci opcji waniliowych

W przypadku opcji waniliowych wycenianych formutami Blacka-Scholesa mozemy wypisaé
analityczne wyrazenia na te pochodne.

Delta

Korzystajac z formut (9.31) — (9.32) na wartosé opcji kupna / sprzedazy otrzymujemy na-
stepujace wyrazenia na

delte opcji kupna:

A= — =
=95

eI (dy), (10.4)

delte opcji sprzedazy
Ap =90 = T 0%(—dy) = T D(@(d)) - 1), (105)

gdzie, przypomnijmy,

g (S/E) + (r = )T — 1) + 30%(T —t)
' ovT —1 ’
a @ jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Wz6r na delte opcji sprzedazy (10.5) mozna réwniez wyprowadzi¢ z wyrazenia (10.4) na delte
opcji kupna i zwiazku miedzy tymi deltami, ktéry wynika z parytetu opcji kupna-sprzedazy.
Oczywiscie, sa to delty kupionych opcji (diugich pozycji w tych opcjach).

Wtasnosci delt

— Delta mierzy wrazliwosé (pierwszego rzedu) ceny opcji na zmiane wartosci instrumentu pod-

stawowego.
— Jak widaé¢ ze wzoréw (10.4) i (10.5),

§(T—t) _ o0t

0< A <e” oraz < Ap <0.

— Delta opcji kupna / sprzedazy ATM (to jest gdy S = K) wynosi w przyblizeniu £0.5.
Czasami opcje ATM definiuje sie jako opcje z ceng wykonania K taka by delta tej opcji
wynosita doktadnie +0.5.

— Funkcje S — A¢ oraz S — Ap sa Scile rosnace (bo gamma, ktéra jest pochodna delt jest
dodatnia).

— Delta opcji, jako funkcja S, zmienia sie najszybciej w otoczeniu ceny wykonania, a wiec dla
opcji ktére sa (niemal) ATM — patrz wlasnosci gammy.

— Przyt =T Ag — 0gdy S < K oraz Ag — 1 gdy S > K. Natomiast, dla opcji sprzedazy
Ap — —1gdy S < K oraz A¢g — 0gdy S > K.
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Uwaga 10.2. W praktyce rynkowej funkcjonuje réwniez pojecie forward delty, ktora jest zde-
finiowana wzorem

AV = STON = P (wdy ),

gdzie w = 1 dla opcji kupna i w = —1 dla opcji sprzedazy. Jednoczesnie mozna okredli¢ delte
wzgledem ceny forward:
ar =V
OF’

gdzie F' jest ceng forward w chwili ¢ instrumentu podstawowego dla kontraktu zapadalnego w T',
a V jest formuta Blacka, to znaczy formula Blacka-Scholesa w ktérej cene biezaca S instrumentu
podstawowego wyrazono przez cene forward F', odpowiednio dla opcji kupna i opcji sprzedazy.
Mozna pokazaé¢ (Zadanie 10.1), ze

AF — we—r(T—t)(I)(wdl) _ e—r(T—t)Afwd.

Gamma
Korzystajac z formut (9.31) — (9.32) na wartos¢ opcji kupna / sprzedazy otrzymujemy na-
stepujace wyrazenie na gamme opcji kupna / sprzedazy:

—8(T—1)
© RT3 (10.6)
SovT —t 27

Roéwnos$é gammy opcji kupna i gammy opcji sprzedazy wynika z parytetu opcji kupna — sprze-
dazy. Oczywiscie, sa to gammy kupionych opcji (dlugich pozycji w tych opcjach).
Wtasnosci gammy

—I'= % — Gamma mierzy wrazliwo$¢ delt na zmiane ceny instrumentu podstawowego oraz
okresla w jakim stopniu nieliniowo$¢ opcji jest istotna przy szacowaniu zmiany wartosci
opcji.

— Jak widaé¢ ze wzoru (10.6), gamma (dlugiej pozycji) jest dodatnia. Stad delty sa funkcjami
Scisle rosnacymi wzgledem S.

— Przy t — T T' — 0 dla opcji OTM / ITM oraz I' — 400 dla opcji ATM (S = K).
Stad wynika iz nieliniowos¢é opcji jest najbardziej odczuwalna dla opcji ATM o krétkim
rezydualnym czasie trwania. Zabezpieczanie takich opcji jest trudne (a raczej klopotliwe i
kosztowne), bowiem delta takich opcji zmienia si¢ stosunkowo szybko.

— Gamma jest najwieksza dla opcji dla ktorych d; = 0 — czyli dla opcji ktore sg niemal ATM.

— Pozycja o dodatniej gammie wolniej traci na wartoéci / szybciej zyskuje na wartosci przy
zmianach ceny instrumentu podstawowego. Pozycja o ujemnej gammie (np. wystawione
opcje) szybciej traci na wartoéci / wolniej zyskuje na wartosci przy zmianach ceny instru-
mentu podstawowego — patrz wzér (10.2).

Vega

Korzystajac z formul (9.31) — (9.32) na wartos¢ opcji kupna / sprzedazy otrzymujemy na-
stepujace wyrazenie na vege opcji kupna / sprzedazy:

1
V2T

Réwnoséé vegi opcji kupna i vegi opcji sprzedazy wynika z parytetu opcji kupna-sprzedazy.
Oczywiscie, sa to vegi kupionych opcji (dtugich pozycji w tych opcjach).
Wtasnosci Vegi

2

e 2% (10.7)

Vo =Vp = e T8 T —¢.

— Jak widaé ze wzoru (10.7), vega (dlugiej pozycji) jest dodatnia.
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— Vega mierzy wrazliwo$¢ wartosci opcji na zmiane zmiennosci o ceny instrumentu podstawo-
wego.

— Inaczej: vega mierzy btad w wycenie opcji popelniany na skutek niepewnosci co do wartosci
zmiennosci o ceny instrumentu podstawowego.

— Przyt - TV — 0.

— Vega jest najwigksza dla opcji dla ktorych di = 0 — czyli dla opcji ktére sa niemal ATM.
Rho / Rho*
Korzystajac z formut (9.31) — (9.32) na wartosé opcji kupna / sprzedazy otrzymujemy na-

stepujace wyrazenia na
rho opcji kupna:

oo — % — Ke T 0(T = 1)d(ds), (10.8)
rho opcji sprzedazy:
P
pp = I8 = Ko IO~ t)b(—dy) = Ke "I — 1)(®(d) ~1)  (10.9)

gdzie, przypomnijmy;,

1.2
dy — In(S/K)+(r—6)(T' —t)— 50 (T—t)‘ (10.10)
oVT —t

Wz6r na rho opcji sprzedazy (10.9) mozna réwniez wyprowadzi¢ z wyrazenia (10.8) na rho opcji
kupna i zwigzku miedzy pc i pp, ktéry wynika z parytetu opcji kupna — sprzedazy. Oczywiscie,
sa to rho kupionych opcji (dtugich pozycji w tych opcjach).

Analogicznie wyznaczamy

rho* opcji kupna:

oc

po =55 = —Se 0 T=D(T — £)®(dy) (10.11)
rho* opcji sprzedazy:
P
pp = ?% = Se?T=NT — )®(—dy) = Se °T=(T —t)(1 — ®(dy)). (10.12)

Wzér na rho* opcji sprzedazy (10.12) mozna réwniez wyprowadzi¢ z wyrazenia (10.11) na
rho* opcji kupna i zwigzku miedzy pf i pp, ktéry wynika z parytetu opcji kupna — sprzedazy.
Oczywiscie, sa to rho* kupionych opcji (dtugich pozycji w tych opcjach).

Analizowanie wspélczynnika rho* ma szczegdlny sens w przypadku opcji walutowych, kiedy
w miejsce stopy dywidendy bierze sie stope waluty bazowej (ktéra jest czynnikiem ryzyka).

Teta

Mimo iz czas nie jest czynnikiem ryzyka, analizujac zmiany wartosci opcji bada sie jak cena
tych opcji zmienia sie¢ z uptywem czasu. Miarg tempa tej zmiany jest teta.

Korzystajac z formut (9.31) — (9.32) na wartosé opcji kupna / sprzedazy otrzymujemy na-
stepujace wyrazenia na

tete opcji kupna:

oC  SeT0gd(dy)

= = —6(T—t) _ e T(T—1)
Oc =% N S®(dy) —re K®(dy), (10.13)
tete opcji sprzedazy:
—6(T—1) ~ @/
Op oP . _Se od (dl) . 66*5(T7t)5(1)(_d1) + refr(Tft)K(I)(_dg) (10.14)

ot 2T — t
Wtasnosci tety
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— Na ogbl teta jest ujemna, bowiem zwykle wartosé opcji maleje wraz z uptywem czasu.

Wz6r na tete opcji sprzedazy (10.14) mozna réwniez wyprowadzi¢ z wyrazenia (10.13) na
tete opcji kupna i zwigzku miedzy tymi tetami, ktéry wynika z parytetu opcji kupna — sprzedazy.

Uwaga 10.3. Zdarza sig, ze teta opcji jest definiowana jako pochodna funkcji wyceniajacej opcje
wzgledem rezydualnego czasu trwania opcji 7 = T' — t. Tak zdefiniowana teta rézni si¢ od tety
okreslonej wzorami (10.13) — (10.14) znakiem, bowiem, na przyktad

oc _ ac
ot o’

10.3. Réwnanie Blacka-Scholesa (zwigzek miedzy teta, delta i gamma)

Stosujac aparat analizy stochastycznej mozna pokazaé, ze funkcja wyceniajaca instrument
pochodny spelnia nastepujace réwnanie rézniczkowe czastkowe:

ov ov
—+(r—90)S=5 +

LoV _
ot a5 T27 % 352

=rV. (10.15)

Specyfikacja instrumentu pochodnego odbywa sie przez postawienie warunkéw brzegowych ktore
odpowiadaja funkcji wyptaty instrumentu. Na przykiad, w przypadku waniliowej opcji kupna
tym warunkiem jest warunek koncowy, czyli warunek okreélajacy wyplate w terminie zapadal-
nosci opcji, mianowicie

V(T,S) = max(S — K,0). (10.16)

Mozna pokazaé, ze rozwiazaniem zagadnienia (10.15) — (10.16) jest funkcja C' dana wzorem
(9.31). Oczywiscie, aby zagadnienie (10.15) — (10.16) bylo dobrze postawione nalezy jeszcze
okresli¢ co rozumiemy przez rozwigzanie, bowiem jak wida¢ rozpatrujac je w klasycznym sensie
bedziemy mieli klopot jako ze funkcja wystepujaca po prawej stronie (10.16) nie jest rézniczko-
walna w S = K.

Roéwnanie Blacka-Scholesa (10.15) wiaze ze soba wspdlczynniki wrazliwosci, mianowicie

O+ (r—0)8S A+ %UQS2F =rV (10.17)

i ten zwiazek zarzadzajacy portfelami instrumentéw pochodnych powinni rozumieé i wykorzy-
stywaé analizujac potencjalne zmiany wartosci portfela. W szczegdélnosci, portfele sg czesto tak
konstruowane by byly delta neutralne, czyli by ich delta wynosita zero (w rzeczywistosci by
byta bliska zera). Wéwczas, dla takiego delta neutralnego portfela

1
0+ 502521“ =7rV. (10.18)

Stad, przy zalozeniu, ze skladnik 7V po prawej stronie réwnania (10.18) jest zaniedbywalnie
maly w poréwnaniu z pozostalymi wyrazeniami, wynika, ze duza dodatnia gamma portfela
implikuje iz teta portfela bedzie duza co do wartosci bezwzglednej i ujemna. Tak wiec delta
neutralny portfel o duzej dodatniej gammie bedzie duzo tracil na wartosci z tytutu upltywu
czasu. Podstawowym przykladem takiego portfela jest strategia opcyjna (long) straddle ztozona
z dwoch kupionych opcji ATM: opcji kupna i opcji sprzedazy, przy czym tu przez opcje call
(put) ATM rozumie sie opcje, ktérej tzw. forward delta eTOT DA (e T=DAp, odpowiednio)

wynosi % (—%, odpowiednio), czyli opcje o takiej cenie wykonania by d; = 0.
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10.4. Wspoélczynniki wrazliwosci portfela instrumentéw pochodnych

Rozpatrzmy portfel ztozony z N instrumentéw pochodnych o takim samym instrumencie
podstawowym. Niech V,, = V,,(t, S, 7y, 0n, 0p) 0znacza funkcje, ktéra wycenia n—ty instrument
w portfelu. Mimo iz instrument podstawowy jest ten sam w kazdym z tych instrumentow,
stopy procentowe 7, i &, oraz zmienno$é¢ o, moga by¢ specyficznymi zmiennymi dobranymi
odpowiednio do parametréw instrumentu pochodnego — na przyktad dla opcji waniliowych tenor
stép procentowych bedzie odpowiadal czasowi trwania instrumentu pochodnego, a zmienno$é
(implikowana) czasowi trwania i cenie wykonania. Niech

Mz

V(t,S,r1, ..y ny 01y oy 0y 01, ..o, O n(ty S, T, Ony 0p).

n=1

Wéwcezas

AV~O-At+A-AS+ F (aS)? +ZV Aan+2pn Arn+2pn A 6,

n=1 n=1 n=1
gdzie
N N oV, N N oV, N Nagvn
:;e 2237 A:;A ;7 rzgrnZ;GQS
oraz
I N
Pr=5r, 7 B, "= Bon

W przypadku gdy A r, = A r, A d, = A 0 oraz A 0, = A o, mamy wzér analogiczny do
(10.3):

1
AV:@.At+A-AS+§F.(AS)2+V-Aa+p-Ar+p*.A5,

gdzie
N N N
V=>Vu p=>pn P =D ph
n=1 n=1 n=1

10.5. Obliczanie wspo6tczynnikow wrazliwosci metodg ilorazu réznicowego

Dla instrumentéw pochodnych ktére, wycenia sie za pomoca ztozonych algorytmoéw nume-
rycznych (na przyklad: stosujac model dwumianowy, metode symulacji Monte-Carlo, czy tez
rozwiazujac numerycznie rownanie Blacka-Scholesa), wspélczynniki wrazliwoéci mozna obliczaé
w sposob przyblizony za pomoca odpowiednich ilorazéw réznicowych (o ile te algorytmy wyceny
nie dostarczaja jednocze$nie wartosci tych wspélezynnikéw). I tak, na przyktad

V(S+ 4 8)—V(S—aS)

A~
2A8

(10.19)

dla dostatecznie matego przyrostu A S. Iloraz réznicowy po prawej stronie (10.19) przybliza
delte z doktadnoscia do wyrazéw rzedu O((A S)?). W uzupeknieniu do delty policzonej wzorem
(10.19) rozwaza si¢ réwniez delty kierunkowe (jednostronne), ktére odpowiadaja wzrostowi /
spadkowi ceny instrumentu podstawowego

V(S+ 2 S) - V(S)

A —
AS ’

(10.20a)
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V(S—a8)-V(9)

- A8 ’
gdzie A S > 0. Te delty maja zastosowanie w sytuacjach gdy oczekuje si¢ zmiany ceny instru-
mentu podstawowego w okreslonym kierunku. Poniewaz

A =

(10.20b)

V(S£ A S) - V(S)

AE) —
+AS

=At %F AS+0((a8)7), (10.21)

w tych deltach odzwierciedlony jest efekt nieliniowosci (wypuklosci) opcji.
Analogicznie mozna obliczaé pozostate wspélczynniki pierwszego rzedu — vege i tete.
Jak widaé¢ z (10.21), gamme mozna obliczy¢ nastepujacym wyrazeniem:

+) — A — _
ro A AL _V(S+85) -2V (S)+V(S—aS) (10.22)
A S (A S)?

10.6. Zabezpieczanie portfela instrumentéw pochodnych

Portfel instrumentéw pochodnych jest
— delta neutralny jezeli jego delta jest réwna zero,
— gamma neutralny jezeli jego gamma jest réwna zero,
— delta-gamma neutralny jezeli jego delta i gamma sa rowne zero,
— vega neutralny jezeli jego vega jest réwna zero,
— delta-gamma-vega neutralny jezeli jego delta, gamma oraz vega sg réwne zero.
Ponizej opiszemy metody budowania portfeli neutralnych wzgledem odpowiednich czynnikow
ryzyka. Ogoélnie méwiac, metody te beda polegaly na dotaczeniu w odpowiedniej iloéci do za-
bezpieczanego portfela wybranych instrumentéw pochodnych, ktérych instrument podstawowy
jest identyczny z instrumentem podstawowym portfela.

Tworzenie portfela delta neutralnym

Rozpatrzmy portfel instrumentéw pochodnych zaleznych od tego samego instrumentu pod-
stawowego, ktory nie jest delta neutralny, to jest

oIl
Ap =22

gdzie IT = II(¢, S, r,0,0) jest funkcja wyceniajaca ten portfel. Rozpatrzmy pewien instrument
pochodny wyceniany funkcja V' = V(t,S,r,d,0), ktérego delta Ay # 0. Ten instrument be-
dzie pelnil role instrumentu zabezpieczajacego. Po dotaczeniu do zabezpieczanego portfela x
jednostek instrumentu zabezpieczajacego warto$¢ powiekszonego portfela wyniesie

m=II+axz-V.

Ten powiekszony portfel bedzie delta neutralny (bedzie uodporniony na male zmiany ceny
instrumentu podstawowego), to jest

oIT*
0S8

=Am=Ap+x-Ay =0,

jesli ilo$¢ instrumentu zabezpieczajacego bedzie wynosié
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Rozpatrzmy szczegdlny przypadek kiedy zabezpieczany portfel sktada sie tylko z jednej wysta-
wionej waniliowej opcji kupna, a instrumentem zabezpieczajacym jest instrument podstawowy
opcji. W naszej notacji Il = —C oraz V = S. Zatem, kupno

~Ac
o=

= Ao
jednostek instrumentu podstawowego razem z wystawiona opcja kupna tworzy portfel delta
neutralny.

Tworzenie portfela gamma neutralnym

Postepujemy analogicznie jak w przypadku tworzenia portfela delta neutralnym. Jezeli port-
fel ma niezerowg gamme (I'r; # 0), to po dolaczeniu do niego

jednostek instrumentu zabezpieczajacego o niezerowej gammie I'y, otrzymamy portfel gamma
neutralny.

Tworzenie portfela delta-gamma neutralnym

Portfel delta-gamma neutralny mozemy zbudowaé¢ w dwoch krokach — najpierw robimy
portfel gamma neutralnym, a nastepnie dobierajac odpowiednig iloé¢ jednostek instrumentu
podstawowego zerujemy delte zabezpieczanego portfela.

W ogélnym przypadku do zabezpieczanego portfela doktadamy dwa instrumenty zabezpie-
czajace o funkcjach wyceny Vi i Vo w iloSciach x i y jednostek, odpowiednio. Wowczas wartosé
tak powiekszonego portfela wynosi

m"=I+xz-Vi+y-Vs.

Ten portfel bedzie delta-gamma neutralny, jesli

olr*

a9 = A = AH+$'AV1—|—y'AV2:0

H21T* (10.23)
952 =I'm=In+z-I'yy +y-I'y, =0.

Uklad réwnan (10.23) ma jednoznaczne rozwiazanie, jezeli wyznacznik tego ukladu jest rézny
od zera, to jest gdy
Ay, Ty, — Ay, - Ty, # 0. (10.24)

Wybierajac instrumenty zabezpieczajace musimy uwazaé¢ by warunek (10.24) byl spelniony.
Jezeli jednym z instrumentéw zabezpieczajacych jest instrument podstawowy, to dla spelnienia
warunku (10.24) wystarczy by gamma drugiego instrumentu zabezpieczajacego byta niezerowa
i wowczas portfel zabezpieczony bedzie identyczny z tym ktory uzyskaliby$my stosujac metode
zabezpieczania opisang na poczatku tego ustepu.

Tworzenie portfela vega neutralnym

Postepujemy analogicznie jak w przypadku tworzenia portfela delta neutralnym. Jezeli port-
fel ma niezerowa vege (V1 # 0), to po dotaczeniu do niego

jednostek instrumentu zabezpieczajacego o niezerowej vedze Vy -, otrzymamy portfel vega neu-
tralny.
Tworzenie portfela delta-gamma-vega neutralnym
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Tym razem do zabezpieczanego portfela musimy dotozy¢ trzy instrumenty zabezpieczajace
o funkcjach wyceny Vi, Vo i V3 w ilodciach z, y i z jednostek, odpowiednio. Wéwczas wartosé
tak powiekszonego portfela wynosi

M=II+z-V1+y-Vo+2z-Vis.

Ten portfel bedzie delta-gamma-vega neutralny, jesli

oIT*
BYXS = Am = AH+IL’~AV1+y-AV2+Z'AV3:0
o 10.25
55z —tmwr=TIn+z-Ty+y Ty+zTy=0 (10.25)
oIT*
B =V = VH—FZ'-VVl—i-y-VVZ—i-Z'VVg:O.

Uktad réwnan (10.25) ma jednoznaczne rozwiazanie, jezeli wyznacznik tego ukladu jest
rézny od zera. Jezeli jako pierwszy z instrumentéw zabezpieczajacych wybierzemy instrument
podstawowy, czyli gdy Vi = S, to uktad (10.25) upraszcza sie w nastepujacy sposob:

An+z+y-Ay,+2-Ay, =0
FH+y'FV2+Z'FVS =0 (10.26)
Vin+y-Vy, +2-Vy, =0.

Uktad (10.26) ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

Wybierajac dwa pozostale (procz instrumentu podstawowego) instrumenty zabezpieczajace mu-
simy uwaza¢ by warunek (10.27) byl spelniony.

10.7. Dynamiczne zabezpieczanie portfela instrumentéw pochodnych

Dynamiczne zabezpieczanie portfela instrumentéw pochodnych polega na relatywnie czestym
modyfikowaniu skladu portfela tak by mimo zmieniajacej sie sytuacji rynkowej profil ryzyka
portfela, widziany przez pryzmat jego wybranych wspétczynnikéw wrazliwosci, nie zmienial sie.
Polega to na kupowaniu lub sprzedawaniu odpowiedniej iloéci instrumentu podstawowego i/lub
instrumentéw pochodnych na ten instrument zgodnie z regutami wczeéniej przedstawionymi.

Dynamiczny delta hedging portfela

Rozpatrzmy sytuacje kiedy dealer, ktéry wystawil instrument pochodny, zamierza catko-
wicie zabezpieczy¢ swoja pozycje tworzac portfel replikujacy ztozony z odpowiedniej pozycji
w instrumencie podstawowym i pozycji w instrumencie wolnym od ryzyka (to jest w gotéwce
na rachunku bankowym oprocentowanym po stopie wolnej od ryzyka), a nastepnie dynamicznie
modyfikowaé ten portfel w zaleznosci od wartoéci instrumentu podstawowego. Przypu$émy, ze za
wystawienie instrumentu pochodnego dealer otrzymal kwote Vj, delta tego instrumentu (dtugiej
pozycji w tym instrumencie) wynosita Ag, a w momencie wystawienia tego instrumentu wartosé
jego instrumentu podstawowego wynosita Sy. Portfel replikujacy stworzony w chwili wystawienia
instrumentu pochodnego jest ztozony z
— A sztuk instrumentu podstawowego,

— kwoty By = Vo — AgSp na rachunku bankowym.
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Zalézmy, ze dealer dokonuje modyfikacji tego portfela w chwili ¢1, kiedy warto$é¢ instrumentu
podstawowego wynosi S1, a delta instrumentu pochodnego wynosi A;. W tym momencie portfel
replikujacy jest ztozony z

— A sztuk instrumentu podstawowego,

— kwoty By = (Vo — AgSp)e"i=10) — (A} — Ag)S; na rachunku bankowym,

bowiem dealer musial zmodyfikowaé pozycje w instrumencie podstawowym o A; — Ag sztuk
instrumentu podstawowego, finansujac to kwota (A1 — Ag)S1 z rachunku bankowego.

Analogicznie, portfel replikujacy w chwili ¢,,, kiedy warto$¢ instrumentu podstawowego wy-
nosi Sy, a delta instrumentu pochodnego wynosi A,,, ztozony jest z
— A, sztuk instrumentu podstawowego,

— kwoty By, = B,,_1e"tntn-1) — (A, — A,,_1)S, na rachunku bankowym.

Powyzsza strategia powinna w chwili wygasniecia instrumentu pochodnego da¢ pozycje, ktora
dostatecznie dobrze zreplikuje wyplate z tego instrumentu — to jak dobrze zalezy od czestotli-
wosci z jaka portfel replikujacy byt modyfikowany. W krancowym przypadku, kiedy modyfikacje
portfela odbywalyby sie w sposéb ciagly, powinnidmy otrzymaé doktadnie wyplate z tego in-
strumentu pochodnego.

W praktyce delta hedging odbywa sie co jakis czas (jak jest on dlugi zalezy od sytuacji na
rynku — od kilku godzin do tygodnia) i zwiazany jest kosztami transakcyjnymi kupna/sprzedazy
instrumentu podstawowego, ktére wplywaja na oplacalno$é tej strategii zabezpieczajacej. Na
og6l nie optaca sie prowadzié¢ delta hedgingu dla pojedynczych instrumentéw pochodnych, bo
w tym przypadku koszty transakcyjne sa zwykle znaczne w stosunku do wartosci zabezpiecza-
nego instrumentu. Natomiast, delta hedging portfela instrumentéw pochodnych (na ten sam
instrument podstawowy) o odpowiednio duzej wartosci moze by¢ oplacalny.

Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 10.1. Oblicz delty wzgledem ceny forward dla opcji waniliowych wycenianych w
modelu Blacka-Scholesa.

Cwiczenie 10.2. Oblicz wspélczynniki wrazliwoéci dla opcji binarnych wycenianych w modelu
Blacka-Scholesa.

Cwiczenie 10.3. Rozpatrzmy europejska opcje kupna o czasie trwania 7' = 0.25 (3 miesiace).
Cena aktywa wynosi S = 100 PLN, stopa procentowa r = 5%, stopa dywidendy § = 3%, oraz
zmienno$é o = 20%. Niech cena wykonania wynosi K = 100 PLN. Oblicz
— cene opcji,
— wartosci wspélezynnikéw wrazliwosci tej opcji,
— przyblizone wartosci dziennej zmiany S, o, r, § odpowiadajace 1.65 odchylenia standardo-
wego tych wielkoSci — zaldz, ze zmienno$é stép wynosi 24%, a zmienno$é zmiennosci wynosi
16%,

— wartosci zmiany ceny opcji odpowiadajace wyznaczonym powyzej zmianom S, o, 7, d.

Cwiczenie 10.4. Rozpatrzmy portfel zlozony z nastepujacych opcji na kurs USD/PLN:
— kupiony 3M call USD/put PLN o wartosci nominalnej N1 = 10 mln USD z cena wykonania
K; =3.30 USD/PLN,
— sprzedany 1M call USD/put PLN o warto$ci nominalnej No = 5 mln USD z cena wyko-
nania Ko = 3.15 USD/PLN,
— sprzedany 6M put USD/call PLN o warto$ci nominalnej N3 = 5 mln USD z cena wyko-
nania K3 = 3.20 USD/PLN
oraz transakcji 3M FX forward na sprzedaz Ny = 7.5 mln USD po kursie K4 = 3.25 USD/PLN.
Przy zalozeniu, ze biezacy kurs wynosi S = 3.10 USD/PLN, oraz dla
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— 1M: TPLN — 6.50%, TUsSD — 3.00%, o = 12%,
— 3M: rpLN = 6.00%, rusp = 3.20%, o = 11%,
— 6M: TPLN = 5.50%, TUsSD = 3.50%, g = 10%,
oblicz delte tego portfela. Jaka transakcje FX spot nalezy zawrzeé¢ by portfel byt delta neutralny?

Cwiczenie 10.5. Rozpatrzmy delta neutralny portfel, ktérego gamma wynosi - 2000 a vega
-4000. Na rynku w plynnym obrocie znajduja si¢ opcje:
— jedna o delcie 0.6, gammie 0.5, i vedze 2.0,
— druga o delcie 0.4, gammie 0.8, i vedze 1.5.
Zabezpiecz ten portfel tak, by byt on
(a) delta-vega neutralny,
(b) delta-gamma-vega neutralny.
Oczywiscie zaktadamy, ze portfel oraz opcje zaleza od tego samego instrumentu podstawowego.

Cwiczenie 10.6. Zakladajac, ze funkcja wyceniajaca instrument pochodny spelnia réwnanie
Blacka-Scholesa (10.15), wyprowadz réwnanie na vege V tego instrumentu pochodnego.

Cwiczenie 10.7. Rozpatrzmy 3M opcje kupna na akcje spotki wuwu.com z cena wykonania
K = 103.37 PLN. Biezaca cena akcji wynosi 100, a jej zmienno$é 36.47%. Wolna od ryzyka stopa
procentowa dla 3M lokat/depozytéw wynosi 6.67%. Zakladamy, ze spotka nie placi dywidendy
w czasie trwania opcji. Jaka pozycje w akcjach tej spotki nalezy utworzyé¢ by portfel ztozony z
tej pozycji oraz z 10-ciu wystawionych opcji kupna byl delta neutralny? Jaka sume pieniedzy
nalezy pozyczy¢ by sfinansowaé ten portfel?

Cwiczenie 10.8. Udowodnij, ze dowolny delta neutralny portfel zlozony z

— wystawionych opcji waniliowych (na ten sam instrument podstawowy),

— odpowiedniej pozycji zabezpieczajacej w instrumencie podstawowym,

— pozycji gotéwkowej finansujacej ten portfel,
zyskuje na wartoéci z uptywem czasu przy niezmienionych cenie i zmiennoéci instrumentu pod-
stawowego oraz przy niezmienionej stopie procentowe;j.

Cwiczenie 10.9 (Nieefektywnosé strategii stop-loss dla opcji kupna). Rozpatrzmy sytuacje
kiedy dealer, ktory wystawit opcje kupna akcji po cenie K i zamierza zabezpieczaé¢ swojg pozycje
kupujac akcje po cenie K jak tylko cena akcji przekroczy wartosé K i sprzedawaé akcje po cenie
K jak tylko cena akcji spadnie ponizej K. Dlaczego ta strategia nie moze dzialaé?
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11.1. Rodzaje zmiennosci

W inzynierii finansowej funkcjonuje wiele rodzajéw zmiennosci. Mamy

— zmienno$¢ historyczna,
— zmienno$¢ implikowana,
— zmiennos¢ lokalna,

— zmienno$¢ stochastyczna.

Wszystkie one sa uzywane w roli zmiennosci o, ktéra wystepuje w podstawowym modelu
opisujacym proces cen (w $wiecie wolnym od ryzyka)

dS; = rSidt + oS, dW4, (111)

gdzie Wy jest procesem Wienera, a r jest stopa wolna od ryzyka. Zmiennosé historyczna jest
réwniez uzywana w niektérych metodach szacowania ryzyka (rynkowego) portfeli instrumen-
téw finansowych (na przyklad w tak zwanej metodzie delta-normalnej wyznaczania wartosci
7agrozonej).

Z réwnania (11.1) wynika, ze jesli o jest stala, to

Sy = Spexp ((r - 302)15 + aWt> . (11.2)

Konsekwencje przyjetego modelu (wzoréw (11.1) — (11.2)):
— S; ma rozklad log-normalny, bowiem W; ma rozklad normalny (o Sredniej zero i wariancji

t),
— log-normalnos$é¢ S; umozliwia wyprowadzenie formut Blacka-Scholesa (BS) na wycene euro-
pejskich opcji waniliowych.
Uwaga 11.1 (proste uogélnienie modelu Blacka-Scholesa). Wzoér (11.2) zachodzi réwniez w przy-
padku, gdy o zalezy od czasu t, ale z malg jego modyfikacja. Mianowicie w miejsce zmienno$ci
o nalezy wstawi¢ we wzorze (11.2) érednia warto$¢ zmiennosci na przedziale czasu [0, ¢]:

1

t
Oavg = Z/O 0'2(u)du.

W tym przypadku formuly BS na wycene¢ opcji pozostaja w mocy z 0 = 0ayg.

11.2. Zmiennos$¢ historyczna

Var <ln <§£>> = o?t,

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.

Z (11.2) wynika, ze
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czyli Ze o jest zannualizowanym odchyleniem standardowym (logarytmicznej) stopy zwrotu z S.
W zwiazku z tym obliczajac cene opcji z modelu BS, w okreslonych przypadkach za o przyjmuje
sie wartos¢ obliczong statystycznym estymatorem odchylenia standardowego logarytmicznych
stép zwrotu. Tak obliczonag zmienno$é nazywamy zmiennoscig historyczng i na potrzeby naszego
wyktadu oznaczamy ja symbolem &.

Obliczanie zmiennosci historycznej

Zwykle najpierw oblicza si¢ zmiennos¢ w skali jednego dnia o14, po czym ta jednodniowa
zmienno$¢ jest skalowana do zmiennosci rocznej wzorem

& =1252014. (11.3)

Uwagi:

1. Magiczna liczba 252 we wzorze (11.3) wynika z zalozenia, ze rok ma 252 dni handlowe. W
zasadzie liczba ta zalezy od kraju (waluty). W pobieznych szacunkowych obliczeniach mozna
zmienno$¢ dzienna skalowaé do rocznej mnozac o14 przez 16.

2. Skalowanie ,pierwiastkiem z czasu”, takie jak na przyklad w (11.3), jest poprawne pod
pewnymi warunkami (szereg czasowy zaobserwowanych wartosci S jest realizacja ciagu nie-
zaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie), ktére w praktyce rzadko kiedy
mozna uznadé, ze sa spelnione.

3. Ponadto, zakladamy, ze stopa zwrotu w skali rocznej jest sumg dziennych stép zwrotu. Jezeli
stopy sa zdefiniowane wzorem (11.5), to tak oczywiscie jest. Natomiast proste stopy zwrotu
okreslone w (11.7) nie sa ,addytywne”.

4. Ze wzgledu na zatozenia wymienione w punkcie 2, skalowanie ,,pierwiastkiem z czasu” dzien-
nych zmiennosci wyznaczonych modelami typu GARCH (patrz ponizej) nie ma sensu (bo
te modele zaktadaja, ze rozklad zmiennej losowej w danym dniu zalezy od rozkladu z po-
przedniego dnial).

11.3. Metody wyznaczania zmiennosci dziennej

Estymacja zmiennoSci $rednig ruchoma (MA)
Zatézmy, ze na koniec dnia t,_1 dysponujemy szeregiem czasowym zrealizowanych wartosci

procesu cen
S S S

Prognozowana (estymowana) dzienna wariancja dla nastepnego dnia ¢,, obliczana jest w naste-
pujacy sposob:

on=——7 2 (i = 7)%, (11.4)

St
r; =In i 11.5
( S) (11.5)

sa zrealizowanymi , jednodniowymi” (w okresie od t;—1 do t;) stopami zwrotu, a

gdzie

m

> rn (11.6)

_ 1

F=

mi4

jest estymatorem $redniej (wartosci oczekiwanej).
Aspekty praktyczne

1. Jak nalezy wybra¢ dlugos¢ szeregu czasowego zrealizowanych cen Sy, do estymacji zmienno-
Sci?
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a) Czasami m wybiera sie tak, by szereg czasowy pokrywal okres o tej samej dlugosci jak
czas trwania opcji. Nie zawsze to ma sens — w skrajnym przypadku opcji o kilkudniowym
czasie trwania statystyczne wlasnosci estymatora obliczonego na podstawie krotkiego
szeregu czasowego sg zle.

b) Ta uwaga jest adresowana do tych, ktérzy juz wiedza czym jest warto$é zagrozona VaR
(Value at Risk) i ktérzy wezesniej zetkneli sie z analiza portfelowa. Zmiennosé historyczna
uzywa sie takze do obliczania VaR portfela. Mianowicie, w metodzie RiskMetrics obli-
czania VaR zaklada sie, ze zmienna losowa opisujaca P&L portfela ma rozktad normalny
o Sredniej zero. Wéwczas, VaR portfela przy poziomie ufnosci ¢ dane jest wzorem

VaR = —®7 (1 —¢) o,

gdzie ® jest dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego a o jest odchyleniem
standardowym (zmiennoscia) P&L tego portfela. Na przyklad, przy poziomie ufnosci
¢ = 95% mamy VaR ~ 1.650. Zwykle przy obliczaniu odchylenia standardowego o, na
jednym z etapéw obliczen, estymowana jest macierz kowariancji pomiedzy czynnikami
ryzyka od ktérych zalezy warto$é¢ portfela. Wowczas m powinno by¢ takie samo dla
wszystkich czynnikéw ryzyka oraz powinno by¢ dostatecznie duze — przy m zbyt malym
w stosunku do liczby czynnikéw ryzyka wyestymowana macierz kowariancji moze nie by¢
dodatnio okreslona.
2. Czasami we wzorze (11.4) na zmiennosé¢ historyczna

a) pomijana jest warto$¢ srednia 7, to znaczy zaklada sie iz jest ona zaniedbywanie mala,

b) zamiast m — 1 bierzemy m,

c) zamiast logarytmicznej stopy zwrotu (11.5) bierzemy prosta stope zwrotu

St; — S,
R i et | 11.7
T Sti_l ( )
i wtedy wariancje dzienna obliczamy ze wzoru
1 m
2 2
o5 = —Zri. (11.8)
mia

Estymacja zmiennosci wedtug EWMA (stosowana przez J.P. Morgan w RiskMetrics)
W tym modelu zaklada sig, ze

on = (1= Nrp_ +Aop_y, (11.9)

gdzie 0 < A < 1 okresla proporcje wkiadu (kwadratu) biezacej zmiany ceny i (kwadratu)
zmienno$ci za poprzedni dzien do biezacej wartosci (kwadratu) zmiennosci. Ze wzoru (11.9)

wynika, ze
op=(1=X)> Nl +A\"0n =
= . (11.10)
=(1=N)D N2 e (1= N> AT
=1 i=1

Wzér (11.10) wyjasnia dlaczego model ten nazywa sic EWMA (wyktadniczo wazona $rednia

ruchoma) i pokazuje, czym rézni sie ten sposéb estymacji zmiennosci od estymatora (11.8).
Aspekty praktyczne

1. Warto$é parametru A mozna wyestymowaé¢ metoda najwiekszej wiarogodnosci (patrz Hull,
5-th Ed., strony 378-382[1]).
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2. J.P. Morgan w swoim modelu RiskMetrics przyjmuje A = 0.94. Wedlug nich estymatory
zmiennosci obliczone przy tej wartoéci parametru A sa bliskie zrealizowanej zmiennosci wy-
liczonej jako srednia z 25 kolejnych ,przysztych” (w stosunku do dnia estymacji) wielkosci

2
ri .
Estymacja zmienno$ci wedlug GARCH(1,1)
W tym modelu zaktada sie, ze

02 = v +ar2 | + o2, (11.11)
gdzie
Trat+pf=1,
przy czym zwykle zaktada sie, ze
a >0,
B >0,
a+pB<1

Wielko$é vo w (11.11) jest dlugoterminowa sSrednia wariancja w tym sensie, ze jezeli o+ <
1, to w $redniej

a,zl—w)oo gdy n — oo.

Gdy y=0,a=1- X\, =\, GARCH(1,1) redukuje sie do EWMA.
Aspekty praktyczne

1. Wartoéci parametrow a, 8 1 w = Yv, mozna wyestymowaé metoda najwiekszej wiarogod-
noéci.

2. Proces estymacji parametréw mozna uprosé przyjmujac za v, dtugoterminowa $rednia ob-
liczong na przyklad wzorem (11.4). Ustalenie vo, umozliwia wyznaczenie parametru w przy
danych a i 3, bowiem w = (1 — a — ) V0.

3. Jezeli stosujemy model GARCH(1,1) do wyznaczania zmiennoéci, macierz kowariancji po-
winna byé¢ wyznaczana rowniez w analogiczny sposob.

11.4. Zmiennos¢ implikowana

— Formuta Blacka-Scholesa (BS) jest wyprowadzona przy silnych zalozeniach, o ktérych na
ogol mozemy z géry powiedzieé, ze nie sa w rzeczywistosci spelnione.

— Tym niemniej, formuta BS przyjeta sie w praktyce, cho¢ jest uzywana inaczej niz byto jej
pierwotne przeznaczenie.

— W uproszczeniu, mozna powiedzieé¢, ze formuta BS jest narzedziem do ,interpolacji” rynko-
wej ceny opcji. Przy tej interpolacji kluczowa role odgrywa zmiennosé implikowana.

Przypomnijmy podstawowe oznaczenia:
— S — biezaca wartos¢ instrumentu podstawowego,
— 0 — zmiennos¢,
— K — cena wykonania,
— T — czas trwania opcji,
— Cps(S,0,K,T) — cena BS waniliowej opcji call,
— Pps(S,0,K,T) — cena BS waniliowej opcji put,
— Chuxt (S, K, T) — cena rynkowa waniliowej opcji call,
— Pukt(S, K, T) — cena rynkowa waniliowej opcji put.
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Definicja 11.1. Zmienno$¢ implikowana (ang. implied volatility) oimg, to liczba, ktéra spelnia
réwnanie

Crs (S, Timp, K, T) = Cruis (S, K, T') (11.12)
dla danych S, K, T (zaleznosé¢ od st6p procentowych jest zaniedbywana).

Jak widaé z (11.12),
Uimp = O‘imp(S, K, T).

Sens zmiennos$ci implikowanej

oimp kalibruje formute¢ BS dla opcji o czasie trwania 1" i cenie wykonania K do ceny ryn-
kowej. Inaczej, zmienno$é implikowana to specjalna liczba, ktéra wstawiona do niewla$ciwej
(bo obowiazujacej przy zalozeniach, o ktérych z géry mozna powiedzieé, ze nie sa spelnione)
formuty (Blacka-Scholesa) daje wilasciwg (prawdziwa, rynkowa) warto$¢ opcji.

Uwagi
1. Poniewaz vega opcji Vo = 8%”8 > 0, zmienno$¢ oiyp istnieje i jest jednoznaczne wyznaczona

przez (11.12), o ile 0 < Cruit (S, K, T) < S.
2. 0Oimp spelnia réwniez réwnanie

Pes (S, Gips K, T) = Pt (S, K, T), (11.12a)

bowiem jak wynika z parytetu opcji call-put (ktéry jest spelniony bez zadnych modelowych
zalozen),

Pgs — Pkt = Cs — Cikt-

Inaczej: zmiennos¢ implikowana ITM (OTM) call jest taka sama jak zmiennosé¢ OTM (ITM)
put.

3. Jedli zmiennosé implikowana nie jest bezposrednio kwotowana na rynku, a kwotowane sa
ceny opcji, to zmienno$¢ implikowana oblicza sie rozwiazujac réwnanie (11.12) lub réwna-
nie (11.12a) ze wzgledu na oimp, zwykle korzystajac, na przyklad, z algorytmu Newtona
rozwigzywania réwnan nieliniowych.

11.5. UsSmiech zmiennosci

Terminologia

— Zalezno$¢ oimp od czasu trwania opcji T' nazywamy strukturg terminowg zmiennosci impli-
kowanej (dla ustalonych S i K).

— Zalezno$¢ oimp, od ceny wykonania K (czy od ilorazu K/S, czy tez od ,delty” opcji) nazy-
wamy u$miechem zmiennosci implikowanej (dla ustalonego T).
Sposdb prezentacji uSémiechu zmiennosci

— w zaleznosci od ceny wykonania K — dla opcji na akcje/indeksy, dla zestawu opcji na stope
procentowa (dla cap/floor), dla opcji na kontrakt IRS (dla swapcji),

— w zaleznosci od ,delty” (to jest wielkosci blisko zwiazanej z delta opcji) — dla opcji waluto-

wych,
_1 K
= Ger—arT )

— w zaleznosci od wielkosci
ktora okresla ,poziom (stopien) bycia w pieniadzu” opcji (ang. log-moneyness) — w rozwa-
zaniach teoretycznych. I tak dla
— x < 0 - opcja call (put) jest ITM (OTM),
— = =0 — opcja call (put) jest ATM-F (at the money forward),
— x>0 — opcja call (put) jest OTM (ITM).
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Uwagi:

1. Czasami x (log-moneyness) jest definiowane ,z przeciwnym znakiem”. Jest to kwestia przy-
jecia pewnej konwencji.

2. Wyjasnienia wymaga pojecie ,delty” uzywane do opisu udmiechu zmiennoéci opcji walu-
towych. W tym kontekscie ,delta” jest liczba przeciwna do delty forward opcji put, czyli
wielkos¢é

A = ®(—dy),

gdzie @ jest dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego. Delta forward to (zwykla)
delta przeniesiona na termin wygasniecia opcji czynnikiem et gdzie r t jest stopa waluty
bazowej a T' terminem zapadalnosci opcji. W szczegélnosci, na przyktad, bedziemy mowié
0 opcji (czy tez zmiennosci implikowanej) 25-delta put (co oznaczymy symbolem 25P) ma-
jac oczywiscie na mysli opcje put (zmiennosé implikowana opcji put), ktérej delta forward
wynosi -0.25.

3. 0§ ,delt” przy prezentacji uSémiechu zmiennosci bywa roéznie oznaczana. Na przyktad tak:
— 10P, 25P, ATM, 25C, 10C
lub
— 10P, 25P, 50P, 75P, 90P.

Kwotowanie uSmiechu zmiennosci dla opcji walutowych
W wersji podstawowej usmiech zmiennosci jest wyznaczany przez trzy punkty wykresu:

— zmiennos¢ opcji 25-delta put —— o095 p,
— zmienno$¢ opcji ATM —— oarwm,
— zmienno$¢ opcji 25-delta call —— o095 ¢, przy czym dwie ostatnie wielkosci sg kwotowane

posrednio przez
— zmienno$¢ strategii 25-delta risk reversal (oznaczenie: 25-RR)

025 RR = 025 C — 025 P (11.13)

— zmienno$¢ strategii 25-delta butterfly (oznaczenie: 25-BF)

1
095 BF = 5(0 25 C + 025 P) — OATM. (11.14)

Z tych kwotowan wyliczamy

095 ¢ = +2025 RR 1+ 025 BF + OATM

2 (11.15)

925 P = T5025 RR + 025 BF + OATM.
Uwagi:
1. Zmienno$¢ strategii 25-delta risk reversal okresla stopien ,skosnosci” usmiechu zmienno$ci.
Zmiennos¢ strategii 25-delta butterfly okredla stopien ,wypuktoéci” usmiechu zmiennosci.
3. Czasami do opisu struktury usmiechu zmiennosci uzywa sie réwniez zmiennosci implikowa-
nych strategii RR i BF przy innych deltach, na przyklad 10-delta. Te zmiennosci, na ogot,
nawet jesli pochodza z rynku (sa kwotowane), sa efektem pewnego procesu ,przyblizania”
dokonywanego na podstawie zmienno$ci ATM, 25-RR i 25-BF, przy czym to ,przyblizanie”
moze polegaé¢ na ocenie rynku przez ,kwotujacego” albo na zastosowaniu pewnych anali-
tycznych metod interpolacji (i ekstrapolacji).
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11.6. Struktura zmienno$ci implikowanej opcji walutowych

Dyskretna struktura zmiennosci implikowanej jest przedstawiona w postaci dwuwymiarowej
tablicy, tzn. jako macierz warto$ci indeksowanych dwiema zmiennymi:
— okresami, ktore odpowiadaja pewnym ,wystandaryzowanym” czasom trwania opcji,
— ,deltami” opcji.

Indeksy czasowe

Standardowo przyjmuje sie nastepujacy uklad 7; (i = 1,...,8) czaséw trwania opcji:

1D, 1W, 1M, 2M, 3M, 6M, 9M, 1Y.

Kazdego dnia tym okresom sa przypisane okreslone liczby dni odpowiadajace czasom trwania
opcji, ktére byly by zawarte w danym dniu. Te liczby dni nie sg wielkosciami stalymi i z dnia
na dzien zmieniaja si¢ w pewnym zakresie.

Indeksy ,,delta”

Standardowo przyjmuje sie nastepujacy uktad Ak (k=1,...,5) ,delt”, okredlajacych stopien
sbycia w pieniadzu lub poza pieniadzem” opcji (put):

0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 0.90,

gdzie przypomnijmy znak ujemny delt (forward) opcji put zostal pominiety.
Dyskretna struktura zmienno$ci implikowanej ma postaé nastepujacej tablicy

T,/A, 10 25 50 75 90
1D oipjo 01p25 O1D50 O1D,75 O1D,90
1IW  owwio o1w2s O1ws0 O1w,75  O1W,90

1Y O1v,10 01v,25 O1Y,50 O1Y,75 O1Y,90

Przyblizanie zmiennosci implikowanej wzgledem czasu

W praktyce rynkowej stosuje sie jedng z dwoch metod przyblizania zmiennosci wzgledem
czasu trwania opcji, ktore réznia sie sposobem obliczania liczby dni do wygasniecia opcji (ang.
expiry):

— metoda podstawowa: uwzglednia si¢ rzeczywista liczbe dni od daty wyceny (wlacznie) do
daty wygasniecia (wylacznie),

— metoda dni handlowych (metoda TD, TD — od ang. Trade Day): przy obliczaniu liczby dni
miedzy data wyceny (wlacznie) a data wygasniecia (wylacznie) dni weekendowe oraz dni
Swiateczne sa uwzgledniane z wagami, ktére majg odzwierciedli¢ mniejszg zmiennosé kursu
walutowego w tych dniach.

Obliczanie liczby dni w okresie czasu metoda dni handlowych
Niech
— T4 oznacza liczbe dni handlowych w okresie,
— T oznacza liczbe dni weekendowych w okresie,
— T, oznacza liczbe dni $wiatecznych w okresie,
— wy € [0, 1] oznacza wage z jaka uwzgledniane beda dni weekendowe w okresie,
— wy € [0,1] oznacza wage z jaka uwzgledniane beda dni Swiateczne w okresie.
Wéwezas liczba dni dla okresu czasu od chwili poczatkowej (daty wyceny) do chwili 7" wedlug
metody dni handlowych dana jest wzorem

T =Ty + wyTyw + wnTh.
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Zalézmy, ze mamy dane wartosci o;; zmiennosci implikowanych dla czaséw trwania Tj,
i =1,...,8 1 przy ktorych delty opcji (put) wynosza Ay dla pewnego k. Warto$¢ zmiennosci
implikowanej (T, Ag) opcji (put) z delta A dla czasu trwania:

— T < Ty przyjmujemy nastepujaco:

o (T, By) = oy, (11.16)

— T; < T < T;41 przyblizamy wedlug nastepujacego wzoru (interpolacja liniowa wzgledem
nieannualizowanej wariancji):

~ 1
o(T,Ag) = ﬁ\/‘jiszi + T(UZ~2+17kTZ'+1 — Uiszi), (11.17)
gdzie
— w przypadku metody podstawowej
-1
T = ———
Tiv1 —T;
— w przypadku metody dni handlowych
T = * *
Ty~ T

z liczbami dni T™, T, oraz T} ; obliczonymi wedtug metody dni handlowych,
— T3 < T przyjmujemy nastepujaco:

~

o(T,Ay) = osp. (11.18)

Przyblizenie zmiennosci wzgledem ,,delt”
Przyblizenia dokonujemy dla ustalonego czasu trwania 7', dla ktérego mamy dane (lub ob-
liczone stosujac przyblizenie zmiennosci wzgledem czasu) wartosci

o(T, ﬁk) zmienno$ci implikowanej dla ,delt” A (k=1,...,5).

Przyblizona wartosé zmiennosci implikowanej o (7T, 3)
— dla czasu trwania T,
— ktora odpowiada zadanej wartosci ,delty” A lezacej pomiedzy Aj a A
wyznaczamy stosujac jedna z dwoch metod:

— interpolacje liniowa miedzy punktami (A, o(T,Ay)) (k=1,...,5), to jest

~ ~ ~ ~ . A-A
o(T,A) = o(T, Ap) + (0(T, Agyr) — o(T, Ap)) o2, (11.19)
A1 — Ay
jesli Ap < A < Ay,
— interpolacje splajnami, to jest
o(T,A) = Sp(A), (11.20)

gdzie Sp jest naturalnym splajnem kubicznym wyznaczonym dla uktadu punktéw (Ag, o (T, Ag))
(k=1,...,5).
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Précz metod interpolacji nalezy jeszcze okresli¢ sposob ekstrapolacji zmiennosci, czyli
wyznaczania zmiennosci o (7 A) w przypadku gdy A< A lub As < AW najprostszym
podejsciu stosuje sie ekstrapolacje statymi wartoéciami, to jest:

dla A < A (to jest dla opcji put/call mocno OTM/ITM) kladziemy

o(T,A) = o(T,Ay) (11.21a)
dla A > As (to jest dla opcji put/call mocno ITM/OTM) ktadziemy
o(T,A) = o(T, As). (11.21b)

Uwaga 11.2. Takie rozwiazanie moze niedoszacowywac opcje o skrajnych wartosciach delt, szcze-
gélnie opcje poza pieniadzem.

11.7. Wyznaczenie zmiennos$ci dla opcji o danej cenie wykonania

Zal6zmy, ze mamy dane wartosci o(7T, Ak) zmienno$ci implikowanej dla ,delt” Ay (k =
1,...,5) i pewnego ustalonego czasu trwania 7. Warto$¢ zmiennosci implikowanej o (7, K) dla
opcji o czasie trwania 1" i cenie wykonania K obliczamy nastepujacym iteracyjnym algorytmem.

Niech
— € oznacza zadana wartos¢, ktora okreéla doktadnosé z jaka bedziemy wyznaczaé¢ zmiennosé

implikowana.

— Npae Oznacza maksymalng liczbe wykonywanych iteracji.

Start
— Kladziemy 0(®) = o(T, A3) (bierzemy zmiennoé¢ implikowana opcji ATM, czyli takiej ktére]

delta forward wynosi 50).

Iteracje
— Dlan=0,1,..., Ny — 1 wykonujemy nastepujace kroki 1-3:

1. Obliczamy ,delte” opcji ze zmiennoscia o™ dla ceny wykonania K i czasu trwania T

A* = A(S,K,T,c™), (11.22)

gdzie, przypomnijmy, A(S, K, T, ™) = ®(—d;).
2. Wyznaczamy nowa warto$é¢ zmiennosci implikowanej o™t dla opcji z ,delta” A* za
pomocy jednej z metod przyblizania wzgledem ,delty”.
3. Jesli ]0(”“) — a(”)| < €, to iteracje zostaja zatrzymane.
Koniec.
Jako warto$¢ zmiennoéci implikowanej dla opcji z ceng wykonania K i czasem trwania 7'
przyjmujemy
o(T,K) = o™+,

11.8. Zmiennos$¢ dla opcji dowolnym czasie trwania i cenie wykonania

Wyznaczenie wartosci zmiennosci dla opcji o czasie trwania T' i cenie wykonania K przebiega
w dwdbch etapach:

Etap 1

Wyznaczamy strukture ,usmiechu” zmiennodci dla opcji o czasie trwania T' stosujac przy-
blizenie wzgledem czasu.

Etap 2
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Wyznaczamy warto$¢ zmiennosci dla opcji o czasie trwania 7' i cenie wykonania K sto-
sujac schemat iteracyjny wzgledem ,delt” na wyznaczonej w Etapie 1 strukturze ,,uémiechu”
zmienno$ci dla opcji o czasie trwania 7.

Tak wyznaczona zmienno$é jest nastepnie uzywana do obliczenia wartosci opcji waniliowej
z modelu BS.

11.9. Struktura zmienno$ci implikowanej opcji na akcje/indeksy

Podobnie jak poprzednio dyskretna struktura zmiennoéci implikowanej jest przedstawiona
w postaci dwuwymiarowej tablicy

Ti/K; Ky K, K3 -+ Kj
1D oipp 01p2 0O1D3 *°*  O1D,J
W owwa owwe owwg3 o Oiw,g

: : dots
1Y owvqg owye o1wvz 0 01y

indeksowanej dwiema zmiennymi:

— okresami, ktore odpowiadaja pewnym ,wystandaryzowanym” czasom trwania opcji,
— cenami wykonania opcji Kj;.

Wsréd cen wykonania K jest cena wykonania opcji ATM, ktéra zwykle znajduje sie¢ w
$rodku ciaggu cen Ki,..., K.

Wyznaczenie wartosci zmiennosci dla opcji o czasie trwania T i cenie wykonania K przebiega
podobnie jak poprzednio w dwdch etapach:

Etap 1 jest identyczny jak w przypadku opcji walutowych:

Dla kazdej z cen wykonania K; wyznaczamy strukture ,,uSmiechu” zmiennosci dla opcji o cza-
sie trwania T stosujac przyblizenie wzgledem czasu, czyli znajdujemy zmiennosci o (T, K1), o(T, K3), o(T, K3), .

Etap 2 jest prostszy, niz w przypadku opcji walutowych:

Wartos¢ zmiennosci dla opcji o czasie trwania T' i cenie wykonania K wyznaczamy stosujac
interpolacje (liniowa / splajnami) lub ekstrapolacje wzgledem zmiennej K na wyznaczonej w
Etapie 1 strukturze ,usmiechu” zmiennosci (T, K;) (k=1,...,J).

Do czego uzywamy zmienno$ci implikowanych?

— Do wyceny (z modelu BS) opcji waniliowych.

— Nie ma uzasadnienia (poza brakiem lepszego pomystu) dla bezposredniego uzywania
zmienno$ci implikowanych przy wycenie opcji egzotycznych, bo z definicji zmienno-
Sci implikowane sg skalibrowane tylko do opcji waniliowych. Za teoretyczna cene opcji egzo-
tycznych przyjmuje sie cene uzyskang z odpowiedniego modelu BS obliczona przy zmiennosci
ATM opcji waniliowe;j.

— Wspblezynniki wrazliwosci opcji (szczegélnie delta) nie powinny byé obliczane z wzoréw
analitycznych wynikajacych z formut BS, bowiem w tych wzorach zaklada sie ze parametr
o nie zalezy od S. Na przyktad w przypadku obliczania delty, teoretycznie powinnismy to
zrobi¢ w nastepujacy sposéb

8(}33 ) 8Uimp 8o—imp
0Cimp  0S as
Problem polega na tym, ze na ogél nie znamy postaci funkcji oimp(S) i nie umiemy poli-
czy¢ analitycznie jej pochodnej. Zwykle ratujemy si¢ w ten sposéb, ze obliczamy delte jako
symetryczny iloraz réznicowy

Crs(S+ A S, 0 imp(S+ A S)) — Cps(S— A S, Oimp(S— 4 5))
2AS8

Amkt = Aps + = Aps+ V- (11.23)

Akt = (11.24)
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dla odpowiednio matlej wielkosci A S, o ile dysponujemy metoda (numeryczna), ktéra umoz-
liwia modelowanie uémiechu zmiennosci jako funkcji od ceny biezacej.

— Ptlaszczyzna zmiennosci jest uzywana jako input” do zbudowania modelu wyceny opcji
egzotycznych spdjnej z wycena opcji waniliowych. W tych modelach wprowadza si¢ nowe
rodzaje zmiennosci:

— lokalng (Derman-Kani),
— stochastyczna (Hull-White, Heston),
— kombinacje powyzszych (model zaimplementowany w J.P. Morgan).

Cechy charakterystyczne usmiechéw zmiennosci
» Dla opcji walutowych
(a) Dla par walutowych z rozwinigtych rynkéw

— Ma symetryczny ksztalt z ramionami skierowanymi ku goérze.

(b) Dla par walutowych, w ktérych jedna waluta jest waluta rozwinietego rynku, a druga
jest waluta wschodzacego rynku
W tym przypadku spotyka si¢ ,sprzeczne” opinie i obserwacje:
— Ma czesto ksztatt podobny do uémiechu zmiennosci, ktéry jest obserwowany dla opcji na
akcje?
— Ksztalt udmiechu zmiennoéci podlega czestym zmianom?
» Dla opcji na akcje (indeksy)

— USmiech zmiennosci ma zwykle wyrazna skosnosé.

— Zmienno$¢ maleje wraz ze wzrostem ceny wykonania.

— Ksztalt usmiechu jest bardziej wyrazny dla opcji o krétkim czasie trwania. Dla opcji o
dhuzszym czasie trwania usmiech zmiennosci jest ,,plytki”.

11.10. Zmiennosé lokalna

Zmienno$¢ lokalna to deterministyczna (niestochastyczna) funkcja o = (S, t), ktéra wyste-
puje w réwnaniu opisujacym proces S; cen instrumentu podstawowego

dSt = T’(St, t)Stdt + O'(St, t)Stth (1125)

Uwagi

1. Jesli S; spelia (11.25), to na ogdl (po za kilkoma szczegbélnymi przypadkami) nie umiemy
podaé analitycznego rozwiagzania na S; i w zwiazku z tym nie mamy wzoréw bedacych
odpowiednikami formut BS.

2. Natomiast mozemy wcigz powiedzieé, ze cena instrumentu pochodnego wystawionego na Si,
spelnia réwnanie Blacka-Scholesa

pc

ogz =70 (11.26)

ktore mozemy probowaé rozwiazywaé numerycznie

— po ,wyspecyfikowaniu” funkcji o(S,t) w sposéb zgodny z rynkiem,

— po postawieniu warunkow brzegowych, ktore ,specyfikuja”’ instrument pochodny.
Zwykle nie rozwiazujemy réwnania (11.26) bezposrednio, a raczej przeksztalcamy je tak,
by otrzymaé inne réwnanie na inna funkcje (przez ktora C sie wyraza), ktére sie latwiej
rozwiazuje.
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3. Teoretycznie jedli znamy (z rynku) zalezno$é ceny opcji waniliowych od T' i K mozemy
wyznaczy¢ funkcje o(S,t) przez przejscie do réwnania dualnego do (11.26) — tzw. réwnania
Fokkera-Plancka. Z tego réwnania wyznaczamy zmienno$¢ lokalng w nastepujacy sposob

_ L, F 9K +iC

202C
K OK?2

o?(K,T)

W praktyce sa z tym problemy, bo mamy zbyt malo danych z rynku, by w sposéb dostatecznie
dobry wyliczy¢ pochodne C' po T i K, ktére wystepuja w rownaniu Fokkera-Plancka.

4. Wykres funkcji o = o(S,t) nazywa sie plaszczyzna lokalnej zmiennoéci (nie myli¢ z plasz-
czyznag zmiennosci implikowanej).

11.11. Zmienno$¢ stochastyczna

Jedli nie wystarcza nam model (11.25), mozemy sprébowaé skomplikowaé model jeszcze
bardziej, to znaczy zalozy¢ ze proces cen jest opisany réwnaniem

dSt = T(St, t)Stdt + O'(St, t)Stth (1127)
gdzie tym razem o = o (S, t) jest wielkoscia stochastyczna, taka, ze proces wariancji
V =o°

spelia réwnanie

AV, = u(Vy, Sy, t)dt + v(Vy, Sy, t)dW,, (11.28)

dla pewnych funkcji p i v. Zaktada sie rowniez, ze procesy Wienera W; i W, sg skorelowane, w
tym sensie, ze .

Przyktady modeli dla zmienno$ci
Model Hulla-White’a (1987)

AV} = a(vee — Vy)dt + £V,

gdzie a, v, &, oraz «a sg statymi.
Model Hestona (1993)

dO’t = "}/O'tdt + (Sth



12. Instrumenty pochodne stopy procentowej

12.1. Proste instrumenty pochodne stopy procentowej

Instrumenty pochodne, ktérych wyptaty zaleza od struktury stéop procentowych, sa na ogdt
instrumentami o znacznej ztozonoéci. Ich wycena wymaga duzo bardziej zaawansowanych metod
i modeli niz model Blacka-Scholesa, a zabezpieczanie takich instrumentéw jest bardzo skompli-
kowane. Instrumenty pochodne stopy procentowej, w pewnym sensie, sg wyeksponowane na
wiele wzajemnie oddzialywujacych czynnikéw ryzyka. Podstawg do rozumienia inzynierii takich
instrumentéw sa proste pochodne stopy procentowej (pochodne pierwszej generacji), ktore zale-
73 jedynie od poziomu pewnych stop procentowych. Na tym wykladzie oméwimy najwazniejsze
takie instrumenty pochodne, mianowicie:

— opcje na gérny / dolny poziom stopy procentowej — caplet / floorlet

— cap (seria capletéw) / floor (seria floorletéw)

— binarne opcje stopy procentowe;j

— opcje na kontrakty IRS — swapcje (swaptions)

— opcje na obligacje zerokuponowe

i pokazemy w jaki sposéb te instrumenty sa wbudowywane w ztozone produkty finansowe, na
przyktad:

— inverse floater note,

— range accrual note.

Mimo potencjalnych trudnosci z wyceng tych instrumentéw pochodnych, w praktyce rynko-
wej przyjety zostal prosty model — tzw. model Blacka (analogiczny do modelu Blacka — Scholesa),
w ktérym zaklada sie ze instrument podstawowy opcji (stopa procentowa, cena obligacji) ma w
terminie wygasniecia opcji rozklad log-normalny. Jak juz wiemy przy takim zalozeniu waniliowe
opcje europejskie mozna w prosty sposéb wycenié¢ (o ile znamy parametry tych rozkladéw; patrz
Lemat 9.3) — otrzymujemy tzw. formuly Blacka’76.

12.2. Caplet / Floorlet

Caplet / Floorlet to pojedyncza opcja kupna / sprzedazy stopy rynkowej L = L(T,Tys)
(typu LIBOR), ktérej okres depozytowy zaczyna sie w terminie wygasniecia opcji T i konczy
sie w Tjs. Wyplata tych opcji wynosi

max (w(L — K),0) - A
1+A-L

‘N, (12.1)

gdzie

— w =1 dla capleta i w = —1 dla floorleta,

— K jest ceng wykonania (okreslajaca poziom stopy procentowej),

— A = A(T,Tyy) jest dlugoscia okresu depozytowego stopy L = L(T,Tyy),
— N jest nominalem opcji wyrazonym w walucie stopy L.

Inzynieria Finansowa (©) W.Walu$, M.Barylo, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Struktura wyplaty (12.1) jest bardzo podobna do wyptaty kontraktu FRA do tego stopnia,
ze

kupiony caplet + sprzedany floorlet = kupiony FRA. (12.2)

Stad wynika parytet dla capletéw — floorletéw, mianowicie
V;:aplet - Vﬁoorlet = Viong FRA — N(DF(T) - DF(TM)(l +A- K))7 (12'3)

gdzie Veapler 0raz Vioorlet 0znaczajg biezace ceny capleta oraz floorleta. Posiadacz capleta jest za-
bezpieczony przed wzrostem stopy procentowej powyzej stopy bedacej ceng wykonania tej opcji.
Dlatego capleta okresla sie jako opcje na gérny poziom stopy procentowej. Podobnie floorlet jest
opcja na dolny poziom stopy procentowej, ktora zabezpiecza posiadacza przed spadkiem stopy
procentowej ponizej stopy bedacej cena wykonania tej opcji.
Wycena capleta / floorleta
Przy zalozeniu, ze stopa L = L(T,Ty;) w chwili T' ma rozklad log-normalny taki, ze
— odchylenie standardowe In(L(T,Tys)) wynosi ov/T,
— wartos$¢ oczekiwana stopy L(T,Ths) jest réwna aktualnie obserwowanej stopie forward F' =
F(0,T,Ty) na okres czasu [T, Ty,
biezaca cena capleta (w = 1) / floorleta (w = —1) o cenie wykonania K wynosi

V = N DF(Ty) w(F®(wdy) — K®(wd)) A(T, Tar), (12.4)
gdzie
In(F/K) + 30°T
oVT

a DF(Tyy) jest czynnikiem, ktory dyskontuje z chwili s na chwile biezaca. Czynnik ten mozemy
oczywiscie zapisa¢ w postaci e "(IM)Tv | gdzie r(Thr) jest stopa wolna od ryzyka.

d| = oraz dy =dy —oVT, (12.5)

12.3. Zwiazek capletéw / floorletéw z opcjami na obligacje zerokuponowe

Rozpatrzmy opcje sprzedazy obligacji zerokuponowej, ktéra wyptaca jednostkowy nominat
w chwili Ths. Opcja wygasajac w chwili T, wyptaca

Ng max(Py — P(T),0), (12.6)

gdzie Pg jest cena wykonania, P(T') obserwowana w chwili wygasniecia opcji cena obligacji, a
Np jest nominatem opcji. Jezeli cene wykonania i cene obligacji wyrazimy w terminach stép
procentowych, mianowicie

1 1

Px=—"— P(T)= ————
E=1YAK oraz (T) 1+A-L°

gdzie A = A(T,Tyr) oraz L = L(T,Ty), to po przeksztalceniu wyrazenia na wyplate (12.6)
otrzymamy nastepujaca formutle

max(L — K,0) - A
1+A-L

'NB'PK7

ktora bedzie identyczna z (12.1) w przypadku w = 1, czyli capleta, o ile N = Np Pk . Analogiczny
rezultat otrzymamy dla opcji kupna obligacji zerokuponowej i floorleta.
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12.4. Cap / Floor

Cap / Floor to seria capletéw / floorletéw na stopy procentowe dla kolejnych jednakowych
okreséw depozytowych lacznie obejmujacych czas trwania capa / floora, wszystkie z ta sama
ceng wykonania K i jednakowym nominalem N. Standardowo capy / floory sa kwotowane dla
okres6éw czasu bedacych pelnymi krotnosciami roku, przy czym stopa tych kontraktow jest 3M
lub 6M stopa typu LIBOR.

Rozpatrzmy n-letni cap / floor na 3M stope LIBOR. Poniewaz dla pierwszego 3M okresu
stopa LIBOR jest ustalona przez rynek, n-letni cap / floor sktada si¢ z 4n — 1 trzymiesiecznych
capletéw / floorletéw. Podobnie, n-letni cap / floor na 6M stope LIBOR sklada sie z 2n — 1
szeSciomiesiecznych capletéw / floorletéw. Cena capa / floora jest suma cen poszczegdlnych
(zyjacych) capletéw / floorletéw. I tak, jesli wycena odbywa si¢ przed terminem zapadalnosci
pierwszego capleta / floorleta, to

fn
V;:apnY = Z‘/caplet]ﬁ (127)
j=2

gdzie f oznacza liczbe capletéw / floorletéw przypadajaca na okres jednego roku.

Rynek kwotuje ceny capéw / flooréw podajac warto$é zmiennosci implikowanej o(T), K),
gdzie T oznacza dlugosé kontraktu (w latach, to jest, T = nY) a K jest cena wykonania.
Jest to tak zwana plaska zmienno$é¢ implikowana (ang. flat implied volatility). Ta warto$é jest
uzywana do obliczenia ceny capa / floora za pomoca wzoru (12.7), przy czym kazdy caplet /
floorlet wchodzacy w sklad jednego capa / floora jest wyceniany formuta (12.4) z ta sama war-
toscia zmiennosci o (7T, K). Ceny gotéwkowe capéw i flooréw sa zwykle podawane jako procent
nominalu wyrazony w punktach bazowych (bp).

Majac do dyspozycji ceny (plaskie zmiennosci implikowane) dla serii capéw / flooréw o
czasach trwania réznigcych si¢ tenorem stopy (na przyklad, kazdy kolejny cap jest dluzszy
od poprzedniego o 3M), mozna wyliczy¢é wartosci zmienno$ci implikowanej dla poszczegdlnych
capletéw / floorletéw. Warto$é¢ zmiennosci implikowanej o(j, K) j-tego capleta / floorleta dla
ceny wykonania K wyznaczamy z warunku

‘/caij(a-(jA,K)) = V;:ap (] - 1)A(5((J - 1)A,K)) + ‘/capletj (U(ja K))’ (128)

gdzie A oznacza czas trwania capleta / floorleta. W rzeczywistosci, rynek kwotuje capy / flo-
ory dla czaséw trwania, ktére sa pelnymi krotnosciami roku i wowczas aby mdc wyznaczyé
zmiennosci implikowane o(j, K) korzystajac z wzoru (12.8) trzeba przyja¢ dodatkowe zaloze-
nia, na przyktad zinterpolowaé brakujace ceny capéw / flooréw zapadajacych pomiedzy pelnymi
kolejnymi latami.

Poniewaz dla capletéow i floorletéw zachodzi zwiazek (12.2), to dla capéw i floor6w mamy
analogicznie

kupiony cap + sprzedany floor = forward IRS (pay fixed), (12.9)

gdzie kontrakt forward IRS zaczyna sie w tej samej chwili czasu w ktérej zapada pierwszy caplet
/ floorlet i konczy sie w chwili w ktérej teoretycznie bylaby placona stopa LIBOR ostatniego
capleta / floorleta. Ze zwiazku (12.9) wynika natychmiast nastepujacy parytet cap — floor

Ty
Veap — Vioor = Viwd IRS(pay fixed) — N (DF(TI) —DF(Ty) - K Z AtDF(t)) ) (12.10)
t=Ts
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gdzie T} i Ts sa odpowiednio poczatkiem i koncem pierwszego capleta / floorleta, Ths jest koncem
ostatniego capleta / floorleta, a A; oznacza dlugosé okresu capleta / floorleta ktéry wygasa w
chwili ¢.

Collar jest strategia zlozong z kupionego capa z ceng wykonania Kc,p i sprzedanego floora
z ceng wykonania Kpoor < Keap, Przy czym oba kontrakty opiewaja na ten sam nominal.
Kupujac taks strategie inwestor zapewnia sobie finansowanie po stopie R nie wigkszej niz Kcap
ale jednoczes$nie by obnizy¢ koszt tego zabezpieczenia (to jest, koszt strategii collar) akceptu-
je, ze poziom stopy po ktérej sie bedzie finansowal bedzie wynosi¢ co najmniej Kooy Taki
klient zwykle okresla maksymalny poziom kosztu finansowania wyrazony stopa Kcap oraz koszt
zabezpieczenia Peqge 1 do tych wartosci dobiera si¢ cen¢ wykonania floora Kpoor tak by

V;:ap(Kcap) - Vﬂoor(Kﬂoor) = Phedge-

Typowy collar jest tak konstruowany by w chwili jego zawarcia jego warto$¢ wynosita zero.

12.5. Binary cap / binary floor
Binarny caplet / floorlet wyptaca kwote w chwili wygasniecia opcji T
Hw(L - K))-A-N, (12.11)

gdzie

— H(z) =1 jezeli z > 0 oraz H(z) = 0 jezeli z <0,

— w =1 dla capleta i w = —1 dla floorleta,

— K jest cena wykonania (okreslajaca poziom stopy procentowej),

— A = A(T,Tyy) jest dtugoscia okresu depozytowego stopy L = L(T,Ty),
— N jest nominatem opcji wyrazonym w walucie stopy L.

W modelu Blacka wycena binarnych capletéw (w = 1) / floorletéw (w = —1) dana jest
wzorem
V = N DF(T) ®(wds) A(T, Tay), (12.12)
gdzie

In(F/K) — 30°T
dy = (F/K) — 5 : (12.13)
oVT
a DF(T) jest czynnikiem, ktory dyskontuje z chwili 7" na chwile biezaca.
Binarny cap / floor jest seria pojedynczych capletéw / floorletéw i oczywiscie cena tych
kontraktéw jest suma poszczegdlnych opcji z ktérych sie one skladaja. Binarne capy / floory sa

najczesciej elementami sktadowymi finansowych produktéw strukturalnych.

12.6. Swapcje — opcje na kontrakty IRS

Swapcja (ang. swaption) jest opcja na kontrakt IRS, ktéry rozpocznie sie¢ w terminie wy-
gasniecia opcji.

Swapcja charakteryzuje sie dwoma parametrami czasowymi — pierwszy z nich oznacza ter-
min wygasniecia (czas trwania) swapcji, a drugi to dlugo$é¢ (tenor) kontraktu IRS bedacego
instrumentem podstawowym swapcji. W terminie wygasnigcia, o ile bedzie to korzystne dla
posiadacza swapcji, wejdzie on w kontrakt IRS ze stopa okreslona cena wykonania opcji K.
Druga strong kontraktu IRS bedzie wystawca opcji. Sa dwa rodzaje swapcji:

— receiver’s swaptions — opcje na kontrakt IRS w ktérym (od strony posiadacza opcji) bedziemy
otrzymywacé stala stope kontraktu IRS (stope K) i placi¢ stope zmienna typu LIBOR,;
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— payer’s swaptions — opcje na kontrakt IRS w ktérym (od strony posiadacza opcji) bedziemy
placié stala stope kontraktu IRS (stope K) i otrzymywaé stope zmienna typu LIBOR.
Jak wynika z okreslenia tych swapcji w chwili wygasnigcia zachodzi nastepujacy zwiazek

long payer’s swaption + short receiver’s swaption = pay fixed fwd IRS,

skad otrzymujemy parytet dla swapcji w postaci

Vp.swaption - ‘/r.swaption = Vp.iwd irs(K)a (1214)

gdzie V,, fwd irs(K) jest wartodcia w chwili wyceny kontraktu forward IRS, ktéry placi stala stopa
K i zaczyna sie w chwili wygas$niecia opcji.

Zwiazek swapcji z opcjami na obligacje kuponowe

W chwili wygadniecia T" warto$¢ swapcji na jednostke nominatu kontraktu IRS wynosi

max(Vis(K),0)

gdzie Vis(K) jest wartoscia w chwili 7" kontraktu IRS ze stopa K. Kontrakt IRS ze stopa K, w
ktérym placimy stope stala K, mozna (w sensie wyceny) uznaé za kontrakt wymiany obligacji o
stalym kuponie oprocentowanym K na obligacje o zmiennym oprocentowaniu. Wartos¢ obligacji
o zmiennym kuponie na poczatku (kazdego) okresu odsetkowego jest réwna wartosci nominalnej
tej obligacji. W zwiazku z tym, receiver’s / payer’s swapcja jest réwnowazna opcji kupna (call)
/ sprzedazy (put) obligacji o stalym kuponie K, ktorej cena wykonania jest réwna wartosci
nominalnej obligacji (swapcji).

Wycena swapcji

Rozpatrzmy payer’s swaption o wartosci nominalnej 1. Wéwczas, wartosé, w chwili T', kon-
traktu IRS bedacego instrumentem podstawowym opcji wynosi

Vp.irs(K) =1- PK, (1215)

gdzie Pk jest ceng obligacji, ktérej kupon wynosi K. Z drugiej strony, kontrakty IRS zawierane
w chwili 7" maja stope R(T) taka, ze obligacja o kuponie R(T') jest at par, to znaczy Pr(r) = 1.
Zatem

J
Voirs(K) = Py — Px = (R(T) — K) Y _ A;DFp(T}), (12.16)
j=1

gdzie A; jest dlugoscia j-tego okresu odsetkowego nogi stalej kontraktu IRS, a DFr(T}) czyn-
nikiem, ktéry dyskontuje z konca tego okresu Tj do chwili poczatkowej kontraktu IRS (wedlug
struktury stép obowiazujacej w chwili T). Z (12.16) wynika, ze payer’s swapcja bedzie wykony-
wana jezeli stopa kontraktéw IRS w chwili wygasniecia opcji jest wieksza niz cena wykonania
swapcji. Ponadto, wzér (12.16) pozwala nam uwazaé payer’s swapcje za zestaw J opcji kupna
na stope R(T) zapadalnych w chwili T o tej samej cenie wykonania K, wplata ktérych jest pro-
porcjonalna do dtugoéci kolejnych okreséw odsetkowych nogi statej kontraktu IRS — doktadniej,
wartos¢ wyplaty j-tej takiej opcji w T wynosi

max ((R(T) — K),0) A; DF7(T}). (12.17)

Struktura wyptaty (12.17) jest niemal analogiczna jak wyplata capleta dana wzorem (12.1) dla
w = 1.

Zatem, jezeli zalozymy, ze stopa R(T') kontraktu IRS w chwili 7" ma rozklad log-normalny
taki, ze
— odchylenie standardowe In(R(T')) wynosi ov/T,
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— warto$¢ oczekiwana stopy R(T) jest réwna aktualnie obserwowanej stopie Fy = Fiyq irs(0, 1)
kontraktu forward IRS ktory zaczynie si¢ w T,
to kazda z J opcji, ktére daja wyplate payer’s swapcji, mozna wyceni¢ wzorem Blacka’76

DF(T})(Fod(dy) — K®(d2)) A, (12.18)

gdzie
g In(Fy/K) + 30°T
b oVT

a DF(T}) jest czynnikiem, ktéry dyskontuje z chwili 7; na chwile biezaca.
Tak wiec warto$é payer’s swapcji wynosi

oraz dy =dy — oVT, (12.19)

Vp.swaption = (EJ: DF(]}) A]) : (Fofb(dl) — K‘I)(dg)) (1220&)
j=1

Analogicznie mozna pokazaé, ze warto$¢ receiver’s swapcji wynosi

J
Vi swaption = (Z DF(T}) Aj) (= Fy®(—dy) + K®(—dy)). (12.20Db)
j=1
Wzory (12.20) mozemy, podobnie jak w przypadku poprzednio omawianych opcji, zapisaé jedna
formula — mianowicie wartos¢ payer’s (w = 1) / receiver’s (w = —1) swapcji dana jest wzorem
J
Viwaption = | Y DF(T;) A | - w - (Fo®(wdy) — K®(wdz)). (12.21)
j=1

Stope kontraktu forward IRS, ktéry zacznie si¢ w chwili 7' i skonczy si¢ w 1Ty, obserwowana
w chwili wyceny swapcji obliczamy nastepujacym wzorem:
I DF(T)— DF(Ty)
0= N .
j=1 DF (TJ) Aj

(12.22)

Rynek kwotuje swapcje dla gléwnych walut (USD, EUR, GBP, JPY) podajac wartosci
zmiennosci o, ktére wstawione do formul Blacka’76 prowadza do ceny gotéwkowej. Kwotuje sie

glownie swapcje ATM, to znaczy swapcje z cenami wykonania rownymi stopom odpowiednich
kontraktéw forward IRS.

12.7. Niespdjno$¢é modelu Blacka’76

Model Blacka’76 zaktada, ze instrument podstawowy opcji w chwili wygasniecia opcji ma
rozktad log-normalny. W przypadku
— wyceny capéw / floor6w model zaklada, ze stopy forward maja rozklad log-normalny,
— wyceny swapcji model zaklada, ze stopy kontraktéw IRS maja rozktad log-normalny.
Te dwa zalozenia sa wzajemnie niespéjne (sprzeczne), bowiem, jak wiemy (patrz Wyklad 4),
stopa kontraktu IRS jest w przyblizeniu érednia arytmetyczna stép forward i jesli te ostatnie
maja rozklad log-normalny, to, na ogdét, rozktad stopy kontraktu IRS nie jest log-normalny.
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12.8. Finansowe produkty strukturalne z wbudowanymi opcjami na stope
procentowg

Kredyt o zmiennej ale ograniczonej z géry stopie procentowej

Rozpatrzmy kredyt, w ktérym kredytobiorca placi co ustalony okres (na przyklad co 3M)
odsetki obliczone wedlug zmiennej stopy rynkowej typu LIBOR. Kredytobiorca chce ograniczyé
z gory koszt tego kredytu (efektywnie ptacona stope od pozyczonego kapitatu). Niech K oznacza
maksymalny poziom stopy rynkowej jaki chce on zaakceptowaé. W tym celu kupuje capa z
ceng wykonania K o strukturze zgodnej z zaciagnietym kredytem (caplety maja czas trwania
taki sam jak okresy odsetkowe kredytu) z nominalem identycznym jak kwota pozyczonego
kapitatu. Zawarty kontrakt cap bedzie rekompensowal kredytobiorcy potencjalnie wyzsze koszty
obstugi kredytu. Niech Ve, bedzie cena tego capa (na jednostke nominatu). Aby zobaczy¢ jaki
jest efektywny koszt tego kredytu z uwzglednieniem zabezpieczenia, rozkladamy koszt capa
na strumien dodatkowych platnoéci ptaconych razem z odsetkami od kredytu. Ten strumien
wyrazimy w postaci marzy m powyzej ptaconej stopy, a wiec kredytobiorca ptaci

LIBOR+m jezeli LIBOR < K
lub
K + m jezeli LIBOR > K.

Jezeli wystawca capa jest kredytodawca, to istotnie, zamiast przyjmowaé premie za capa
w chwili zawierania umowy, moze on rozlozy¢ premie capa na strumien ptatnosci marzowych,
ktore bedzie otrzymywal razem z odsetkami. Wielkos¢ marzy m spelnia réwnanie

J
Veap =m | > DF(Tj) A | . (12.23)
j=1

gdzie A; jest dltugoscia j-tego okresu odsetkowego kredytu (czasu trwania j-tego capletu), a T sa
terminami ptatnosdci odsetkowych. Tak obliczona marza m jest funkcja poziomu zabezpieczenia
K.

Musimy obstuzy¢ jeszcze maty niuans. Jak wiemy, konstrukcja capa zaklada, ze pierwszy
caplet zaczyna sig od pierwszego przyszlego okresu depozytowego (odsetkowego) stopy, ktora jest
instrumentem podstawowym capa, czyli ze bieZgcy okres nie jest objety zabezpieczeniem. Wow-
czas, aby usuna¢ to niedopasowanie miedzy struktura kredytu a struktura capa, do struktury
capa dotacza sie dodatkowego capleta na ten pierwszy bieZgcy okres o znanym juz rozliczeniu,
ktorego warto$é¢ biezaca wlacza sie do ceny capa. Dalej, marze m obliczmy z wzoru (12.23),
gdzie w cenie capa po lewej stronie uwzgledniono warto$é biezaca rozliczenia dodatkowego po-
czatkowego capleta.

Nalezy jeszcze zwrocié uwage na fakt, ze opisujac powyzszg strukture zabezpieczania kredytu
zakladalidmy, ze caplety wchodzace w sklad tej struktury daja (niezdyskontowane stopa LIBOR)
wyplaty na koncu okreséw depozytowych stopy LIBOR, a nie na poczatku, jak to opisaliémy w
(12.1). Ta modyfikacja capa nie wplywa na wycene capa ani obliczenie marzy.

Inverse floating rate note (reverse floater, bull floating rate note)

Inverse floater to papier wartosciowy ktéry ptaci kupony liczone wedtug stopy

K — LIBOR, (12.24)

gdzie K jest ustalonym poziomem stopy procentowej, zwykle w chwili emisji papieru istotnie
wigkszym niz biezacy poziom stéop rynkowych LIBOR, z dodatkowym warunkiem, ze stopa
(12.24) nie moze staé¢ si¢ ujemna — to znaczy w takiej sytuacji kupon jest zerowy. Jakie instru-
menty pochodne sg wbudowane w ta strukture?
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Range accrual note
Range accrual note to papier wartosciowy ktéry ptaci kupon liczony wedtug stopy obliczone;j
nastepujacym algorytmem

d
D R, (12.25)
gdzie
— R jest z gbry ustalona stopa tego papieru (ta stopa moze by¢ rézna dla réznych okreséw
odsetkowych),

— D jest liczba dni handlowych w okresie odsetkowym,
— d jest liczba dni tego okresu odsetkowego w ktérych stopa LIBOR miata warto$é¢ w ustalonym
zakresie, tzn. kiedy
R; < LIBOR < R, (12.26)

dla pewnych ustalonych Ry < R,,.
Jakie instrumenty pochodne sa wbhudowane w te strukture?

Uwaga 12.1. W innym wariancie Range accrual note kupon liczony jest od stopy

d
D (LIBORJ%I +m), (12.27)

gdzie
— LIBOR#y jest stopa LIBOR ustalong na poczatku okresu odsetkowego, niekoniecznie taka
sama, ktora jest uzywana do sprawdzania warunku (12.26) celem wyznaczenia liczby d —
na przyktad, jesli okresy odsetkowe sa sze$ciomiesieczne to LIBORgy jest szedciomiesieczna
stopa LIBOR, a stopa LIBOR uzywana w warunku (12.26) jest stopa trzymiesieczna,
— m jest marza addytywna.
W tym wariancie wycena jest istotnie trudniejsza niz w wariancie ze stata stopa. Zwykle
musimy sie positkowa¢ metodami przyblizonymi, na przyktad metodami Monte Carlo wraz z
odpowiednio skalibrowanym modelem st6p procentowych.

12.9. Zagadnienia i zadania na Cwiczenia

Cwiczenie 12.1. Cena capleta 6x9 z gérnym poziomem stopy 5% wynosi 15 bp. Oblicz cene
floorleta 6x9 z dolnym poziomem stopy 5% wiedzac, ze stopa 6M LIBOR wynosi 4.5% a kwo-
towanie FRA6x9 wynosi 5.5%. Dla uproszczenia obliczenn mozna przyjaé, ze stopy sa na bazie
30/360.

Cwiczenie 12.2. Firma wuwu. com moze zaciagnaé kredyt na okres 3 lat w ktérym bedzie placié
poélroczne odsetki od pozyczonej kwoty wedtug stopy rynkowej zmiennej LIBOR plus 150 bp
(kwota kredytu bedzie sptacona na koncu). Poniewaz firma wuwu.com chce uchronié sie przed
wysokimi kosztami tego kredytu, to jest, nie chce placié¢ wiecej niz 6% w przypadku wzrostu
stép procentowych, bank, w ktérym firma zaciaga kredyt, proponuje jej kupno trzyletniego
kontraktu cap na stope 6M LIBOR. Biezaca struktura stép procentowych (kapitalizowanych w
sposob ciagly) jest plaska i stopy te wynosza 4%. Zmienno$é trzyletnich kontraktéw cap wynosi
20%. Za wystawienie tej opcji firmie wuwu.com bank zamierza pobraé oplate w formie prowizji.
Oblicz warto$¢ tej prowizji.

Cwiczenie 12.3 (IRS z ograniczona stopa zmienna). Rozpatrzmy n-letni kontrakt wymiany
procentowej, w ktérym wysokos¢ stopy zmiennej jest ograniczona z géry. Noga stata ptaci odsetki
co rok, a noga zmienna co sze$¢ miesiecy. Odsetki nogi zmiennej (na jednostke nominatu) za
i-ty szeSciomiesieczny okres odsetkowy w tym kontrakcie wynosza

Ai min(Li7 Lmax)a
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gdzie L; jest 6M stopa rynkowa (typu LIBOR) ustalang na poczatku okresu odsetkowego, A;
jest dlugoscia tego okresu, a Lax ustalong kontraktem maksymalna wartoécia ptaconej sto-
py rynkowej. Stopa R nogi statej tego kontraktu jest tak dobierana, by w chwili rozpoczecia
kontraktu warto$¢ kontraktu wynosita zero. Oznaczmy ten kontrakt symbolem IRS*.

(a) Przedstaw kontrakt IRS* jako portfel ztozony pewnego kontraktu IRS oraz odpowiedniego
instrumentu pochodnego.

(b) Wyprowadz formule na warto$é¢ stopy R kontraktu IRS* jako funkcje od stopy Ry stan-
dardowego kontraktu IRS (o takim samym czasie trwania i takiej samej strukturze okreséw
odsetkowych jak w kontrakcie IRS*), ceny odpowiedniego instrumentu pochodnego (patrz
(a)), biezacej wartosci Ly szeSciomiesiecznej stopy rynkowej oraz biezacej wartosci n-letniej
zerokuponowej stopy procentowej R(nY).

(c) Wykonaj obliczenia dla nastepujacych danych liczbowych:

— n = 3 (to jest dla trzyletniego kontraktu),

— stopa standardowego kontraktu IRS 3Y Ry = 6%,
— 6M stopa (typu LIBOR) Ly = 5.70%,

— gérny poziom stopy Lmax = 5.50%,

— DF(3Y) = 0.84,

— caps (ceny w bp, dla danych cen wykonania)

5.00 5.50 6.00
3Y 210 150 100

— floors (ceny w bp, dla danych cen wykonania)

5.00 5.50 6.00
3Y 38 78 138
Cwiczenie 12.4. Biezaca struktura stép procentowych (kapitalizowanych w sposob ciagly) jest
plaska i stopy te wynosza 5%.
(a) Oblicz stope R piecioletniego kontraktu IRS o rocznych okresach odsetkowych nogi stalej.
(b) Oblicz premie, ktéra Bank powinien pobraé od klienta zawierajacego z Bankiem kon-
trakt wymiany procentowej IRS, w ktérym Bank bedzie ptacit stala stope w wysokoéci R
(obliczona w punkcie (a)) rocznie przez 5 lat, za danie klientowi mozliwosci bezkosztowego
(i) przerwania kontraktu po 3 latach,
(ii) wydluzenia kontraktu w terminie zapadalnosci z ta sama stopa o kolejne 2 lata.
Przyjmij, ze zmienno$é¢ swapcji wynosi 20% niezaleznie od terminu zapadalnosci i tenoru
kontaktu swap, ktory jest instrumentem podstawowym swapcji.

Cwiczenie 12.5. Oblicz cene trzyletniej opcji kupna po cenie nominalnej piecioletniej obliga-
cji, ktora bedzie placié¢ rocznie kupon w wysokosci 5%. Biezaca struktura stép procentowych
(kapitalizowanych w sposéb ciagly) jest plaska i stopy te wynosza 5%. Przyjmij, ze zmiennos$é
trzyletnich swapcji wynosi 20% niezaleznie od tenoru kontaktu swap, ktory jest instrumentem
podstawowym swapcji.
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