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Streszczenie. Wyklad jest wprowadzeniem do modelowania rynkéw finan-
sowych. Zostanie zdefiniowany model rynku, wprowadzimy pojecie portfela
replikujacego, za pomoca ktorego rozwiazemy zagadnienie wyceny i zabezpie-
czenia dowolnej wyplaty osiagalnej, w szczegdlnosci zwiazanej z opcjami, takze
amerykanskimi. Wprowadzimy pojecie miary martyngalowej - podstawowego
narzedzia technicznego pomagajacego w badaniu rynku. Rozwazamy zagad-
nienie wyceny wyplat nieosiagalnych, wprowadzimy pojecie ceny kupujacego i
sprzedajacego. Zostanie takze skonstruowany rynek kontraktow terminowych
futures i opisana wycena instrumentéw pochodnych na tym rynku. Zaczniemy
od modeli z czasem dyskretnym, a nastepnie przedstawimy modele z czasem
cigglym na przykladzie rynku Blacka-Scholesa
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1. Wprowadzenie

1.1. Wstep

Prezentowany cykl wyktadow stanowi elementarne wprowadzenie do modelowania rynkow fi-
nansowych, do wyceny instrumentoéw pochodnych oraz zagadnien zabezpieczania wyptat. Celem
jest przedstawienie podstawowych idei matematyki finansowej i rzadzacych nig mechanizmow.
Zamierzam pokazaé jak problemy praktyczne zwigzane z wycena aktywéw bazowych i instru-
mentéw pochodnych (a wiec takich, ktérych cena zalezy od cen aktywéw podstawowych) oraz
zabezpieczeniem wyplat zapisa¢ w jezyku matematyki, a nastepnie jak, korzystajac z aparatu
matematycznego, problemy te rozwiazaé¢. Opis rynku, jak i praktyczne jego dziatanie, przedsta-
wiono tylko w stopniu niezbednym do konstrukcji modelu.

Przy badaniu instrumentéw pochodnych skupimy sie na wycenie i replikacji wyptat dajacych
losowy zysk w ustalonej chwili koncowej w przysztosci. Przyktadami takich wyptat sa opcje
europejskie i kontrakty terminowe. Korzystajac z metod stochastycznych (teoria martyngatow
i analiza stochastyczna) rozwiazemy postawione wyzej pytania.

W pierwszym rozdziale zostaly opisane rynki finansowe i omdéwiono wazniejsze klasy in-
strumentéw pochodnych. W drugim przeanalizowano najprostszy model rynku — model rynku
jednookresowego dwustanowego.

W czesci drugiej, sktadajacej sie z 6 rozdzialow szczegdtowo omébéwiono rynki skonczone, czyli
rynki z czasem dyskretnym i ze skonczonym zbiorem stanéw (scenariuszy). Na przykladzie tego
rynku widaé dobrze sens ekonomiczny zatozen i myél przewodnia koncepcji wyceny i replikacji.
Do zrozumienia tej czesci skryptu wystarczajaca jest znajomosé elementarnej teorii martynga-
16w, np. z ksiazki Jakubowskiego i Sztencla Wstep do teorii prawdopodobienstwa [J-Sz).

Czesé trzecia wykltadéw opisuje rynki z czasem ciggltym. Przedstawiono w niej klasyczny
model Blacka-Scholesa w kontekscie ogdlnej teorii rynku z czasem cigglym. Zostaly m.in. wy-
prowadzone wzory Blacka-Scholesa. Oméwiono metody szukania wspotczynnika zmiennosci o.
Przedstawiono modele zmiennosci, opcje amerykanskie, opcje egzotyczne, rynek kontraktow
terminowych futures (wzory Blacka).

Wyktady bazuja na podreczniku J. Jakubowskiego ”Modelowanie rynkéw finansowych”.
Wybrana literatura sktadajaca sie z artykutow fundamentalnych dla dziedziny i wybranych pod-
recznikéw jest podana w bibliografii umieszczonej na koncu prezentowanego cyklu wyktaddow.
Jest to wybor subiektywny i niepetlny, gdyz matematyka finansowa jest obecnie bardzo modna
dziedzing i co roku powstaje wiele nowych podrecznikéw i prac. Wiecej informacji o praktycznym
aspekcie dziatania rynkéw zawieraja monografie Hulla Options, Futures, and Other Derivatives
[Hull] oraz Jakubowskiego, Palczewskiego, Rutkowskiego i Stettnera Matematyka finansowa.
Instrumenty pochodne [J-PRS]. Naturalnym uogélnieniem rynku skonczonego jest odrzucenie
zatozenia o skonczonej liczbie scenariuszy. Otrzymujemy rynek z czasem dyskretnym, jednak
do dowodéw podstawowych faktow trzeba uzywaé znacznie bardziej zaawansowanych technik.
Czytelnik moze zapoznac sie z tym uogdélnieniem w trzecim rozdziale ksiazki [J-PRS] lub w ksiaz-
ce Follmera i Schieda Stochastic Finance, An Introduction in Discrete Time [Fol-S]. Dla opisu
rynkéw z czasem cigglym mozna poleci¢ m.in. ksigzki Shiryaeva Essentials of Stochastic Finance
[Shi], Shrevea Stochastic calculus for finance II. Continuous-time models [Shreve].
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1.2. Ogoblny opis rynku

Istnieje wiele réznych rodzajow rynkow finansowych, w zaleznosci od instrumentéw finanso-

wych, ktérymi sie na nich handluje. Najwazniejsze to:

e Rynek kapitalowy (papiery wartosciowe, akcje)

e Rynek pieniezny (kasowy) — instrumenty dtuzne (lokaty/depozyty, bony, obligacje)

e Rynek instrumentéw pochodnych

e Rynek walutowy — transakcje wymiany walut

Rynki mozemy tez podzieli¢ na

— gielda, miejsce gdzie dokonuje sie obrét akcjami,

— rynek obligacji,

— rynek walutowy,

— gielda towarowa — obejmuje m.in. takie towary, jak miedz, srebro, zboze, ropa naftowa.
Na wyzej wspomnianych rynkach handluje sie papierami wartosciowymi dwojakiego rodzaju:
aktywami pierwotnymi i aktywami pochodnymi.

Aktywa, ktorymi bezposrednio handluje sie na rynku nazywaé bedziemy instrumentami pier-
wotnymi (aktywami, papierami). Uzywa sie réwniez terminu instrumenty bazowe. My skupimy
sie gtéwnie na akcjach.

Akcje to papiery wartosciowe dajace posiadaczowi prawo do dywidendy (wyplaty z zysku)
oraz do czesci majatku firmy. Ich wartosé odzwierciedla rynkowe oczekiwania inwestoréw co do
prawdopodobnych przyszlych dywidend i przysziego wzrostu kapitatu firmy.

Aktywa pochodne definiuje sie jako dowolne aktywa, ktérych cena zalezy od cen aktywéw
podstawowych. Zatem papiery pochodne to takie szczegdlne papiery wartosciowe, ktorych war-
to$¢ jest Scile zwigzana z wahaniami ceny czynnika (instrumentu) bazowego. Czynnikiem owym
moga by¢ np. ceny akcji, ceny obligacji rzadowych, ceny obligacji hipotecznych, poziom stép
procentowych, gietdowe kursy walut.

Dwa podstawowe typy aktywéw pochodnych to:

— Opcje: daja one posiadaczowi opcji prawo do wykonania opcji (wykonanie nie jest obligato-
ryjne). Na przyklad opcja kupna akcji ustalonej firmy daje prawo do kupna akcji tej firmy
w $cisle okre$lonym terminie (np. za 2 miesiace) i po $cisle okreslonej cenie. Gdy ceny akcji
wzrosng ponad te okreslong cene, posiadacz opcji kupna korzysta ze swoich praw i wykonuje
opcje zyskujac na réznicy. Gdy ceny spadng ponizej ustalonego poziomu, opcje staja sie
bezwartosciowe — posiadacz opcji nie wykonuje opcji.

— Kontrakty: obie strony transakcji muszqg wypelni¢ swoje zobowiazanie.

Na rynkach finansowych mozna rozréznié¢ trzy podstawowe kategorie inwestorow, dzielac ich
wedlug kryterium celu jaki chca osiagnaé¢ wchodzac na rynek:

1. Arbitrazysci, a wiec inwestorzy, ktérzy chca osiagnaé natychmiastowy zysk (zatem bez ry-
zyka zajscia niekorzystnego scenariusza mogacego zmieni¢ ceny w przyszlosci). Wychwytuja
oni i natychmiast wykorzystuja wszelkie réznice cen instrumentéw na rynku, ktére daja
mozliwoéci zarobku.

2. Inwestorzy, ktérzy chea sie zabezpieczyé przed niekorzystnymi zmianami cen na rynku.

3. Inwestorzy, ktérzy wchodzag na rynek chcac zarobi¢ wiecej niz inwestujac w lokate bankowa.

My zajmiemy sie trzema rodzajami aktywdéw pochodnych, a mianowicie opcjami oraz kon-
traktami terminowymi forward i futures. Teraz zajmiemy sie opisem opcji, kontrakty terminowe
opiszemy doktadniej, gdy bedziemy je wyceniac.
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1.3. Opcje

Jak juz moéwilismy, opcja jest to umowa miedzy dwoma podmiotami.

Opcje kupna (call) daja posiadaczowi prawo do kupienia okre$lonego w umowie aktywa
w ustalonej chwili lub przez ustalony okres czasu za ustalona cene. Opcje sprzedazy (put) daja
posiadaczowi prawo do sprzedazy okreslonego w umowie aktywa w ustalonej chwili (wzglednie
przed ustalonym momentem) za ustalona cene.

Opcje moga byé¢ wystawiane na akcje, indeksy akcji, towary, waluty obce, instrumenty dtuz-
ne, kontrakty terminowe itp. (mozliwe sa takze opcje o charakterze zblizonym do gry hazardowej,
na przyklad wystawione na warunki pogodowe). Opcje zawsze rozlicza sie pienieznie. Pierwszym
elementem jaki opisuje sie przy definiowaniu opcji jest cena wykonania. W kontrakcie kupna
odnosi sie ona do ceny, jaka ptaci nabywca za aktywo, jesli wykorzystuje swoje prawo do kupna.
W kontrakcie sprzedazy jest to cena, za jaka wtasciciel opcji sprzedaje aktywo, jesli wykorzy-
stuje swoje prawo. Cena ta jest ustalana w chwili wystawienia opcji i nie podlega zmianie.
Skorzystanie z prawa do zakupu lub sprzedazy okresla sie mianem wykonania lub rozliczenia
opcji.

Opcja jest wazna do momentu wygaséniecia. Termin wykonania opcji jest doktadnie zdefinio-
wany w kontrakcie. Przykladowo, jest rowny momentowi wygaéniecia w przypadku tzw. opcji
europejskich, a tzw. opcje amerykanskie mozna wykona¢ w dowolnej chwili az do momentu
wygasniecia.

Opcja jest umowa, w ktérej wystepuja dwie strony: wystawiajacy opcje (writer) i posiadacz
opcji (holder). Posiadacz opcji dysponuje prawem, za ktére musi zaplacié wystawiajacemu.
Cena opcji, nazywana premia (option premium, option price) jest ceng rynkowa, zmieniajaca
sie w czasie. Dla wielu inwestowanie w opcje jest forma zabezpieczenia przed niekorzystnym
ruchem cen, a wiec jest swoista polisa ubezpieczeniowa. Opcja kupna zabezpiecza jej posiadacza,
ktéry chee w przysztosci kupié¢ dany instrument finansowy, przed skutkami wzrostu cen ponad
ustalony poziom — cena wykonania jest maksymalng ceng po jakiej posiadacz opcji kupna kupi
dany instrument finansowy. Opcja sprzedazy zabezpiecza jej posiadacza przed spadkiem cen
aktywa bazowego ponizej pewnego poziomu; ten poziom to znéw cena wykonania. Rozwazmy
opcje europejskie. Zaczniemy od europejskiej opcji kupna, czyli opcji dajacej prawo do zakupu
aktywa w chwili T" za ustalona z gory cene K. Niech St oznacza cene aktywa w chwili T'. Jesli
St > K, to w chwili T posiadacz europejskiej opcji kupna realizuje ja i otrzymuje Sp — K,
a gdy St > K, to nic nie robi. W rezultacie otrzymuje wyptate (payoff), ktéra mozna zapisaé
w postaci:

Sr— K, gdy St > K,
glsp) = ¢ 0r T BVOT (L1)
Ov gdy ST < Kv
czyli
g(St) = max(Sr — K,0) = (Sp — K)*. (1.2)

Rozumujac analogicznie otrzymujemy wzér opisujacy wyptate dla posiadacza europejskiej opcji
sprzedazy:
h(St) = (K — St)™. (1.3)

Stad wida¢, ze wyplaty dla europejskich opcji kupna i sprzedazy spelniaja prosta, acz pozyteczna
réwnoscé:

g(St) — h(St) = (St — K)T — (K — Sp)" = St — K. (1.4)

Tozsamo$¢ ta przyda nam si¢ przy obliczaniu cen opcji. Wiemy, ile mozna uzyskaé posiadajac
opcje europejskie. Powstaje pytanie, ile powinnidmy zaptacié¢ za opcje? W dalszej czesci spro-
bujemy odpowiedzie¢ na pytanie, czy mozna wyceni¢ dowolna wyptate w chwili 7. Jesli tak, to
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w jaki sposéb i jaka powinna by¢ cena? Gdy ograniczymy sie do opcji, powstaje problem: czy

mozna wyceni¢ opcje, a jesli tak, to za ile nalezy sprzedawac taki kontrakt? Zatem

1. Ile powinien nabywca zaptaci¢ za opcje? Innymi stowy, ile powinien kosztowaé¢ w chwili ¢ = 0
instrument dajacy losowa wyplate (S — K)™ w chwili T'. Jest to problem wyceny opcji.

2. Jak wystawca opcji moze zabezpieczy¢ sie przed losows strata w chwili T, ktéra by ponidst
nie podejmujac zadnych dzialan po sprzedazy opcji? Innymi stowy, w jaki sposéb wystawca
opcji powinien wygenerowaé wielko$é (St — K)* w chwili T', dysponujac zaplata za opcje?
Zagadnienie to mozemy okresli¢ jako problem zabezpieczenia opcji (hedging).

W dalszej czedci oméwimy takze opcje o innych wyptlatach i innych mozliwych momentach
wyplat tzw. opcje egzotyczne.

1.4. Rynek doskonaty

Przyjmujemy zatozenie, obowiazujace w calym cyklu wyktadéw, ze rynek, na ktérym chcemy
wyceni¢ ten kontrakt jest rynkiem idealnym (doskonalym), czyli:

— oprocentowanie kredytéw i depozytéw bankowych jest jednakowe (zalozenie to nieZle opisuje
sytuacje duzych dealeréw),

— inwestorzy nie ponoszg zadnych kosztéw, tj. kosztéw transakeji, kosztéw prowizji, nie ptaca
podatkow, itp.,

— nie ma ograniczen w dostepie do kredytéw, wysokos$¢ kredytow udzielanych pojedynczemu
inwestorowi jest nieograniczona,

— wszystkie operacje sa realizowane natychmiast,

— rynek jest ptynny, tj. mozemy kupi¢ lub sprzedaé¢ dowolna liczbe aktywow,

— dostep do informacji jest taki sam dla wszystkich inwestoréw,

— uczestnicy rynku sa malymi inwestorami, ich samodzielne dzialanie na rynku nie zmienia
cen.

Sa to minimalne zalozenia, przy ktérych mozna modelowaé, w miare prosto, zachowanie rynku.
W rzeczywistosci ceny obliczone w takim modelu sg korygowane, by dopasowaé je do rynku. Na
przyktad, dodanie do wyliczonej ceny prowizji pokrywajacej koszty powoduje ominiecie mode-
lowego zalozenia, ze inwestorzy nie ponoszg zadnych kosztéw. Najbardziej kontrowersyjne jest
zalozenie, méwiace ze nie ma ograniczen w dostepie do kredytéw, ale przy opisie dopuszczalnych
strategii inwestycyjnych (a wiec sposobu postepowania inwestora) wyklucza sie mozliwosé nie-
ograniczonego kredytu nakladajac ograniczenie na catkowita warto$¢ strategii. Konstruowane
sa tez modele celowo opuszczajace niektore z zalozen np. zalozenie, ze dostep do informacji
jest taki sam dla wszystkich inwestoréw, ale wymagaja one zastosowania znacznie bardziej
zaawansowanych metod analizy stochastycznej niz uzywane podczas tego wyktadu.



2. Rynek jednookresowy dwustanowy

2.1. Model rynku jednookresowego dwustanowego

Zaczniemy od odpowiedzi na postawione w rozdziale I pytania o wycene i zabezpieczenie
na przyktadzie najprostszego rynku finansowego. Jest to rynku jednookresowy dwustanowy. Na
tym rynku transakcje odbywaja sie w dwu chwilach: 0 i T' oraz sa mozliwe dwa scenariusze
wypadkéw, zatem przestrzen zdarzen elementarnych to Q = {w;,ws}. Zwykle umawiamy sie, ze
w1 oznacza sytuacje interpretowana jako korzystna, za$ wo jako niekorzystna. Ponadto F = 2,
a prawdopodobiefistwo P (tzw. prawdopodobiefistwo rzeczywiste) jest takie, ze P({w1}) =p >
0, Pwe})=1—p>0.

Na rynku istnieja dwa papiery wartosciowe: jeden ryzykowny (np. akcje) i drugi pozbawiony
ryzyka — inwestycja polegajaca na wlozeniu pieniedzy na rachunek bankowy. Ryzyko rozu-
miemy tu jako niemoznos¢ przewidzenia ceny w przyszlosci, zalezy ona od zajscia konkretnego
scenariusza. Niech:

S; oznacza cene papieru ryzykownego (za jedna jednostke) w chwili ¢,

B, oznacza cene papieru bez ryzyka (za jedna jednostke) w chwili ¢,

gdzie t € {0,T}. Zakladamy, ze stopa procentowa jest stala i nieujemna, zatem wynosi r
(r > 0) w okresie czasu od 0 do T', czyli w naszym przypadku mamy

By=1, Bp=1+r. (2.1)

Natomiast

S gdy w=wi,

So=5>0, Sr(w)= { (2.2)

S gdy w = ws,

bowiem St przyjmuje dwie wartosci, gdyz mamy do czynienia z dwoma scenariuszami. Mozemy
bez straty ogdélnosci przyjaé, ze S* > S? (dlatego w; nazwaliémy scenariuszem korzystnym).
Cene St mozemy zapisa¢ w innej, przydatnej czasami postaci:

Sp =802 =sZ, (2.3)

gdzie Z — 1 wskazuje, o ile procent zmienila sie cena poczatkowa,

Z ( ) u? gdyw:wl’
w) =
d, gdy w = ws.

2.2. Problem wyceny. Portfel replikujacy, arbitraz.

Pierwsza préba wyceny kontraktu zwiazana jest z wykorzystaniem metod matematyki ubez-
pieczeniowej. Zaprezentujemy ja na przykladzie.

Przyktad 2.1. Aktywo ryzykowne kosztuje Sp = 3/2 w chwili t = 0. Zakladamy, ze mozliwe (i
jednakowo prawdopodobne) sa dwa scenariusze wydarzen do chwili T'; cena aktywa ryzykownego
w chwili 7" = 1 moze wynies¢ S1(w1) = 10 lub S1(w2) = 2. Wiemy takze, ze cena aktywa bez

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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ryzyka jest réwna By = 1 na poczatku okresu i By = 2 na koncu. Interesuje nas, jak wyceni¢
opcje kupna dajaca wyplate koficowa C = (S1 — K)T, gdy K = 5.

a) Skorzystamy z metod matematyki ubezpieczeniowej. Dla ustalonego scenariusza warto$é
dzisiejsza strumienia pieniedzy jest réwna sumie zdyskontowanych przeplywéw. Zatem mozemy
przypuszczacé, ze cena opcji jest wartoscig obecng opcji, a te liczymy jako wartosé oczekiwang
zdyskontowanej wyptaty. Wobec tego cena opcji Cp jest rowna

Cy = &E(C&) = }[0,5 -5+0,5-0]=5/4,
B, 2
poniewaz Cy(w1) =51 C1(w2) = 0.

Tak wyliczona cena opcji jest rowna 5/4, ale nikt rozsadny nie bedzie kupowal opcji za te
cene, gdyz lepiej kupié za te pieniadze 5/6 akcji. Wynika to z faktu, ze gdy cena akcji wzroénie,
to 5/6 akcji jest warte 50/6, a opcja daje wyplate 5, a gdy cena akcji wynosi 2, to opcja jest
bezwarto$ciowa. Inwestycja w akcje daje zawsze wigkszy zysk niz opcja. Przy tej wycenie na
rynku pojawilta sie mozliwo$¢ uzyskania zysku bez ryzyka. Sprzedajemy opcje i za uzyskane
pieniadze kupujemy akcje. Nie zainwestowaliémy zadnych wlasnych pieniedzy, a w chwili 1
mamy pewny zysk.

b) Poprzednia sytuacja wynikla z przyjecia zalozenia, ze oba scenariusze wydarzen sa réw-
noprawdopodobne. Zatézmy, ze scenariusze maja rozne szanse realizacji. Niech scenariusz nie-
korzystny ma 3 razy wieksze szanse zajécia. Wtedy P({w1}) =1/4, P({w2}) =3/4 i

1

1

5
g
Jedli inny inwestor bedzie mial inne wyobrazenie o rzeczywistosci i przyjmie na przyktad, ze
P({w1}) = 1/5, to wtedy Cy = 1/2.

Tu oczywiscie widaé, ze tak wyznaczona wielko$¢ zalezy od wyboru prawdopodobienstwa
P, zatem od oszacowania rynku przez inwestora. Gdy dla innego inwestora oszacowanie szans

zmian na rynku P jest inne, to i wartos¢ zdyskontowana wyptaty bedzie inna. Ktéra wielko$é
uznac za cene? Czym jest cena?

Zajmiemy sie teraz znalezieniem wlasciwego sposobu wyceny opcji. Checemy wycenié je w zgo-
dzie z cenami aktywa bazowego danymi przez rynek, a wiec szukamy ceny opcji w terminach
cen rynkowych aktywa bazowego. Jak juz zauwazyliSmy, opcje europejska mozna utozsamiaé
z wyplata. Od tej pory kazde aktywo pochodne bedziemy utozsamiali z wyptata X generowana
przez to aktywo. Wyptata zalezy od scenariusza, wigc X jest zmienna losows.

Definicja 2.1. Dowolna zmienng losowa okreslong na ) nazwiemy wyptata X w chwili T'.

W tym modelu jest oczywiste, ze dowolna wyplata X = f(S7) dla pewnego f. Okazuje sie, ze
mozna dobrze wyceni¢ wyplate korzystajac z idei portfela replikujgcego. Portfelem nazwiemy pa-
re liczb ¢ = (Bo, ap), gdzie ag jest liczba posiadanych akeji w chwili zero, za$ [y jest wysokoscia
wkladu bankowego (ewentualnie wielkoscia kredytu, gdy £y < 0) w chwili zero. Dla przyktadu,
portfel (4, —2) oznacza, ze w portfelu sa cztery akcje, czyli inwestor kupil 4 akcje i pozyczyl 2
7 banku (2 jednostki pienigdza). Kazda para (3, a) € R? tworzy portfel, co odzwierciedla fakt, ze
mozna handlowaé¢ dowolna liczba aktywéw (sa one doskonale podzielne), dopuszczenie wartosci
ujemnych [ oznacza, ze mozemy dowolnie duzo pozyczaé, a dopuszczenie warto$ci ujemnych
a oznacza, ze rynek ten dopuszcza takze krdtkq sprzedaz (short-selling) akcji. Krotka sprzedaz
polega na pozyczeniu i sprzedazy akcji w chwili 0 oraz odkupieniu tej samej liczby akcji i ich
zwrocie w chwili T'. Postugujac sie zargonem finansowym, méwimy, ze inwestor zajal pozycje
krotka w akcjach. Zbior wszystkich mozliwych portfeli oznaczaé bedziemy przez ®. W modelu,
ktéry przyjelismy ® = R2. Przy innych zalozeniach o rynku zbiér wszystkich rozwazanych
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portfeli moze mieé inna postaé, np. gdy nie dopuszczamy krétkiej sprzedazy, a dopuszczamy
mozliwo$¢ wzigcia kredytu to ® = {(8,a) : a > 0,5 € R}.

Niech ¢ = (B, ap) bedzie portfelem inwestora. Warto$é (bogactwo) portfela ¢ = (G, ap)
w chwili ¢, oznaczane przez Vi(¢), wynosi dla ¢t =0 it = T odpowiednio:

Vo) = aoSo + Po,
Vr(e) = aoSt+ Bo(1+7).

Tak jest, gdyz sklad portfela ustaliliémy w chwili poczatkowej (¢ = 0) i nie ulega on zmianie do
chwili koncowej réwnej T'.

Inwestor sprzedajacy wyplate X musi umieé ja zabezpieczy¢, co oznacza, ze wartos¢ portfela,
ktéry sprzedajacy wyplate zbudowal za otrzymane ze sprzedazy pienigdze musi byé w chwili T'
réwna X.

Definicja 2.2. Méwimy, ze portfel ¢ replikuje wyplate X, gdy wartoéé¢ koncowa portfela jest
réwna X, czyli

Vr(p)(wi) = X (w;)
dlai=1,2.

Portfel replikujacy jest doskonalym zabezpieczeniem wyptaty X, gdyz eliminuje calkowicie
ryzyko zwigzane z niepewnoscia, ktéry scenariusz sie zrealizuje. Na pytanie, dla jakich wyptat
istnieje portfel replikujacy odpowiada

Twierdzenie 2.1. Dla kazdej wyplaty istnieje doktadnie jeden portfel replikujgcy. Dla
wyplaty X ma on postac
X - X4 Xxdge — xugd
o) = ———+

T A Rl s YT

(2.4)

gdzie X% = X(w1), X% = X (w9).

Dowdd. Portfel replikujacy ¢ = (6o, ap) dla wyplaty X jest zadany przez uklad réwnosci:
apS* + (1+r)fy = X (2.5)
Oz[)Sd + (1 + T)ﬂo = X4 (26)

i ma doktadnie jedno rozwiazanie dane wzorem (2.4) dla dowolnych X%, X9, zatem dla dowolnej

wyptaty portfel jest wyznaczony jednoznacznie. ]

Naturalnym jest zdefiniowanie ceny racjonalnej (godziwej) wyplaty X jako poczatkowej inwe-
stycji potrzebnej do konstrukeji portfela replikujacego, czyli:

Definicja 2.3. Racjonalng ceng w chwili 0 wyptaty X nazywamy liczbe
Lo (X) := Vo(e), (2.7)
gdzie @ jest portfelem replikujacym wyplate X.

7 tej definicji wynika, ze racjonalna cena wyplaty nie zalezy od subiektywnych ocen praw-
dopodobienstw zmian cen akcji, nie zalezy wigc od prawdopodobienstwa P. Ta cecha ceny
racjonalnej pozwala uznaé jg za obiektywny miernik wartosci wyplaty w przyjetym modelu.
Nalezy podkredli¢, ze w tym modelu wszyscy inwestorzy zgadzaja sie co do przysztych wielkosci
cen akcji, czyli do tego ze ceny moga przyjmowaé¢ dwie znane z géry wartosci.
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Cwiczenie 2.1. ZnaleZé cene racjonalng wyplaty X.

Rozwigzanie. Korzystajac z tw. 2.1 otrzymujemy, Ze cena racjonalna wyptaty X jest rowna

X*((147)So — 8% + XU(S" — (1+7)So)
1+ ) (5" — 59

o(X) = apSo + Bo = : (2.8)

Cwiczenie 2.2. Niech ) = {w1,ws}. Inwestor uwaza, ze prawdopodobienstwo wzrostu ceny
akcji wynosi P({w1}) = 0,2, a spadku P({wa2}) = 0,8. Akcja kosztujaca teraz Sy = 260 za 3
miesigce bedzie miata cene

S* =340, gdy w = wy,
St =220, gdy w=ws.

St(w) = {
Niech stopa procentowa na depozyt 3-miesieczny wynosi r = 1%. Wycenié opcje kupna z cena
wykonania K = 280 i momentem wygasniecia za 3 miesiace.

Rozwigzanie. Wyplata z tej opcji ma postaé

60 d =
X — CT _ ) gay w wi,
0, gdy w = wa.

Portfel ¢ replikuje opcje, gdy Vr(p) = Cp, czyli gdy
Vr(w) = aSr(w) + (1 +7)8 = (Sr(w) — K)*

dla w = wy i dla w = wsy. Zatem dla wartosci podanych w przykladzie otrzymujemy, ze portfel
» = (0, ) jest portfelem replikujacym, gdy

340a + 1,018 = 60,
220+ 1,016 = 0.
Ten uktad réwnan ma dokladnie jedno rozwiazanie:

1 110
a=2  P="1m

= —108,99.

Stad cena racjonalna wyptaty X z opcji jest rowna
Co =TIp(X) = Vo(p) = 1/2-260 — 108,99 = 21,01.

Cwiczenie 2.3. Opisaé postepowanie inwestora sprzedajacego opcje kupna i chcacego zabez-
pieczy¢ wyplate z opcji. Co sie dzieje, gdy opcja jest sprzedawana po cenie innej niz racjonalna?

Rozwigzanie. W chwili ¢ = 0 inwestor postepuje nastepujaco:

Dziatanie rozliczenie
Sprzedaje jedna opcje Co
Kupuje a sztuk akcji —aSp
Tworzy depozyt bankowy (ew. bierze kredyt) —Bo
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Na mocy definicji racjonalnej ceny mamy
C()—OtS()—ﬂ():O.

Zatem koszt poczatkowy takiego postepowania inwestora sprzedajacego opcje jest réwny zeru.
W chwili ¢ = T inwestor postepuje nastepujaco:

Dziatanie rozliczenie
Realizuje opcje —Cr
Sprzedaje akcje aSt
Podejmuje pieniadze z banku (ew. zwraca dlug) | (1+ )05

Rozliczenie koncowe

—Cr + oSt + (1 + T)ﬁo =0,

czyli do tej transakcji nikt nie dotozyl. Cena racjonalna wyplaty jest do zaakceptowania dla

obu stron.

Gdyby opcja nie byla sprzedawana po cenie Cp, a po cenie C' # Cp, to:

1. W przypadku, gdy Cy < C, sprzedajacy ma pewny zysk C' — Cy > 0 w chwili 0, gdyz wy-
starczy wydaé Cy by zabezpieczy¢ wyplate X dla kupujacego, reszte sprzedajacy zachowuje
dla siebie.

2. Gdy Cy > C (koszt zabezpieczenia jest wiekszy niz cena C'), to kupujacy ma pewny zysk
Co — C > 0 w chwili 0, gdyz aby otrzyma¢ wyptate X musiatby wyda¢ Cp, a kupit jg za C.

W obu przypadkach, gdy C # Cy (tj. cena rézni sie od ceny racjonalnej), znajdujemy portfel

dajacy zysk bez zadnego ryzyka i zajmujac odpowiednig pozycje mamy dodatni dochdd.

W ten sposob opisaliSmy rynek podajac ceny S instrumentu ryzykownego, wartos¢ B jed-
nostki rachunku bankowego i zbiér mozliwych portfeli ®. Rynek M jest zatem trojka

M = (B, S, ®).

Na tym rynku potrafimy wycenié¢ kazda wyplate (czyli kazdy instrument pochodny). Jednak
powyzszy model rynku trzeba jeszcze poprawié, gdyz dopuszcza on sytuacje, ze dla dodatniej
wyplaty X > 0 moze sie okazaé, ze jej cena jest ujemna, czyli IIp(X) < 0.

Cwiczenie 2.4. Znalez¢ przyklad rynku i wyplaty X > 0, ktérej cena racjonalna jest ujemna,
tj. Hp(X) < 0.

Rozwigzanie. Korzystamy z postaci ceny, czyli z (2.8). Poniewaz X* > 0, X% > 0,7 > 0, S* >
S4 wiec gdy TTp(X) < 0, to musi byé (14+7)Sy < S 1lub S* < Sy(1+7). Teraz tatwo dobraé liczby
spelniajace warunki zadania, np. Sp = 10, r = 0,1, S =12, S* =13, X? =5, X% = 15. Wtedy
Iy(X) = —%. Na tym rynku mozemy osiagnaé zysk bez ryzyka pozyczajac 10 jednostek z banku
i kupujac za te kwote akcje. Wtedy w chwili T' sprzedajac akcje otrzymujemy co najmniej 12,
a do banku musimy zwroéci¢ 11. W tej sytuacji mozna by osiagnaé zysk bez ryzyka za pomoca
odpowiedniej strategii. Stad

Definicja 2.4. Méwimy, ze w modelu M nie ma mozliwosci arbitrazu (model nie dopuszcza
mozliwosci arbitrazu ), gdy nie istnieje portfel p € ®, taki ze

Vole) =0, Vr(e)>0, JweQ Vp(p)(w)>D0.

Portfel ¢, dla ktérego powyzsze warunki sa spelnione nazywamy mozliwoscia arbitrazu.
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Zatem model M rynku jest wolny od arbitrazu, gdy nie ma mozliwosci arbitrazu w kla-
sie portfeli (strategii) ®. Interpretacja portfela arbitrazowego jest klarowna: nie majac nic na
poczatku, stosujac strategie ¢, na konicu operacji nic nie stracimy i mamy dodatni zysk dla
pewnych scenariuszy.

Istnienie mozliwosci arbitrazu $wiadczy o serii powaznych bledéw w wycenie instrumentow
na rynku. Takie bledy sa bardzo szybko wychwytywane przez arbitrazystow, skutkiem czego
rynek szybko wraca do rownowagi. Zatem model rynku powinien by¢ modelem bez mozliwosci
arbitrazu. Zbadamy wobec tego, jakie warunki trzeba narzuci¢ na model rynku, by nie dopusz-
czal on mozliwosci arbitrazu.

Twierdzenie 2.2. Rynek jest wolny od arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy

S < (141r)Sy < 8™ (2.9)

Dowdd. Ze wzoru (2.3) widaé, ze warunek (2.9) jest réwnowazny warunkowi
d<(l1+4r)<u. (2.10)

< Chcemy pokazaé, ze nie istnieje arbitraz. Wezmy portfel ¢ = (3, ), taki ze Vp(p) = 0, czyli
aSo+ 4 =0. Gdy a =0, to =0, zatem ¢ = (0,0), Vp(¢) = 0 i ten portfel nie jest portfelem
arbitrazowym. Gdy « # 0, to ten portfel w chwili T ma warto$c¢:

asflu—(1+r)] da Z=u,

Vr(p) = aSr+ B(1+71) = aSr — ao(1 +7) = {as[d—(l—i—?“)] dla Z=d.

Korzystajac z (2.10) otrzymujemy, ze portfel ¢ z zerowym kapitalem poczatkowym i o #
0 w chwili koncowej T przyjmuje wartosci réznych znakéw, a mianowicie gdy a > 0, to
Vr(e)(w1) > 01 Vr(p)(w2) < 0, a gdy a@ < 0 to zachodza nieréwnosci przeciwne. Zatem
portfel ¢ o zerowej wartosci poczatkowej nie moze byé arbitrazem. O

Cwiczenie 2.5. Udowodnij implikacje =.

Rozwigzanie. Nie wprost, niech jedna z powyzszych nieréwnosci nie zachodzi.

Zalozmy, ze (1+r) > u. Wezmy portfel ¢ = (—1, Sp), czyli sprzedajemy krétko akcje i inwestu-
jemy uzyskane z tej sprzedazy pieniadze w rachunek bankowy. Wtedy proces bogactwa dla tej
strategii ¢ spelnia (Sy = s) nastepujace warunki:

Vole) = (-1)s+s-1=0,
V() = —sZ+s(1+r)=s[(1+r)—Z]=2s((1+r)—u) >0,
Vr(p)(we) = s[(14+r) —d] > 0.

Zatem ¢ jest arbitrazem. Sprzecznosé.
Gdy d > (1 +r), to przeprowadzamy analogiczne rozumowanie.

Cwiczenie 2.6. Udowodnié, ze na rynku bez mozliwosci arbitrazu cena racjonalna wyplaty
nieujemnej jest nieujemna, czyli Ip(X) > 0, gdy X > 0. Gdy ponadto X # 0, to IIp(X) > 0.

Wskazowka. Skorzystaé z (2.8) i z (2.9).
Wykluczenie réwnosci w (2.9) ma sens ekonomiczny, gdyz wtedy wykluczamy sytuacje,
w ktorej na rynku sa dwa aktywa, ale jednym z nich nikt nie handluje. Istotnie, gdy S¢ =
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(1 4 7)So, to zawsze nalezy inwestowa¢ w akcje, bo w najgorszym przypadku dadza tyle, co
depozyt w banku, a gdy S* = (1 + r)Sp, to zawsze nalezy wkladaé¢ pieniadze do banku, bo
depozyt da wigkszy zysk niz akcje i to bez zadnego ryzyka. W obu tych przypadkach rynek nie
jest plynny i znika z niego jeden z rodzajow aktywow.

Na rynku bez mozliwosci arbitrazu cena wyplaty (instrumentu pochodnego X) jest dobrze
okreslona. Wynika to z twierdzenia, ktérego dowdd przebiega w analogiczny sposob, jak rozu-
mowanie w ¢wiczeniu 2.3.

Twierdzenie 2.3. Cena w chwili t = 0 wyplaty X inna niz Vy(p), gdzie ¢ jest port-
felem replikujgcym wyplate X, prowadzi do arbitrazu.

Stad ma sens

Definicja 2.5. Niech M bedzie rynkiem bez mozliwosci arbitrazu. Wtedy cene racjonalna
instrumentu pochodnego X nazywamy ceng arbitrazowa X w chwili ¢ = 0 na rynku M i ozna-
czamy II(X).

Okazuje sie, ze rynek bez mozliwosci arbitrazu rozszerzony o instrument pochodny (np. o
opcje) pozostaje dalej rynkiem, na ktérym nie istnieje arbitraz (patrz zad. 2.7).

2.3. Wycena za pomoca miary martyngatowej.

Przedstawimy teraz sposéb wyliczania ceny instrumentéw pochodnych na rynku bez mozli-
wodci arbitrazu, oparty na obliczaniu wartoéci oczekiwanej wzgledem pewnej wyrdznionej miary
probabilistycznej.

Przyklad 2.2. Podobnie jak w rozwazanym ¢wiczeniu 2.2 przyjmijmy, ze So = 260, S¢ = 220,
S* =340, K = 280 i niech r = 0. Wtedy

X% =60, dy w = wi,
X(w) = (Sr—K)Hw) =17, e

X% =0, gdy w = ws.
Latwo obliczy¢, ze portfel replikujacy ma postaé: « = 1/2 1 8 = —110, a stad Cy = 20. Zatem
Cy € [0,60], a wiec istnieje jedno g € (0, 1) takie, ze

Co = qX(w1) + (1 — ¢) X (w2)

czyli Cy = EgX, gdzie Q({w1}) = ¢ =1/3, Q({wz2}) = 1 — q. Okazuje sie, ze dla tego rozkladu
prawdopodobienstwa () zachodzi takze

EqgSr =1/3-340+2/3-220 = 260 = Sp.

Czy to jest przypadek wynikajacy ze szczegdlnego doboru danych? Czy cena jest wartoscia
oczekiwang wyplaty wzgledem pewnego rozkladu?

W tym przyktadzie ¢ nie zalezy od prawdopodobienstwa subiektywnego P, potencjalnie
zalezy za$ od wyplaty X = f(Sr), a jednoczesnie dla cen akcji zachodzi Sy = EgSt. Chcialoby
sie, aby w sytuacji ogdlnej ¢ (a wigc rozklad @) zalezalo tylko od cen S7, a nie zalezalo od
postaci funkcji f. Okazuje sie, ze taki rozklad mozna zawsze znalezé. Pokazanie tego bedzie
naszym celem.
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Rynek bez mozliwosci arbitrazu spelnia warunek (2.10) z ktérego wynika, ze 1 +r € (d, u),
wiec 1+ 7 jest kombinacja wypukla koncéw odcinka, czyli istnieje v € (0,1), takie ze

(1+7)=~vu + (1 —7)d. (2.11)
Liczby 7 i (1 — «) zadaja nowe prawdopodobienstwo @, takie ze
QZ=u)=7 QZ=d=1-1.
Wtedy korzystajac z (2.11) otrzymujemy
Eq(St) = suy + sd(1 —v) = s(uy +d(1 — 7)) = s(1 + ).

Zatem zachodzi 1

1+7r
czyli otrzymaliSmy wzér przedstawiajacy cene dzisiejszg jako zdyskontowana wartosé oczeki-
wang ceny jutrzejszej wzgledem prawdopodobienstwa ). Zwykle wazne sa nie wielkoéci cen,
a proporcje pomiedzy nimi. Interesuje nas stosunek cen réznych aktywow. W tym celu wyra-
zamy wszystko w terminach wartosci jakiegos ustalonego aktywa. Najczesciej cene jednostki
w banku B (inwestycja bez ryzyka) uznajemy za jednostke ceny na rynku i wszystkie inne
ceny wyrazamy w tych jednostkach (czyli dyskontem jest rachunek bankowy). Wtedy jednostka
na rachunku bankowym ma stata wartoéé: jesli B* jest zdyskontowanym procesem wartosci
jednostki w banku, tj. Bf = B;/By, to

So EqQST, (2.12)

By = Br =1.
Zamiast procesu cen rozwazamy zdyskontowany proces cen S} = S;/By:

St

S5 =50 Sh=1a

Jest to konwencja techniczna, bardzo ulatwiajaca obliczenia. Jak bylo widaé¢ we wzorze (2.12),
dla prawdopodobienstwa () zachodzi réwnosé:

St = EoSi.

Dla rynku jednookresowego dwustanowego jest to rownowazne faktowi, ze S* jest -martyngatem
z czasem {0,T} wzgledem filtracji Fo = {0,Q}, Fr = F, gdyz Eq(S}|Fo) = Eg(S7). Stad
definicja:

Definicja 2.6. Miare probabilistyczna P* nazywamy miarg martyngatows dla zdyskontowanego
procesu cen S*, gdy miara P* jest réwnowazna z P oraz S* jest P*-martyngatem.

Przypomnijmy, ze miara P* jest robwnowazna z P, gdy obie maja te same zbiory miary zero.
Z zalozenia P({w;}) € (0,1), dla i = 1,2, wigc miara P* réwnowazna z P spelnia ten sam
warunek: P*({w;}) € (0,1), dla ¢ =1, 2.

Lemat 2.1. Na rynku M istnieje miara martyngatowa P* dla zdyskontowanego procesu cen S*
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jedyne rozwigzanie réwnania

So(1+7) =~8"+ (1 —~)8¢, (2.13)

wzgledem ~y nalezy do przedzialu (0,1).
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Dowdd. = Gdy P* jest miara martyngalowsa, to zachodzi Sy = Ep«S}, a stad wynika (2.13)
iv=P({w}) €(0,1).

< Gdy (2.13) ma rozwiazanie v € (0, 1), to definiujac miare probabilistyczna P* wzorem
P*({w1}) = v = 1-P*({w2}) otrzymujemy miare P* réwnowazna z P i spelniajaca So = Ep«St.
Stad P* jest miarg martyngatowa. O

Uwaga 2.1. Jedyne rozwiazanie réwnania (2.13) jest postaci

(1 + T)So — gd
v= T qu_gd (2.14)
wiec miara martyngatowa P* jest zadana przez wielkoéci wyznaczajace cene i przez wielko$é
stopy procentowe].

Obecnie mozemy sformutowaé¢ podstawowe twierdzenie tego paragrafu:

Twierdzenie 2.4. Rynek M = (B, S, ®) jest wolny od arbitrazu wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje miara martyngatowa dla zdyskontowanego procesu cen S*. Wiedy cena
arbitrazowa w chwili 0 dowolnej wyptaty X w chwili T jest dana wzorem

o (X) = Ep*(l)_ir), (2.15)

gdzie P* jest miarg martyngatowq.

Dowdd. Pierwsza cze$é¢ twierdzenia wynika z lematu 2.1, tw. 2.2, uwagi 2.1 oraz z tego, ze

1 +r SO — Sd
VZ(Su)_Sd € (0,1) <= ST < (1+7r)Sy < S™
Zostal do udowodnienia wzér (2.15) podajacy cene arbitrazowa. Niech ¢ = (fp, ) bedzie
jedynym portfelem replikujacym X. Wowczas:

X . Vr(p) o ST (1+7)B B
EP*(1+r> B EP*<1+r>_EP*(1+r+ 1+r >_
= aoEp+(ST) + Bo = anSy + Bo = Vo(p) = Ho(X),

przy czym trzecia od konca réwnoéé¢ wynika z faktu, iz P* jest miarg martyngalowa, zas ostatnia
z definicji 1. O

Uwaga (wazna) 2.2. a) Cene arbitrazowa pochodnych obliczamy w $wiecie neutralnym wobec
ryzyka, ale nie oznacza to, ze zyjemy (lub uwazamy, ze zyjemy) w takim $wiecie.

b) Cena arbitrazowa wyliczona wedlug wzoru (2.15) nie zalezy od preferencji, czyli wyboru
prawdopodobienstwa P dla modelu ewolucji cen instrumentu bazowego (stad niektérzy nazy-
waja ja miara niezalezna od preferencji. Zalezy tylko od no$nika miary P — jest taka sama
dla wszystkich miar réwnowaznych. Oznacza to, ze inwestorzy zgadzaja sie co do wielkoSci
przysztych cen instrumentu bazowego, cho¢ réznig sie oceng prawdopodobienstwa wystapienia
konkretnych cen. Zatem rola P jest okreslenie, jakie zdarzenia sg mozliwe, a jakie nie sa mozliwe.
P wyznacza nam klase miar réwnowaznych.

c) Jako czynnik dyskontujacy wybraliémy proces B, ale to nie jest istotne, mozna jako
czynnik dyskontujacy wybraé proces cen S (patrz éw. 2.12).

d) Wz6r (2.15) uzasadnia nazywanie miary martyngalowej P* miarg wyceniajaca. Z (2.15)
wynika, ze dzisiejsza cena arbitrazowa (tzn. dla ¢t = 0) wyplaty X jest réwna wartosci $redniej,
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przy mierze wyceniajacej, zdyskontowanej wyplaty (a wiec wyplaty liczonej przy dzisiejszej
wartosci pieniadza).

Parytet (formula zgodnosci) dla cen opcji. Okazuje sie, Ze ceny europejskich opcji
kupna i sprzedazy z ta sama ceng wykonania K na rynku bez mozliwoéci arbitrazu sa zwigzane
wzorem, tzw. parytetem kupna-sprzedazy:

K
147

Co—Py= 5y — (2.16)

Wzér (2.16) wynika z podzielenia obu stron réwnosci (1.4) przez (1 + r) i zastosowania wzoru
(2.15) na cene. Parytet (wzér (2.16)) pozwala natychmiast podaé cene opcji sprzedazy, gdy
znamy cene opcji kupna i vice versa.

Monotonicznos$¢ ceny. Na rynku rzeczywistym wicksza wyplata kosztuje wiecej i sensowny

model rynku musi to uwzgledniac.

Twierdzenie 2.5. Monotonicznosé ceny Gdy rynek jest wolny od arbitrazu oraz wy-
platy X 1Y spelniajg X > Y, to

o(X) > I(Y).

Dowdéd. Twierdzenie wynika natychmiast ze wzoru (2.15) i wlasnosci wartosci oczekiwanej

ILK)():QEP*(l)fT> >.Ep*(1)ir)::]100f)

Stad mamy intuicyjnie oczywisty

Whniosek 2.1. . Niech na rynku bez mozliwosci arbitrazu Co(K) (odpowiednio Py(K)) oznacza
cene opcji kupna (odpowiednio sprzedazy) z ceng wykonania K. Wtedy

(i) K1 < K2 = Co(K1) > Co(K2),

(ZZ) K <Ky = Po(Kl) < Po(KQ)

Dowdd. Teza wynika z Twierdzenia 2.5 i nieréwnosci:
(z—K1)" > (- K2)",

>
(Kl — a:)+ < (K2 — $)+.

dlaO<K1<K2,x€R. O

Warto zauwazy¢, ze zaréwno tw. 2.5, jak i wniosek 2.1 wynikaja z postaci wzoru na ceng
arbitrazowa wyplaty, czyli ze wzoru (2.15), a wiec sa prawdziwe w kazdym modelu w kt6rym
cene potrafimy wrazi¢ w ten sposob.

2.4. Kontrakt terminowy forward

Kontrakt terminowy forward jest umowa zawarta w chwili poczatkowej ¢, w ktérej jedna
ze stron zobowiazuje sie kupié, druga za$ sprzedaé¢ pewne dobro (zwykle papier warto$ciowy)
w ustalonej chwili 7" w przysztosci (tj. t < T') za okreslona z géry cene. Kontrakty forward
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sa zawierane wylagcznie na rynku pozagieldowym kontraktéw negocjowanych (over-the-counter
market). Kontrakt taki moze opiewaé¢ na dowolny instrument z indywidualnie negocjowana cena,
data i miejscem dostawy. Rzeczywiste dostarczenie towaru jest obiektem transakcji — wienczy
ono ponad 90% kontraktéw. Sa jednak kontrakty, ktore koncza sie rozliczeniem pienieznym, np.
kontrakty forward na stopy procentowe (wynika to z faktu, ze baza kontraktu jest instrument
nie bedacy przedmiotem bezposredniego obrotu). W chwili zawarcia kontraktu w chwili ¢ nie
nastepuje zaden przeptyw gotéwki ani towaru — ma on miejsce dopiero w chwili 7', w dniu re-
alizacji kontraktu. Kontrakty forward sa uzywane zaréwno do spekulacji jak i do zabezpieczenia
sie.

Strona, ktora zobowiazuje sie do zaplaty okreélonej w kontrakcie kwoty za dobro, zajmuje
pozycje dtuga w kontrakcie forward, a strona, ktéra zobowiazuje sie dostarczy¢ to dobro, zajmuje
pozycje krétka. Z punktu widzenia pozycji dlugiej wyptata jest réwna réznicy pomiedzy war-
toscia instrumentu bazowego (dobra) w chwili T, a cena dostawy K uzgodniona w kontrakcie,
np. gdy kontrakt opiewa na akcje o cenie S, to

X=5-K.

Definicja 2.7. Cene dostawy K taka, ze wartos¢ kontraktu w chwili ¢ jest réwna zeru, nazy-
wamy ceng forward i oznaczamy Fg(t,T).

Cene te opisuje:

Twierdzenie 2.6. Zaldimy, ze M = (B, S, ®) jest rynkiem jednookresowym dwusta-
nowym bez mozliwosci arbitrazu. Wtedy cena forward Fs(0,T') instrumentu bazowego
o cenie S z terminem dostawy T jest rowna:

Fs(0,T) = (1+7)So.

Dowdd. Gdy X = St — K, to warto$¢ kontraktu jest réwna

X):O—K

IIy(X) = Ep-« .
0(X) = Ep- o

Cena forward to taka cena dostawy K, ze IIp(X) = 0, zatem

Fs(0,T) = (1 +r)Sp.

2.5. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 2.7. Niech na rynku M = (B, S, ®) bez mozliwosci arbitrazu, H bedzie procesem
ceny arbitrazowej wyplaty X, czyli Hy = lIp(X), Hr = X. Niech ® 5 oznacza klase portfeli skla-
dajacych sie z akeji, jednostek rachunku bankowego i jednostek instrumentu pochodnego o cenie
H. Udowodnié, ze rynek (B, S, H, ®f) (czyli rynek M rozszerzony o instrument pochodny) jest
rynkiem bez mozliwosci arbitrazu.

Rozwigzanie. (nie wprost). Zaldézmy, ze na rozszerzonym rynku wystepuje mozliwosé arbitrazu,
czyli istnieja takie «, 3, v, ze:
aSo+ B+~vHy=0 (2.17)
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i dla kazdego w € €2
aSr(w) + A +7r)+vX(w) >0 (2.18)

oraz istnieje w € () taka, ze
aSt(w)+ A +7r)+vX(w) > 0. (2.19)
Poniewaz wyplata X jest osiagalna i Hy = IIy(X), wiec
I ap, Bo: Ho = apSo+ o oraz X = apSt + Bo(1 + 7).

Stad i z (2.17) mamy

0=aSy+ 6 +~vHo = (a +va0)So + B + 75o. (2.:20)
Ponadto z (2.18)

(a+ya0)Sr(w) + (B+6o)L+r)=

aSr(w) + A1+ 1) +v(aoST(w) + Po(1 + 1)) =
= aSt(w)+B(1+7r)+vX(w) > 0. (2.21)
Biorac w spelniajace (2.19) mamy dla tej w nieréwnos$é¢ ostra w (2.21), wiec portfel ¢ = (a +

v, B+ v00) jest mozliwoscia arbitrazu dla rynku (B, S, ®) (bo z (2.20) Vy(¢) = 0), co przeczy
zalozeniom.

Cwiczenie 2.8. Zalézmy, ze akcja kosztujaca 200 bedzie za trzy miesiace miala ceng¢ 150 lub
300, a stopa procentowa na depozyt trzymiesicczny jest réwna 10%. Znalezé cene europejskiej
opcji sprzedazy z cena wykonania 270 i terminem wykonania za trzy miesigce korzystajac z obu
poznanych metod.

Rozwigzanie. Wyplata z tej opcji jest réwna Pr = (K — S7)* tzn.
0, gdy w = wy,
Pr(w) =
120, gdy w = ws.
Zatem portfel replikujacy spetnia réwnania:

300a + 1,18 = 0,
1500+ 1,13 = 120

(gdyz S(wi) = S* = 300), a stad o« = —4/5, f = 218,18. Liczba akcji « jest liczba ujemna,
co oznacza, ze wystawca opcji sprzedazy zabezpieczajac wyplate dokonuje krétkiej sprzedazy.
Korzystajac ze wzoru (2.8) otrzymujemy cene arbitrazowa opcji:

Io(Pr) = Py = —4/5 - 200 + 218,18 = 58,18.

Gdy zastosujemy metode martyngalowa, to obliczamy cene Py korzystajac ze wzoréw (2.15)
i(2.14):

Py = EP*(
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Cwiczenie 2.9. Udowodnié, ze jezeli istnieje portfel o, taki ze Vo(p) < 0 oraz Vi(p) > 0, to
na rynku istnieje arbitraz.

Rozwigzanie. Gdy ¢ = (0, «) spelia warunki zadania, to portfel ¢ = (a, 8 — Vo(p)) jest
arbitrazem, bo Vy(¢) = 0 oraz Vp(¢) = Vr(e) — Vo(p)(1 +r) > 0.

Cwiczenie 2.10. [ Prawo jednej ceny] Udowodnié, ze na rynku jednookresowym dwustanowym
bez mozliwosci arbitrazu portfele majace te sama warto$¢ w chwili 7' musza mieé¢ te samg wartosé
w chwili 0.

Rozwigzanie. Niech ¢, beda takie, ze Vp(p) = Vp(¢) = X. Wtedy, na mocy jedynosci portfela
replikujacego na tym rynku, ¢ = 1, zatem V() = Vo(v).

Cwiczenie 2.11. Udowodnié¢ parytet kupna-sprzedazy, czyli wzor (2.16), korzystajac
a) z argumentéw arbitrazowych,
b) z prawa jednej ceny (patrz zad. 1.2.10).

Rozwigzanie. a) Nie wprost. Gdy

K

Co— FPy> 5y — ,
0 0 0 1+r

(2.22)

to strategia polegajaca na kupnie akcji i opcji sprzedazy z ceng wykonania K i sprzedaniu opcji
kupna z cena wykonania K jest strategia arbitrazowa. Istotnie, warto$¢ tej operacji, ktéra jest
réwna Cy— Sp — Py rozliczamy w banku (gdy jest ona dodatnia, to wkladamy te sume do banku,
gdy ujemna, to pozyczamy ja z banku). W chwili T' zawsze mamy zysk rowny

K+(1+7“)(CQ—P0—50)>0,

ktorego dodatnio$é wynika z warunku (2.22). Gdy

Co— Py <5 —
0 0<01+r’

to zajecie pozycji przeciwnej do opisanej wyzej jest strategia arbitrazowa.

b) Portfel ¢ skladajacy sie z jednej akcji i pozyczki w wysokosci %r i portfel ¢ powstaly
w wyniku zakupu opcji kupna i sprzedazy opcji sprzedazy o tej samej cenie wykonania K maja
w chwili T' te samg wartos¢ St — K, wiec musza mie¢ te samg wartos¢ w chwili zero, co daje

(2.16), czyli parytet.

Cwiczenie 2.12. [ Rézne dyskonta] Zaldézmy, ze proces cen S jest czynnikiem dyskontujacym,
czyli
By
Sy’

Jest oczywiste, ze miare probabilistyczna P ~ P taka, ze B; jest P-martyngalem nazywamy
miara martyngalowa dla procesu B*.

Udowodnié, ze

a) na rynku nie ma mozliwosci arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje miara martynga-
lowa dla procesu B*.

b) na rynku bez mozliwosci arbitrazu cena wyplaty X jest réwna

Bf = te{0,T}.

Iy (X) = SoEp(XSr),

gdzie P jest miara martyngatows dla procesu B*.
Zatem jest to inny sposob wyceny wyplat.
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Rozwigzanie. a) P jest miara martyngalowa dla B* wtedy i tylko wtedy, gdy
Br By
Esl—=—)=—
P ( ST ) SO )
co z kolei jest réwnowazne z
1 1
EFsl—)=5—F——.
P ( ST> So(1+47)

Stad otrzymujemy, ze miara martyngatowa P istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy rozwigzanie -y

rownania
1 1 1

il 1) = — =

/}/Su_‘_( ’Y)Sd S(](l‘i"/")’

czyli
1 1y, Susd
T <50(1 +r) ﬁxsd — S“)

nalezy do (0,1), co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy S? < (1 4+ r)Sy < S* (z postaci 7)
i stosujemy tw. 2.2.
Warto zauwazyé, ze v € (0,1) zadaje miare martyngalowa P dla B* i ta miara jest rézna od
miary martyngatowej P* dla S*.
b) Niech ¢ = (8, «) replikuje X (taki portfel istnieje, na podstawie tw. 2.1). Wtedy Vy(p) =
aSy+ [, X = aSr + (1 +r). Stad

1 11 1
”) - I (X).

Ep(;(T):Ep(a+ﬁ S thg =g Vle) = &

Cwiczenie 2.13. Znalezé na rynku jednookresowym dwustanowym wzory ogélne na ceny eu-
ropejskich opcji kupna i sprzedazy przy zatozeniu S¢ < K < S¥.

Rozwigzanie.
(1+7)So— 84 S*—K
Co = . .
Su — gd 147
S —(1+7r)Sy K—8¢
Py = : . 2.2
0 Su— 5 1+7 (223)

Cwiczenie 2.14. Uzasadni¢ nastgpujace ograniczenia na ceny opcji na rynku bez mozliwosci
arbitrazu:

K +
<So - T) < Cy < So, (2.24)
K + K
- < B< . .
(1+r SO) Pos i (2.25)

Rozwigzanie. 7 parytetu

K K
Co=Py+Sg———>1(5)—
0= Fo+ 50 1—1—7’/( 0 1+r)’

bo Py > 0. Zatem lewa strona nieréwnosci (2.24) jest prawdziwa, gdyz Cp > 0. Poniewaz
St > (St — K)™T, wiec z tw. 2.5 otrzymujemy

So = To(S7) > Io((Sr — K)™) = Co,

czyli zachodzi prawa strona (2.24). Podobnie dowodzimy (2.25). Lewa strona wynika z parytetu,
a prawa z nieréwnosci (K — S7)* < K.
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Cwiczenie 2.15. [ Zabezpieczenie doskonale] Rozpatrzmy rynek bez mozliwosci arbitrazu.
Powiemy, ze portfel ¢ jest doskonalym zabezpieczeniem wyplaty X, gdy Vr(¢) > X. Cena
sprzedajacego Hg (X) nazywamy minimalny koszt zabezpieczenia doskonatego.

a) Udowodnié, ze na rynku jednookresowym dwustanowym IT5 (X) = Io(X).

b) Jak zdefiniowaé cene kupujacego 115 (X)? Czy na rynku jednookresowym dwustanowym
zachodzi TT§ (X) = Mo(X)?

Rozwigzanie. a) Cena sprzedajacego jest zadana wzorem
115 (X) = min{Vo(p) : ¢ € ©, Vr(p) > X}.

Niech portfel ¢ replikuje wyplate X. Wtedy Vr(p) = X, wiec portfel ¢ jest doskonalym zabez-
pieczeniem wyptaty X, zatem
To(X) > TI5 (X).

Udowodnimy, ze zachodzi nier6wnos$é przeciwna.
Gdy portfel ¢ € ® jest taki, ze Y = V(1)) > X to z monotonicznosci ceny zachodzi IIp(Y') >
Iy(X), zatem Vp(v) > Ip(X), a stad

S
I5(X) > To(X).
Inny sposéb rozwiazania — to rozwigzanie zagadnienia minimalizacji z ograniczeniami, szukamy

min WV,
p=(8,a) (%)

przy ograniczeniach:

aS"+ B(1+7r)
as? + B(1+7r)

> XY,

> X7

W wyniku tego postepowania tez otrzymujemy IT5 (X) = TIo(X).

b) Zdefiniujemy cene kupujacego.

7 punktu widzenia kupujacego warto zaptacié¢ za wyptate X taka wielko$¢ g, zeby w chwili T
kupujacy mial jeszcze co najmniej taki sam zysk, jak w przypadku, gdy uzyje strategii o cenie
poczatkowej xg. Stad maksymalna cena akceptowana przez kupujacego to

I (X) = sup{Vo () : ¢ € ®, X — Vir(p) > 0}

7 wlasnogci supremum wynika, ze II)(X) = — II§(—X). Zatem korzystajac z punktu a) otrzy-
mujemy

I(X) = — To(—X) = Mo(X).

Mozna tez, analogicznie jak w przypadku ceny sprzedajacego, szukaé¢ ceny kupujacego jako
rozwigzania zagadnienia maksymalizacji z odpowiednimi ograniczeniami.

Cwiczenie 2.16. Gdy rozwazamy rynek z kosztami za transakcje, to w naszym opisie rynku
musimy wiele zmienié. Opisa¢ r6znice pomiedzy kontraktami (gdy nie ma kosztéw, to oba daja
te sama wyplate):

a) sprzedajacy zobowigzuje sie dostarczyé kupujacemu akcje za cene K, gdy Sp > K,

b) sprzedajacy wyptaca kupujacemu réznice Sp — K, gdy Sy > K.

Wskazowka. Poniewaz wystepujg koszty, wiec posiadanie w chwili T kwoty St pieniedzy nie
wystarcza do zakupu akcji (trzeba jeszcze pokryé koszty tego zakupu). Warto$é portfela nie moze
by¢ utozsamiana z liczbg, jest bowiem obiektem wielowymiarowym. Portfel jest opisany przez
dwie zmienne losowe, z ktorych pierwsza mowi, ile pieniedzy jest na rachunku bankowym, a druga
— ile akcji jest w portfelu.



3. Rynki skoniczone

Teraz uogdlnimy model z poprzedniego wyktadu. Dopuscimy dowolng skoficzong liczbe moz-
liwych scenariuszy i skoniczenie wiele chwil czasu, w ktorych dokonuje sie transakeji. Taki rynek
bedziemy nazywaé rynkiem skonczonym. Ograniczenie liczby mozliwych scenariuszy pozwala
unikngé¢ stosowania zaawansowanych narzedzi technicznych i pozwala skupi¢ sie na interpreta-
cjach stosowanych metod i otrzymywanych wynikow.

3.1. Model rynku, portfel

Zalozymy, ze mamy do czynienia z rynkiem wielookresowym, czyli chwile czasu, w ktérych
odbywaja sie transakcje, to sa chwile 0, 1,2, ..., T (w zalezno$ci od sytuacji odpowiada to minu-
tom, dniom, itp.), gdzie horyzont czasowy jest skonczony: T' < co. Zalozymy ponadto, ze liczba
mozliwych scenariuszy (przypadkéw) jest skoniczona, zatem przestrzen probabilistyczna

Q={wi,ws,...,wq}
jest zbiorem skonczonym, rodzina zdarzen F = 2%, a prawdopodobienstwo P jest takie, ze
P{wi}) >0, i=1,2,...,d.

WprowadZzmy o-ciata Fy, t € {0,1,...,T}, ktére interpretujemy jako zaséb wiedzy o rynku
zebrany do chwili ¢. Nasza wiedza z czasem rosnie: F; C Fs dla t < s, wiec ciag F jest filtracja.
Bez straty ogdlnos$ci mozemy zaltozy¢, ze Fg jest o-cialem trywialnym i Fr = F. Dla wygody
0znaczmy

T=1{0,1,...,T}.

Na rynku znajduje sie (k + 1) instrumentéw finansowych (instrumenty pierwotne), ktérych
ceny za jedna jednostke w chwili ¢ sa opisywane przez zmienne losowe SY, S}, ..., Sf . Sa one
Fi-mierzalne, gdyz nasza dzisiejsza wiedza nie pozwala nam przewidzie¢ przysztych cen: w chwili
t znamy jedynie ceny S! dla u < t. Zatem wektor cen

St = (57,584, ., 5t

gdzie symbol / oznacza transpozycje, jest ciggiem adaptowanych zmiennych losowych. Sy jest
wektorem cen poczatkowych, ktére znamy (cen w chwili zero), wiec jest to wektor staly o war-
tosciach w R**1, Zwykle przyjmuje sie (i to robimy), ze S° jest cena aktywa bezryzykownego.
Zakladamy, ze S = 1 i kapitalizacja jest okresowa, oprocentowanie jest stale i réwne w skali
jednego okresu r, r > 0, a wiec

SY = (1+7r)t (3.1)

Zatem 3; = 1/SY jest czynnikiem dyskontujacym, czyli gdy zainwestujemy (3; w chwili 0, to
otrzymamy 1 w chwili ¢. Rynek spelniajacy powyzsze zatozenia bedziemy nazywaé rynkiem
skonczonym.

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Strategia finansowg (portfelem, procesem portfelowym) bedziemy nazywaé dowolny

proces prognozowalny (¢;);er o wartogciach w RFF1:
or= (0l pts--0t),s

czyli ¢} jest zmienna losowa Fo-mierzalna, adlat = 1,2,...,T zmienna losowa ¢! jest F;_1-mierzalna.
Zmienna losowa ¢, czyli i-ta wspolrzedna wektora o, interpretujemy jako liczbe jednostek i-tego
waloru trzymanych w portfelu od chwili t — 1 do chwili t. Wielkoéci ¢! sa dowolnymi liczbami
rzeczywistymi, co odzwierciedla fakt, ze dopuszczamy krotks sprzedaz, mozliwo$¢ zaciggania
kredytu w dowolnej wysokosci i zaktadamy nieskonczona podzielnosé papieréw. Prognozowal-
nosé¢ ¢ jest matematycznym sformutowaniem faktu, ze portfel na chwile ¢, czyli wektor ¢, jest
konstruowany na podstawie wiedzy osiagalnej do chwili ¢ — 1 (tj. wiedzy sprzed momentu t)
i nie zmienia si¢ do chwili ¢, w ktérej inwestor poznaje nowe ceny. Wtedy inwestor konstruuje
nowy sklad portfela na nastepna chwile (¢t + 1), czyli piq1.

Definicja 3.1. Wartoscia portfela ¢ (procesem wartosci, bogactwem) w chwili ¢ nazywamy
zmienng losowa:

k
Vi) =D @it
1=0

Poniewaz Vi(p) jest iloczynem skalarnym wektoréw losowych ¢; i S, to bedziemy uzywaé
notacji iloczynowej: Vi(¢) = ¢S Wielko$¢ V() = ¢0So jest nazywana kapitalem poczat-
kowym lub wielko$cig poczatkowa inwestycji.

Niektérzy autorzy przez portfel rozumieja pare (x, @), gdzie = jest kapitalem poczatkowym,
a proces prognozowalny ¢ = (¢¢)ieq1,.. 7y jest strategia postegpowania w kolejnych chwilach
czasu. To podejscie jest réwnowazne prezentowanemu na wykladzie, gdyz x jest jednoznacznie
wyznaczony przez g, a mianowicie = ¢gSp.

Gdy inwestor w chwili ¢ konstruuje portfel ¢;11 na chwile (¢t + 1), to koszt konstrukeji tego
portfela wynosi ¢.1+1.5;, a jego wartosé w chwili na ktérg byl on konstruowany, a wigc w chwili
(t+ 1) wynosi ¢+1S¢+1 (opisujemy rynek doskonaly, a wiec bez kosztéw transakeji, podatkéw
itp.). Czyli wielko$¢ ;415141 — @i+15¢ jest zyskiem w chwili ¢ + 1 wynikajacym ze zmiany cen.
Stad

Definicja 3.2. Proces zysku G(p) portfela ¢ definiowany jest wzorem

t—1
Gi(#) = > Put1(Sut1 — Su) (3.2)
u=0

dlat=1,...,T.
Wyrdéznimy teraz specjalng klase portfeli:
Definicja 3.3. Strategie nazywamy samofinansujaca sie, gdy

1St = Pr415¢ (3.3)
dlat=0,1,...,T — 1.

Ta wlasnosé strategii oznacza, ze inwestor zmienia swoja pozycje (portfel) z ¢; na ¢;4+1 bez
konsumpcji lub doplywu kapitatu z zewnatrz. W chwili ¢ inwestor dysponuje kapitatem V;(¢p),
ktory w calosci przeznacza na zakup portfela ;1 1, placac ceny S; za aktywa.

Niech ® bedzie klasa strategii samofinansujacych sie. Wprost z definicji wynika, ze ® jest
przestrzenia liniowa. Podamy teraz bardzo przydatng charakteryzacje portfeli samofinansuja-
cych sie, mowiaca, ze w chwili ¢ kapital takiego portfela jest réwny sumie kapitatu poczatkowego
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i warto$ci procesu zysku tego portfela w tej chwili. Zysk w chwili ¢ jest suma zyskéw w poprzed-
nich chwilach wynikajacych tylko ze zmiany cen z S, w chwili u na S,1 w chwili u 4 1, gdzie
u=0,...,7—1.

Twierdzenie 3.1. Poritfel ¢ jest samofinansujgcy sie wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich t spelniona jest rownosc

Vi(p) = Volp) + Gi(w). (3.4)
Dowdd. Koniecznosé.
t—1
Vi(@) = 1St = 0050 + Y (Pr+19k+1 — ©xSk)-
k=0

Korzystajac z zalozenia ¢, Sy = @yu+1Sy, mamy

t—1

Vi(p) = 0050 + Y r+1(Ske1 — Sk) = Vo + Gi().
k=0

Dostateczno$é. 7 zalozenia (3.4) dla dowolnego ¢t mamy

Vir1() = Vile) = pr1(Ser1 — St). (3.5)
Ponadto, z definicji
Vir1(e) = Vi) = 1415141 — @St
Poréwnujac prawe strony widzimy, ze ¢Sy = py415; dla wszystkich ¢, co oznacza, ze ¢ € O.
O
Z powyzszego twierdzenia wynika, ze bogactwo portfela dla strategii samofinansujacej sie
zalezy tylko od portfela i zmian cen.

Uwaga 3.1. Z dowodu tw. 3.1 wynika, ze portfel ¢ jest samofinansujacy sie wtedy i tylko wtedy,
gdy dla wszystkich ¢ zachodzi (3.5), czyli:

ped <= Vi(p) —Vi(e) = 01+1(Se41 — St)  dla kazdego t.

Cwiczenie 3.1. Udowodnié, ze portfel staly jest strategia samofinansujaca sie.

Rozwigzanie. Poniewaz iloczyn skalarny jest liniowy, wiec
ped® <= (pry1—r)S: =0 dla kazdego t, (3.6)

a stad teza wynika natychmiast.

Okazuje sie, ze gdy inwestor postepuje zgodnie ze strategia samofinansujaca, to wartosé
portfela jest calkowicie zdeterminowana przez bogactwo poczatkowe i strategie postepowania
z aktywami ryzykownymi.

Twierdzenie 3.2. Dla dowolnego procesu prognozowalnego (o},...,oF), t =
€{0,1,...,T} i dowolnego rzeczywistego x istnieje jednoznacznie wyznaczony proces
prognozowalny @9, t € {0,1,..., T}, taki, Ze strategia p = (¢°,...,o%)" jest samofi-
nansujgcg ste i jej poczgtkowe bogactwo jest rowne x.
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Dowod. Wielkosé poczatkowa inwestycji jest rowna x, zatem
k . .
z = Vo(p) = w0 + > _ %S

i=1

i stad mamy wyznaczona jednoznacznie stata ¢
k
0 o
Yo =L — Z ©0:50-
i=1

Dalej skorzystamy z zasady indukcji matematycznej. Zatdézmy, ze @ jest wyznaczone jedno-
znacznie i jest F;_j-mierzalne. Z warunku samofinansowalnosci (3.3) mamy

k
Q1S = Qri19 = PSP + Y oSt
=1

a stad 4,0? 1 jest wyznaczone jednoznacznie wzorem
1 k
0 . .
Prr1 = 50 [SOtSt - Z ‘P;+15§]-
t i=1

Wszystkie sktadniki z prawej strony sa JF;-mierzalne, wiec ¢! 1 jest Fy—mierzalne. Mamy zatem
jednoznacznie okreélony proces prognozowalny (¢?);. O

3.2. Arbitraz

Definicja 3.4. Strategie ¢ nazywamy arbitrazem (strategia arbitrazowa), gdy

Vo(p) =0
P(Vr(p) 20) =1, P(Vr(e)>0)>0.

Uwaga 3.2. Poniewaz P({w;}) > 0 dla kazdego i, wiec warunki z definicji sa réwnowazne naste-
pujacym:
Vwea zachodzi Vp(¢)(w) =0, Vr(p)(w) >0

oraz
3., takie, ze Vr(p)(w;) > 0.

b) Warunek braku arbitrazu na rynku mozna tez wyrazié¢ inaczej:
Voe® Vo(p) =0, Vr(p) >0 P—pn. = Vr(p)=0.

Widaé, ze definicja 3.4 uogélnia pojecie arbitrazu dla rynku jednookresowego dwustano-
wego, a jednoczesnie wyraza to pojecie w terminach prawdopodobienistwa i nie uzywa pojecia
scenariusza, wiec tatwo ja przeniesé na szersza klase modeli.

Definicja 3.5. Modelem rynku finansowego nazwiemy pare M = (S, ®). Rynek nazywamy
rynkiem bez mozliwosci arbitrazu (bezarbitrazowym, pozbawionym arbitrazu), gdy nie istnieje
strategia arbitrazowa w klasie strategii samofinansujacych sie.
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Pojecie arbitrazu zdefiniowalismy globalnie. Okazuje sie, ze nasza definicja obejmuje przypa-
dek, gdy mozna mieé¢ zysk bez zadnego naktadu i bez ryzyka we wczeéniejszych chwilach czasu.
Intuicyjnie mozna to uzasadni¢ w nastepujacy sposéb: wiemy, ze istnieje arbitraz w chwili ¢t < T
na pewnym zbiorze A. Wtedy wybieramy strategie wstrzymania sie od jakichkolwiek dziatan do
momentu t. Gdy w chwili ¢ znajdziemy sie w zbiorze A (zatem scenariusz sprzyjal zajsciu zdarze-
nia A), to wykorzystujemy nasza okazje. Wchodzimy w kontrakt arbitrazowy, nastepnie w chwili
(t + 1) realizujemy zysk, ktéry natychmiast wkladamy na rachunek bankowy i ostatecznie osia-
gamy dodatni zysk. Gdy w chwili ¢ nie znajdziemy sie w zbiorze A, to nic nie robimy (zatem
na koncu mamy zero). Te intuicje potwierdza twierdzenie méwiace, ze jesli na rynku nie istnieje
arbitraz globalny, to nie istnieje arbitraz lokalny, czyli arbitraz w jednym okresie. Aby méc
poréwnywaé wartos¢ portfela w réznych chwilach czasu musimy uwzgledniaé oprocentowanie,
zatem poréwnujemy zdyskontowane wartosci portfela, czyli poréwnujemy w réznych chwilach
wartosci procesu V;*(¢) = V;(¢)/S?. Dlatego twierdzenie o arbitrazu lokalnym przybiera postaé:

Twierdzenie 3.3. JeZeli na rynku (S, ®) nie ma mozliwosci arbitrazu, to dla kazdego
tef0,....T—1}, Ae F i dla p € ® mamy

i) P(Vii1(p) = Vi (@) > 0|A) = 1 implikuje P(VE () — Vi (p) = 0|4) = 1.

i) P(Viii(e) — Vi () < 0]A) =1 implikuje P(Vy, () — Vi(p) = 0]4) = 1.

Dowdd. Sformalizujemy idee opisane powyzej. Udowodnimy punkt i) twierdzenia. Ustalmy chwi-
le t, strategic ¢ € ® i A € F; takie, ze P(A) > 01
P(Via(p) = Vi(p) 2 0]4) = 1. (3.7)

Zdefiniujemy teraz proces . Niech ¥ =0, a dla 0 < u < T niech

0 dla v < t,
Pu = 114'(907(5)4—1_‘/;*(90)730%—#1""790?—&-1), dlau=1t+1,
14+ (V3a(9),0,...,0) dlau>t+1,

gdzie 14 jest funkcja wskaznikowa zbioru A, tj.

1 dlaweA,
La(w) = {

0 dawé¢A.

Z postaci ¥ wynika, ze jest to proces prognozowalny, a wiec 1 jest portfelem. Sprawdzamy teraz,
ze portfel ¥ jest samofinansujacy sie, korzystajac z warunku (3.6) i z tego, ze ¢ € ®.

Gdy u <tlubu>t+1, to ¥yp1 — ¥y = 0, wiec (Vyq1 — ¥y)Sy = 0.

Gdy u =t, to

k

(Vre1 — 1) St = Y18t = 1a (93157 — Vi) + Z ©1115¢) =
i—1

=14 (p14+15: — Vi(p)) = 1a (St — Vi(p)) = 0.

Natomiast gdy v =t + 1, to

(Y42 — Yeg1)Sea1 = 1a (Vi () Sy — Visr (4)) = 0.
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Poniewaz V% | (¢) = 1a(Vi1(p) — Vi*(¢)), wiec z (3.7) i definicji 17 otrzymujemy
Vr(¥) = ¢rSr = 1a- (Via(e) = V' (9) Sz > 0.

Stad, oraz z tego, ze 1 € ®, Vy(v)) = 0 oraz z zalozenia o braku arbitrazu wynika, ze Vp(¢) = 0.
Zatem

0 = P(Ve(w)>0) = P({Ve(¥) > 0} N A) =
= P(V7(0) = V() > 0]4) - P(A).

Poniewaz P(A) > 0, wiec P(V (p) — V{*(p) > 0|A) = 0, zatem
P(Vi(p) = Vi(p) = 0[4) = 1,

co wraz z zalozeniem (3.7) daje punkt i).
Punkt ii) dowodzi sie analogicznie. O

3.3. Wyplata europejska i jej wycena

Teraz naszym celem bedzie podanie metody wyceny i zabezpieczania instrumentéw finan-
sowych na rynku bez mozliwosci arbitrazu. Jak zawsze, instrument europejski utozsamiamy
z wyplata, ktéra otrzymuje jego posiadacz w okre$lonej chwili 7', wobec tego zaczniemy od
Scislej definicji wyplaty.

Definicja 3.6. Wyplata (europejska) X w chwili T nazywamy dowolna Fr—mierzalng zmienng
losowg.

Oznacza to, ze wyplata europejska zalezy od wiedzy zebranej na rynku. Gdy wyplata za-
lezy od cen instrumentéw podstawowych tzn. od S, to instrument nazywamy instrumentem
pochodnym. Pézniej zajmiemy sie instrumentami, ktérych nie da sie opisaé przy pomocy jednej
wyplaty w momencie T

Strategie ¢ € ® nazywamy strategia replikujaca wyplate X gdy

Vr(p) = X,

czyli gdy wartos¢ portfela w chwili T' jest réwna X. Wyptate X nazywa sie osiggalng, gdy
istnieje strategia ja replikujaca. Warto zauwazyé¢, ze wyplaty osiagalne tworza podprzestrzen
liniowa w zbiorze wyplat.

Méwimy, ze wyplata jest jednoznacznie replikowalna w modelu M, gdy dla dowolnych
strategii ¢, replikujacych X mamy Vi(p) = Vi(¢p) dla wszystkich t. Wtedy proces Vi(p)
nazywamy procesem replikujacym X lub procesem bogactwa X w M. Jak wiemy, na
rynku jednookresowym dwustanowym wszystkie wyplaty sa osiagalne, istnieje dokladnie jedna
strategia replikujaca, wigc wyplaty osiagalne sa jednoznacznie replikowalne. W modelu rynku
skoniczonego nie wszystkie wyplaty sa osiagalne (patrz éw. 3.10), ale wyplaty osiagalne sa jed-
noznacznie replikowalne, choé¢ nie oznacza to, ze istnieje dokladnie jedna strategia replikujaca
(patrz zad. 3.9).

Twierdzenie 3.4. Jesli M jest rynkiem bez mozliwosci arbitrazu, to kazda wyplata
X osiggalna w M jest jednoznacznie replikowalna w M.
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Dowod. Nie wprost. Zalézmy, ze istnieja strategie ¢, ¥ replikujace X, takie ze dla pewnego
t <T mamy V,(p) =V, (¢) dlau < tiVi(p)# Vi(¥). Rozwazymy dwa przypadki.
I. Niech t > 0 iniech A = {Vi(¢) > Vi(¢)}. Bez straty ogélnosci mozna zaltozyé, ze P(A) > 0.
Niech ¢ = Vi(p) — Vi(¢). Z definicji zmiennej losowej ¢ wynika, ze przyjmuje ona wartosci
dodatnie na zbiorze A. Udowodnimy, ze strategia n zdefiniowana wzorami:

(2 dla u <t,
M = 1Ac(¢u_wu)+1A(S%,o,...,0)' dla u >t

jest strategia arbitrazowa, a wiec doprowadzimy do sprzecznosci. Strategia 7 jest do chwili
t réwna réznicy strategii ¢ i ¢. Gdy w chwili ¢ zrealizuje sie zdarzenie A, to nie zmieniamy
postepowania, a gdy zrealizuje sie zdarzenie A to realizujemy nasz zysk i od chwili t+1 trzymamy
wszystko w banku. Zaczniemy od wykazania, ze strategia n jest samofinansujaca sie. Gdy u < t,
to

NuSu = (Pu — Yu)Su = (Put+1 — Yut1)Su = NMut1u,
przy czym w drugiej réwnoéci korzystamy z faktu, ze ¢ i ¥ sa strategiami samofinansujacymi
sie. Dla v =t mamy:
NSt = @Sy — Sy = V() — Vi(¥).
A poniewaz strategie ¢, replikujace X sa samofinansujace sie, wiec
Ni+1S: = 1ac(@ir1 — Yes1)' St + 1A(5%>707 5 0)8 =
= 14¢(0tSt — YeSt) + 14¢ = Vi(p) — Vi(¥),

zatem 14415, = 1 S;. Gdy u > ¢, to

mSe = llpu = $u)SulLae + LagsS2 =
— 1AC(90u+1*7/}u+1)Su+1AS§OS —77u+15

Czyli strategia n jest samofinansujaca sie. Teraz sprawdzimy, ze n jest arbitrazem. 7 zalozenia
0 =Vo(e) — Vo(v) = Vo(n). Dalej, poniewaz strategie o, replikuja X, wiec

¢

Vr(n) = Lac(or —Yr)ST + 14 ¢ 50

SOST == 1A

Sy >
Nieujemnoéé wynika z dodatnioéci zmiennej losowej ¢ na zbiorze A i dodatnioéci S°. A poniewaz
P(Vp(n) > 0) = P(A) > 0, wiec n jest arbitrazem.

I1. Przypadek t = 0 zostawimy jako zadanie (¢éw. 3.11). O

Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

Cwiczenie 3.2. Skonstruowac rynek skoniczony, dla ktérego wszystkie wyplaty sa jednoznacznie
replikowalne i istnieje dodatnia wyplata Y, dla ktérej istnieje strategia ¢, taka ze Vy(p) < 0
oraz Vr(p) =Y > 0.

Wskazowka. Patrz zad. (2.4).
Analogicznie do przypadku rynku dwustanowego wprowadzamy definicje ceny arbitrazowe;j.

Definicja 3.7. Niech M bedzie rynkiem bez mozliwosci arbitrazu. Wtedy proces replikujacy
wyplaty osiagalnej X nazywamy arbitrazowa cena X na rynku M i oznaczamy przez IT;(X),
teT.

Uwaga 3.3. Z tw. 3.4 wynika, ze cena arbitrazowa II;(X) wyplaty osiagalnej X istnieje zawsze
i jest wyznaczona jednoznacznie.



3.4. Zagadnienia i zadania na cwiczenia 31

3.4. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia
Cwiczenie 3.3. Udowodni¢ uwage 3.1, czyli:

ped = Vit(p) = Vile) = o141(St+1 — St) dla kazdego ¢
<~ (pr+1 —1)Sy =0 dla kazdego t.

Rozwigzanie.

Viri(p) = Vi(e) = 0418141 — @415t + 0118t — oSy =
= or41(St+1 — St) + (pee1 — ¢1) St

Cwiczenie 3.4. Udowodnié¢, ze strategia ¢ polegajaca na kupieniu za wlasne pieniadze i-tej
akcji w chwili 0, sprzedaniu jej w chwili 7, 7 < T i wlozeniu uzyskanych pieniedzy do banku
jest samofinansujaca sie, gdy

a) T jest ustalona chwila czasu,

b) 7 jest momentem stopu.

Rozwigzanie. Gdy T = u, to strategia ¢ = ¢(*) ma postaé

(,00 — 07' gdy t < U, QOz —_ ]-a gdy t < U,
! %Z’ gdy t > u. ! 0, gdyt>u.

oraz ¢! =0 dla j & {0,i}. Wykazemy, ze zachodzi (3.6). Istotnie,
(P41 —@4)St = 0 dla t # u, bo @41 — ¢ = 0. ‘ ‘

Dla t = u, z definicji ¢, zachodzi (py+1 — @u)Su =S, — S%, = 0.

b) Poniewaz 7 = Zg;& klg,—iy, wiec ¢ = Zz;ol l{T:k}go(k“). Zatem

T-1

(pre1— @) Se = > 1{T:k}(¢§i)1 — o8 =0,
k=0

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystalismy z punktu a). Do sprawdzenia zostata prognozowalnosé
procesu .

Cwiczenie 3.5. Na rynku istnieje mozliwos¢ arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje portfel
samofinansujacy sie ¢ speliajacy

P(Vi(p) =2 Volp)) =1, P(Vp(p) > Vole)) > 0.

Rozwigzanie. = oczywiste.
< Gdy ¢ ma wlasnosci podane w zadaniu, v = (Vy(¢),0,...,0), to portfel 1p = ¢ — v jest
portfelem arbitrazowym. Istotnie, ¢y € ®, bogactwo poczatkowe

Vo(¢) = Vo(p) = Vo(v) =0
oraz
Vi) = Vi) = Vr(v) = Vr(p) = Vole),
wiec z wlasnosci portfela ¢ mamy

P(Vi(p) > 0) =1, P(Vi() >0)> 0.

Cwiczenie 3.6. Udowodnié, ze gdy istnieje strategia ¢ spelniajaca Vy(¢) < 01 Vw € Q zachodzi
Vr(e)(w) > 0, to istnieje arbitraz.
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Cwiczenie 3.7. [ Prawo jednej ceny] Udowodnié, ze na rynku bez mozliwosci arbitrazu portfele
majace te sama wartos¢ w chwili 7" musza mie¢ te sama wartos¢ w chwili 0 (czyli musza mieé
te sama cene).

Rozwigzanie. Niech ¢, beda takie, ze Vr(p) = V(). Zalézmy, nie wprost, ze Vp(p) < Vo(v).
Wtedy portfel k = ¢ — 9 spelnia Vy(k) = Vo(p) — Vo(v) < 0 oraz Vp(k) = 0, z czego wynika
istnienie portfela arbitrazowego — sprzecznos¢ z zatozeniem. 7 nastepnego zadania wynika, ze
na rynku bez mozliwosci arbitrazu wystarczy rozpatrywaé jeden rachunek bankowy.

Cwiczenie 3.8. Gdy na rynku (S, ®) bez mozliwoéci arbitrazu S°, S! sg aktywami bez ryzyka,
tj. S! tez spelnia warunek (3.1) z pewnym 71, to S® = S*.

Rozwigzanie. 7 zalozenia wynika, ze S} = (1+4r1)! dla pewnego 71 > 0. Gdy 7 > r1, to portfel
(1,-1,0,...,0) jest arbitrazem, a gdy r < r1, to portfel (—1,1,0,...,0) jest arbitrazem.

Cwiczenie 3.9. Podaé przyklad rynku bez mozliwosci arbitrazu i dwu réznych strategii samo-
finansujacych sie o tej samej wartosci w chwili koncowej T'.

Rozwigzanie. Przyklad. Niech T' = 1, stopa procentowa bez ryzyka wynosi 0% i na rynku sg 2
akcje przyjmujace wartosci:

Sy = 4, Si(w1) =5, Sf(w2) =
S§ = 6, Si(wi) =7, Si(ws) =
Wtedy ¢ = (5,5,0) i ¢ = (1,3, 2) replikuja te sama wyplate.

Cwiczenie 3.10. Rozpatrzmy rynek jednookresowy z trzema mozliwymi zdarzeniami losowymi.
Inwestor uwaza, ze sg one jednakowo prawdopodobne. Na rynku stopa procentowa bez ryzyka
wynosi 20% 1 jest jedna akcja majaca proces cen postaci:

St =25, Si(wi) =20, S}(w2) = 40, S} (ws) = 35.

Czy wszystkie wyplaty sa na tym rynku osiagalne?
Cwiczenie 3.11. Uzupelni¢ szczegdly drugiej czesci dowodu tw. 3.4.

Rozwigzanie. Niech t = 0 i niech Vp(p) > Vp()). Portfel

T = (¢u - @u) + (Vb(()@) - %(¢)707 tet 70)

jest strategia samofinansujaca sie (kombinacja liniowa strategii samofinansujacych sie), dla kt6-
rej
Vo(n) = Vo(¥) = Vo() + (Voly) — Vo(¥)) S = 0,

bo S§ = 1, oraz

Vr(n) = Ve(¥) = Vr(e) + (Vole) — Vo(¥))St = (Vol) — Vo(¥)) St > 0,

wiec n jest arbitrazem, co konczy dowdd.
Wynik ten jest tez natychmiastowa konsekwencja ¢w. 3.7.
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Wyznaczenie ceny arbitrazowej osiagalnej wyptaty X poprzez znalezienie strategii replikuja-
cej jest czesto bardzo trudne, szczegdlnie gdy mamy dtugi horyzont czasowy T' i duzo scenariuszy.

Przedstawimy teraz alternatywne podejscie do tego problemu — metode martyngatows.
Spotkaliémy sie juz z nig w rozdz. 2, w ktéorym byla przedstawiona jako jedna z mozliwych
metod wyceny, choé¢ nie bylo widaé jej zalet w poréwnaniu z metoda replikacji. Do badania
rynku skonczonego, a wiec bardziej skomplikowanego, okaze si¢ ona bardzo przydatna. Metoda
ta pozwala na wypisanie jawnych wzoréw na II;(X) za pomoca wartosci oczekiwanych.

4.1. Dyskontowanie

Czesto przy badaniu rynkéw finansowych wyrézniamy instrument pierwotny o numerze 0,
ktorego zadaniem jest mierzenie wartosci pieniadza w czasie (proces dyskontujacy, czynnik dys-
kontujacy, numéraire). My przyjmiemy, ze S° odpowiada lokacie pieniedzy w banku na znany
procent r tzn. S° = B. W dalszym ciagu na oznaczenie rynku bedziemy stosowali wymiennie
M = ((B,S,...,8%),®) lub M = ((S°,...,5%),®) lub M = (S,®). Dysponujac procesem

dyskontujacym wprowadzimy pojecie zdyskontowanego procesu cen:

Definicja 4.1. Wektor S* = (1,S5*,..., 5 gdzie S} = %{ dla i = =1,...,k, nazwiemy
zdyskontowanym procesem cen.

Okazuje sie, ze samofinansowalno$¢ strategii mozna sprawdzi¢ badajac zachowanie zdyskon-
towanego procesu bogactwa.

Lemat 4.1. Strategia ¢ jest samofinansujgca sie wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich t <T

zachodzi rownosé:
t—1

Vi) = Vi (9) + D wur1(Sigr — Sh)- (4.1)
u=0

Dowdd. Ustalmy strategie ¢. Warunek ¢ € ® oznacza z definicji
YuSu = Put+15, dla u=0,1,..., T —1,
ktory jest rownowazny warunkowi
©uSh = put1S,  dla u=0,1,..., T —1,

co z kolei jest réwnowazne, jak pokazalismy w dowodzie tw. 3.1 (udowodnionego dla dowolnych
cen S, a wiec mozemy wziaé¢ S* zamiast S) faktowi:

t—1
Vi @iS; =005+ Y pur1(Sei1 — Si);
u=0
a jest to warunek (4.1), gdyz ¢S = %ft =V (p). O
Z lematu 4.1 wynika
Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet

Warszawski, 2011.
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Whniosek 4.1. Strategia ¢ jest samofinansujgca sie wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich t
zachodzi:

Vi (@) = Vi(e) = o1 (S — S5)- (4.2)

Whniosek 4.2. Zmiana czynnika dyskontujgcego nie zmienia klasy portfeli samofinansujgcych
sie.

Dowod. W lemacie 4.1 rozpatrzone zostalo dyskontowanie przez proces B, ale to samo zacho-
dzi, gdy wezmiemy dowolne S, takie ze S! > 0 dla kazdego t, gdyz nastepujace warunki sa
réwnowazne:

i) SDtSt thHSt dla kazdego t,
k J

Z got Z P E’ dla kazdego t,
7=0

iii) gotSt @tﬂst dla kazdego ¢, gdzie S; = S;(Si) ™"
0

Ta uwaga jest przydatna, gdyz czasami wygodnie jest zmieni¢ jednostki, w ktérych mierzone
sa wartosci instrumentéw podstawowych i pochodnych (bierzemy inny proces dyskontujacy).

4.2. Miara martyngatowa, arbitraz

Teraz wprowadzimy podstawowe pojecie dla rozwazan dotyczacych wyceny, a mianowicie
pojecie miary martyngatowej.

Definicja 4.2. Miare probabilistyczna P* na (2, Fr) réwnowazna z P nazywa sie miara mar-
tyngatowa dla
— zdyskontowanego procesu cen S*, gdy S* jest P*-martyngalem wzgledm filtracji (F3)q,
— rynku M = (S, ®), gdy dla kazdej strategii ¢ € ® proces V*(¢) zadany wzorem

Vi(p)

czyli zdyskontowany proces bogactwa, jest P*-martyngatem wzgledm filtracji (F);.
Symbolem P(S5*) (odpowiednio P(M)) bedziemy oznaczaé klase miar martyngatowych dla
procesu S* (odpowiednio dla rynku M).

Uwaga 4.1. a) Warto zauwazy¢, ze klasy P(S*), P(M) zaleza od czynnika dyskontujacego.
(patrz ¢éw. 2.12).

b) Dla przestrzeni probabilistycznej Q o skoficzonej liczbie elementéw miara probabilistyczna
Q jest réwnowazna z P wtedy i tylko wtedy, gdy Q(w) > 0 dla kazdego w.

Whprost z definicji miary martyngatowej dla rynku mamy

Whiosek 4.3. Jesli P* € P(M), to dla dowolnego portfela ¢ € ® i dowolnej chwili t
Vi(p) = BiEp+(Vr () By ' | 7). (4.3)
Okazuje sie, ze zachodzi réwno$é zbioréw P(S*), P(M).

Twierdzenie 4.1. Miara P* jest miarg martyngatowq dla rynku M wtedy i tylko
wtedy, gdy P* jest miarg martyngatowq dla zdyskontowanego procesu cen.
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Dowdd. Niech P* bedzie miara martyngatowa dla procesu cen. Wezmy dowolne ¢ € ®. Korzy-
stajac z (4.2) i z prognozowalnosci ¢ € ® mamy

Ep-(Viia(e) = V(@) F) = e Ep= (Siyy — 51 F:) = 0.

Zatem V;*(p) jest, dla dowolnego ¢ € ®, P*-martyngalem wzgledem filtracji (F;) tzn. P* €
P(M).

Nalezy jeszcze udowodnié, ze jeSli P* jest miara martyngatowa dla rynku, to jest miarg
martyngatowa dla procesu cen. Wezmy strategi¢ ¢ polegajaca na kupnie jednostki i-tego instru-
mentu bazowego na poczatku i trzymaniu go do kotica, tzn. @i = 1, ¢] = 0, dla j # 4. Jest to
strategia samofinansujaca sie. Zatem V;*(¢) jest P*-martyngalem i

0= Ep- (Vi (p) = Vi (@) F1) = Ep-(pr41(551 — S| F).- (4.4)
Ponadto zachodzi '
Pr1(Siy1 — S¢) = St — f*,
zatem z (4.4) mamy
Ep-(Sity = S'1F) = 0.
Czyli dla i € {1,...,k} wspotrzedna Si* jest P*-martyngatem, tzn. S; jest P*-martyngatem,
wiec P* € P(S™). O

Twierdzenie to pozwala sprowadzi¢ badanie czy P* jest miara martyngatowa dla rynku,
a wiec czy dla wszystkich ¢ € ® procesy V*(¢) sa P*-martyngalami, do badania czy proces
zdyskontowanych cen, a wiec jeden proces, jest P*—martyngatem. Od tego momentu bedziemy
mowié¢ o mierze martyngatowej opuszczajac dalsze rozréznienie, gdyz jest ono nieistotne.

Jak pokazuje nastepne twierdzenie, badanie mozliwosci arbitrazu sprowadza sie do badania
istnienia miar martyngatowych:

Twierdzenie 4.2. (Pierwsze podstawowe twierdzenie matematyki finanso-
wej). Rynek M jest rynkiem bez mozliwosci arbitrazu wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
miara martyngatowa.

Dowdd. Dostatecznosé. Wezmy P* € P(M) (z zalozenia takie P* istnieje). Korzystajac z (4.3)
otrzymujemy, ze na rynku nie ma mozliwosci arbitrazu. Istotnie, gdyby istnial arbitraz ¢, to
Vo(p) = 0 oraz Vip(p) = 01 P(Vr(p) > 0) > 0. A ze By' >0, to

Ep-(Vr(p)B;') > 0,

a wiec prawa strona wzoru (4.3) dla ¢t = 0 bylaby dodatnia, a lewa réwnataby sie¢ zeru. Sprzecz-
nos¢.
Zajmiemy sie teraz koniecznoscia. Zbiér €2 jest skoniczony, wiec kazda zmienna losowa X : 2 —
R mozna utozsamiaé¢ z wektorem (z1,...,zq) € R, gdzie z; = X (w;), 1 <i < d. I na odwrét,
wektor (z1,...,7q) € R? wyznacza zmienna losowa X, a mianowicie przyjmujemy X (w;) = z;
dla kazdego i. Niech
Vi={zeR:z>0,z+#0}

(przypomnijmy iz x > 0 oznacza, ze z; > 0 dla kazdego 7). Kazdy element V' wyznacza zmienna
losowa nieujemna i na odwroét, kazdej zmiennej losowej nieujemnej (poza zmienna losowa réwna
stale zeru) odpowiada jeden element ze zbioru V. Niech

W= {z € RY,; z; = G%(p)(w;) dla pewnego ¢ € ®, takiego ze Vp(yp) = 0}
= {z € R%: 2 = V}(p) dla pewnego ¢ € ®, Vy(p) = 0}.
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Zatem elementem W jest, przy zastosowaniu utozsamienia opisanego powyzej, zdyskontowany
zysk w chwili T', gdy stosujemy strategie ¢, dla ktorej kapitat poczatkowy jest réwny zeru, czyli
elementami W sa zdyskontowane zyski (w chwili T) strategii ¢, ktérych kapital poczatkowy
jest rowny zeru.

Jak tatwo zauwazy¢, fakt nieistnienia arbitrazu mozna zapisa¢ w terminach V' i W, a mia-
nowicie

nie istnieje arbitraz wtedy i tylko wtedy, gdy VNW = 0.

Zatem z zalozen twierdzenia wynika, ze V N W = (). Ponadto W jest liniowa podprzestrzenia
R?, a

d
K::{xGV:Z:Eizl}
i=1

jest zbiorem zwartym i wypuklym. Oczywiscie K C V, wiec K N W = (). Korzystajac z twier-
dzenia o oddzielaniu mozna $cisle oddzieli¢ zbiér zwarty i wypukly od podprzestrzeni liniowe;.
Zatem istnieje y € W (tj. element y ortogonalny do W, czyli taki ze y -w = 0, Vw € W),
taki ze:

Vee K y-x>0. (4.5)

Wektor e; majacy 1 na i-tym miejscu i zero na pozostalych nalezy do K, wiec z (4.5) mamy
0 < y-e; =y;. Zdefiniujmy miare probabilistyczng

P*({wi}) = ayi,

gdzie a = (Z?Zl y;) L. Jest ona réwnowazna z P (bo P*({w;}) > 0 dla kazdego 7). Teraz wy-
kazemy, ze P* jest miara martyngatowa. Dla dowolnego procesu prognozowalnego (', ..., ¢%),
korzystajac z tw. 3.2 dobieramy proces prognozowalny ¢°, takize ¢ = (¢, ..., ¢") jest portfelem
samofinansujacym sie o kapitale poczatkowym rownym zeru. Wtedy oczywiscie

(Gr(p) (@), ..., Gr(p)(wa)) € W,

a poniewaz ay € W, wiec
d d
0 = > ay;Gi(e)(w;) =Y P ({w;})Gr(9)(w;) = Ep=(Gr(p) =
j=1 j=1

T
= Ep( ;ms; - S1),s

przy czym w ostatniej rownosci skorzystaliémy z lematu 4.1. Stad wynika, ze dla kazdego i €
{1,2,...,k} i dla dowolnego procesu prognozowalnego ograniczonego 1) mamy

T
Bp- (Y 45(S) = Si1) =0,
j=1

a wiec (S™), i =1,...,k, jest P*-martyngatem. Czyli P* jest miara martyngalowa. O
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4.3. Wycena, zupetnosé rynku, kontrakty forward

Twierdzenie 4.3. Niech M bedzie rynkiem bez mozZliwo$ci arbitrazu. Wtedy cena
arbitrazowa w chwili t osiggalnej na rynku M wyplaty X jest dana wzorem

X
Br

,(X) = BiEp- (5| 7)), (4.6)

dla dowolnej miary martyngatowej P*.

Dowdd. Aby udowodnié (4.6), wezmy strategie ¢ replikujaca wyplate X. Wtedy z definicji ceny
arbitrazowej, z (4.3) i z tego, ze X = Vp(p) otrzymujemy:

II,(X) = Vi(¢) = BiEp+(Vr(¢) B3| Fy) = BiEp+(X By | 7).

Poniewaz proces replikujacy V;(¢) jest wyznaczony jednoznacznie i réwnosé (4.3) jest prawdziwa
dla kazdej miary P* € P(M), wiec wzor (4.6) nie zalezy od wyboru miary martyngatowej dla
rynku. O

Wzér (4.6) nazywamy wzorem martyngalowym na cene lub formula wyceny w warunkach
powszechnej obojetnoséci wzgledem ryzyka. W szczegélnosci z (4.6) i liniowosci wartosci oczeki-
wanej wynika
Uwaga 4.2. Na rynku bez mozliwoéci arbitrazu cena arbitrazowa jest operatorem liniowym na
przestrzeni liniowej wyplat osiagalnych, czyli gdy X i Y sa wyplatami osiggalnymi, to

(X +Y) = IL(X) + IL(Y). (4.7)

Whniosek 4.2 mozna tez otrzymaé korzystajac z definicji ceny arbitrazowej i wlasnosci ilo-
czynu skalarnego.

Whniosek 4.4. (Parytet kupna-sprzedazy). Na rynku bez mozliwosci arbitrazu, gdy euro-
pejskie opcje kupna i sprzedazy (dla tej samej akcji) z tg samaq ceng wykonania K sq osiggalne,
to ich ceny sq zwigzane wzorem:

K
T
gdzie Co(K) (odp. Py(K)) oznacza cene w chwili 0 europejskiej opcji kupna (odp. sprzedazy)
z ceng wykonania K.
Wzor (4.8) wynika z réwnosci (1.4) i wzoru (4.7) na cene.

Z tw. 4.2 latwo wynika

Whniosek 4.5. na rynku bez mozliwosct arbitrazu wycena wyplaty osiggalnej za pomocq ce-
ny arbitrazowej (wzoru (4.6)) tworzy zgodny system cen, w tym sensie, Ze rynek rozszerzony
o instrument bazowy o cenie S¥T1 = TI(X) jest dalej rynkiem bez moZliwosci arbitrazu.

Cwiczenie 4.1. Udowodnié¢ wniosek 4.5.

Z wlasnosci (4.7) czesto korzysta sie, gdy wyplate potrafimy przedstawié¢ jako kombinacje
lub jako granice kombinacji wyptat, ktére potrafimy wycenié.
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Przyklad 4.1. Znajdziemy na rynku bez mozliwosci arbitrazu ceny wyptat w chwili T' zwia-
zanych z instrumentem podstawowym o cenie S (tj. S = S? dla pewnego i > 1) w nastepujacy
sposéb:

a) X = min(max(K1, St), K2) (jest to tzw. opcja collar),

b) Y = max(Sy — K1,0) — (K2 — K1), (jest to tzw. opcja bostonska),
gdzie K i Ky sa stalymi, przy zalozeniu, ze wyptaty X i Y sg osiagalne.

Szukamy profilu wyptat badajac wlasnosci X (odp. Y), tj. analizujac posta¢ wyplaty w za-

leznosci od ceny instrumentu bazowego, na poszczegdlnych przedziatach (warto zrobié rysunek).
Znajdujemy, ze dla K7 < Ko:

X = (K1 —Sr)* = (K2 = S7)" + Ko, (4.9)
a gdy Ky > Ks, to X = Ky. Wyplata Y nie zalezy od relacji pomiedzy K; i Ks:
Y = (St — K1)" — (K2 — K1).
Stad i z liniowosci ceny otrzymujemy:

Py(K1) — Po(Ka) + KoBr',  gdy Ki < Ko,
KyBrt, ody K > Ko.
My(Y) = Co(Ky)— (Ko — Ki)Bg'.

Oczywiscie profil wyptat moze mie¢ rézne przedstawienia, np. X mozna dla Ky < Ky przedsta-
wié¢ w postaci

X = (S — K1) — (S7 — Ko)™ + K1, (4.10)
ale (4.9) i (4.10) prowadza do tej samej ceny (co widaé z parytetu).

Przyklad 4.2. a) Rozpatrzmy rynek jednookresowy z trzema mozliwymi zdarzeniami loso-
wymi. Inwestor uwaza, ze sa one jednakowo prawdopodobne. Na rynku stopa procentowa bez
ryzyka wynosi 20% i jest jedna akcja majaca proces cen postaci:

St =30, Si(w1) =20, S}(ws) =40, S}(w3) = 35.

Zbadajmy, czy na tym rynku istnieje arbitraz.

Oczywiscie przy badaniu wlasnodci tego rynku nie jest istotna opinia inwestora o szansach
scenariuszy. W celu zbadania, czy na tym rynku istnieje arbitraz, zbadamy, czy istnieje miara
martyngatowa. Rynek jest jednookresowy, wiec szukamy rozwigzania uktadu:

20p1 + 40p3 + 35p3 = 30 - 1,2,

p1+p2+p3=1,
pi>0,i=1,2,3.

Rozwiazanie ma postaé
1 »p 4 3p
plzg—za PQZg—Zy p3 =D,
przy czym p € (0, %) Zatem istnieje nieskonczenie wiele miar martyngalowych, czyli nie istnieje
arbitraz.
b) Co bedzie, gdy na rynku pojawi sie jeszcze jedna akcja:

S2 =30, SP(wi) =25, S}(wz) = 50, S3(ws) = 35.
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Teraz trzeba szukaé¢ rozwiazania uktadu:

20p1 + 40pg + 35p3 = 30 - 1,2,
25p1 + 50p2 + 35p3 = 30 - 1,2,
ptp2tps=1,
pi>0,1=1,2,3.

Poniewaz z pierwszych trzech réwnan otrzymujemy, ze p; = —2ps i p3 = 36/35, wiec nie istnieje
rozwiazanie spetniajace p; > 0, i« = 1,2, 3. Zatem na rynku istnieje arbitraz. Znajdziemy teraz
postaé portfela arbitrazowego. Szukamy portfela (a, 3,7) takiego, ze

o+ 303+ 30y =0,
1,200 + 208 + 257 > 0,
1,200+ 408 + 507 > 0,
1,200+ 358 + 35y > 0

9

przy czym cho¢ jedna nierownos¢ jest ostra. Stad otrzymujemy, ze

(=30 — 308, 3,7), gdy ~>0,6¢€[-7/2y,—]

jest portfelem arbitrazowym np. portfel ¢ = (0, —1,1) jest arbitrazem.
Gdy sie przyjrzeé¢ doktadniej cenom, to widaé, ze S§ = S2 i w chwili 1 ceny drugiej akcji sa nie
mniejsze od cen pierwszej, skad wynika natychmiast, ze portfel ¢ = (0, —1,1) jest arbitrazem.

Uwaga 4.3. Powyzszy przyklad ilustruje fakt, ze przy potaczeniu dwoch rynkéw bez mozliwosci
arbitrazu (w jeden) moze sie zdarzyé, ze otrzymany rynek stanie si¢ rynkiem z arbitrazem.

Gdy mamy rynek bez mozliwosci arbitrazu, to nastepnym pojawiajacym sie pytaniem jest
pytanie o wyplaty osiagalne, gdyz takie wyplaty umiemy wyceniaé. Okazuje sig, ze patrzac na
zbiér miar martyngatlowych potrafimy okreéli¢ kiedy wszystkie wyptaty sa osiggalne.

Definicja 4.3. Rynek M nazywamy zupelnym, gdy kazda wyptata jest osiagalna na tym rynku.

Twierdzenie 4.4. (Drugie podstawowe twierdzenie matematyki finansowej).
Rynek bez moZliwosci arbitrazu jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje doktadnie
jedna miara martyngatowa.

Dowdd. Koniecznosé. Niech X bedzie dowolna zmienna losowa, a wiec dowolna wyptata. Wy-
plata Y = X By jest osiggalna (bo rynek jest zupelny). Takze P(M) # () (co wynika z braku
mozliwosci arbitrazu i tw. 4.2). Zatem dla P* € P(M) mamy

y(Y) = BoEp+(YB;') = Ep«(X).
Gdy miary Py, Py € P(M), to
Ep:(X) =1Ih(Y) = Epy (X).

Stad, biorac X = 14, dla A € Fp, mamy

Pi(A) = Py (A).
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Wobec dowolnosci X, a wiec i A mamy P; = Pj.
Dostatecznosé. Dowdd nie wprost. Zalézmy, ze rynek jest niezupelny. Wtedy istnieje nieosia-
galna wyptata X. Niech A bedzie klasg zmiennych losowych zdefiniowang nastepujaco

A={Vo(p) + G1(p) : ¢ € P}.

Zatem A jest zbiorem zdyskontowanych wyptat otrzymanych za pomocsg strategii samofinansu-
jacych sie przy dopuszczeniu dowolnego kapitatu poczatkowego. A jest podzbiorem wlasciwym
zbioru wszystkich zmiennych losowych L°, gdyz ¥ = BLT nie nalezy do A. Istotnie, gdyby Y
nalezalo do A, to
Y =Vo(e) + Gr(p)

dla pewnego ¢ € ®, a wiec z lematu 4.1 zachodziloby Y = Vji(¢), czyli X = Y Br = Vr(yp),
zatem X byloby osiggalne.

Niech P* bedzie miarg martyngalowa. Wszystkie zmienne losowe sg P*—catkowalne z kwa-
dratem (bo  jest zbiorem skonczonym) i mozemy zdefiniowaé iloczyn skalarny wzorem

(X,Y) := Ep-(XY).

Poniewaz A jest podprzestrzenia liniowa L?(P*) oraz A # L?(P*), wiec istnieje zmienna losowa
Z rézma od 0, ortogonalna do A. Poniewaz 1 € A (bierzemy kapital poczatkowy 1 i nic nie
robimy, czyli ¢ =1, ¢* =0dlai=1,2,...,k), wiec zmienna losowa Z, jako ortogonalna do
A, ma $rednia zero

EpZ = 0. (4.11)

Zdefiniujmy miare probabilistyczna @) na podzbiorach 2 wzorem

(14 Z@) N
Qwh = (1+ 577 ) Pwb. (412)

gdzie || Z||cc = max; |Z(w;)|. @ jest miarg probabilistyczna réwnowazna z P, bo Q({w}) > 0 dla
kazdej w iz (4.11) otrzymujemy

z
Q(Q) = Egl = Ep- (HzHZHm) ~1

Oczywiscie @ # P*, bo Z jest zmienng losowg niezerowg. Udowodnimy teraz, ze @) jest miarg
martyngatows.

W tym celu wezmy dowolny proces prognozowalny (', ..., ¢*). Korzystajac z tw. 3.2 dobie-
ramy proces prognozowalny ¢°, taki ze 1) = (¢, ..., 9¥) jest portfelem samofinansujacym sie
o zerowym kapitale poczatkowym. Z definicji @) otrzymujemy

T T
EQ(Y i(S;—S5-1)) = Ep-(D_v(S; = Sj_1) +
j=1 j=1

1 roo
+ QHZHOOEP*(Z(;WSJ— 1)) (4.13)

Pierwszy skladnik z prawej strony wzoru (4.13) jest réwny zero, gdyz S* jest P* martyngalem.
Drugi sktadnik sumy z prawej strony (4.13) jest takze réwny zeru, gdyz

T
> ¥5(S) = Sja) € A,
j=1

a Z jest zmienng losowa ortogonalng do A w L2(P*). Zatem S* jest Q-martyngatem, a wiec
@ jest miara martyngalowg rézna od P*. Otrzymaliémy sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze istnieje
doktadnie jedna miara martyngalowa. O
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Podkreslmy jeszcze raz, ze zupelnos¢ jest bardzo wazna cecha rynku, gdyz na takim rynku
potrafimy wyceni¢ w sposéb jednoznaczny kazda wyplate, a ponadto korzystajac z faktu, ze
twierdzenie o reprezentacji martyngaléow (zachodzace, gdy €2 i czas sg skonczone) jest réwno-
wazne zupelnosci (patrz zad.4.6) mozna, korzystajac z lematu 4.1 i twierdzenia o reprezentacji
martyngatow, znalezé strategie replikujaca dla kazdej wyplaty na rynku zupetnym.

Teraz podamy przyktady zastosowan udowodnionych przed chwila twierdzen.

Przyktad 4.3. Rozwazmy rynek z przykl. 4.2a. Jak widzieliémy na tym rynku istnieje wiele
miar martyngatowych, czyli rynek jest wolny od mozliwosci arbitrazu i nie wszystkie wyplaty
sg osiggalne.

Wyplata X = (z1,x9,x3) jest osiagalna, gdy istnieje portfel replikujacy ¢ = =(f, a), tj.
Vr(e) = X, czyli musi zachodzié¢:

1.2a+ 208 = z1,
1.2a + 408 = x9,
1,2 + 353 = z3.

Stad otrzymujemy, ze wyptaty osiagalne spetniajg warunek:

x1 + 3xy — 4x3 = 0. (4.14)
Wycenimy teraz wyplate osiagalna. Korzystajac z (4.6) i (4.14) mamy:
_ 1
Oo(X) = (1+7)"Ep(X) = ﬁ($1p1 + w2p2 + w3p3) = (4.15)
5/—p(x1 +3x9 —4x3) x1 4w 1 + 4o
- 2 g f ) == 4.16
6( 4 5 * 5 ) 6 (4.16)

a wiec widzimy, ze cena nie zalezy od wyboru miary martyngatowej (co i tak byto udowodnione
w tw. 4.3). Wzér (4.15) sugeruje, ze mozna w inny sposob znajdowaé wyplaty osiagalne. Miano-
wicie, cena zadana wzorem (4.15) nie moze zaleze¢ od parametru p (tw. 4.3), wiec wspdlczynnik
przy p w (4.16) powinien si¢ zerowaé. Jest to sugestia, ktéra udowodnimy w tw 4.5. I w ten
sposob znowu dochodzimy do warunku (4.14).

Przykt. 4.3 sugeruje, ze mozna udowodni¢ bardzo przydatna charakteryzacje wyplat osia-
galnych:

Twierdzenie 4.5. Gdy rynek jest wolny od arbitraiu, to wyplata X jest osiggalna
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f: P(M) — R zadana wzorem

f(P) = Ep(XB;)

jest stata.

Dowod. Koniecznosé zostata udowodniona w tw. 4.3, a dostatecznosé pozostawiamy jako zada-
nie. O

Cwiczenie 4.2. Na rynku dwuokresowym o czterech mozliwych scenariuszach stopa procento-
wa bez ryzyka wynosi 10%. Na tym rynku jest jedna akcja, ktérej ceny sa opisane przez proces

S

So = 100, Sl(wl) = Sl(WQ) = 120, Sl(w3) = Sl(w4) = 80,
Sa(wi) = 140, Sa(ws2) = 100, S2(ws) = 100, S2(ws) = 60.
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Zmnalez¢é ceny europejskich opcji kupna i sprzedazy z cena wykonania K = 105.

Rozwigzanie. Zaczniemy od sprawdzenia, czy rynek jest wolny od arbitrazu. Znajdujemy miare
martyngatowa P* na Q = {w1,...,ws}, a mianowicie

P*({w1}) =06, P*({w2})=0,15, P*({ws})=0,175, P*({w4}) = 0,075.

Miara martyngatowa jest jedyna, wiec kazda wyplata jest osiagalna. Ze wzoru (4.6) otrzymujemy

1 1
= Ep«(Sy —105)" = 06=1
Cy T (S2 — 105) 1’2135 0,6 =17,36
oraz 1
Py = Ep- (105 — S5)T = 4,13.
T (105 — S2) 13

Oczywidcie obliczajac wartos¢ Py mozna byto skorzystaé¢ z parytetu.

Wycena kontraktu terminowego forward. Zajmiemy sie teraz na rynku bez mozliwosci
arbitrazu wycena kontraktu terminowego forward na i-ty instrument o cenie S*. Wartoéé tego
kontraktu forward w chwili ¢ bedziemy oznaczaé przez F;. Kontrakt terminowy forward jest
zadany przez wyplate X = S% — K, gdzie K jest cena forward. Wyplata X jest osiagalna,
zatem ze wzoru (4.6) znajdujemy cene w chwili ¢ wyptaty X

i

Si, — K 4 o
IL,(X) = BtEp*(TB%T‘}}) =8I — K(1+7)" T, (4.17)

Jak wiemy, cena forward K jest taka liczba, ze wartos¢ kontraktu forward w chwili zero jest
réwna zeru, tj. IIp(X) = 0, zatem ze wzoru (4.17) otrzymujemy, ze cena forward wynosi

K = S{Br =S{(1+r)T.

Warto podkresli¢, ze cena forward nie ulega zmianie w czasie trwania kontraktu, natomiast
warto$¢ kontraktu (réwna zeru w chwili zawierania) zmienia si¢ w czasie, w szczeg6lnosci zwykle
jest niezerowa w chwili dostawy (rozliczania). Wstawiajac do wzoru (4.17) cene forward K mamy

Twierdzenie 4.6. Wartosé kontraktu terminowego forward na i-ty instrument bazowy
wynosi w chwili t ' ' ‘ ' '
Fj = Si - S4B, = S} — Sy(1+ 7).

4.4. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 4.3. Zanalizowaé rynek, czyli znalezé wszystkie miary martyngalowe i wyplaty osia-
galne ew. strategie arbitrazowe, gdy rynek jest jednookresowy z trzema mozliwymi zdarzeniami
losowymi i z aktywami opisanymi w nastepujacy sposéb:

a) Na rynku jest 1 akcja, a oprocentowanie wynosi 10%. Ceny akcji sa opisane przez

So = 20, Sl(wl) = 25, Sl(w2) = 40, Sl (wd) = 22.
b) Stopa procentowa bez ryzyka wynosi 10% i na rynku sa 2 akcje przyjmujace wartosci:

St = 2, Stwi) =1, S}(w) =3, Si(ws)=2.
S2 = 5, S2wy) =3, S2(wa) =6, SH(ws) =8.
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Rozwigzanie. a) Nie warto sprawdzad, czy istnieje miara martyngalowa, wystarczy zauwazy¢, ze
zawsze So(1 +7) < S1(w). Portfele postaci o > 0 akcji i —a.Sp jednostek w banku sa portfelami
arbitrazowymi.

b) Istnieje dokladnie jedna miara martyngalowa: p; = 0,3, p2 = 0,5, p3 = 0,2. Zatem rynek jest
zupelny i wszystkie wyplaty sa osiagalne.

Cwiczenie 4.4. Zalézmy, ze rynek jednookresowy jest bezarbitrazowy. Udowodnié, ze rynek
jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy liczba stanéw w Q (czyli scenariuszy) jest réwna liczbie
liniowo niezaleznych wektoréw wéréd wektoréw By, ST, ..., S¥.

Rozwigzanie. Rozpatrzmy macierz

Bi(w1) St(wi) -+ ST(wr)
A _ B1<‘w2) ’ :
Bl(.wd) 51 (‘*‘)d) . St ('Wd)

Rynek jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie Ap = x ma rozwigzanie dla kazdego x,
co jest réwnoznaczne z warunkiem rank(A) = d, tj. z istnieniem d liniowo niezaleznych kolumn
macierzy A.

Cwiczenie 4.5. Niech rynek bedzie wolny od arbitrazu. Udowodnié, ze jesli funkcja P —
Ep(XBfl) dla P € P(M) jest stala, to wyplata X jest osiagalna.

Wskazowka. Skorzystaé z idei drugiego podstawowego twierdzenia matematyki finansowej (tw.

4-4)-

Cwiczenie 4.6. Udowodnié, ze rynek bez mozliwosci arbitrazu jest zupelny wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy proces M, ktéry jest P*-martyngalem dla pewnego P* € P(M) mozna przedstawié
w postaci

t—1
My = Mo+ ) ut1(Sy1 — S3) (4.18)
k=0
dlat=1,...,T, gdzie (¢y )y jest procesem prognozowalnym.

Rozwigzanie. Z zupelnosci rynku wynika, ze wyplata X = My Br jest replikowalna, wiec istnieje
strategia ¢ € ®, taka ze

T-1

Mr = Vi(p) = V5 + Y st (Sipr = S,
k=0

a stad 1 z tego, ze M jest martyngalem wynika (4.18).
< Niech X bedzie dowolna wyptata. Zdefiniujmy martyngat

X

| F2).

Z przedstawienia (4.18) i z lematu 4.1 wynika, ze ¢ € ® i ¢ replikuje X.

W nastepnym zadaniu podajemy przykiad ilustrujacy fakt, ze na rynku jednookresowym
o przeliczalnej liczbie scenariuszy i aktywow moze nie istnie¢ ani arbitraz, ani miara martynga-
towa.



44 4. Miara martyngatowa dla rynku skonczonego

Cwiczenie 4.7. Niech Q = {1,2,...,}, F = 29, a prawdopodobienstwo P bedzie takie ze
P({w}) > 0. Rozwazmy rynek jednookresowy, na ktérym stopa procentowa bez ryzyka r = 0.
Ponadto na tym rynku jest przeliczalnie wiele aktywow, ktérych ceny w chwili 0 sg rowne 1, tj.
ceny spetniaja S§ = 1 dlai=0,1,2,..., a w chwili konicowej T

0 w=r1,
=1, Sh(w)={2 w=i+]1,
1 wp.p.,
dla i = 1,2,.... Ceny sa elementami [*°, wiec portfele na tym rynku sa elementami I'. Udo-

wodnié, ze przy powyzszych zalozeniach nie istnieje ani arbitraz, ani miara martyngatowa.

Rozwigzanie. Zaczniemy od wykazania, ze nie istnieje arbitraz. Rozpatrzmy portfel ¢ = (2, o', ¢?,...) €
' taki, ze

Volp) = Zcpi =0 oraz Yw Vr(p)(w)=pSr(w)>0. (4.19)
=0

Wtedy z (4.19) biorac w = 1 otrzymujemy
0 .
0<Sr(1) ="+ ) o' = —¢!,
k=2

agdyw=1>1,to

0 < @S7(i) = 0+ 201 + > oF =7t —
k=1 ki kti—1

Stad ¢! < 0 oraz dla kazdego i > 2 mamy @' < '~ 1, tj.
0>t >p?> ...

Stad z kolei ¢* = 0, poniewaz ¢ € I!, a wiec 352, |¢?| < co. Zatem nie istnieje arbitraz.
Nie istnieje takze miara martyngatowa: nie istnieje P* takie, ze P* ~ P i

V; Ep«(Sh) =55=1. (4.20)
Istotnie, rownosé¢ (4.20) oznacza, ze dla ustalonego ¢ mamy

1= Ep:(Sp) =2P*({i+1})+ > P*({k})=1+P*({i+1})— P*({i}).
k#i,i4+1

Stad z kolei otrzymujemy, ze (4.20) pociaga za soba
vV, P*({i}) = P*({i+1}). (4.21)

Doszlismy do sprzecznosci, gdyz nie istnieje miara probabilistyczna okreslona na calej € spet-
niajaca (4.21).

Cwiczenie 4.8. Udowodni¢, ze na rynku bez mozliwosci arbitrazu wycena wyplaty osiagalnej
za pomoca ceny arbitrazowej (wzoru (4.6)) tworzy zgodny system cen, w tym sensie, ze rynek
rozszerzony o instrument bazowy o cenie S¥*1 = II(X) jest dalej rynkiem bez mozliwosci
arbitrazu.
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Rozwigzanie. Gdy P* € P(M)), to S* s3 P*-martyngatami. Ponadto, z (4.6)

X
Br

I (X)
By

= Er (5, | 7).

wiec IT} (X) jest tez P*-martyngalem, czyli P* jest miara martyngatlowa dla rynku rozszerzone-
go.

Cwiczenie 4.9. Na rynku dwuokresowym opisanym w ¢wiczeniu 4.2 znalezé strategie repliku-
jaca europejska opcje kupna z ceng wykonania K = 105.

Rozwigzanie. Nalezy zabezpieczy¢ wyplate X przyjmujaca wartodci: X (wq) = 35, X (w;) = 0 dla
1 = 2,3,4. Trzeba znalez¢ strategi¢ samofinansujaca si¢ ¢ replikujaca wyptate X. Czyli szukamy
p1 = (¢}, 1), gdzie ¢}, 1 € R oraz gy = (3, ¢3), gdzie ph(w1) = Yh(w2), ¥5(ws) = ¢h(ws)
i p(w1) = @3(wa), p3(ws) = w3 (wa), takich ze Va(p) = X, tj.

{140 e3(wi) + (1,1) pf(wr) = 35,
Sy (wi)pg(wi) + (1,1)? @Y(wi) =0, gdy i=2,3,4
oraz

120 @} + 1,1 9 = 120 @i (w1) + 1,1 ©9(w1),

80 ol +1,1 % =0

(warunek samofinansowania si¢ strategii). Rozwiazujac te uktady otrzymujemy: ¢9(w1) = ©9(w2) =

87,5
— 151 ¥3(ws) = @ (wa) = 0, ph(w1) = ph(wa) = &, wh(ws) = wh(ws) =0, ¥ = =1, w1 = -




5. Model dwumianowy (Coxa-Rossa-Rubinsteina)

Rozwazymy teraz prosty, ale bardzo wazny model Coxa-Rossa-Rubinsteina (CRR). Nazywa
go sie takze modelem dwumianowym. Powstal p6zniej niz model Blacka-Scholesa. Ma zasto-
sowanie przy konstrukcji metod numerycznych dla obliczania cen réznych skomplikowanych
wyplat.

5.1. Model CRR

Na rynku sg dwa podstawowe instrumenty, rachunek bankowy z procesem cen:
Bi=(1+r)}, t=0,...,T
i instrument ryzykowny (np. akcja) z procesem cen zadanym wzorem:
So=5>0, Si41=85U4+, t=01,...,7T—1, (5.1)
gdzie U; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
PU=1+b)=p, PU=14a)=1-—p, pe(0,1),

przy czym —1 < a < b. Wielkosci a i b sa stopami zwrotu z akcji, gdy cena zmienia si¢
odpowiednio na Si(1+a) i S¢(1+b), gdyz

Si1— 5

— Upir — 1.
S, Ut+1

7 tej definicji widaé, ze na model CRR mozna patrzeé¢ jako na niezalezne jednookresowe dwu-
stanowe modele o tej samej stopie zwrotu, gdyz mozna ten model zrealizowaé na przestrzeni
probabilistycznej (2, F, P), gdzie Q = {1+a,1+b}7, F = 22, zaé P jest prawdopodobienistwem
produktowym jednoznacznie wyznaczonym przez p. Wtedy

Ut((wl,...,WT)) = Wt i ft:O'(SO,Sl,...,St) :O'(Ul,...,Ut).

Zbadamy wtasnosci tak zdefiniowanego modelu rynku. Rozpatrzymy model ogdlniejszy. Niech
Q, F, U, St beda okreélone jak wyzej, natomiast P jest pewnym prawdopodobienstwem na F.
Zauwazmy, ze

P({(wl,...,wT)}):P(Ul :wl,...,UT:wT), (52)

zatem znajomosé¢ prawdopodobienstwa P jest rownowazna znajomosci rozktadu tacznego wek-
tora (Uy,...,Ur).

Do badania wtasnosci uzyjemy aparatu miar martyngalowych. Dlatego zaczynamy od na-
stepujacego lematu:

Lemat 5.1. (S})ier jest martyngalem wzgledem rozkladu prawdopodobienstwa P* wtedy i tylko
wtedy, gdy
Vth_l Ep+« (Ut+1|-7:t) =1+r.

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Dowad.

S*
Ep«(Sf1|F) =S¢ & Ep«( §t1|ft) =1 < Ep«
t

Whniosek 5.1. Jesli rynek jest wolny od arbitrazu, to r € (a,b).

Dowdd. Gdy rynek jest wolny od arbitrazu, to istnieje miara martyngatowa P* dla S}, wiec

z lematu 5.1 mamy Ep«(Upt1|F) = 1+ r, czyli Ep«(Ugp1) = =1+ r. Ale Uy przyjmuje
z dodatnim prawdopodobienstwem wartosci 1 + a oraz 1 + b, wiec $rednia nalezy do wnetrza
przedziatu, tj. (1+7) € (1+a,1+ D). O

Z lematu 5.1 otrzymujemy natychmiast istnienie miary martyngatowej, bedacej miara pro-
duktowa, dla rynku CRR, gdy r € (a,b).

Twierdzenie 5.1. Niech r € (a,b). Jesli P jest produktowym rozkladem prawdo-

podobieristwa wyznaczonym przez p = =2, to zdyskontowany proces cen Sy jest
P-martyngatem.
Dowdd. 7 definicji prawdopodobienstwa P i definicji U; wynika niezaleznos¢ zmiennych Uy, ..., Ur.

Stad i z postaci rozktadu Uy4q otrzymujemy
Ep(Upt1|Ft) = EpUt1 =p(1 +b) + (1 —=p)(1 +a) =147

i lemat 5.1 konczy dowdd. O

Jedynosé miary martyngatowej wynika z kolejnego twierdzenia.

Twierdzenie 5.2. Jesli rynek CRR jest wolny od arbitrazu, to jest zupetny.

Dowdd. Nalezy udowodnié, ze jesli zdyskontowany proces cen S} jest P-martyngalem, to P jest

produktowym rozkladem prawdopodobiefistwa wyznaczonym przez p = ;=2 Jest to rownowaz-
ne faktowi, ze Uy, ..., Ur sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie:
r—a
P(Ulzl—i—b):b =1—-P(U; =1+4a).
—a

Dla dowolnego t z lematu 5.1 otrzymujemy Ep(Uiy1|F;) = 1 + r, a poniewaz zmienna losowa
Uiy przyjmuje dwie wartosci, wigc

(1 + a)Ep(l{Ut+1:1+a}’ft) + (1 + b)Ep(l{Ut+1:1+b}|ft) =14 (53)
Ponadto
Ep(Ly,, =140} 1Ft) + Ep(Lqu,, =145} 1 F2) = 1.

Stad oznaczajac
Zy = Ep(Lqy,, =140} F) (5.4)

mamy z (5.3):

I4+a)(1-Z)+A+b)Z =1+
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Rozwiazujac to réwnanie otrzymujemy

r—a

7y =
t b_aa

a wiec Z; = Z jest zmienna losowa stalg i jest taka sama dla kazdego t. Stad dla dowolnego t

r—a

PUiy1=14b) = EpZ =
(U1 =1+4+0b) = Ep —

(5.5)

czyli zmienne losowe U; majg jednakowy rozktad. Aby wykazaé niezaleznosé zmiennych losowych
U; wzgledem miary P wystarczy udowodnié, ze dla t = T' i dla dowolnych x; € {1 + a,1 + b}

zachodzi:
t

PUy=w1,..., Uy =) = [[ P(Us = a5). (5.6)
i=1
Dowodzimy (5.6) uzywajac indukcji matematycznej (¢wiczenie 5.1).
Zatem rozktad (U, ...,Ur) jest produktowym rozkladem prawdopodobienstwa wyznaczo-
; teraz z (5.2) otrzymujemy, ze prawdopodobienistwo martyngatowe P jest

r—a
o O

nym przez p = j—o

—a
produktowym rozkladem prawdopodobienstwa wyznaczonym przez p =

Cwiczenie 5.1. Udowodnié (5.6).

Rozwigzanie. Do dowodu (5.6) dla t = T uzyjemy indukcji matematycznej i wykazemy, ze (5.6)
zachodzi dla dowolnego t € 7, a wiec i dla t = T. Z (5.5) wynika, ze (5.6) zachodzi dla ¢t = 1.
Zakladajac, ze rowno$é (5.6) jest prawdziwa dla ¢ wykazemy, ze jest réwniez prawdziwa dla
t+ 1.

P(U1 == l’l,...,UtJrl :$t+1):
= P(Ut+1:xtJrl’Ul:xtJrl,...,Ut:xt)P(Ul:xl,...,Ut:xt):

¢
= P(Uiy1 = xt41) H P(U; = x;),
i=1

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystalismy z (5.4), (5.5) i z zalozenia indukcyjnego. Z dowodu
twierdzenia mamy natychmiast.

Whiosek 5.2. Jesli rynek CRR jest wolny od arbitrazu, to Uy,...,Ur sq¢ niezaleznymi zmien-
nymsi losowymi o jednakowym rozkladzie:

r—a
b—a

PU =1+0b) = =1-PU;=1+a).

Zaltozylidmy, ze stopa procentowa r > 0, wigec od tego momentu méwiagc o modelu CRR
bedziemy zawsze zaktadac, ze
r € (a,b) oraz 71> 0.

Twierdzenie 5.3. Cena arbitrazowa wyptaty X w modelu CRR jest dana wzorem
,(X) = BiEp«(XB7'|F) dlateT,

gdzie miara martyngatowa P* jest wyznaczona przez p = 3= .
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Dowdd. Poniewaz model rynku CRR jest wolny od arbitrazu i zupelny, wiec teza wynika na-
tychmiast z tw. 4.3. 0

Whniosek 5.3. Cena arbitrazowa europejskiej opcji kupna z terminem wykonania T 4 ceng
wykonania K na akcje o cenie zadanej przez proces S jest rowna:

t

Cr—e=(1+1r)") (;)pj(l =) (Sp-pd' T — K)*, (5.7)

j=0

gdzieu=14+0b,d=1+a.

Dowdd. Poniewaz S, = s[[i_, U; dla v € T, wigc

Cr_;y = (1 + ’I“)_tEp*((ST — K)+|-7:T7t) =
T
+
= () Ep-((Sr- I U —K) |Fr).
J=T—t+1

Korzystajac z niezaleznosci H]T:T_t 11 Uj od Fr_; i mierzalnosci St—; wzgledem Fr_; i znanego
twierdzenia o obliczaniu takich wartosci oczekiwanych mamy teze. O

Cene C europejskiej opcji kupna z terminem wykonania 7' i ceng wykonania K w chwili ¢
otrzymujemy ze wzoru (5.7) i obserwacji Cy = Cp_(7_y).

Przyklad 5.1. Niech w modelu CRR Sy = 100; S§ = 80; S = 130; T = 2; r = 0,1. Wyceni¢
europejskie opcje kupna i sprzedazy z ceng wykonania 90.

Miara martyngalowa jest zadana przez p = 3/5. Z (5.7) lub wzoru ogdlnego znajdujemy cene
opcji kupna Cy = 29,06, a z parytetu cene opcji sprzedazy Py = 3,44.

Problem replikacji. Zajmiemy sie teraz problemem replikacji wyplaty postaci X = h(Sr),
dla pewnego h: R — R (taka posta¢ wyplaty maja np. opcje). Gdy ¢ replikuje X, to

X = Vr(p) = Vro1(p) + ¢r(St — Sr-1) + @3 (Br — Br-1),
zatem
W(St1Ur) = Vr_1(p) + ¢pSr—1(Ur — 1) + ¢rBr_1.
Poniewaz Up przyjmuje dwie wartosci: (1 +a) i (1 + b), wiec na zbiorze Up = 1 4+ a, mamy
h(St_1(1+a)) = Vr_1(p) + ¢1Sr—1a + ¢3rBr_1,
a na zbiorze Ur = 1 + b, to mamy
h(S7_1(1+b)) = Vr_1(p) + @pSr—1b + @3rBr_1.

Poniewaz proces ¢} jest prognozowalny, wiec ¢ nie zalezy od wartoéci Ur. Zatem z powyzszych
réwnosci otrzymujemy liczbe akcji w chwili T
. h(Sr-1(1 + b)) — h(Sr-1(1 +a))
T ST_l(b — a)

= A(S7-1),

gdzie
h(z(1+0b)) — h(x(1+a))

Alz) = x(b—a)

oraz liczbe jednostek bankowych w chwili T'

1
rBr_q

h(ST-1(1+b)) — h(Sr—1(1 + a))}
b—a '

W ten sposoéb, cofajac sie, znajdujemy postaé portfela replikujacego.

o = A(Sr-1(1+ ) = Vi () = b



50 5. Model dwumianowy (Coza-Rossa-Rubinsteina)

Cwiczenie 5.2. Udowodni¢, ze portfel replikujacy w chwili ¢ ma postaé

o= Ft,Si-1(1 +Sfj)1(_b {(Z,)St—l(l +a) (5.8)

o _ (+0ftSa(l+a) = (1+a)f(t S(1+D)
A (b—a)(L+7) ' (59)

Rozwigzanie. Ogdlnie, w chwili ¢ musi zachodzié
(1+1)"TE(h(ST)|F2) = Vilp) = 9} (1 +1)" + ¢} 5. (5.10)

Jak wiemy, Sp = 5;Z;, gdzie Z; = H;‘-F:tHUj, a wiec

Vilp) = (1+7)""TE(Sr)IF) = (1 +r)'""E(h(zZ)) s,
= f(t,5). (5.11)

Z tego wynika, ze warto$¢ w chwili ¢ portfela replikujacego wyplate h(St) zalezy tylko od
obecnej wartosci ceny, czyli od S;. Z (5.10) i (5.11) otrzymujemy

@%StflUt — f(ta StflUt) - (1 + T)tgpg7

czyli
eiSi—1(1+a) = f(t, S—1(1+a)) — (L+7)'¢}

@ESi1(14b) = f(t,Si—1(1+b)) — (1 + ).

Zatem zachodzi (5.8) i proces ) jest prognozowalny. Ponadto

S, 81(1+0) + f(t, S 1(1+a) — o} Si-1(2+a+b)
21 +r)t
(1+0)f(t,S—1(1 +a)) — (L +a)f(t,S—1(1 + b))
(b—a)(1+4r)

Qp =

Na wzér (5.8) mozna spojrzeé jako na dyskretny analog pochodnej wartosci portfela wzgledem
mozliwej zmiany ceny instrumentu podstawowego. W jezyku finanséw takie strategie nazywa
sie delta zabezpieczeniem.

Z (5.8) otrzymujemy tez

Whiosek 5.4. Gdy h jest funkcjq rosngceg, to ¢} > 0. Zatem mozna replikowaé wyplate h(St)
bez korzystania z krotkiej sprzedazy.

W szczegoblnosci wynika stad, ze mozna tak replikowaé¢ wyptate z europejskiej opcji kupna.

5.2. Problemu maksymalizacji oczekiwanej uzytecznosci

Rozwazymy teraz na przykladzie modelu CRR problem maksymalizacji oczekiwanej uzytecz-
nosci. Inwestor ma swoja miare uzytecznosci osiggnietego bogactwa, jest to funkcja uzytecznosci
U: (0,00) — R. Wartosé U(zx) opisuje satysfakcje inwestora posiadajacego kapital x. Wartosé
inwestycji mierzy sie przez oczekiwana uzyteczno$é (przy mierze subiektywnej P) kapitatu osia-
gnietego na koncu inwestycji, czyli przez EpU(Vr(p)).
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Funkcje U: (0,00) — R nazywamy funkcja uzytecznosci, gdy jest niemalejaca, wklesta,
rozniczkowalna i ma ciagta pochodna. Czesto o U zaklada sig, ze spelnia tzw. warunki Inady:

r—00

iii% U'(z) = o0, lim U’'(z) = 0.
Najczesciej uzywane sa: logarytmiczna funkcja uzytecznosci U(x) = Inx, potegowa U(z) = %
a € (—00,0) U (0,1) oraz wykladnicza funkcja uzytecznosci U(x) = 1 — exp(—bzx), b > 0.
Naszym celem jest znalezienie, przy danym kapitale poczatkowym z, strategii samofinansu-
jacej sie p* maksymalizujacej oczekiwang uzytecznosé kapitatu osiggnietego na koncu inwestycji,
czyli strategii ¢* takiej ze Vp(¢*) =z i

Bp (U0i(e) ) = max  Ep (U(Vi(9)) ) (5.12)

)

Rozwiazemy ten problem w przypadku funkcji logarytmicznej U(z) = Inx, rozszerzajac ja na
(=00, 0] wzorem U(x) = —oo. Poniewaz

In Vp(p) = InV7i(e) + In By,
wiec problem optymalizacji sprowadza si¢ do znalezienia maksimum

max Ep(lnV4 .
e P(In V7 (p))

Skorzystamy z faktu, ze Vi (p) jest P*-martyngalem, gdy P* jest miara martyngatowa, z czego
wynika, ze Ep-V}(¢) = Vo(p). Niech

dP* = ZpdP,
Yt — Ep*([L‘ZElL;Et)

Wtedy Y; jest P*-martyngalem i Yr = xZ, ! oraz Yy = 2. Udowodnimy, ze
a) Dla dowolnej strategii samofinansujacej sie p, takiej ze Vo(p) =z

Ep(ln Vi(¢)) < Ep(InYz). (5.13)
b) Istnieje strategia samofinansujaca si¢ ¢*, taka ze
Yi = Vi (¢"). (5.14)

Dla kazdego ¢ € ® takiego, ze Vy(¢) = = zachodzi

Ep(InVi(p)) = Ep(aniTan;(go)—mZiT) <
< Ep(aniT)JrEp( TVi(p) —1) =
— Ep(in )+ B (V@) - 1 = Ep(ln¥y),

co daje (5.13).

Z zupelnosci rynku istnieje strategia samofinansujaca si¢ ¢* spelniajaca Vi (¢) = Yr, a poniewaz
Y jest P*-martyngalem, to (5.14) zachodzi.

Okazuje sie, ze jak na rynku skoficzonym potrafimy znalezé ¢* spelniajace (5.12), to na rynku
skonczonym nie ma arbitrazu.

Cwiczenie 5.3. Niech U bedzie funkcja $cisle monotoniczng. Jedli istnieje rozwiazanie zagad-
nienia (5.12), to na rynku nie ma arbitrazu.

Wskazéwka. Przeprowadzi¢ rozumowanie niewprost.
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5.3. Aproksymacje za pomocg modeli dwumianowych

Gdy obserwujemy rynek z czasem ciaglym, czyli gdy czas jest odcinkiem [0,77], to ceny
nalezy opisywa¢ modelem, w ktérym wystepuja procesy z czasem ciagtym. Ale jak wiadomo,
przy opisie rozmaitych zjawisk mozna modele z czasem ciaglym z powodzeniem aproksymo-
waé modelami dyskretnymi. Teraz opiszemy, jak wykorzystuje sie model CRR do aproksymacji
modelu z czasem cigglym.

Konstruuje sie ciag przyblizen, w ktérym jako n-te przyblizenie bierze sie model CRR skon-
struowany nastepujaco:

W tym (czyli n-tym) kroku dzielimy odcinek [0,7] na n czesci o dlugosci 6,, = :% kazda.
Zakladamy, ze handel odbywa si¢ w chwilach czasu t; = tg-n) = jon, j = 0,1,...,n. W czasie
ciggtym rachunek oszczednodciowy jest opisywany przez réwnanie By = e’ (r > 0 jest stalg).
Chcemy dopasowac stope procentowa r, tak, zeby otrzymaé réwnosé cen rachunkéw oszczed-
noéciowych w modelu ciggtym i dyskretnym we wszystkich punktach ¢;. W tym celu bierzemy
r, takie, ze

147, = e,
Wtedy
B, = erjén — (erén)j _ (1 +7‘n)j-

J

Teraz dobieramy stale a, i b, spelniajace
—1<ap,<r,<b, (5.15)

(wtedy model CRR jest bez mozliwosci arbitrazu i zupelny). Warunek (5.15) musi by¢ spelniony,
poza tym wyboru a,, i b, dokonujemy tak, by model graniczny opisywal model z czasem ciaglym.
Zrobimy to w taki sposéb, by

Undp = (14+b,)(1+ay) = 1.
Taki wybér zaktada pewien rodzaj symetrii ruchu cen. Niech

1+a,=e7Von 1+bn:e"m,

)
gdzie o > 0 jest ustalona z géry. Latwo sprawdzié, ze nieréwnosé (5.15) zachodzi dla dostatecznie
duzych n. Wtedy miara martyngalowa jest zadana przez podanie prawdopodobienstwa wzrostu
ceny akcji

e _ e=0Von

Pn = eaan _ 67‘7‘/6".

Zachodzi
Cwiczenie 5.4. Udowodnié, ze p,, — 1/2, gdy n — oo .

W ten sposédb skonstruowalismy n-ty model CRR dla ciaggu przyblizen. Parametry ay,, by, pn
sg ustalone i zalezg od parametréw r, o i liczby krokéw n, a wiec dtugosci podziatu §,,. Pozostaje
pytanie, jak dobraé¢ parametry n-tego przyblizenia. Stope procentowa bez ryzyka r znamy.
Parametr o wybieramy tak, by wariancja stopy zwrotu z akcji na jednostke czasu byta réwna
wariancji na jednostke czasu z modelu ciaglego (modelu Blacka-Scholesa opisanego w §9.1).
Liczbe n dobieramy wedlug naszych potrzeb (ten parametr mozemy zmieniaé¢), byle n bylo
dostatecznie duze (zad. 5.11).

Mozemy tez bez straty ogdélnosci zalozyé, ze wszystkie modele (a wiec i procesy z nimi
zwiazane) sa skonstruowane na wspolnej przestrzeni probabilistycznej (2, F, P). Zakladamy
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tez, ze cena poczatkowa aktywa w kazdym przyblizeniu jest taka sama. Jak wiemy, cena S
aktywa ryzykownego w n-tym modelu spetnia

U™,

St(n) =s j

t
Jj=

1
gdzie P(U](n) =1+b,) = pn, P(Uj(n) =14ay) =1-—pp, S(gn) = s 1 zmienne losowe Ul(n), ce
UT(ln) sg niezalezne, o tym samym rozkladzie. Zapiszmy to dla ¢ = T inaczej:

NI D
S(Tn):seg 2=V ,

InU™
gdzie Vj(n) = Z 5 zatem Vj(n) s niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie

() _ 1y . _ (n) _
PV =1) = pu =1 - P(V") = —1).

7 centralnego twierdzenia granicznego otrzymujemy po przeksztalceniach

n—oo

0}5 zn: v 4, N((T - U;)T 02T>. (5.16)
j=1

Stad, gdy n — oo, to

(n) _d o’
Sy = s (r— )T + oVTZ, (5.17)
gdzie Z ~ N(0,1), czyli
2
St = Spexp ((r — J?)T + a\/TZ).

Zatem cena w chwili 7' otrzymana w granicy ma rozklad lognormalny (ten sam rezultat otrzy-
mujemy dla dowolnego t).

Kazdy z modeli CRR uzyty w tej aproksymacji byt bez mozliwosci arbitrazu i zupelny, wiec
wiemy, ze cena arbitrazowa europejskiej opcji kupna C’éﬂn) jest zadana wzorem (5.7) z p = py,.
W granicy otrzymujemy

Twierdzenie 5.4.

lim C\ = sN(di(s,T)) — Ke " N(dy(s, T)), (5.18)

n—oo

gdzie N oznacza dystrybuante standardowego rozktadu gaussowskiego oraz

di(z,t) = ln(fg?);(;;g)t, (5.19)

d2($,t) = dl(x,t)—a t=

(5.20)

Dowdd tego faktu pozostawiamy jako zadanie.

Podsumowujac, powyzsze rozwazania o aproksymacji sugeruja, ze w ,rozsadnym” modelu
rynku cena aktywa powinna mieé¢ rozklad lognormalny, a cena arbitrazowa europejskiej opcji
kupna powinna byé zadana wzorem BlackaScholesa (5.18). Wzér (5.17) dowodzi ze S(Tn) zbiega
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do St wedtug rozktadu, a wiec gdy wyptata jest funkcja wartoéci koncowej ceny, tj. X, =
f (S}n)), to przy odpowiednich zalozeniach o funkcji f otrzymujemy

o (f(Sr)) = lim To(f(SSM)). (5.21)

n—oo

Gdy f jest ograniczona, to (5.21) zachodzi i w szczegdlnosci otrzymujemy formule wyceny dla
opcji sprzedazy (a stad korzystajac z parytetu mozna w inny sposéb otrzymaé (5.18)).
Okazuje sie, ze mozna udowodni¢ znacznie wiecej o zbieznosci aproksymacji. Rozpatrzmy

proces St(”) z czasem cigglym otrzymany z procesu St(n) przez interpolacje liniowa, t;. S’t(Jn) = St(;L)

dlat; = % i S't(n) jest liniowy pomigdzy punktami postaci ¢;. Korzystajac z tw. Donskera mozna

udowodnié, ze proces S(n) zbiega stabo w C10,T] do procesu S, takiego ze

2
Sy = Spexp ((r — %)t + UWt),

gdzie W; jest procesem Wienera. Stad otrzymujemy, ze ceny pewnych wyplat, ktére zalezg od
calej trajektorii procesu cen mozna otrzymac jako granice odpowiednich wyrazen obliczanych
dla modelu CRR. Ten fakt wykorzystujemy w modelu z czasem cigglym do liczenia cen wyptat
dla ktorych nie istnieja jawne wzory. Model CRR jest modelem opisujacym rynek w sposéb
rekurencyjny, wiec w tym modelu znacznie latwiej liczy¢ catki numerycznie niz w modelu z
czasem ciaglym.

5.4. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 5.5. Znalezé cene arbitrazowa europejskiej opcji sprzedazy w modelu CRR.

Rozwigzanie. Powtérzyé rozumowanie prowadzace do wzoru (5.7) lub skorzystaé z parytetu
kupno-sprzedaz.

t
Pr,=(1+ r)_t Z <§>p](1 — p)t_j(K — ST_tujdt_j)+.
=0

Cwiczenie 5.6. Niech w modelu CRR S, = 100; S¥ = 120; S§ = 90; T = 3;r = 0,05. Wyceni¢
opcje europejska o wyptacie X = 100(Rr — 0,10)™, gdzie Ry = STT_OSO jest stopa zwrotu z akcji
w czasie od 0 do T

Cwiczenie 5.7. Rozpatrzmy model CRR, dla ktorego Sp =100; u=1+b=12;d=14+a =
0,7;7 = 2.

a) Dla jakich wartosci stopy procentowej r model jest wolny od arbitrazu? Wyznaczy¢ dla
tych wartosci miare martyngatowa.

b) Niech r = 10%. Znalez¢ cene arbitrazowa europejskich wyplat:

X = (min(S1,S) —90)",

Y = (Sy—51—-10)".
Rozwigzanie. a) r € (0;0,2). Miara martyngalowa P* jest zadana przez p = 2r + 0,6.
b) p = 0,8; Io(X) = 15,87; Iy(Y) = 7,93.

Cwiczenie 5.8. Niech w modelu CRR Sy =80;u=1,3;7 = 2;r = 0,2.
a) Dla jakich d model jest wolny od arbitrazu?
b) Dla d = 1,1 wycenié opcje europejska o wyplacie X = (
replikujaca.

W —85)T. ZnaleZ¢ strategie
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Rozwigzanie. a) 0 < d < 1,2; b) Miara martyngalowa P* jest zadana przez p = 0,5, IIp(X) =
8,38.

Cwiczenie 5.9. Udowodni¢, ze w modelu CRR cena wyplaty postaci X = g(St), gdzie g € C?,
g(0) = 0 jest réwna

0y (X) = S0g'(0) + | ~ Coy)g" () dy, (5.22)

gdzie Cy(y) jest cena arbitrazowa w chwili 0 europejskiej opcji kupna akcji o cenie S z terminem
wykonania 7' i z cena wykonania y.

Rozwigzanie. Wzoér Taylora z reszta w postaci catkowej ma postaé
/ e +
o) = 9(0) +9 O+ [ (=" ).

a stad wynika wzor (5.22).

Cwiczenie 5.10. a) Znalez¢ wariancje stopy zwrotu w n-tym modelu CRR.
b) Znalezé o znajac wariancje stopy zwrotu (tj. przyjmujac D?(Uy) = A, gdzie A jest warian-
cja teoretyczng z modelu ciagltego Blacka-Scholesa lub A jest wariancja wyestymowanag z rynku.
¢) Znalez¢ o, gdy wybierzemy inny (ogdlniejszy) n-ty model CRR, czyli taki, ze u,d, = 7,
gdzie v jest stala dodatnia (dla v = 1 rozwiazanie otrzymaliémy w punkcie b)).

Rozwigzanie. a) D*(Uy;) = e"or (e"m +e 7 5") —1—e?n,

b) Przyjmujac y = e"m, B = €™ otrzymujemy réwnanie kwadratowe
y> —2Cy +1=0.

Stad wyliczamy y, a nastepnie o.

Cwiczenie 5.11. Udowodnié, ze nieréwnosé (5.15) zachodzi dla n > T;—QT
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Dla wyplat nieosiagalnych nie mamy zdefiniowanej ceny. Teraz sprébujemy rozszerzy¢ poje-
cie ceny, by moc wycenia¢ wyptlaty nieosiagalne.
Na rynku bez mozliwosci arbitrazu cene instrumentu osiggalnego mozna wyliczy¢ korzystajac
z pojecia miary martyngatowej (wzér (4.6)). Te wielkosé chcialoby sie przyjaé jako cene wy-
platy nieosiggalnej, cho¢ nie widaé sensu ekonomicznego takiego postepowania. Ale dla wyptat
nieosiagalnych wielko$¢ Ep«(Y Br) zalezy od wyboru miary martyngatowej P* (patrz przykl.
4.2a). Dlatego dla wyplat nieosiagalnych musimy postepowaé inaczej. Bedziemy nasladowaé
postepowanie z ¢wiczenia 2.15 wprowadzajace pojecie zabezpieczenia doskonatego. Pozwoli to
wprowadzi¢ pojecia ceny kupujacego i ceny sprzedajacego bedace rozszerzeniem ceny arbitra-
Z0Wej.

6.1. Cena sprzedajacego i kupujacego
Definicja 6.1. Cena sprzedajacego wyptate X nazywamy wielkos¢
IIH(X) =inf{z:Fp € & Vo(p) ==z, Vr(p) > X}. (6.1)

Jest to najmniejsza wielkos¢ kapitatu poczatkowego pozwalajacego sprzedajacemu pokryé
swoje zobowigzania bez ryzyka, czyli doskonale zabezpieczyé¢ wyptate X, gdyz sprzedajacy ma-
jac te kwote i postepujac zgodnie ze strategia ¢ otrzymuje w chwili T' ze swojej inwestycji co
najmniej X. Cena sprzedajacego II5(X) jest zawsze skoniczona, bo wyplata X jest ograniczo-
na przez pewna stalag K, a stala jest wyplata osiagalng majaca skoniczong cene. Korzystajac
z definicji infimum mozemy otrzymaé¢ warunek réwnowazny z (6.1):

I5(X) =sup{z:Vp € @ Vo(p) =z, P(Vr(p) <X)> 0}

Gdy sprzedajacy wezmie zaplate mniejsza niz II§(X), to z dodatnim prawdopodobienstwem
poniesie strate.

Patrzac z drugiej strony na transakcje mamy cene kupujacego. Jest to maksymalna cena,
jaka kupujacy jest gotowy zaptlaci¢ za walor X. Jest to maksymalny kapital taki, ze startujac
z pozyczki rownej temu kapitatowi kupujacy jest w stanie znalezé strategie ¢ generujaca kapital
Vr(y) w chwili T' i taka, ze wraz z wyplata X otrzymywana w chwili 7" kupujacy osiaga pozycje
nieujemna:

(X)) =sup{z:3pe® Volp)=—2 Vrlp)+X >0} (6.2)
Lemat 6.1. Rownowazne sformulowania ceny kupujgcego:
M(X)=—inf{z:Jpec® Vo(p)=2 Vr(p)>—-X}. (6.3)
HS(X) = _H(S)(_X)a
MG(X) =sup{z:Jp e ® Vo(p) =2 Vr(p) < X}

Z (6.5) wynika, ze cene kupujacego mozna interpretowaé jako cene najdrozszej strategii
dajacej w chwili T" wyplate mniejsza lub réwng wyplacie X.

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Twierdzenie 6.1. Niech M bedzie rynkiem bez mozliwosci arbitrazu. Wtedy

I(X) > T(X).

Dowdad.

IE(X) —I5(X) =inf{z: 3p € ® V(o) = z, Vr(p) > X}+

+inf{y: W € @ V(¥) =y, Vr(v) > -X} >

>inf{z+y: o, € ® Vo(p) =2, V(W) =y, Vr(p) > X, Vr(¥) > -X}
>inf{z:3p € ® Vy(p) =2z, Vp(p) >0} =1,

bo z liniowosci przestrzeni portfeli mamy Vo(p+1¢) = x4y, Vr(p+1) > 0. Z zalozenia braku
arbitrazu I > 0 (patrz ¢w. 6.2). O

Dla wyplaty osiagalnej pojecia ceny kupujacego i sprzedajacego pokrywaja sie z ceng arbi-
trazowa. Zatem sa rozszerzeniami ceny arbitrazowej na wszystkie wyplaty.

Twierdzenie 6.2. Niech M bedzie rynkiem bez mozliwosci arbitrazu, a X wyplatg

ostggalng. Wtedy
I (X) = Tlo(X) = TI§(X).

Dowdd. Niech ¢ replikuje X, czyli Vr(¢) = X, stad iz (6.5) 1 (6.1)
II5(X) > Va(p) > IH(X)
itw. 6.1 daje teze. O

Okazuje sig, ze ceny I15(X) i II5(X) mozna znalezé korzystajac z miar martyngatowych.

Twierdzenie 6.3. Niech M bedzie rynkiem bez mozliwosci arbitrazu. Wtedy

X
b _ o
I (X) = P€17131(fM) Ep(—T)7 (6.6)
X
II3(X)= sup FEp(—). 6.7
o(X) PeP(M) P(BT) (6.7)

Dowdd. Korzystajac z (6.4) wystarczy udowodnié¢ (6.7) (bo —sup(—z4) = =infz,). Jesli wy-
plata X jest osiagalna, to Ep(BLT) nie zalezy od wyboru miary martyngatowej,

X
Iy (X ) =Ep (?T)
i teza zachodzi na mocy tw. 6.2. Niech X bedzie wyplata nieosiagalna, a Y osiggalng taka, ze
Y > X (takie Y istnieje zawsze, bo zbiér 2 jest skonczony, wiec | X| < K = const). Wtedy dla

kazdego P € P(M) zachodzi
()5 Er()

Br Br
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a wiec

X
PeP(M) T

Z (6.8) wobec dowolnosci Y otrzymujemy

PEP(M) Br
czyli
X
II5(X) > sup Ep(—=).
~ pepim) (BT)
Ostatnig cze$¢ dowodu twierdzenia zostawiamy jako zadanie dla Czytelnika. O

Whiosek 6.1. Monotonicznosé cen Gdy rynek jest wolny od arbitrazu oraz wyplaty X,Y spel-
niajg X 2 Y, to
I3(X) > T3(Y), TG(X) > TH(Y).

Dowdd. Wniosek jest konsekwencja wzoréw (6.6) i (6.7) oraz wilasnosci wartosci oczekiwane;.
O

Warto zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do ceny arbitrazowej ceny kupujacego i sprzedaja-
cego nie sa operatorami liniowymi (patrz éw. 6.5), czyli rozszerzenia nie zachowuja wlasnosci
liniowosci na calej dziedzinie, choé sg liniowe na przestrzeni wyptat osiagalnych.

Przyktad 6.1. Wr6émy znowu do rynku z przykl. 4.2a. Jak widzieliSmy, istnieje na nim
wiele miar martyngalowych. Posta¢ wyptat osiagalnych znalezliémy w przykt. 4.3. Wyplata
X = (x1,z2,23) jest osiggalna, gdy x1 + 3z9 — 4x3 = 0. Znajdziemy teraz cene kupujacego
i sprzedajacego wyplaty nieosiagalnej. Zalézmy, ze

T, + 3xo — 4x3 > 0.

Korzystajac z (6.6) mamy:

%(X) = inf Ep(XB7')=
o(X) P€17£l(/vl) P( T)
— —4 4 4
_ inf ?( p(.l‘l + 32 .1‘3) " xr1 + SUQ) _ Tro + :Ugv
pe(0,4/5) 6 4 5 6
a z (6.8) mamy:
My(X) = suwp Ep(XB;')=
PeP(M)
5 /—plx1 + 3z9 — 4x T + 4x T + 4x
_ sup 7( p(z1 2 3)+ 1 2)2 1 2
pe(0,4/5) 0 4 5 6

Przypadek x1 + 3x9 — 423 < 0 rozpatrujemy podobnie.

Gdy cena przekracza II§(X), to sprzedajacy ma mozliwosé uzyskania zysku bez ryzyka, a gdy
cena jest mniejsza niz I13(X), to kupujacy ma mozliwogé arbitrazu (patrz éw. 6.4).
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6.2. Uogdblniona cena arbitrazowa

Mozemy na problem wyceny instrumentéw nieosiggalnych spojrzeé jeszcze inaczej. Uogdlni-
my pojecie ceny arbitrazowej na dowolna wyplate w nastepujacy sposoéb:

Definicja 6.2. Liczbe ¢ nazywamy uogdlniona cena arbitrazowa wyptaty X na rynku M =
((S°,...,S%),®) wolnym od arbitrazu, gdy istnieje proces adaptowany S¥*! taki, ze

S(’fﬂ —e¢, Séc:‘rl - X
i rynek rozszerzony o instrument o cenie S**1 jest rynkiem bez mozliwoéci arbitrazu.

Zatem c jest uogodlniona cena arbitrazowsg wyplaty X, gdy sprzedaz wyplaty X po cenie
¢ nie wprowadza na rynku mozliwosci arbitrazu (por. z wnioskiem 4.5). Wtedy proces S*+1
jest procesem ceny wyptaty X o uogélnionej cenie arbitrazowej c. Z tej definicji wynika, ze
uogdlnionych cen arbitrazowych wyplaty X moze by¢ wiele. Przez Z(X) bedziemy oznaczaé
zbiér uogdélnionych cen arbitrazowych wyptaty X.

Twierdzenie 6.4.
Zo(X) = {Bp(XB5') : P € P(M)}.

Dowéd. Wezmy element = € Zy(X). Z pierwszego podstawowego twierdzenia matematyki finan-
sowej (tw. 4.2) wynika, ze istnieje miara martyngatowa @ dla rynku rozszerzonego, a mianowicie
taka miara probabilistyczna @, ze S* jest @Q-martyngatem dla i € {1,...,k+ 1}, czyli

Sy = Eq(S{|F) Vte{o,...,T}, i €{l,...,k+1}.

Stad wynika w szczegdlnosci, ze Q € P(M) oraz x = Si™ = Eg (i) = Eg(XB™T). Zatem
x € {Ep(XB;): P € P(M)}.

Teraz udowodnimy inkluzje odwrotna. Niech y = Ep(X B:Fl) dla pewnego P € P(M).
Definiujemy proces S*! wzorem SF1 = B,Ep(XB;'|F;). Namocy definicji y = Sh+L Sffrl =
X oraz proces S***1 jest P-martyngalem, wiec rynek rozszerzony o instrument o cenie S¥*1
jest rynkiem bez mozliwosci arbitrazu. Stad y € Zg(X). O

7 tego twierdzenia wynika, ze

Whniosek 6.2. Jesli M jest rynkiem bez mozliwo$ci arbitrazu, X jest wyplatg osiggalng, to
E0(X) jest zbiorem jednoelementowym i

Eo(X) = {Mo(X)}-

Zatem dla wyplaty osiagalnej jej cena otrzymana z def. 6.2 jest réwna cenie arbitrazowej,
co uzasadnia nazywanie ceny z def. 6.2 uogélniong ceng arbitrazowa.

Uwaga 6.1. Zachodzg réwnosci:

inf{z:z€Zy(X)} = inf Ep(XB;!) =I}(X),
inf{z : z € Zo(X)} pal pP(XBr) =1Ig(X)
sup{r:x € Z9(X)} = sup Ep(XBp') =T5(X).

PeP(M)
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Zhiér {Ep(XB;') : P € P(M)} jest pusty (gdy na rynku jest arbitraz) lub jest odcin-
kiem, gdyz zbiér miar martyngalowych P(M) jest zbiorem wypuklym. Mozna udowodnié, ze
gdy rynek jest wolny od arbitrazu, ale nie jest zupelny, to jest to przedzial otwarty. Odcinek
o konicach TI}(X) i II§(X) nazywamy przedzialem braku arbitrazu. Przedziat [TI3(X), II5(X)]
jest przedzialem cen akceptowanych przez obie strony kontraktu. Stad potencjalny zysk (gdyz
ceny sa losowe) jest traktowany jako wynagrodzenie za zgode na ryzyko. Z rozwazan przepro-
wadzonych w tym paragrafie wiemy, ze cena akceptowana przez obie strony kontraktu nalezy
do przedziatu [I1§(X), II§(X)]. Celem dalszych badai, ktérych nie bedziemy tu opisywaé, jest
znalezienie najlepszej ceny z tego przedziatu, czyli nalezy znalezé miare martyngatows @), zwana
miara wyceniajaca, dajaca cene za pomoca wzoru Eq(X B 1). Sa rézne metody wyboru takiej
miary martyngalowej (). Zalezg one od subiektywnie przyjetych kryteriow.

6.3. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 6.1. Udowodnié lemat 6.1.

Rozwigzanie. (6.3) wynika natychmiast z tego, ze

sup(—=Vo(p)) = — inf  Vo(e),
peA pEA

gdzie A={p e ® : Vp(p) > —-X}.

Cwiczenie 6.2. Udowodni¢ tw. 6.1.

Cwiczenie 6.3. Udowodni¢ tw. 6.2 bez korzystania z tw. 6.1.

Rozwigzanie. a) II§(X) = IIp(X). Niech ¢ replikuje X, tj. Vr(p) = X, stad
o(X) = Va(p) > T5(X).

Pokazemy, ze zachodzi réwnoéé. Warunek I1o(X) > II§(X) pociaga za soba istnienie strategii
1 € O takiej, ze
II5(X) < Vo(¥) < Vo(yp) oraz Vp(¢) > X.

Ale wtedy portfel ¢ — ¢ jest arbitrazem, gdyz V(v — ) > 01 Vo(¢b — ) < 0.
b) TI(X) = Iy(X). Niech portfel ¢ replikuje X. Wtedy Vr(p) = X, wicc z (6.5)

Io(X) < TIH(X).
Gdyby ITp(X) < II(X), to istniatoby ¢ € ® takie, ze
Vr(0) <X i1 T5(X) > Vo) > Vo(p).
Ale wtedy portfel ¢ — 9 jest arbitrazem, bo Vp(¢ — ) < 0 oraz

Vr(p =) = X = Vr(¢) > 0.

Cwiczenie 6.4. a) Podaé przyklad strategii dajacej zysk bez ryzyka, gdy kontrakt X zostal
sprzedany za cene s > II5(X).

b) Zalézmy, ze kupujacy nabyl wyptate X za cene s < IT}(X). Jak powinien postepowaé,
by osiagnaé zysk bez ryzyka?
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Rozwigzanie. Poniewaz II§(X) < s, wigc istnieje portfel ¢ € @, taki ze Vo(p) = 2z, Vr(p) > X
oraz II§(X) < z < s. Sprzedawca kontraktu konstruuje za kwote z portfel ¢ i ze sprzedazy
kontraktu i nabycia portfela ¢ ma dodatni zysk w chwili T":

(s—=X)+ (Vr(p)—2)=(s—2)+Vr(p) =X >2s—2z >0.

Cwiczenie 6.5. Znalezé przyktad wyptat X i Y, takich ze

a)
(X +Y) # I (Y) + 15 (X),

b)
IIH(X +Y) # G (Y) + I (X).

Rozwigzanie. Rozpatrzmy rynek z przykl. 4.2. Niech Y = (1/2,1/2,1), X = =Y. Wtedy

3 5 1
X +Y) = 0, IY)+IIX)="——=2->0,

4 12 3

5 3 1
(X +Y) = 0, HS(Y)+H8(X)ZE_Z:_§<O

Cwiczenie 6.6. Rozpatrzmy rynek jednookresowy z trzema mozliwymi zdarzeniami losowymi.
Inwestor uwaza, ze sg one jednakowo prawdopodobne. Na rynku stopa procentowa bez ryzyka
wynosi 5% i jest jedna akcja majaca proces cen postaci:

SE =10, Siw) =8, Si(wa)=11, S}(ws)=12.

Wycenié¢ wyplaty:
X = (17171)a Y = (2737 1)7 Z = (13070)
Rozwigzanie. Wyplata X jest osiagalnailly(X) = 1/1,05 = 0,95. Wyplaty Y, Z nie sa osiagalne.
Zmajdujemy ogolna posta¢ miary martyngatowej P*:
P*<w1) =D P*(WQ) = 175 - 4p7 P*(W3) - 3p - 1/27 pe (1/673/8)

Zatem Ep+(Y) =4 —Tp, Ep«(Z) = p, astad TI§(Y) = 2,70, (V) = 1,31, [I§(2) = 834 = 0,36,

I1§(Z) = g5 = 0,16.




7. Opcje amerykanskie

Dotad rozpatrywane wyplaty (opcje typu europejskiego) byly typu statycznego, czyli wypla-
ta z opcji nastepuje w ustalonej chwili T'. Teraz rozszerzymy pojecie instrumentu pochodnego
na opcje amerykanskie, czyli na instrument dajacy posiadaczowi prawo realizacji w dowolnej
chwili 0,1,...,7T.

7.1. Opcje amerykanskie, wycena, zabezpieczenie

Definicja 7.1. Opcja amerykanska o terminie wygadniecia T' nazywamy ciag adaptowanych
nieujemnych zmiennych losowych Z,
te7T ={0,1,...,T}.

Zmienng losowa Z; interpretujemy jako wyplate otrzymang z realizacji opcji amerykanskiej
w chwili £, a poniewaz Z; jest Fi-mierzalne, to wyptata zalezy od wiedzy w chwili £.

Przykltad 7.1. Amerykanska opcja kupna na akcje o cenie S z cena wykonania K (dodatnia
stala) zadana jest przez Z; = (S; — K)*, t € T. Kupujacy otrzymuje prawo do zakupu akcji
po cenie K w dowolnej chwili 0,1,...,7T. Analogicznie ciag Z; = (K — S;)*, t € T, zadaje
amerykansks opcje sprzedazy na akcje o cenie S z ceng wykonania K.

Posiadacz opcji amerykanskiej ma prawo wykonaé ja w dowolnej chwili. Poniewaz posiadacz
opcji decyduje czy chwila jej wykonania wladnie nastapila i decyduje na podstawie wiedzy
zebranej do tego momentu, wiec {7 = t} € F;, a wiec moment wykonania opcji 7 jest momentem
stopu. Sprzedawca opcji dostajac za nig zapltate Uy musi postepowaé w taki sposéb, aby w kazdej
chwili wartos¢ jego portfela ¢ o kapitale poczatkowym Uy przewyzszala jego zobowiazania wobec
kupca opcji, czyli strategia ¢ musi by¢ taka, by dla wszystkich ¢ zachodzito:

Vilp) > Z;. (7.1)

Strategie ¢ spelniajaca (7.1) nazywamy strategia zabezpieczajaca opcje amerykanska (Z;)ier.
Zbiér wszystkich takich strategii bedziemy oznaczali przez I'((Z;)ier). Z warunku (7.1) wynika,
7€

Vi(p) > Z;

dla dowolnego momentu stopu 7 o warto$ciach w zbiorze 7. Korzystajac z analogicznych argu-
mentéw jak przy definiowaniu ceny sprzedajacego przyjmujemy:

Definicja 7.2. Wielkos¢

5((Zi)ier) = mf{Vo(p) : ¢ € T((Zi)ieT)} (7.2)
nazywamy ceng arbitrazowa w chwili 0 opcji amerykanskiej zadanej przez ciag wyplat (Z;)ier.

Naszym celem bedzie teraz znalezienie ceny II§((Z:)ier). Zalézmy, ze rozpatrywany rynek
jest skonczony, bez mozliwosci arbitrazu i zupety z jednym instrumentem ryzykownym, czyli
M = (B, S,®). Przez U; bedziemy oznaczaé cene opcji amerykanskiej w chwili ¢. Zatem naszym

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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zadaniem jest znalezienie Uy = II§((Zt)ier). W tym celu skorzystamy z tego, ze w chwili T
zachodzi Ur = Zr i wykorzystamy indukcje wsteczng. W chwili T'— 1 wystawca opcji musi mieé¢
taki kapital, by zabezpieczy¢ jedng z wyptat: wyptate Zr_1 w chwili T'— 1 albo wyptate Zp
w chwili T, gdyz kazda z nich moze wybraé¢ nabywca opcji. Poniewaz rynek jest zupelny, wiec
wyplata Zp w chwili T jest osiggalna i w chwili T' — 1 jej cena jest réwna BT_lEp*(g; |Fr—1)
— tyle trzeba mie¢ w chwili T — 1, by zabezpieczy¢ wyptate Zr w chwili T. Stad cena opcji
amerykanskiej w chwili 7' — 1 wynosi:

Ur—1 = max(Zr_1, Br_1Ep«(Z7|Fr—-1)).

Analogiczne rozumowanie daje cene opcji amerykanskiej w chwili ¢:

U
Uiy = max (Z 1, Bi1 Bp- B 1)) (7.3)
dlat=1,2,...,T, gdyz wystawca musi zabezpieczy¢ jedng z wypltat: natychmiastowa w chwili
t—1, tj. wyptate Z;_1 lub wyplate w chwili pézniejszej, a ona w chwili ¢ jest warta U;. Dzielac

obie strony przez B;_; i oznaczajac U} = %ﬁ mamy

Uiy = max(Z{_y, Ep-(Uf|Fi-1))- (7.4)
Zatem otrzymaliSmy

Twierdzenie 7.1. Zdyskontowana cena UT opcji amerykariskiej zadanej przez ciqg
wyplat (Zy)ier jest P*-nadmartyngalem zadanym wzorem (7.4).

Ze wzoru (7.4) wynika, ze ciag (U} )ier jest obwiednia Snella ciagu (Z7)ier, czyli ze U jest
najmniejszym P*-nadmartyngalem dominujacym ciag Z;. Stad wykorzystujac elementy teorii
optymalnego stopowania mamy

Twierdzenie 7.2.

a) Uy — cena w chwili 0 opcji amerykariskiej spelnia
Up = sup Ep-Z7, (7.5)
T<T

gdzie sup bierzemy po momentach stopu T o wartoSciach mniejszych lub rownych
T.
b) Istnieje strategia samofinansujgca sie ¢ o kapitale poczatkowym Uy zabezpiecza-
jaca wyplate z opcji amerykariskiej (Zt)ieT -
¢) Moment stopu

v = mf{t : Zt = Ut} (76)

jest momentem realizacji opcji.

Dowdéd. Punkt a). Zdyskontowany proces ceny opcji amerykanskiej U* jest obwiednia Snella
ciagu zdyskontowanych wyplat Z*, a stad korzystajac z teorii optymalnego stopowania wynika
(7.5).
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Punkt b). Jak wiemy, U} jest P*-nadmartyngalem, wiec z tw. Dooba-Meyera o rozkladzie

nadmartyngatu
U = M, — Ay, (7.7)

gdzie M jest martyngatem, A — procesem rosnacym prognozowalnym, Ay = 0. Rynek jest
zupelny, wiec istnieje strategia ¢ taka, ze Vi(¢) = Mp. Poniewaz (V;*(y)); jest martyngatem,
wiec

V() = Ep=(Vr(9)|Ft) = Ep-(Mp|Ft) = M.
Stad i z (7.7) mamy Uy = My = Vo(p), czyli Uy jest kapitalem poczatkowym strategii (.

Ponadto U;" = V;*(p) — Ay, czyli
U = Vi(p) — Be A, (7.8)

a poniewaz B;A; > 0, proces U dominuje Z, wiec
W(SO) > Ut > Zt7

czyli ¢ zabezpiecza opcje amerykanska.

Punkt ¢). Majac opcje nie ma sensu realizowaé jej w chwili ¢ takiej, ze Uy > Z;, bo sprze-
dajemy walor wart U za cene Z; (lepiej opcje sprzedaé za Uy niz ja zrealizowaé i otrzymaé Zy).
Stad moment realizacji opcji (moment stopu) 7 spelnia

U.=27;
gdyz wiemy, ze U; > Z;. Nie ma sensu realizowaé¢ opcji po chwili
Vmaz = Inf{j 1 Aj41 # 0} AT =inf{j: A7 #0} AT,
gdyz sprzedajac opcje w chwili vp,4, 1 kupujac strategie zabezpieczajaca ¢ otrzymamy

UVmaz = VVmaz (@)

i od tego momentu postepujac zgodnie ze strategia ¢ mamy portfel, ktérego bogactwo jest
wieksze niz warto$¢ opcji w chwili Va0 + 1,...,T. Istotnie, poniewaz (7.8) implikuje

Vi(e) = Uy + Bi Ay

oraz AyBy > 0 dla t > e, wiee Vi(p) > Uy dlat = vper + 1, ..., T. Zatem 7 < Vypqq. Pozwala
to stwierdzié, ze U*™ jest martyngalem, gdyz wtedy A;nr = 0 (bo 7 At < VUpge) 1 korzystamy
z przedstawienia (7.7). Stad wynika, ze dla nabywcy opcji najlepszym momentem realizacji opcji
jest optymalny moment stopu dla ciagu (Z;) przy rozkladzie prawdopodobienstwa P* (korzysta-
my z tw. charakteryzujacego moment optymalny). A jak wiadomo moment stopu zdefiniowany
wzorem (7.6) ma taka wlasnosé. O

Uwaga 7.1. a) Z tw. 7.2 mamy, ze
1IG((Z)1er) = sup Ep« Z,
T

czyli cena zdefiniowana wzorem (7.2) satysfakcjonuje takze kupujacego. Kupujacy chce najle-
piej wykorzysta¢ swoje prawa i uzyskacé jak najwicksza wyptate. Gdy kupujacy realizuje opcje
w momencie stopu 7 i otrzymuje wyptate Z,, to jest sklonny zaplaci¢ za te wyplate Ep«Z7*.
A poniewaz kupujacy moze zrealizowaé¢ opcje w kazdym momencie, wiec za uczciwg cene uwaza
sup, Ep«Z*, gdzie supremum bierzemy po momentach stopu 7 o wartosciach mniejszych lub
réwnych T'.
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b) Punkt c) twierdzenia odpowiada na zasadnicze pytanie z punktu widzenia nabywcy:
kiedy nalezy zrealizowaé opcje. Z dowodu tego punktu wynika, ze moment wykonania opcji
nalezy wybra¢ jako optymalny moment stopu dla problemu optymalnego stopowania ciagu Z;.
Taki moment nie jest wyznaczony jednoznacznie. Jednym z takich momentow jest moment
zdefiniowany wzorem (7.6). Wybieramy go, gdyz (7.6), daje jego jawna postaé. Mamy regule
jak ten moment wyznacznaczy¢ praktycznie.

Wykorzystujac dowéd punktu c) twierdzenia mozemy zanalizowaé sytuacje wystawcy opcji.
Wystawca opcji stosuje strategie ¢ i czeka na to, co zrobi nabywca. Jezeli nabywca zrealizu-
je opcje w chwili optymalnej 7, to U, = Z; = V;(¢). Wtedy sprzedawca stosujac strategie
p otrzymuje cala kwote, ktéra musi wyptaci¢ nabywcy opcji. Sprzedawca zabezpieczyt swoje
zobowiazanie wobec nabywcy. Jesli natomiast nabywca zrealizuje opcje w innej chwili o niz opty-
malna 7, to wystawca ma dodatni zysk. Istotnie, gdy moment realizacji ¢ nie jest optymalny,
to Uy > Zy lub A, > 0 i korzystajac z (7.8) otrzymujemy zysk wystawcy:

VU(()O) —Zs :AUBU+UU_ZU > 0.

7.2. Poréwnanie opcji amerykanskich i europejskich

Zajmiemy sie teraz poréwnaniem opcji amerykanskich i europejskich. Opcje amerykanskie
daja posiadaczowi wiecej praw niz europejskie, wiec powinny kosztowaé wiecej.

Twierdzenie 7.3. Niech U; bedzie wartoScig w chwili t opcji amerykanskiej zadanej
przez ciqg (Zt)¢, a Cy warto$cig w chwili t opcji europejskiej o wyplacie X = Zp. Wtedy

U > C. (7.9)
Ponadto, gdy dla kazdego t < T mamy
Cy > Zy, (7.10)

to dla kazdego t < T mamy
Uy = Cy. (7.11)

Dowdd. Poniewaz U;" jest P*-nadmartyngatem oraz Ur = Zp = X = Crp, wiec
Uf > Ep«(Ur|F) = Ep-(Cr|F) = Cf.

Stad U; > Cy, czyli zachodzi warunek (7.9). Z warunku (7.10) wynika, ze C} > Z}, a poniewaz
Cy jest P*-martyngalem, w szczegdlnosci P*-nadmartyngatem, wiec

Cr > Uy, (7.12)

bowiem U} jest najmniejszym nadmartyngalem dominujacym (Z;);. Teraz (7.9) i (7.12) daja
(7.11). m

Z tw. 7.3 wynika, ze amerykanska opcja kupna jest warta tyle samo, co europejska..

Whniosek 7.1. Ceny amerykanskiej i europejskiej opcji kupna z tym samym terminem wyga-
$niecia i te samg cena wykonania sq rowne.
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Dowdéd. Wyplaty to Z; = (S; — K)t i X = Cr = Zp. Poniewaz 27 > z ir > 0, wigc

Ci = BiEp(B;'(Sr— K)*|F) > BiEp+(B;'Sr — Bi'K|F) =
S, — KBB;' > S, — K.

Stad
Ce > (S — K)' = Zy,

gdyz C; > 0. Otrzymali$my (7.10) i twierdzenie 7.3 daje teze. O
Ogodlniejsza wersje wniosku mozna znalezé w ¢éw. 7.5.

Przyktad 7.2. Na rynku zupelnym opisanym w przykt. 4.2 chcemy znalezé ceny amerykan-
skiej opcji kupna i amerykanskiej opcji sprzedazy z cena wykonania K = 105, a takze znalezé
optymalny momentem wykonania opcji sprzedazy przez nabywce opcji.

Jak wiemy, cena amerykanskiej opcji kupna jest réwna cenie opcji europejskiej (tw. 7.3),
wiec korzystajac z przykl. 4.2 otrzymujemy C§ = 17,36. Obliczymy cen¢ amerykanskiej opcji
sprzedazy. Korzystamy ze wzoru (7.3) kolejno dla t = 2 i ¢t = 1, otrzymujac:

Uy = (105— 99T,

1,8
: dy S = 120,
U = max (ZLEP*(U2 f1)> _ 11 edy Si(w)
1.1 25  gdy Si(w) = 80.
U
Uo = max(5, Ep+(;7|%0)) = max(5:6,30) = 6.30.

Moment stopu zdefiniowany wzorem

2 gdy S1(w) = 120,
T(w) =
1 gdy Si(w) =280

jest optymalnym momentem wykonania opcji sprzedazy przez jej posiadacza.

7.3. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 7.1. Bank ma amerykanska opcje sprzedazy akeji z cena realizacji 60 i data wyga-
$niecia za 3/4 roku. Walor (akcja) wart jest teraz 6, a stopa procentowa bez ryzyka (kapitalizacja
ciagla) wynosi 18% p.a.! Czy warto opcje zrealizowaé teraz, czy w chwili wygasniecia?

Rozwigzanie. Teraz mamy 60 — 6 = 54, wkladamy do banku i za 3/4 roku mamy 54 - 0181 =
61,81. W chwili wygasniecia opcja jest warta co najwyzej 60 (gdy Sp = 0). Zatem warto opcje
zrealizowaé teraz. Wynika to z faktu, ze cena waloru jest niska w poréwnaniu z ceng wykonania
opcji. W takim przypadku wykonujemy opcje i inwestujemy otrzymane pieniadze.

Cwiczenie 7.2. Méwimy, ze opcja amerykanska (Zi)teT jest zawsze realizowalna, gdy dla
dowolnego momentu stopu 7 o warto$ciach mniejszych lub réwnych T istnieje strategia ¢ € ®
taka, ze

Vi(p) = Z-.

Udowodnié, ze na rynku zupelnym kazda opcja amerykanska jest zawsze realizowalna.

L skrét tac. per annum, w skali roku.
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Rozwigzanie. Ustalmy dowolny moment stopu 7. Na mocy zupelnosci rynku wyptata

z,
X=2B
B, T

jest osiagalna, wiec istnieje ¢ € ® takie, ze Vp(p) = X. Stad

Vi'(¢) = Ep- (é‘ﬂ) = EP*(;: Fi),
a wiec
V() = Be(22|F) = 22,

czyli Vi (¢) = Z;.

Cwiczenie 7.3. Udowodni¢, ze gdy na rynku zupelnym opcja amerykanska jest wyceniana,
wzorem (7.5), to

a) nie istnieje arbitraz zwiazany z pozycja krétka (tj. wystawcy opcji),

b) nie istnieje arbitraz zwiazany z pozycja dluga (tj. nabywcy opcji).
Rozwigzanie. a) Nie wprost. Gdyby istnial arbitraz zwiazany z pozycja krétka, to sprzedaw-
ca poshugiwalby sie portfelem ¢ zabezpieczajacym opcje amerykanska takim, ze dla kazdego
momentu wykonania opcji przez kupujacego, tj. momentu stopu 7, ma on zysk bez ryzyka:

Vi) > Zr, P(Vi(g) > Z;) > 0.

Wtedy
Vo(e) = Ep-VI(p) > Ep-Z]

dla kazdego momentu stopu 7, co na mocy skonczonosci €2 implikuje

Vo) > sup Ep«Z7 = U,
T

sprzecznosc.

Cwiczenie 7.4. Niech w modelu CRR: Sy = 100; S{l = 80; S} = 130;T = 3; r = 0,1. Znalezé
ceng w chwili 0 opcji amerykanskiej o wyplacie Z; = maxjo<y <} Su (jest tzw. opcja rosyjska.
Zmnalez¢ moment wykonania opcji. Znalez¢ dla niej strategie zabezpieczajaca.

Rozwigzanie. 7 danych wynika, ze rynek jest wolny od arbitrazu. Miara martyngalowa P* jest
wyznaczona przez p = 0,6.

Znajdujemy warto$¢ wyplaty X = f(So,S1,S2,953) dla kazdej Sciezki, a nastepnie obliczamy
cene: Ip(X) = 104,58. II§((Z:)¢) = 116,09. Moment

3 gdy So(w) =169,
T(w) =142 gdy Si(w) =130, S (w) = 104,
1 gdy Si(w) =280

jest optymalnym momentem wykonania opcji przez posiadacza. Strategie zabezpieczajaca znaj-
dujemy korzystajac np. z tw. 7.2 i postaci martyngatu w rozktadzie Dooba

Cwiczenie 7.5. Niech cigg (9(St)),, gdzie g jest funkcja wypukla, nieujemna, g(0) = 0, zadaje
opcje amerykanska na rynku zupelnym. Udowodnié, Ze cena tej opcji amerykanskiej jest réwna
cenie opcji europejskiej o wyplacie X = g(Sr).
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Rozwigzanie. Poniewaz g(0) = 0, wiec z wypuklosci funkeji g otrzymujemy
g(az) < ag(x), «>0,ae 1]

Stad i z nieréwnosci Jensena

g(S;) < Ep~ <g(f:—~_1“)’ft> < EP*<gisi+;))‘ft>.

9(St)
(1+r)?

Zatem jest podmartyngatem i

Zi = g(S) < (1+7)""TEpe(g(Sr)|F) = TL(X).

Otrzymalismy (7.10) i tw. 7.3 daje teze.
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8.1. Opis kontraktéw terminowych futures

Kontrakt terminowy futures jest to instrument finansowy zobowiazujacy obie strony kon-
traktu do realizacji w przysztodci transakcji na okreslonych w nim warunkach. W chwili zawie-
rania kontrakt futures nic nie kosztuje, zatem jest wart 0. Kontraktami terminowymi futures
(w przeciwienstwie do forward) handluje si¢ na gieldzie. Obie strony kontraktu nie znaja sie
wzajemnie, gdyz kontrakt zawarty poprzez po$rednika — gietde. Kontrakty futures odznaczaja
sie nastepujacymi cechami:

— kontrakty sa standaryzowane, czyli sa $cisle okreslone wszystkie warunki kontraktu, w tym
nominalna wielkos¢ przedmiotu kontraktu futures i termin dostawy,

— cena futures jest ustalana na gietdzie,

— w kazdej chwili mozna kontrakt futures zamknaé¢ wchodzac w pozycje przeciwna,

— kontrakt jest rozliczany codziennie za pomocg procedury dziennej aktualizacji depozytu
(marking-to-market).

Kontrakty tego rodzaju obarczone sg ryzykiem zwigzanym ze zmianami cen, ale zostato wyelimi-

nowane ryzyko zwiazane z niewywiazaniem sie jednej ze stron z warunkow umowy. Na réznych

rynkach istnieja rézne kontrakty futures, m.in. kontrakty futures na akcje — instrument bazowy

stanowig akcje, kontrakty futures walutowe — instrument bazowy stanowi waluta innego kraju,

kontrakty futures na indeks gieldowy. Z kontraktem futures zwigzane sa ceny:

— cena futures w dniu zawarcia kontraktu — po takiej cenie zostanie zawarta transakcja w przy-
sztosci,

— cena kontraktu futures na rynku — cena dzisiejsza tego kontraktu, cena zmieniajaca sie
kazdego dnia w okresie notowan,

— cena biezaca przedmiotu kontraktu (spot price).

Wejscie w kontrakt futures nic nie kosztuje, ale podmiot chcacy uczestniczyé w rynku futures

musi wnie$¢ na konto pewien depozyt zabezpieczajacy — wadium. Codziennie Izba Rozra-

chunkowa (clearing house) koryguje stan konta o zmiane cen kontraktu futures w ciagu dnia.

Gdy cena wzrosnie w ciggu dnia o x, to stan rachunku sprzedajacego kontrakt zmaleje o x,

a kupujacego wzroénie o z. Obie strony musza utrzymywaé¢ na rachunku pewng ustalona sume

(maintenance margin level). Gdy warto$é¢ rachunku po rozliczeniu spada ponizej tej wielkosci

Izba Rozrachunkowa wzywa inwestora do natychmiastowej doptaty pieniedzy na rachunek. Gdy

wezwanie zostanie zignorowane nastepuje zamkniecie kontraktu.

Intuicyjnie mozna sobie wyobrazaé¢, ze kontrakt futures jest zamykany na konicu dnia han-
dlowego (bo jest rozliczany) i otwierany na nowo nastepnego dnia, czyli kontrakt futures mozna
traktowac jako cigg jednodniowych kontraktow forward. Taka procedura jednocze$nie daje in-
westorowi mozliwos¢ zamkniecia pozycji w kazdej chwili. Inwestor zamyka pozycje wchodzac
w kontrakt przeciwny, czyli otwiera pozycje przeciwng do tej, ktora zajal wchodzac na rynek
futures. Moze to zrobié¢ w kazdej chwili, zaréwno gdy chce zrealizowaé osiagniete zyski, jak i wy-
cofa¢ sie by zminimalizowaé straty. Przy okazji warto zaznaczy¢, ze bardzo mato kontraktow
(niektére Zrédla podaja, ze mniej niz 2%) jest w istocie rozliczanych w momencie wygasniecia,
czyli dla wiekszosci uczestnikéw dostawa przedmiotu kontraktu futures jest jedynie potencjalna.

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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8.2. Model rynku

Wykorzystujac idee poznane wczesniej skonstruujemy teraz model rynku kontraktéw ter-
minowych futures. W zwiazku ze specyfika kontraktéw futures model ten rézni si¢ troche od
modelu rynku skonczonego, opisywanego do tej pory.

Jak poprzednio, zakladamy, ze mamy ustalona przestrzen probabilistyczna (92, F, P), gdzie
Q jest zbiorem skoficzonym, F = 29, a prawdopodobiefistwo P jest takie, ze P({w;}) > 0 dla
kazdego ¢. Transakcje na rynku odbywaja sie w chwilach 0,1,2,...,7, T" < oo i mamy dana
filtracje Fy, t € {0,1,...,T} opisujaca wiedze o rynku (o-cialo F; opisuje wiedze do chwili
t), taka ze Fp = F. Niech fs(t,T) oznacza proces cen futures na instrument bazowy o cenie
S z momentem wykonania 7. Wielko$é¢ fs(0,7") jest to cena zaplaty w chwili T na ktéra sie
umawiamy dzis, tj. w chwili 0. Wprowadzimy oznaczenie skracajace napisy: f; = fs(t,T).

Na rynku futures inwestor moze inwestowa¢ w rachunek bankowy i k réznych kontraktéw
futures z ta sama data realizacji i adaptowanym procesem cen f = (f;)s, fr = (ff, f2,..., fF),
gdzie f? jest cena (kursem rozliczeniowym) i-tego kontraktu futures, i = 1,2,...,k. Jak za-
wsze, proces B jest warto$cia jednostki bankowej. Zakladamy, ze kapitalizacja jest okresowa,
oprocentowanie jest state i réwne w skali jednego okresu r, r > 0.

Na tym rynku strategia jest proces

df
(ona 9017 e ka) = (9007 Qof)a

gdzie ¥ jest wielkoscig kapitatu w banku (tj. zmienng losowa adaptowana), a o/ = (¢!, ..., ")
jest procesem prognozowalnym méwiacym jakie pozycje zajal inwestor w kontraktach futures.
! jest procesem prognozowalnym, gdyz inwestor okresla w chwili t — 1 liczbe pozycji zajetych
na rynku futures, ktére beda w jego portfelu w chwili ¢. ¢ jest procesem adaptowanym, gdyz
inwestor dopiero po dokonaniu rozliczenia kontraktéw futures zawartych w chwili t—1 wie, ile ma
pieniedzy w chwili t. Ze wzgledu na specyfike kontraktu futures bogactwo portfela odzwierciedla
wielkos¢ kapitalu posiadanego przez inwestora, gdyz wejscie w kontrakt futures nic nie kosztuje.
Zatem definiujemy:

Vil (¢) = !B (8.1)
Strategie ¢ nazywamy samofinansujaca sie, gdy
Vi (0) = @) Bivs + ol (Jer = o), (8:2)

tj. wartoéé¢ portfela w chwili ¢ + 1 jest réwna warto$ci w chwili ¢ + 1 inwestycji w rachunek
bankowy w chwili ¢ zwiekszonej o rozliczenie pozycji futures (skutek procedury ,réwnaj do
rynku”). Przez ®f oznaczaé bedziemy przestrzeni liniowa strategii samofinansujacych sie na
rynku futures. Proces zysku jest zadany wzorem:

t—1 t—1
Glo) =3 ¢l (fust — fu) + Y @(Bur1 — Bu).
u=0 u=0

Z nastepnego twierdzenia widaé, ze definicja portfela samofinansujacego si¢ na rynku futures
jest naturalna.

Twierdzenie 8.1. Strategia ¢ jest strategiq samofinansujgcqg sie na rynku futures
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

th(so) = Vof(so) + G{(go) dla kazdego t.
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Dowdd. = Z warunkéw (8.1) i (8.2) otrzymujemy
t—1
Vi) = V@) + Y Ve - Vi) =
u=0

t—1
= Vi (0) + Y lel i1 (fur1 — fu) + 2(Busr — B = Vi () + G (¢).
u=0

< Korzystajac z zalozen, definicji wartosci portfela (8.1) i definicji procesu zysku otrzymu-
Jemy
Vie) = Vi) +6le) =
= Vi (@) +GLi) + ol (fe = fi) + @0 1(B. — Bia) =
= V0@ +el(fi— ) + e B -V 1 (p) =
= @l (fi— fi1) + 001 B
otrzymujemy zatem warunek (8.2), czyli ¢ jest strategia samofinansujaca sie. O

Rynek M/ = ((B, f), ®f) nazywamy rynkiem bez mozliwoéci arbitrazu gdy klasa strategii
samofinansujacych sie ®/ nie zawiera strategii arbitrazowej tzn. nie istnieje ¢ € ®f, takie ze

Vof(go) =0, ij(ga) >0, ij(go)(wi) > 0 dla pewnego 1.

Wyptata europejska X w chwili T nazywamy dowolna Fr—mierzalng zmienna losows. Stra-
tegie ¢ € ® nazywamy strategia replikujaca wyptate X gdy ijf (p) = X. Wyplate X nazywamy
osiagalna, gdy istnieje strategia ja replikujaca. Jak poprzednio, wyptate nazwiemy jednoznacz-
nie replikowalna, gdy dla dowolnych strategii ¢, replikujacych X mamy Vi(¢) = Vi(¢) dla
wszystkich t. Wtedy proces Vi(¢) nazywamy procesem bogactwa X. Zachodzi twierdzenie o
jednoznacznosci procesu bogactwa portfela replikujacego.

Twierdzenie 8.2. Gdy M/ jest rynkiem bez mozliwosci arbitrazu, to kaida wyplata
ostggalna jest jednoznacznie replikowalna.

Dowdd przebiega analogicznie do dowodu tw. 3.4 i pozostawiamy go jako ¢wiczenie dla Czy-
telnika. Korzystajac z tego twierdzenia definiujemy proces ceny arbitrazowej IIf (X) wyplaty
osiggalnej X na rynku M7 bez mozliwosci arbitrazu jako warto$é procesu bogactwa, tzn.

17 (X) =V (9).
gdzie ¢ jest strategia replikujaca X.

Przyktad 8.1. Niech na rynku futures jednookresowym dwustanowym ceny pewnego aktywa
WYNosza
fr=360, gdy w=uwi,

fo =320, fi=
f*=310, gdy w=ws.

Znajdziemy cene arbitrazowa europejskiej opcji kupna wystawionej na to aktywo na rynku

futures, gdy T = 3 miesigce, K = 320 i stopa procentowa dla tego okresu wynosi r = 5%.

Wtedy wyptata z tej opcji wynosi

clv =40, gdy w=uwi,

f _ +
Cilw)=(h-K)" = {Cfd:() gdy w=uwa.



72 8. Rynek kontraktow terminowych futures

Wielkosé Vlf (w) — warto$¢ portfela replikujacego (o, Bp) musi spelniaé

ao(f* — fo) + (1 +7)By = CT*,  odpowiada przypadkowi w = wy,
ao(f¢ — fo) + (1 +7)Bo = Cf?,  odpowiada przypadkowi w = wa,

zatem
40 + 1,058y = 0,
—10ag 41,0559 = 10.

Stad ap = %, Go = 1,%5 = 7,62, zatem cena jest réwna

cl =vi (o) = Bo = 7,62.

Znajdujmy teraz cene arbitrazows opcji sprzedazy na rynku futures przy tych samych parame-
trach. Portfel replikujacy spetnia:

4009 + 1,058 = 0,
—10ag + 1,058y = 10.

Stad mamy oy = —% = —%, By = 1,% = 7,62. Cena opcji sprzedazy wynosi Gy = 7,62, jest

zatem taka sama jak cena opcji kupna, co na rynku futures — jak sie dalej przekonamy — nie
jest przypadkiem.

Zmajdowanie ceny, gdy korzystamy z samej definicji jest, poza prostymi przyktadami jak
wyzej, klopotliwe. Stad, jak poprzednio, w celu badania rynku i znajdowania proceséw cen
wyplat wprowadzamy aparat miar martyngatowych.

Definicja 8.1. Miare probabilistyczna P réwnowazng z P nazywamy miara martyngatows dla
rynku futures, gdy proces cen futures (f;); jest P-martyngalem.

Warto podkresli¢, ze w tej definicji wykorzystujemy proces cen futures, a nie proces cen
futures zdyskontowanych, jak przyjelismy w def. 2.6.

Przez P(f) bedziemy oznaczaé zbiér miar martyngalowych dla procesu cen futures. Jak
poprzednio, wygodnie jest postugiwaé si¢ zdyskontowanym procesem bogactwa portfela ¢:

V(o) =V (0)B .

Lemat 8.1. Strategia @ jest strategiq samofinansujgcg sie na rynku futures (tzn.o € ®F) wtedy
1 tylko wtedy, gdy dla kazdego t

t—1
V() = Vi (0) + 3" ol 1 (furr — fu) By (8.3)
u=0

Dowdd lematu zostawimy jako zadanie (zad 8.4).
Whiosek 8.1. Jezeli P € P(f), to dla kaidego ¢ € ®F proces th(go) jest P-martyngatem.
Dowdd. Korzystajac z (8.3) i prognozowalnoéci ¢/ otrzymujemy
Bp( Viale) = Vi ()1 F) = Bilel 1 Ep(fivn — fil 7)) =0,

bowiem f jest P martyngatem. O
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Stad wprowadzajac P(M/) — klase miar martyngalowych dla rynku M7 jako zbiér tych
miar probabilistycznych P ~ P, dla ktérych (th (©))¢ jest P-martyngatem dla kazdego ¢ € ®f,
otrzymujemy, ze

PM) =P(f). (8.4)

Nastepnie dla rynku futures dowodzi si¢ podstawowe twierdzenia matematyki finansowej. Sa one
odpowiednikami podstawowych twierdzen dla rynku akcji, a ich dowody przebiegaja w podobny
sposéb.

Twierdzenie 8.3. Rynek M! jest wolny od arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy
P(MT) # 0. Wowcezas cena arbitrazowa wyplaty osiggalnej X wynosi

I{ (X) = B,Ep(X Bp'|F) (8:5)

dla P € P(M/).

Twierdzenie 8.4. Rynek M7 bez mozliwosci arbitrazu jest zupelny wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje doktadnie jedna miara martyngatowa.

Zmajdziemy teraz postaé parytetu na rynku futures. Poniewaz
(fr = K)" = (K = fr)" = fr - K,
wiec ze wzoru (8.5) na cene futures mamy

fo— K

cy — P = T

(8.6)

Jest to wzér dajacy parytet kupna-sprzedazy dla opcji na rynku futures. Stad jako wniosek
otrzymujemy
cl=pPl s f=K,

wiec na rynku futures cena opcji sprzedazy jest rowna cenie opcji kupna o tej samej cenie
wykonania, gdy cena wykonania jest rébwna obecnej cenie futures (tak bylo w przykl. 8.1).

8.3. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 8.1. Udowodnié, ze rynek futures jednookresowy dwustanowy jest wolny od arbi-
trazu wtedy i tylko wtedy, gdy

fE< fo< f* (8.7)
(oznaczenia f*, f¢ jak w przykt. 8.1).

Rozwigzanie. = Nie wprost. Gdy fo > f*, to portfel ¢ = (—1,0) jest arbitrazem, gdyz
Vi) =0, V(e)= (D1~ fo) +(147)-0>0,

(poniewaz f; < fo) i
Vi (9)(w2) > 0.
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Gdy fo < f%, to portfel ¢ = (1,0) jest arbitrazem.

< Niech ¢ = («, 3) bedzie portfelem takim, ze Vof(cp) = 0. Wtedy 8 = 0. Gdy a = 0, to
v =(0,0) i Vlf(go) =0. Gdy a # 0, to Vlf(go) = a(f1 — fo). Stad korzystajac z warunku (8.7)
otrzymujemy, ze istnieje w taka, ze Vlf (p)(w) < 0, czyli nie istnieje arbitraz.

Cwiczenie 8.2. Udowodni¢, ze

a) Jedli na rynku futures jednookresowym dwustanowym miara martyngatowa P istnieje, to jest
okreslona przez réwnosé:

fo=Ep(fr) =pf*+ 1 -p)f% (8.8)
gdzie p = P({w;}). Zatem
_4d
pzﬁ_% (3.9)

b) Miara martyngalowa P istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy p € (0, 1).
Cwiczenie 8.3. Udowodni¢, ze gdy (f,S,B,¥) jest rynkiem bez mozliwosci arbitrazu, to
fo=(147)S. (8.10)
Rozwigzanie. Kontrakt futures wyptaca w chwili T" wielkos¢
X = fr—fo= 51— o
W chwili 0 ten kontrakt nic nie kosztuje, wiec

fo
147

0 =Tlp(X) = o (St — fo) = Ho(ST) — Ho(fo) = So —

I

co daje (8.10).

Cwiczenie 8.4. Udowodni¢ lemat 8.1.

Cwiczenie 8.5. Udowodni¢, ze ®/ jest przestrzenia liniowa.
Cwiczenie 8.6. Udowodni¢ tw. 8.2.

Wskazowka. Nasladowaé dowdd dla rynku akcji.
Cwiczenie 8.7. Udowodni¢ tw. 8.3.

Cwiczenie 8.8. Udowodni¢ tw. 8.4.

Cwiczenie 8.9. Udowodni¢, ze @ € & wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego momentu ¢
- - t—1
V(o) =V (0) + 3 plosa (furr — fu) B
u=0

Rozwigzanie. Wystarczy udowodnié, ze ¢ € & wtedy i tylko wtedy, gdy

Vi) =V (0) = ol (frn = f) (1 7)Y, (8.11)

Gdy ¢ jest strategia samofinansujaca sie, to

‘Zﬁfrl(so) - th(@) = B;&1(‘P{+1(ft+l — fo) + <P?Bt+1) - Bfl(BﬁPg) =
= S0{+1(ft+1 — f) (L + )",
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a wiec (8.11) zachodzi. Na odwrét, gdy zachodzi (8.11), to

¥ ¥ —1
Vi) =Vl () = ela(fi — fBGL.
Mnozac obie strony przez Biyi otrzymujemy

Vi) =V @)+ 1) = ol (i = o),
czyli
V(@) = @Bt = ol (frar — fo),
tj. (8.2), a wiec ¢ jest strategia samofinansujaca sie.

Cwiczenie 8.10. Niech A bedzie rynkiem, na ktérym handlujemy instrumentami bazowymi
i kontraktami futures oraz mozemy inwestowaé¢ w lokaty bankowe. Udowodnié, ze N jest rynkiem
bez mozliwosci arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy ceny kontraktéw futures i forward sg réwne.



9. Model Blacka-Scholesa

Od tego rozdzialu zajmiemy si¢ badaniem rynku z czasem ciaglym. Zaczniemy od opisu
procesu cen, a nastepnie zdefiniujemy model Blacka-Scholesa.

9.1. Aksjomaty procesu cen

W 1900 roku L. Bachelier zaproponowal, zeby dynamike ceny akcji na gieldzie paryskiej
modelowaé za pomocg proceséw otrzymanych z przejs¢ granicznych bladzen losowych, a wiec
zaproponowal modelowanie ceny cigglymi procesami Sy o przyrostach niezaleznych, takimi ze
przy zmianie czasu o At zmiana ceny Syya; — Sy zachowuje sie jak v/At dla malych przyrostéw
At. We wspolczesnym jezyku matematyki jego postulaty oznaczaja, ze proces cen powinien
mieé postac:

St = S() +,U,t+0'Wt,

gdzie W, jest procesem Wienera, u € R, o > 0. Zatem S; ma rozktad normalny ze $éredniag
So + ut i wariancja ot, co bedziemy oznaczaé S; ~ N'(Sp + ut, o*t). Stad wynika, ze cena akcji
moze przyjmowaé ujemne wartosci z dodatnim prawdopodobienstwem. W zwigzku z tym wiele
0s6b odrzuca ten sposob modelowania ceny (zauwazmy jednak, ze z reguly trzech sigm wynika,
ze dla matych t szanse na ujemng cene sa znikome, bo P(Sy—30v/t < Sy < So+30v/1) ~ 0,997,
a ponadto czesto w statystyce uzywa sie rozktadu normalnego do modelowania wielkosci z istoty
rzeczy nieujemnych np. dlugoéci, co nie wzbudza watpliwosci). Inna konsekwencja przyjecia
modelu Bacheliera jest fakt, ze rozklad przyrostu ceny na ustalonym przedziale czasowym jest
taki sam, niezaleznie od ceny poczatkowej. Dlatego szansa, ze cena akcji sprzedawanej po 50
jednostek spadnie w tym okresie do 45 (strata w wysokosci 10% wartosci) jest taka sama, jak
szansa, ze akcja w ustalonym okresie czasu warta 10 spadnie do 5 (strata w wysokosci 50%
wartodci). Praca Bacheliera byla zbyt nowatorska jak na éwcezesne czasy i bardzo szybko zostala
zapomniana. Odkryto ja ponownie dopiero w latach siedemdziesiatych dwudziestego wieku.

W 1965 r. Samuelson zaproponowal postulaty, ktére powinien spelniaé¢ proces cen Sy:

1. Ceny sa dodatnie, czyli Vi>¢ S; > 0, Sp jest stala.

2. Procentowa zmiana cen akcji nie zalezy od ceny obecnej ani od cen w przesztoéci, czyli

S,

fgih jest niezalezne od o (S,: u < t).
t

3. Zmiana ta (a dokladniej rozklad zmiany) zalezy tylko od dlugosci odcinka czasu, na ktérym
jest rozpatrywana, natomiast nie jest istotne, od ktérego momentu ja liczymy, tj.

St+h _ Sh

St So’

Vi >0

Vim0

4. Proces S; ma ciagte trajektorie.

Przy zatozeniach 1-4 mozna udowodnié, ze proces cen wyraza si¢ przez tzw. geometryczny
proces Wienera (gdyz z postulatéw wynika, ze In S; jest procesem stacjonarnym o przyrostach
niezaleznych i o ciaglych trajektoriach)

Sy = Spexp(at + oWy), a€R,0>0. (9.1)

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Pozostaje problem doboru stalych a,o by wzér (9.1) mial sens ekonomiczny. Okazuje sie, ze
nalezy wzia¢ 0 > 01ia = (u — %2) dla pewnego p € R. Wtedy

2

o
St = Soexp ((/,L— ?)t—FO'Wt) (92)
Zatem S; ma rozktad lognormalny, tj.
2
IS ~ N(InSo+ (- %)t o%t). (9.3)
Zmajdziemy teraz ekonomiczny sens statych p, o. Gdy V; jest wartoscia jakiego$ portfela w chwili
t,todlas<t
1 Vi—Vs
E
t—s ( Vs )

jest oczekiwana stopa zwrotu na jednostke czasu z tego portfela w czasie od s do t. Wariancja
stopy zwrotu na jednostke czasu wyraza sie wzorem

1 Vi — V.
t—3D2< tV's )

Gdy portfel sktada sie z jednej akcji, to oczywiscie V; = S;. Jesli proces S jest geometrycznym
procesem Wienera, tj. S; spelnia (9.2), to tatwo udowodnié, ze
1 Sy — Sy
li E =
B () =
1 S — S
lim D?(Z2t) = o2,

u—st— t—u Su

Stad p, odzwierciedlajace state tendencje zmian cen akcji, nazywa sie wspotczynnikiem wzrostu
(stopa aprecjacji) cen akcji, a o mierzace zmiennos$é nazywa sie wspotczynnikiem zmiennosci
cen akcji (dowdd tych faktéw pozostawiamy jako zadanie — zad. 9.4). W praktyce wielko$é o
podaje sie w procentach.

9.2. Klasyczny model Blacka-Scholesa

Teraz opiszemy klasyczny model Blacka-Scholesa (Blacka-Mertona-Scholesa) z horyzontem
T < oo. Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna z filtracja F = (F).e[0,17, na ktérej
mamy zadany proces Wienera W. Zakltadamy, ze mamy do czynienia z rynkiem idealnym, na
ktérym mamy jeden papier ryzykowny, akcje nie ptacace dywidend, o cenie zadanej wzorem

dS; = ,uStdt + oS dWy, o >0, n e R. (94)

W 89.1 uzasadniliémy taki wybér procesu cen. Na tym rynku mamy takze rachunek bankowy
o stalej stopie procentowej r > 0 w calym okresie handlu [0, 7] i ciaglej kapitalizacji, tj. proces
wartosci jednostki pienieznej jest zadany réwnaniem

dBt = TBtdt, BO = 1,

zatem B; = €. Rynek jest idealny, wszyscy maja taka sama wiedze, a ze informacje w naszym
modelu sa otrzymywane wyltacznie z obserwacji procesu cen S to o o-ciele F; interpretowanym
jako wiedza uzyskana do chwili ¢ zaktadamy, ze F; = F;°. Poniewaz jedynym rozwigzaniem (9.4)
jest

Sy = Spexp (th + (u — %0’2)75), (9.5)
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wiec YV = .7-",;3 . Podsumowujac zaktadamy, ze filtracja F; jest uzupelniong filtracja procesu
Wienera, tj. 7y = FV i F = Fr.

Ten model jest znacznym uproszczeniem rzeczywistosci. Jego zaletg sa proste zalozenia zro-
zumiale dla wszystkich. Stad stuzy on jako pierwsze przyblizenie. Wzory (np. na ceny opcji) i
regutly otrzymane dla tego modelu sg uzywane w praktyce w bardziej wyrafinowany sposéb.

Konstrukcje modelu rynku zaczynamy od definicji strategii.

Definicja 9.1. Strategia nazywamy proces mierzalny adaptowany ¢ = (¢, ¢!) spelniajacy
warunki

T T
/0 |Y)ds < oo, /0 (ph)?ds < 400 pan.. (9.6)

Jak zawsze ¢ interpretujemy jako liczbe jednostek bankowych, a ¢! jako liczbe akeji. Stra-
tegia ¢ jest F adaptowana tzn. dla kazdego t wektor losowy ¢; jest F; mierzalny, zatem strategic
tworzymy na podstawie wiedzy dostepnej do chwili ¢. Proces wartosci portfela (strategii) tez
definiujemy jak zwykle, tj.

Vi(g) = @y Bi + 91 St

Proces zyskéw kapitalowych zadany jest przez odpowiednik (3.2):

t t
Gi() :/0 wgdBqu/O ©LdS,, tel0,T).

Warto zauwazy¢, ze z postaci rownania zadajacego proces cen wynika, ze

t t t
| eiasi= [ elusudu+ [ losuaw..

Warunek (9.6) oraz fakt, ze cena S jest procesem ciaglym zapewniaja istnienie calek wystepu-

jacych w definicji procesu zysku.

Definicja 9.2. Méwimy, ze strategia ¢ jest samofinansujaca sie, gdy zachodzi
Ve [0.T] Vilp) = Vo) + Gile). (9.7)

Warunek (9.7) jest réwnowazny warunkowi:

t t t
Vile) = V(@) + [ hrBudu+ [ phuSudu+ [ @loS.dm,
0 0 0
czyli
dVi(e) = gogdBt + go%dSt = @?rBtdt + gotl,uStdt + gpgaStth.

Intuicyjnie, portfel ¢ jest samofinansujacy sie, gdy nie ma doptywu kapitatlu z zewnatrz —
zmiany wartosci portfela wynikaja tylko z naszej polityki, czyli z postaci portfela ¢ i ze zmian
cen S. Warunek (9.7) jest ciaglym odpowiednikiem warunku (3.5). Klasa wszystkich strategii
samofinansujacych sie jest przestrzenia liniowa. Bedziemy ja oznaczaé przez ®.

Przyklad 9.1. Strategia ,kup i trzymaj aktywo” (buy-and-hold), czyli ¢} = a > 0, ¢ = 0 jest
strategia samofinansujacg sie, bo

Vilp) = ¢St =aS,
t
Gilp) = /0 a S, = a(S; — So),

a stad
Vi(p) = aSo + Gi(p) = Vo) + Gile).
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Cwiczenie 9.1. Udowodnié, ze strategia ¢ = %’i, ¢} = 0 ma portfel bogactwa réwny Vi(p) =
Si (a wiec taki sam jak strategia ,kup i trzymaj”), ale nie jest strategia samofinansujaca sie.

Rozwigzanie. 7 postaci strategii ¢ mamy Vi(¢) = S, a z postaci By mamy

t
0 0

i korzystajac z definicji strategii samofinansujacej sie (tj. z (9.7)) otrzymujemy, ze ¢ € ® wtedy
i tylko wtedy gdy zachodzi warunek

t
Sy = So+r / S, du. (9.8)
0

Warunek (9.8) nie jest spelniony w modelu Blacka-Scholesa.
Definicja arbitrazu i jego sens jest analogiczny jak dla rynku skonczonego.

Definicja 9.3. Mozliwoscia arbitrazu (arbitrazem) nazywamy strategie ¢ € ® taka, ze
Volp) =0, P(Vr(p) >0)=1, P(Vr(p) >0)>0 (9.9)

dla pewnego P € P.

Poniewaz zbiory miary zero pozostaja te same dla kazdego P € P, wiec jesli (9.9) zachodzi
dla pewnego P € P, to zachodzi dla kazdego P € P. Arbitraz jest sposobem postepowania, ktéry
nigdy nie przyniesie straty i daje mozliwos¢ osiagniecia zysku w sprzyjajacych okolicznosciach.
Gdy na rynku istnieje mozliwo$é arbitrazu, to odpowiednio postepujac mozna osiggaé na nim
zysk bez ryzyka. Istnienie arbitrazu §wiadczy o braku réwnowagi na rynku. Na istniejacych
rynkach finansowych dzialaja arbitrazysci i nie ma mozliwosci arbitrazu. Zatem modele opisujace
rzeczywisto$é¢ powinny by¢ wolne od arbitrazu.

Zajmiemy sie teraz pojeciem wyplaty.

Definicja 9.4. Wyplata europejska (aktywem pochodnym lub kontraktem europejskim) z mo-
mentem wykonania 1" nazywamy zmienng losowa X.

Wyptate X otrzymuje kupujacy w chwili 7', jest to zmienna losowa, wiec jest ona Fr-mierzalna,
czyli jest skonstruowana w oparciu o dostepnag wiedze do chwili T, a zatem jej wartosé zalezy
od procesu cen. Jak zawsze, pojawia sie pytanie: jedli w momencie T" kupujacy otrzymuje X,
to ile powinien zaptaci¢ za to teraz? By na nie odpowiedzie¢, wprowadzamy, jak dla rynkow
skonficzonych, pojecie strategii replikujacej. Mowimy, ze ¢ € @ jest strategia replikujaca wyptate
X w chwili T gdy Vr(¢)=X (strategia ¢ jest zabezpieczeniem wyplaty X). Jesli wyplata X ma
cho¢ jedng strategie replikujaca, to mowimy, ze X jest osiggalna. Analogicznie jak dla rynku
skoniczonego wprowadzamy pojecie bogactwa wyplaty osiagalnej (tzn. pojecie jednoznacznej
replikowalnosci), a mianowicie méwimy, ze istnieje proces bogactwa osiagalnej wyplaty X, gdy
dla kazdych strategii ¢, 9 € @, takich, ze Vp(p) = Vp(p) = X procesy V(y) i V(1) sa nie-
odréznialne (tzn. P(Vt < T : Vi(p) = Vi(¥)) = 1).

Definicja 9.5. Niech ¥ C ®. Na rynku M = (B, S, ¥) bez mozliwosci arbitrazu cena ar-
bitrazowa II;(X) w chwili ¢ osiagalnej wyplaty europejskiej X dla ktérej istnieje proces bo-
gactwa nazywamy warto$¢ w chwili ¢ strategii samofinansujacej sie replikujacej wyptlate tzn.
I (X) = Vi(e).

Uwaga 9.1. Wybér klasy strategii W C ® jest istotny. Nie mozna wziaé, jak dla rynku skonczo-
nego, ¥ = &, gdyz prowadzi to do arbitrazu. Zatem musimy dokonaé¢ sensownego wyboru jakiejs
podklasy W strategii samofinansujacych si¢ ®. Wyborem podklasy ¥ zajmiemy si¢ pézniej.
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Taka definicja ceny jest uzasadniona faktem, ze dla inwestora jest obojetne, czy ma w swym
portfelu instrument finansowy, czy warto$¢ poczatkows strategii generujacej go, gdyz w obu
przypadkach otrzymuje na koncu okresu inwestycji te sama wyplate (w drugim przypadku musi
postepowad tak, jak wskazuje strategia replikujaca). Mozna udowodnié¢ wprost, ze definicja ceny
jest poprawna tzn. ze dla kazdej wyplaty osiagalnej istnieje proces bogactwa. My to udowodnimy
korzystajac z idei miary martyngalowej. Wszystkie ceny bedziemy dyskontowaé przez warto$é
jednostki bankowej, tj.

Definicja 9.6. Miare probabilistyczna P* na (Q, Fr) nazywamy miara martyngatowa, gdy
P* ~ PiS* jest P*-martyngalem lokalnym.

Zaczniemy od twierdzenia podajacego posta¢ miary martyngatowej dla zdyskontowanego
procesu cen S*.

Twierdzenie 9.1. Miara probabilistyczna P* o gestosci

Ciz];k :exp(r;MWT—%(T;M>2T) (9.10)

jest jedyng miarg martyngatowg. Ponadto proces S* jest P*-martyngalem o dynamice

dSy = oSFdW,, St =s, (9.11)

gdzie I//[\/t = Wy — =Lt jest procesem Wienera wzgledem P* 1 filtracji F.

(o

rt

Dowdd. Poniewaz S} = Sie™*, wiec ze wzoru na catkowanie przez czedci

dS; = Sy(—re ") dt + e "dS,. (9.12)
Zatem, korzystajac z dynamiki S tzn. (9.4), otrzymujemy
dS; = e " (—rSydt + uSidt + oS dWy) = Si((u — r)dt + odWy).

Chcemy, by dS} = USt*th dla procesu Wienera W przy pewnej mierze P*. Zatem powinno
zachodzi¢ .
O'th = Uth — (7” — ,u)dt (913)

Na mocy tw. Girsanowa miara P* zadana wzorem (9.10) jest dobrze zdefiniowana miara proba-
bilistyczng, i I//T\/t = Wi — =¥t jest procesem Wienera wzgledem P*. Wtedy zachodzi (9.13), czyli
zachodzi (9.11). Proces S*, przy mierze P* jest réwny calce stochastycznej wzgledem procesu
Wienera plus stata, wiec jest P*-martyngatem lokalnym, czyli P* jest miara martyngatowa dla

S*. Jedyno$¢é P* pozostawiamy jako zadanie dla Czytelnika (zad. 9.10). Poniewaz

T
E/ o?(S7)%dt < oo, (9.14)
0

to S* jest P*-martyngalem. O

Uwaga 9.2. a) Warunek (9.11) mozna zapisaé¢ réwnowaznie

dS; = rSydt + oS, dW, (9.15)
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gdyz z (9.13) mamy .
dSt = ,U,Stdt + O'Stth = T‘Stdt + O'Stth.

Zatem przy zamianie miary na rownowazng miare martyngalowa wspoétczynnik zmiennosci ceny
akcji nie ulega zmianie.
b) Z (9.15) wynika, Ze przy mierze martyngalowej P* proces cen ma postaé

Sy = Spexp (JI//I\Q + (T - %O’z)t). (9.16)

Analogicznie jak w przypadku rynku skonczonego istnieje wazna charakteryzacja portfeli
samofinansujacych sie w terminach procesu zdyskontowanych cen:

Twierdzenie 9.2. Strategia ¢ = (p°, @) jest strategiq samofinansujgcq sie wtedy
1 tylko wtedy, gdy zachodzi

Vi e.T] V(o) =Vole) + [ ohds: (9.17)

Dowod. = Konieczno$é. Poniewaz

Vi (o) = Vi(p)e ™™, (9.18)

wiec kolejno ze wzoru na catkowanie przez czesci, definicji strategii samofinansujacej sie i (9.12)
mamy

dVi(p) = —re "Vilp)dt +e " dVi(p) =
= —re ") Bi + @i Se)dt + e " (p)dBy + dS;) =
= @} (—re "Sdt + e "dSy) = o1 dS;.

Zatem réwnosé (9.17) jest spelniona.
Dostateczno$é. Z (9.18) mamy

AV (p) = —re " (@) By + @y Sp)dt + e~ dVi(). (9.19)
Ze wzoru (9.12) otrzymujemy
©1dS; = —re " Sptdt + e ol dS,. (9.20)

Z zalozenia (9.17) wynika, ze lewe strony wzoréw (9.19) i (9.20) sa réwne, wigc i prawe sa réwne,
zatem

dVi() = pPdB; + ¢y dS;,
czyli p € . O

Lemat ten wykorzystuje sie do znajdowania strategii samofinansujacych si¢ replikujacych
dang wypltate. Z niego wynika takze:

Twierdzenie 9.3. Miara P* jest miarg martyngatowq dla S* wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej strategii samofinansujgcej sie ¢ zdyskontowany proces bogactwa V*(yp) jest
P*-martyngatem lokalnym.
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Dowdd. Konieczno$é. Korzystajac z (9.11) i (9.17) mamy
Lo Loy _
Vi) =Vole) + | ohdsi=Va(o)+ [ eloSiaii,

a poniewaz w jest P* procesem Wienera, to V*(¢) jest P*-martyngalem lokalnym.
Dostatecznoéé. Biorac strategie stala ¢ = 0,0' = 1 otrzymujemy, ze ¢ € ® i Sf = V*(p).
V*(¢) jest P*-martyngalem lokalnym z zalozenia, czyli S* jest P*-martyngatem lokalnym. [J

Rozpatrywanie rynku ze wszystkimi mozliwymi strategiami samofinansujacymi sie prowadzi
do arbitrazu. Zatem, by wykluczy¢ arbitraz, ograniczamy klase strategii do strategii dopusz-
czalnych

Definicja 9.7. Niech P* bedzie miarg martyngatowa dla S*. Strategie ¢ € ® nazywamy do-
puszczalna (P*—dopuszczalna), gdy proces

t
/ ondS
0

jest P*-martyngatem.

Poniewaz dla S* istnieje doktadnie jedna miara martyngatowa, to méwimy, ze ¢ jest dopusz-
czalna (zamiast P*—dopuszczalna), gdyz nie ma watpliwosci o jaka miare martyngatowa chodzi.
Zbioér takich strategii bedziemy oznaczaé przez ®(P*).

Uwaga 9.3. Gdy ¢ € @, to z warunku (9.17) wynika, ze

t
Vi) = Vi) + | elasi,

a stad jesli ¢ € ®(P*), to proces V;*(p) jest P*-martyngalem.
Udowodnimy teraz, ze wzigcie ¥ = ®(P*) jest dobrym wyborem klasy portfeli.

Twierdzenie 9.4. Rynek (B, S, ®(P*)) jest wolny od arbitrazu.

Dowdd. Wezmy ¢ € ®(P*) takie, ze Vo(p) =01 P(Vr(¢) > 0) = 1. Udowodnimy, ze P(Vr(p) =
0) = 1, wiec ¢ nie jest arbitrazem, a zatem na rynku (S, ®(P*)) nie istnieje arbitraz.
Z zalozenia V*(y) jest P*-martyngalem, wobec tego

Ep-Vii(g) = Ep-Vo(g) = 0. (9.21)

Poniewaz P*(Vr(p) > 0) =1 (bo P ~ P*), By > 0, wiec (9.21) implikuje P*(Vr(p) =0) =1,
a stad z réwnowaznosci miar P i P* otrzymujemy P(Vr(¢) =0) = 1. O

Definicja 9.8. Trojke M = (B, S, ®(P*)) nazywamy klasycznym modelem Blacka-Scholesa
rynku finansowego (w skrécie modelem Blacka-Scholesa; niektorzy autorzy uzywaja nazwy mo-
del Blacka-Mertona-Scholesa).
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9.3. Rynkowa cena ryzyka.

Zalézmy, ze na rynku Blacka-Scholesa bez mozliwosci arbitrazu mamy dodatkowy instrument
pierwotny, zatem mamy dwa instrumenty pierwotne, ktérymi mozemy handlowaé i ktérych ceny
zadane sg wzgledem jednowymiarowego procesu Wienera W (tego samego) réwnaniami

dS\) = 89 (pdt + 0:dWy), i=1,2,

czyli na tym rynku mamy jedno Zrédlo losowosci — proces Wienera W i rynek rozszerzony jest
rynkiem bez mozliwosci arbitrazu. Gdy P* jest miara martyngatowa dla rynku Blacka-Scholesa
(B, SM, ®(PY)), to

m:Wt_(T—Ml)t

01
jest P*-procesem Wienera. Ponadto

* * * r— W
dS?" = S (s = r)dt + o2dWi) = S (2 — 1) + Gl" Loy )dt + 02d W),

a poniewaz proces S* jest P*-martyngalem, wiec
r—m
(2 — 1) + -
01

Stad

mi—r _ p2—T
o1 oy
Gdy proces ceny S jest zadany wzorem (9.2), to wielkosé
w—r
o

’)/:

ekonomisci nazywaja rynkowa cena ryzyka (przez analogie do modelu CAPM) — jest to nad-
wyzka éredniego zwrotu z akcji ponad zwrot z instrumentu bez ryzyka mierzona w jednostkach
ryzyka. Wykazalidmy, Ze instrumenty bazowe, ktérymi mozna handlowaé¢ na rozszerzonym rynku
Blacka-Scholesa bez mozliwoéci arbitrazu z instrumentami bazowymi o cenach zadanych wzo-
rem (9.2) (z réznymi parametrami) maja te sama rynkowa cene ryzyka. Warto zauwazy¢, ze ta
terminologia zostata tu uzyta w innym sensie niz dotad: nie jest to cena arbitrazowa jakiego$
jednego instrumentu, ktérym mozemy handlowa¢ na rynku.
Poniewaz ﬁ\/} = Wy + ~t, wiec v wyznacza gestosé miary martyngatowej P* wzgledem P
dP*
dP

i stad miara P* jest nazywana miarg neutralng wzgledem ryzyka.

= exp ( —yWrp — %’YQT)

9.4. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 9.2. Udowodnié, ze proces spelniajacy postulaty 1-4 z §9.1 jest zadany wzorem
(9.1).

Cwiczenie 9.3. Wykazaé, ze gdy S; spelnia (9.2), to

. 1 St — Sy
ulg?*t—uE( tSu >:M’

lim D2<St — S“) — o2,

u—t—t—u S




84 9. Model Blacka-Scholesa

o2
Wskazéwka. Skorzystac z faktu, e gdy X ~ N(p,0%), Y = eX, to EY = e#T7, DX(Y) =
62“—"_02(602 —1).
Rozwigzanie.

& ;us“ = exp ((t—s) (- ”22) +o(W = W,)) - 1,

wiec korzystajac z faktu podanego we wskazowce znajdujemy warto$¢ oczekiwana i wariancje
tego utamka. Reszta jest prostym przejsciem do granicy.

Cwiczenie 9.4. Pokazaé, ze érednia warto$¢ ceny rosnie ze stopa réwna u, czyli ESy = Spelt.
Stad wynika, ze gdy $rednia stopa zwrotu z akcji ma by¢ taka sama jak dla papieréw bez ryzyka,
tou=r.

Wskazowka. Skorzystaé ze wskazéwki do poprzedniego zadania.

Cwiczenie 9.5. Rozwazmy na rynku Blacka-Scholesa akcje z cena poczatkowa 40, oczekiwanym
zwrotem 16% p.a., wspélczynnikiem zmiennosci 20% p.a. (na rynku te wielkosci podaje sie w
procentach). Znalez¢:

a) 95% przedzial ufnoéci dla ceny akcji za trzy miesiace.

b) $rednia cene akcji za trzy miesiace.
Rozwigzanie. Z warunkéw zadania mamy p = 0,16, 0 = 0,2, Sy = 40, t = 1/4. Z (9.3) wynika, ze
In S; ma rozklad normalny, a jak wiemy, 95% przedzial ufnosci dla zmiennej losowej o rozkladzie

normalnym N (m, o?) ma postaé¢ (m — 20, m+ 20). Stad, po rachunkach, otrzymujemy przedziat
ufnosci: (34,05;50,39). Z éw. 9.4 otrzymujemy ES; = 41,63.

Cwiczenie 9.6. Udowodni¢, ze proces cen S; spelniajacy (9.2) jest opisany za pomoca réwnania
dSt = /LStdt + O'Stth.

Rozwigzanie. Stosujemy wzor 1t6 do funkcji f(z) = e® i procesu X zadanego stochastycznym

réwnaniem rézniczkowym
2

o
dX; = (u - ?)dt + odW,

(wtedy Sy = f(X3)).

Cwiczenie 9.7. Udowodnié, ze portfel staly jest strategia samofinansujaca sie.

Rozwigzanie. Portfel staly jest kombinacja liniowa strategii ,kup i trzymaj” oraz wtdz pieniadze
do banku, ktére sa strategiami samofinansujacymi sie (przyklad 9.1), a wiec portfel staly jest
strategia samofinansujaca sie.

Cwiczenie 9.8. Analogicznie jak w czasie dyskretnym, znajac strategie inwestowania w papiery
ryzykowne i kapital poczatkowy, znamy cala strategie samofinansujaca sie. Formalnie: udowod-
ni¢, ze dla kazdego € R i procesu prognozowalnego ¢! takiego, ze catka [¢'dS* istnieje,
przyjecie

t
Pl =1+ /0 PudSy — i S
definiuje jednoznacznie portfel samofinansujacy sie ¢ = (%, p!) € ®, taki, ze Vo(p) = .

Cwiczenie 9.9. Udowodnié, ze jesli rynek (S, ¥) dla t € [0, 7] jest wolny od arbitrazu, to rynek
(S,V) dlat € [0,T1], gdzie T1 < T, jest wolny od arbitrazu.

Rozwigzanie. Jedli istnieje arbitraz ¢ dla t € [0,T1], to inwestujac w chwili 73 cale bogactwo
V7, (¢) w aktywa bez ryzyka otrzymujemy strategie arbitrazowa dla rynku z czasem [0,T7].
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Cwiczenie 9.10. Udowodni¢, ze dla klasycznego rynku Blacka-Scholesa istnieje dokladnie jedna
miara martyngalowa.

Cwiczenie 9.11. Udowodni¢, ze na rynku Blacka-Scholesa strategia ,kup i trzymaj aktywo”
(patrz przykl. 9.1) jest strategia dopuszczalna.

Rozwigzanie. Gi(p) = [ pidSi = a(Sf —S§), a € R, wicc Gi(p) jest P*martyngalem.



10. Wycena i zabezpieczenie w modelu
Blacka-Scholesa

Zajmiemy sie teraz wycena i zabezpieczeniem wyptat w klasycznym modelu Blacka-Scholesa
M = (B, S, ®(P*)), ktéry jest wolny od arbitrazu (tw. 9.4).

10.1. Wycena ogélnej wyplaty

Wykazemy, ze cena I1;(X) tzn. cena arbitrazowa w chwili ¢t wyplaty osiagalnej X zdefiniowa-
na jako wartos¢ procesu replikujacego X jest dobrze okreslona i znajdziemy wzér pozwalajacy
liczy¢ te cene.

Twierdzenie 10.1. Niech X bedzie wyplatq osiggalng w (B, S, ®(P*)). Wtedy cena
arbitrazowa I, (X) wyplaty X jest dobrze okreslona i jest dana przez formule wyceny
neutralng wzgledem ryzyka:

,(X) = BiEp«(X B3 F), te€(0,T). (10.1)

Dowdd. Idea dowodu jest analogiczna do idei dowodu twierdzenia dla czasu dyskretnego. Gdy
p € ®(P*) replikuje wyplate X, to V*(p) jest P*—martyngatem, wiec

Vi () = Ep-(Vi(9)|Fy) = Ep«(X By | 7).

Stad wynika, ze proces wartosci portfela replikujacego wyptate X jest wyznaczony jednoznacz-
nie, gdyz dla ¢, € ®(P*) replikujacych X zachodzi

Vi'(¢) = Ep«(XBp'|F,) = V' (1),
czyli Vi(p) = Vi(¥). Ponadto
II{(X) = Vi(p) = BiEp-(X By '|F),

co koniczy dowdd. O

Uwaga 10.1. a) Poniewaz Fy jest o-cialem zbioréw P-trywialnych, zatem i P*-trywialnych,
By =1, to cene wyplaty X liczymy jako wartos¢ oczekiwang przy mierze martyngatowej zdys-
kontowanej wyplaty:

y(X) = Ep-(XB;Y). (10.2)

b) Jesli X jest wyplata osiagalng w M, to mamy dobrze okreslong cene arbitrazowa X w kazdej
chwili i
I, (X)

= = Ep«(XB;'|F), tel0,T],
t

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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wiec zdyskontowana cena jest P*-martyngatem. W konsekwencji mozemy handlowaé tym in-
strumentem na rynku, gdyz dolaczenie tego instrumentu do rynku nie wprowadza arbitrazu (P*
na rozszerzonym rynku z procesem cen (B, S,II(X)) jest miara martyngalowa).

Nastepne twierdzenie opisuje klase wyptat replikowalnych.

Twierdzenie 10.2. W modelu Blacka-Scholesa kazda wyplata, ktora jest catkowalna
z kwadratem wzgledem P* jest osiggalna.

Dowéd. Trzeba wykazaé, ze dla kazdego X € L?(Q, Fr, P*) istnieje strategia dopuszczalna ¢
replikujaca wyplate X, czyli trzeba znalezé ¢ € ®(P*), takie ze

©Br + ¢{ Sy = X.

Niech
M; = Ep« (e_TTX‘ft), te [O,T] (103)

Jest to martyngal catkowalny z kwadratem. Poniewaz F jest filtracja generowana przez ruch
Browna, wiec z twierdzenia o reprezentacji istnieje proces adaptowany (Kt)te[O,T]7 taki ze Ep=( fOT K2ds) <
oo i

t —
M; = M, +/ K, dWs  pan. (10.4)
0

Strategia zdefiniowana wzorami

o B _ 10.5
o= M5 o= e (10.5)
ma kapital poczatkowy
K K
Vo(p) = My — =2 + —-So = Mj.
o oSy

Jest strategia samofinansujaca sie, gdyz z (10.5), (10.4), z tego, ze My = Vp(¢) iz (9.11) mamy

* * Kt Kt
Vie) = d+eSi=M-—+— =M=

t _ t . t
= My+ / K, dW, = Vo(ep) + / oloSEdW, = Vo(p) + / oldsy,
0 0 0

iz lematu 9.2 strategia ¢ jest samofinansujaca sie. Przy okazji udowodnili$my, ze V;*(¢) = M,
wiec Vi jest P*-martyngalem, czyli ¢ jest strategia dopuszczalna tzn, ¢ € ®(P*) oraz Vi (¢) =
M tzn. VT((p> =X. ]

Uwaga 10.2. a) W modelu Blacka-Scholesa cena wyplaty catkowalnej z kwadratem wzgledem
P* jest rowna
IL,(X) = Ep-(e” T X|F). (10.6)

Postaé TI;(X) wynika natychmiast ze wzoru (10.1), gdyz B,B;" = e"te ™" = e~ (10,

b) Gdy uogélnimy definicje zupelnosci z rynku skoniczonego (na ktérym kazda wyplata jest ogra-
niczona) przyjmujac, ze rynek bez mozliwosci arbitrazu jest zupelny, gdy dla kazdej ograniczonej
wyptaty X w chwili T istnieje strategia dopuszczalna replikujaca wyptate X, to z Twierdzenia
10.2 wynika, ze rynek jest zupelny i ma miejsce sytuacja typowa dla tak zdefiniowanego rynku
zupelnego: klasa wyptat replikowalnych jest znacznie szersza niz klasa wypltat ograniczonych.
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c) Dowodzac istnienia strategii dopuszczalnej zabezpieczajacej wyplate uzyliSmy twierdzenia o
reprezentacji. Podkresla to wage twierdzen o reprezentacji do konstrukcji strategii zabezpiecza-
jacych (patrz tez éw. 4.6).

Twierdzenie 10.2 ma jedng wade z punktu widzenia zastosowan w praktyce, nie podaje
explicite sposobu, w jaki mozna replikowaé wyptate, gdyz jego dowodd korzysta z twierdzenia
o reprezentacji martyngalu, a zwykle nie znamy jawnej postaci procesu K w przedstawieniu
(10.4). Gdy uda nam sie znalez¢ przedstawienie (10.4) dla ktérego znamy postaé K, to wzory
(10.5) zadaja strategie replikujaca.

W sytuacji gdy wyptata zalezy tylko od ceny koncowej S, to mozna podaé portfel repliku-
jacy 1 jego wartos¢ w jawnej postaci.

Twierdzenie 10.3. Jesli wyplata X = f(St) jest calkowalna z kwadratem wzgledem
miary martyngalowej, to Iy (X) = F(t,S¢) dlat € [0,T] z funkcjg F dang w jawnej
postaci:
1 02 y2
F(t,x :e_T(T_t)—/ 2T =TT =D+oyVT=ty =55 gy, 10.7
(t.2) = |1 e Edy.(107)

Gdy ponadto F dane wzorem (10.7) nalezy do klasy CY2((0,T) x R), to portfel ¢
zadany wzorem

oF
o1 = 5t 51), (10.82)
o = e "'[F(t,S:) — 1 5] (10.8b)

jest dopuszczalny © replikuje X.

Dowdd. Gdy X = f(Sr) to ze wzordéw (9.16) i (10.6) mamy
My(X) = Ep-[f(Sp)e " D|F] =
~ ~ o2
Ep:[e T £(8,er T eeWr=Wo) =5 (T | ] = F(t, 5,), (10.9)
gdzie F jest dane wzorem (10.7), gdyz S; jest Fi-mierzalne, a przyrost WT — Wt jest niezalezny
od F; i ma rozktad normalny N'(0,T — t).
Niech ¢ replikuje wyptate X i niech
G(t,z) = e " F(t,ze™).
Wtedy G € C12((0,T) x R), G(0,z) = F(0,z) i
Vi (p) = e "I(X) = e "' F(t, S;) = G(t, S}), (10.10)

a zatem X = Vp(p) = T G(T, S4). Stad, by zakotczyé dowéd wystarczy znalezé strategie
replikujaca ¢ € ® majaca przedstawienie

t
Gt 5) = Vi (o) + [ ¢Lds]
0

z procesem ! zadanym w jawnej postaci.
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Ze wzoru It6 dla procesu G(t, S}) oraz (9.11) mamy

G(t,S:) = G(0,5) + / %(U,Su)du—i— /0 S (w,81)dS; +

t 82G * *\ 2
— G(0,S) +/ (u, 5%) dS*+/ Ludu, (10.11)
gdzie
aG * 182G *\ 20 Q*\2

Poniewaz G(t, S;) jest martyngalem (wzor (10.10)), to z (10.11) i z tego, ze martyngal ciagly
o wahaniu ograniczonym jest staly otrzymujemy L, = 0, a stad

t
G(t,S}) = Vi (p +/ 0G (1, §5)dS". (10.12)

Majac te reprezentacje definiujemy strategie:

aG * * *
@%:%(tﬂs’t)v @?:G(tst)_soz}st‘
Tak zdefiniowane ¢ spelnia V;*(p) = G(t,S]). Stad, z (10.1) i z lematu 9.2 wynika, ze ¢ jest
strategia dopuszczalna. Strategia ¢ replikuje wyptate X, gdyz

Vr(e) = G(T, S7)Br = X.
Z (10.10) wida¢ natychmiast, ze strategie ¢ mozna zapisaé¢ za pomoca funkcji F:

OF .
(P% = %(tvst)’ 90?26 t[F(t’St)_SO%St]‘

g

Uwaga 10.3. Majac taka postaé¢ bogactwa strategii V; () mozna sie spodziewaé, ze bedziemy po-
trafili znalez¢ jawna postaé strategii dopuszczalnej ¢ replikujacej wyplate X = f(St) dla duzej
klasy funkcji f takich, ze F' dane wzorem (10.7) nalezy do klasy C*2((0,T)x R). W szczegblnogci
do tej klasy funkcji nalezag funkcje definiujace opcje kupna i opcje sprzedazy.

Kontrakt forward na kupno akcji. Zajmiemy sie teraz kontraktem forward na kupno
akcji na rynku Blacka-Scholesa (B, S, ®(P*)). Jak wiemy, wyplata z takiego kontraktu jest
zadana wzorem X = Sp — K, gdzie K jest ceng kontraktu forward w chwili 0. Wyplata jest
osiagalna, gdyz jest to kombinacja liniowa wyplat osiggalnych. Wiemy tez, ze

St — K
Br

M,(X) = BiBp- 7). (10.13)

Stad, poniewaz S* jest P*-martyngalem, mamy

HO(X):EP*(STB_TK) 5 - K

Cena forward to taka wielkos¢ K, ze cena kontraktu w chwili O jest réwna 0, wejscie w kontrakt
nic nie kosztuje, czyli IIp(X) = 0, tzn.

K = BpSy = €"1'S,.
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Znajac K znajdujemy warto$¢ kontraktu w chwili ¢ korzystajac z (10.13):
,(X) = B[S; — KB;'] = S; — BiSo = Si — €Sy (10.14)

A jak wyglada portfel replikujacy? Z (10.14) wiemy, ze (©°, ') replikuje X gdy 9By + ¢} S; =
S — €™ Sp, czyli na przykltad gdy ¢ = —Sy, ¢} = 1. Ten portfel jest kombinacja portfeli ,kup
i trzymaj” (wiec jest samofinansujacy sie); nalezy kupié¢ jedna akcje pozyczajac z banku kwote
na jej zakup i trzymac ten portfel bez zmian do momentu realizacji kontraktu. W powyzszych
rozwazaniach nie wykorzystywaliSmy wlasnosci rynku specyficznych dla rynku Blacka-Scholesa,
wiec to rozumowanie jest prawdziwe dla dowolnego rynku z czasem cigglym bez mozliwosci
arbitrazu.

10.2. Wycena opcji europejskich

Zajmiemy sie teraz szczegdlnym przypadkiem funkcji wyptaty, a mianowicie opcjami kupna.
Wyprowadzimy stawne wzory Blacka-Scholesa.

Twierdzenie 10.4. Cena arbitrazowa Cy = C (S, t, T, K) w chwili t <T europejskiej
opcji kupna z ceng wykonania K i momentem wykonania T na rynku Blacka-Scholesa
jest rowna:

Ct = C(St, T — t), (1015)
dla t € [0,T], przy czym funkcja c: Ry x [0,T] — R jest postaci

c(z,t) = xN(di(z,t)) — Ke "' N(da(z, 1)),
gdzie

£ <t (<= 276
di(z,t) = —K a(\/i 27°)t (10.16)

a 1
_U\/i:hl?-i-(?“—iaQ)t

oVt ’

a N(-) jest dystrybuantq rozkladu N(0,1). Ponadto, dopuszczalna strategia replikujgca
ma postac

dg(lL‘, t) = d1 (.%', t)

(10.17)

@) = —Ke "N(da(Sy, T — 1)), @f = N(d1(Se, T —1t)). (10.18)

Dowéd. Obliczymy F zadane wzorem (10.7) dla funkcji f(z) = (z — K)T. Mamy
—r(T—t) (me(rfé)(T—tHay\/TTt . K)Jre*y?dy _

d2 2
/ e_T(T_t)e_dey =
—00

1 [e’e}
F(t,x) = m/_ooe
z / N ) <SR O
V21 J oo V2m

= zN(dy) — Ke "TIN(dy),
gdzie

dy=dy(2, T —t) = )

dy =do(x, T —t) = di(x,t) —ovVT —t=
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Korzystajac z (10.9) otrzymujemy wzor (10.15). Postaé (10.18) strategii dopuszczalnej repliku-
jacej wyplate z opcji kupna otrzymujemy ze wzoru (10.1). O

Uwaga 10.4. a) Z tego twierdzenia wynika, ze

Co = SoN(d(So,T)) — Ke " N(da(Sp, T)).

b) Portfel replikujacy zawiera % akcji, jest wiec delta zabezpieczeniem (por. wzér (5.8) dla

modelu CRR), a poniewaz ¢} = N(di(S;,T —t)) > 0, to portfel replikujacy nie korzysta z
kroétkiej sprzedazy.
Rozwazymy teraz opcje sprzedazy. Poniewaz
(St —K)* — (K - S7)" = Sr - K,
wiec
I ((Sy — K)") = IL((K — S1)t) = (ST — K).

Stad otrzymujemy formute zgodnosci ceny opcji kupna i ceny opcji sprzedazy (parytet kupna-sprzedazy):

C(S4,t,T,K) — P(S;,t, T,K) = S; — Ke "=t t e 0,77, (10.19)

gdzie C(Si,t,T,K) i P(St,t,T, K) oznaczaja cene w chwili ¢ odpowiednio opcji kupna i opcji
sprzedazy o cenie wykonania K i terminie wykonania T
Z (10.19) i tw. 10.4 otrzymujemy cene europejskiej opcji sprzedazy. Przyjmujac

p(x,t) := Ke ""N(—da(z,t)) — 2N (—di(z,1)) (10.20)
mamy

Whniosek 10.1. Cena arbitrazowa P, = P(S;,t,T,K) w chwili t € [0,T] europejskiej opcji
sprzedazy z ceng wykonania K ¢ momentem wykonania T réwna sie

Pr=p(Si, T —t), (10.21)

gdzie p jest zadane wzorem (10.20), a dy,dy wzorami (10.16) i (10.17).
Portfel replikujgcy ma postaé

pp = Ke ""N(=da(S,, T = 1)), ¢ = —N(=di(S;, T —1)).
Dowdéd wniosku pozostawimy jako zadanie (¢w. 10.4).

Przyktad 10.1. Rozwazmy europejska opcje kupna. Termin wygasniecia tej opcji uptywa za
trzy miesigce. Biezaca cena akcji wynosi 80, cena wykonania 100. Stopa wolna od ryzyka 10%,
o = 1,5. Obliczymy cene opcji kupna i warto$é¢ opcji sprzedazy z ta sama cena wykonania.

Skorzystamy ze wzoru (10.15) i parytetu kupna-sprzedazy. Wstawiamy dane: ¢ = 0, T =
% = 0,25, Sg = 80, K = 100, r = 10%, ¢ = 1,5 i otrzymujemy Cy = 18,04 oraz Py =
18,04 — 80 + 100e~%1:0:25 = 35 57. Cene Py mozna tez otrzymaé nie korzystajac z parytetu,
wyliczamy ja ze wzoru (10.21).

Uwaga 10.5. Mozna udowodnié¢, ze w modelu Blacka-Scholesa funkcja F' zadajaca proces ce-
ny arbitrazowej wyplaty X = f(Sr) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego czastkowego
(réwnania Blacka-Scholesa).

oC 1 0*C oC

E(.’E, t) —+ 502.'1;'2@(:1;, t) =+ 7’.’1}'%(3}', t) — TC(.’]}', t) = 0, (1022)
x> 0,te (0,T) z warunkiem koncowym F(z,T) = f(x) dla x > 0.

To wskazuje, ze mozna sie spodziewacd, ze wzory Blacka-Scholesa mozna otrzymac korzystajac

z rébwnan rézniczkowych czastkowych. I tak rzeczywiscie jest (patrz éw. 10.11).
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10.3. Analiza wrazliwosci cen opcji

. Warto zauwazy¢, ze zadna z wielkoéci wystepujacych w formutach Blacka-Scholesa nie zale-
zy od oczekiwanej stopy zwrotu inwestora p (zatem od jego oceny ryzyka i od jego preferencji).
Zaleza one natomiast od:

— biezacej ceny akcji St,

— ceny wykonania K,

—czasu T — t pozostalego do realizacji opcji,

— wspolezynnika zmiennoéci o,

— stopy procentowej bez ryzyka r.

Osoby zarzadzajace ryzykiem w instytucjach finansowych sa zainteresowane tym, jak bardzo
mogg zmieni¢ sie ceny opcji w ich portfelach inwestycyjnych, gdy zmienia sie dokladnie jeden
z powyzszych parametrow, gdyz takie zmiany maja wptyw na wartos¢ calego portfela. Zbadamy
teraz pod tym katem wtasnosci ceny opcji kupna. Dla prostoty rozwazymy ceng opcji w chwili
zero, tj.

C:C() = C(S(),O,T,K) = C(S,O,T,K,U,T),

gdzie s = Sy. Zbadamy, jak zmienia sie cena opcji, gdy zmieniamy jeden parametr, a pozostate
sa zamrozone. Bedziemy korzystali z jawnej postaci wzoru na cene opcji kupna (10.15) lub
z przedstawienia
o’T
C = Ep-(se¥ —Ke ™" gdzie Y ~ N(—T, o’T). (10.23)

Teraz przeanalizujemy zalezno$¢ funkcji C' od czynnikéw wymienionych powyzej. Okazuje
sie, ze
a) Funkcja C jest funkcja rosnaca jako funkcja zmiennej s — biezacej ceny akcji.
b) Funkcja C jest malejaca jako funkcja zmiennej K — ceny wykonania.
c) Funkcja C jest funkcja rosnaca jako funkcja czasu pozostalego do realizacji opcji.
d) Funkcja C jest rosnaca jako funkcja zmiennej o — wspoélezynnika zmiennosei.
e) Funkcja C jest rosnaca jako funkcja zmiennej r — stopy procentowej bez ryzyka.

Cwiczenie 10.1. Udowodnié¢ powyzsze stwierdzenia

Rozwigzanie.

a) Y nie zalezy od s, wiec prawa strona (10.23) rosnie wtedy, gdy s rosnie. Wlasnosé ta oznacza,
ze cena opcji ro$nie gdy wartodé poczatkowa akcji roénie.

b) Wtasnoéé ta wynika z faktu, ze prawa strona (10.23) maleje wzgledem K. Jest to intuicyjnie
oczywiste, bo warto$¢ wyplaty z opcji (St — K)T jest wicksza, gdy K zmniejszymy.

¢) Zaczniemy od uzasadnienia intuicyjnego. Jak wiemy na rynku dyskretnym cena europejskiej
opcji kupna réwna jest cenie amerykanskiej opcji kupna. Tego samego mozemy oczekiwaé
dla modelu z czasem ciaglym, a dla opcji amerykanskiej wydluzenie czasu opcji zwieksza jej
warto$é (nabywca opcji ma wiecej praw). Rachunek formalny — obliczamy pochodna:

d2
% = 86_712\/% +rKe "' N(dy) > 0.

d) Nabyweca opcji zyskuje, gdy cena opcji bardzo wzro$nie w momencie wykonania, natomiast
nie ma znaczenia spadek ceny ponizej ceny wykonania K, bowiem i tak nabywca opcji nic
wtedy nie dostaje. Formalnie:

oc & T

=se 2 —— > 0. (10.24)
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e) Istotnie, wyrazenie pod znakiem calki w (10.23) rosnie, gdy r rosnie, bo odjemna nie zalezy
od r, a odjemnik maleje. Inne uzasadnienie tego faktu wynika z dodatnioéci pochodnej

oC
5 = TKe "' N(dy) > 0.

10.4. Szukanie wspélczynnika zmiennosci ceny akcji.

W praktyce, by obliczy¢ cene opcji musimy znaé¢ wspoélczynnik zmiennosci o. Jest to wielkosé
rynkowa i trzeba ja znalezé patrzac na zachowanie rynku. W tym celu powszechnie stosowane
sa dwie metody:

a) metoda zmiennosci historycznej (historic volatility) — estymacja o z danych z przeszlosci,

b) metoda zmienno$ci implikowanej (implied volatility).

Oméwimy je kolejno.

Ad a). Metoda ta opiera sie na danych z rynku — danych historycznych. Aby estymowaé o
obserwujemy ceny w ustalonych okresach czasu o réwnej dlugosci (np. codziennie, co tydzien
itp.). Oznaczmy:

n — liczba obserwacji; obserwacji dokonujemy w chwilach t1,to,...,t,, takich, ze odstepy
czasu pomiedzy obserwacjami sa réwne,

7 — dlugosé przedziatu czasu pomiedzy obserwacjami (liczona w latach),

s; — zaobserwowana cena akcji na koncu i-tego przedziatu czasu (i =1,...,n).

Niech S; bedzie teoretyczna cena akcji na koficu i-tego przedziatu, tj. S; = S, i niech

9]

U = In—
nSi—l

— sg to tzw. logarytmiczne zwroty cen. Wtedy S; = S;_1eY%, czyli U; jest ciagla stopa zwro-
tu w i-tym przedziale (ale nie w skali roku). Poniewaz zalozyliSmy, ze rynek opisuje model
Blacka-Scholesa, wiec ze wzoru (9.5) wynika, ze U; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-
kowym rozkladzie normalnym z wariancja o7 i wartoécia $rednia (pu— %2) zalezng od preferencji
inwestora (rynku).

7 rynku mamy obserwacje cen, czyli wielkosci s1, sa,. .., Sp, a stad mozemy wyznaczy¢ wiel-
koSci ug, ug, - . . , uy. Odchylenie standardowe zmiennej losowej U; jest réwne o+/7, a estymatorem
odchylenia standardowego U; niezaleznym od wartosci sredniej jest statystyka

1 & _
1 Z(ul - U)Q,

=1

o~

oy =

n —

gdzie u = % 1 u;. Podkredlmy, ze ten estymator nie zalezy od wartoéci éredniej. Zatem oy

estymuje o+/7. Stad wspolczynnik zmiennosci o jest estymowany przez g = % Btad standar-
dowy tej estymacji wynosi w przyblizeniu \/%

Wybranie wlasciwego n nie jest tatwe. Im wieksze n, tym lepszy estymator, ale uzywamy
starszych danych, a jak powszechnie wiadomo, model Blacka-Scholesa w miare poprawnie opi-
suje rynek dla krétkich okreséw czasu. Z badan empirycznych wynika, ze dla dlugich okreséow
czasu o zmienia si¢ w czasie (nie jest stacjonarne). Zawsze szacowanie przyszlej wartodci o na
podstawie przesztosci obarczone jest btedem. Nalezy wybraé taki okres czasu, by estymator
mial dobre wlasnoéci i jednoczesnie na tyle krétki, ze zalozenie, iz rynek jest opisany przez mo-
del Blacka-Scholesa mozna zaakceptowac¢. Na ogoét przyjecie dtugoséci okresu czasu uzywanego

do estymacji jest dyktowane do$wiadczeniem osoby wykonujacej takie szacowania. Podkreslmy
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jeszcze raz, ze stosujac metode historyczna zakladamy, ze parametr o nie zmieni si¢ w czasie,
a wiec metoda ta nie uwzglednia mozliwych zmian wielko$ci parametru o (czyli tego, ze po
pewnym czasie rynek opisuje model Blacka-Scholesa z inna zmiennoscia).

Ad b). Metoda zmienno$ci implikowanej opiera sie na przekonaniu, ze zmiennos$é jest zde-
terminowana przez rynek.

Z (10.24) wynika, ze cena opcji jest rosnaca funkcja parametru o, gdy pozostale czynniki sa
stale. Zatem znajac z rynku wielkosci: Sy (cena akcji), K, T —t, r i Cops = Cops(St, t, T, K, 1)
(cena opcji obserwowana na rynku) mozemy znalezé te warto$é o, przy ktorej cena teoretyczna
opcji jest rowna cenie rynkowej, czyli te wartosé o dla ktérej Cops = Cy. Dokladniej, zakladamy,
ze r,t, T, K, Sy sa ustalone i znane. Jak wiemy

Cy=C(Sp,t, T, K, 0,7) = S;N(di(Sy, T — t)) — Ke "TIN (do(Sy, T — t)).

Definicja 10.1. Zmiennoscig implikowana ojmy = 0imp(K,T) nazywa sie te dodatniag wielkosé
1, dla ktorej
Cops(t, T, K) = C(S, t, T, K, I,7). (10.25)

Inaczej moéwiac, omyp jest ta wielkoscig odchylenia standardowego stopy zwrotu z akcji, ktora
przy zastosowaniu wzoru Blacka-Scholesa daje cene teoretyczng opcji réwna cenie opcji na ryn-
ku. Gdy Cops(Se, t, T, K,r) > lim,_o+ C (S, t,T, K,0,7), to istnieje dokladnie jedno dodatnie
rozwiazanie (10.25), co wynika z (10.24). Zmienno$¢ implikowana oy, jest rozwiazaniem tego
nieliniowego réwnania (10.25). Rozwazamy to w obecnej chwili ¢, znamy S;, wiec bez straty
og6lnosci mozemy zatozyé, ze t = 0.

Gdy ustalimy czas do wygasniecia opcji T'i gdy rynek jest opisany przez model Blacka-Scholesa
to 0imp powinno by¢ stale i réwne o z modelu. W rzeczywistosci, gdy uzywa si¢ opcji o réznych
cenach wykonania dla tej samej akcji, czyli rozpatrujemy funkcje K — 0y (K) (implikowana
krzywa zmiennosci), to o;m, jako funkcja K nie jest stata, ma miejsce tzw. efekt usmiechu zmien-
nosci (implikowana krzywa zmiennosci jest wypukla i ma minimum). W praktyce otrzymuje sie
rozne ksztalty wykresu funkcji. Stad jedna z metod znajdowania zmiennosci implikowanej dla
rynku jest branie odpowiednio wazonej $redniej ze wspoélczynnikéw zmiennosci implikowanej
obliczanych dla réznych opcji, przy czym najlepiej bra¢ te opcje, ktérych cena jest bardziej
czula na zmiany parametru o. Inng metoda jest wybor oy, w taki sposéb by ceny teoretyczne
n wybranych opcji byty jak najblizsze cen rynkowych tych opcji, tj. by

Cobs(t7 j—lia K’L) ~ C(Sta ta ﬂa Kia O-impa T)

dlai=1,...,n. Zwykle wybiera si¢ kryterium metody najmniejszych kwadratéw, by ocenié, co
to znaczy najblizsze, tj. rozwiazuje si¢ problem minimalizacji

moin Z(Cgbs - Ci)2a
i=1

gdzie C%y, = Cops(t, T3, K;), C* = C(St,t, T}, K;,0,7) i jako 0jmp przyjmuje si¢ o rozwigzuja-
ce ten problem. Jeszcze innym wyjéciem jest taka modyfikacja modelu, w ktérej parametr o
przestaje by¢ staly (sa to modele stochastycznej zmiennosci).

Uwaga 10.6. Z parytetu (ktéry takze wynika z argumentéw arbitrazowych, a nie z konkretnego
modelu) mozna oczekiwaé, ze zmiennosé¢ implikowana wyznaczona za pomoca opcji sprzedazy
(odpowiednik wzoru (10.25) zastosowany do Pyys(So, T, K, r) i P(So, T, K,o0,r)) bedzie réwna
zmiennosci implikowanej wyznaczonej za pomoca opcji kupna z tymi samymi K, T (patrz ¢éw.
10.12).
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Uwaga 10.7. Z (10.19) wynika, ze jezeli rynek wycenia aktywa zgodnie z modelem Blacka-Scholesa
i cena opcji kupna na rynku rosnie, to i cena opcji sprzedazy (oczywiscie dla tych samych
So, T, K) rosnie.

7 punktu widzenia praktyka mozna zapytacé: po co szukaé o, przeciez na rynku mamy ceny
opcji kupna i sprzedazy zadane przez prawo popytu i podazy na rynku. Do handlowania tymi
opcjami nie trzeba znaé¢ o. To prawda, ale majac ¢ mamy dobrze opisany model cen i model
rynku. Wtedy potrafimy wyceniaé¢ opcje egzotyczne i opcje tworzone na zadanie, ktorych ceny
nie sa dostepne na rynku w kazdej chwili, gdyz nie sa to instrumenty plynne (dokladniej,
mozemy wtedy zastosowaé procedury, najczesciej przyblizone, konstruowane w celu wyceny
opcji egzotycznych, patrz 11.2). Ponadto znajomosé wspoélczynnika zmiennosci o jest niezbedna
do konstruowania portfeli zabezpieczajacych.

Warto podkreslié, ze procedura znajdowania wielkosci implikowanych byta mozliwa, gdyz
znalidmy jawny wzér na ceny opcji i mogliémy go odwrécié¢. Stad widaé¢ jak wazne sa w tym
modelu rynku ktéry konstruujemy jawne wzory na ceny instrumentéw ktorymi handlujemy.

10.5. Opcje na instrument bazowy placacy dywidendy. Opcje walutowe

Rozwazymy teraz opcje na akcje placace dywidendy (wzér Mertona z roku 1973). Zaczniemy
od rozumowania nieformalnego.

Niech akcja o cenie réwnej S; ptaci dywidende z ciagta stopa ¢ w skali roku, proporcjonalng
do poziomu ceny (sensownosé¢ takiego spojrzenia uzasadnili Samuelson [Sam] oraz Samuelson
i Merton [Sam-M], ¢ jest stala. Wyplata dywidendy powoduje spadek ceny akcji (czesé wartosci
idzie na dywidende). Zatem jesli cena akcji wzrosnie z Sy do St, to gdyby nie bylo dywidendy,
cena akcji wzroslaby w okresie od ¢ do T do wielkosci Spe?T—t) . Stad cena opcji europejskiej
na akcje o wartosci Sy w chwili ¢ ptacaca dywidende q jest réwna cenie opcji na akcje nie
placaca dywidendy o cenie w chwili ¢ réwnej Sye=9T—% | gdyz obie opcje wyplacaja tyle samo
w momencie T (korzystamy z prawa jednej ceny). Mozemy zatem uzyé¢ wzoréw Blacka-Scholesa
zmniejszajac cene akeji do Sye=9T—1 i otrzymane w ten sposéb wzory beda dawaly ceny opcji
na akcje ptacace dywidendy.

Wyprowadzimy teraz te wzory formalnie. Rozpatrzmy rynek, na ktérym jest rachunek ban-
kowy i akcja ptacaca dywidendy o cenie zadanej, jak zawsze w modelu Blacka-Scholesa, wzorem

dSy = /LStdt + oS dWy, o >0, uER. (1026)
7 zatozenia, proces wartosci dywidendy D; jest okreslony przez
th == qStdt7

ale proces D; nie jest aktywem, ktérym handlujemy, zatem trzeba dywidende zainwestowaé
w rynek: kupi¢ akcje lub umiedci¢ ja na rachunku bankowym. Biorac pod uwage dywidende
moéwimy, ze strategia (¢, p!) jest samofinansujaca sie, gdy proces bogactwa

Vi(e) = 1 St + @) By

spelnia réwnanie:
dVi(p) = @idS; + ¢{dD; + p}dBy, (10.27)

a wiec (z postaci Sy i Dy) otrzymujemy

AVi(p) = @i (1 + q)Sidt + opr S dWy + ¢Pd By (10.28)
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Rozpatrzmy proces S; = €S, (intuicyjnie S; jest procesem ceny akcji zwigkszonym o stra-
te wynikajaca z wyplaty dywidendy z ciagla stopa ¢q). Ze wzoru na caltkowanie przez czesci
otrzymujemy, ze S; spelnia

dS_t = (,u + q)S_tdt + O'S_tth. (1029)
Stad S} = %, czyli zdyskontowany proces S; spetnia

dS; = (p+q—r)S;dt + o S;dW;. (10.30)

Zmieniajac miare na réwnowazna miare probabilistyczna () o gestosci

Q _ rT—p—g Lir—p—q\2
i korzystajac z tego, ze
r—Kk—gq

W, =W, — t

jest procesem Wienera na (2, F, Q) wzgledem (F3): otrzymujemy z (10.30):
dS; = o SfdW,. (10.32)

Zbadajmy teraz dynamike procesu wartosci portfela ¢ spelniajacego (10.28). Ze wzoru It6 i z
(10.29) mamy

dVi(p) = pye TS, + ) dB. (10.33)

Dalej ze wzoru na catkowanie przez czesci, z (10.33) 1 (10.32) mamy
AV} () = pre”1dSt = oo S; AW, (10.34)

wiec proces V;*(¢) jest @Q-lokalnym martyngalem. Dlatego na rynku, na ktérym handlujemy
akcja placaca dywidendy oraz istnieje rachunek bankowy mozna w standardowy sposob zdefi-
niowaé zbiér strategii dopuszczalnych ®?(Q), arbitraz i model rynku bez mozliwoéci arbitrazu
(B, S, q)d(Q)) Powtarzajac poprzednie rozumowania otrzymujemy wzory na ceny opcji kupna
na tym rynku:

Sr— K)*t _ o (T— —
ct = Big(I- | 7) = ettt 0 By (57— e R) )

A poniewaz S* jest Q-martyngatem, wiec mozemy powtérzyé rozumowanie przeprowadzone dla
rynku Blacka-Scholesa albo starannie przygladajac sie tamtym rachunkom zobaczy¢, ze

Cf = e 'O (S;,t, T, KeT),

gdzie C jest wzorem dajacym wycene opcji kupna w modelu Blacka-Scholesa. W ten sposéb
otrzymujemy wzory Mertona:



10.5. Opcje na instrument bazowy placgcy dywidendy. Opcje walutowe 97

Twierdzenie 10.5. Cena arbitrazowa C w chwili t < T europejskiej opcji kupna na
akcje placgeq dywidende z cigglq stopg q w skali roku proporcjonalng do poziomu ceny
jest rowna:

C? S TON(dy) — Ke " TN (dy), (10.35)
P! = Ke"THON(—dy) — Se I TIN(—dy), (10.36)

gdzie K jest ceng wykonania, T momentem wykonania opcjt,

di = di(S,T—t) = (10.37)
_ (S, Tty DR CIAT Y
oVT —t
ln% +(r—q+30*)(T —t)
oVT —t ’
dy = do(Sy, T—t)=dy —oVT —t. (10.38)

Podkredlmy jeszcze raz, ze wzory wyprowadziliSmy przy zatozeniu, ze wyptacana dywidenda
jest stata. Gdy ¢ zmienia sie, to jako przyblizenie g nalezy wzia¢ srednig z rocznych stép. Stopa
dywidendy ¢, ktéra mozna otrzymac¢ z danych historycznych, zmienia sie nieznacznie w ciagu
kwartatu, zatem dla opcji o krotkim terminie zapadalno$ci mozna zakladaé, ze stopa ¢ jest
stala. W rzeczywistosci zalozenie, ze pojedyncza spdtka ptaci dywidende zgodnie z modelem
Samuelsona jest nierealistyczne. Ale okazuje sie, ze ten model mozna stosowaé z powodzeniem
do indeksow gieldowych. W tym celu zakladamy, ze indeks jest opisywany przez geometryczny
proces Wienera. Teoretycznie tak nie musi by¢, bo jest to Srednia wazona proceséw cen, ktére sa
geometrycznymi procesami Wienera. Ale dla zastosowan praktycznych taki model jest sensowny
i dobrze przybliza rzeczywistosc.

Przyktlad 10.2. Europejska opcja sprzedazy i kupna na indeks S&P500 ma termin zapadalnosci
1 miesigc. Obecna wartos¢ indeksu wynosi 200, cena wykonania 210, stopa procentowa bez
ryzyka jest réwna 5% p.a., a zmienno$é¢ indeksu 10% p.a. $rednia dywidenda wynosi 3% p.a.
Ceny opcji C?, P? obliczamy korzystajac ze wzoréw: (10.35) i (10.35) dla danych: ¢t = 0,7 =1
miesigc = 1/12, Sy = 200, K = 210, = 5%,0 = 10%,q = 3% i otrzymujemy: C{ = 17,29,
Pi = 4,85.

Opcje walutowe. Wzory Mertona (10.35) i (10.36) mozna zastosowa¢ do wyceny opcji
walutowych, czyli opcji wystawianych na walute zagraniczng a wycenianych w walucie krajo-
wej. Cena waluty zagranicznej S jest po prostu kursem wymiany i jest zadana wzorem (9.2)
z odpowiednio dobranymi u, o. Posiadacz waluty zagranicznej otrzymuje dywidende g, ktora
jest stopa procentowa bez ryzyka ry dla tej waluty. Zatem mozna zastosowaé¢ wzory (10.35)
i (10.36) dla ¢ = ry. Jak tatwo zauwazy¢ (patrz ¢w. 10.13), cena kontraktu forward w chwili ¢
na dostawe jednostki waluty zagranicznej w momencie T' przy kursie wymiany S; wynosi:

F, = Fs(t,T) = " 79)T-0g, (10.39)
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Korzystajac z tego otrzymujemy wzory Garmana-Kohlhagena, niezaleznie otrzymane przez Bi-
gera i Hulla (1983), na ceny (w walucie krajowej) opcji kupna i sprzedazy wystawianych na
walute obca:

)l = Ste—rf(T—t)N(d_l) _ Ke_”(T_t)N(d_g) — ¢ "(T-1) [FiN(dy) — KN (ds)],
PtTf _ Ke—r(T—t)N(_JZ) _ Ste_Tf(T_t)N(_Jl) =
— G*T(Tft) [KN(—JQ) — FtN(—Jl)],

gdzie
_ _ In &t 4+ 2(T —¢)
dy = dy(F,T—t)=—K "2 ,
1 1(Fy ) oy
_ _ Inf — (T —¢
b = dE, 1=k ZTT 0
oVl —t

W standardowy sposéb mozna otrzymac cene w walucie krajowej dowolnej wyptaty X na rynku
zagranicznym. OczywiScie jest ona réwna cenie tej wyplaty w walucie zagranicznej (patrz éw.
10.14).

Jak wiemy ze wzoru (10.39) cena forward w chwili 0 na dostawe jednostki waluty zagranicznej
w momencie T" przy kursie wymiany S wynosi:

Fo == e(r_rf)TSO = EQST,

gdzie @ jest miara martyngatowa dla S*. Gdy wymieniamy walute zagraniczna na krajowa, to
kurs wymiany jest procesem % i jego dynamika przy jego mierze martyngalowej Q (czyli przy
mierze martyngalowej na rynku zagranicznym) jest réwna

1 1 1 —
dl=) = —rf)=dt + c=—dWy, 10.40
() = =gt oW (1040)
gdzie W jest procesem Wienera przy mierze martyngalowej Q). Zatem cena forward jednostki
waluty krajowej (w jednostkach waluty zagranicznej) jest réwna

_ 1 1
T = e(rfr‘f)(Tft)i — —(—— 7
° So @ (ST )
a stad wynika, ze ceny forward sa, jak nalezalo oczekiwa¢ na rynku bez mozliwoéci arbitrazu,

zgodne.
1

Ale cena forward na dostawe jednej jednostki waluty zagranicznej w chwili T' nie jest na ogot
nieobciazonym estymatorem wartoéci kursu wymiany w chwili 7. Jest to tzw. paradoks Siegela
(patrz ¢éw. 10.15).

Fo (10.41)

10.6. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 10.2. Czy na klasycznym rynku Blacka-Scholesa cena opcji kupna réwna 40 i opcji
sprzedazy réwna 30 o terminie zapadalnosci 1 rok z ceng wykonania 38 przy obecnej cenie waloru
45 1 wspdélezynniku zmiennosei réwnym 20% stwarzaja mozliwos$é arbitrazu? Stopa procento-
wa bez ryzyka wynosi 10% dla wszystkich terminéw do jednego roku. W przypadku istnienia
arbitrazu, opisaé go.
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Rozwigzanie. Poniewaz Cy— Py < So—Ke™ ", wiec nie zachodzi parytet, zatem istnieje arbitraz,

np. sprzedajemy krétko akcje, sprzedajemy opcje sprzedazy i kupujemy opcje kupna.

Cwiczenie 10.3. Zbada¢ zachowanie ceny opcji europejskiej gdy o — 0.

Rozwigzanie. Gdy Sy > Ke ™™ to di — o0, dy — 0o gdy o — 0 oraz

lim C(So, T, K,0,7) = Sy — Ke " (10.42)
o—

Gdy So = Ke™ ", to limy_.od; = 0,lim,_.gds = 0 i zachodzi (10.42).

Gdy Sy < Ke T, to d; — —o0, dy — —o0 i limy_q C(So, T, K,0,7) = 0.

Warto zauwazyé, ze gdy S; = Spe’ (o = 0 i cena roénie zgodnie ze stopa bez ryzyka), to cena
europejskiej opcji kupna jest réwna

e " max(Spe™’ — K,0) = max(Sy — Ke™"1,0),
i jest jednoczesnie réwna wielkoSci otrzymanej z przejécia granicznego (0 — 0) we wzorach
Blacka-Scholesa.
Cwiczenie 10.4. Udowodni¢ wniosek 10.1, dajacy cene europejskiej opcji sprzedazy.

Cwiczenie 10.5. Znalezé strategie dopuszczalna replikujaca wyplate z europejskiej opcji sprze-
dazy.
Cwiczenie 10.6. Udowodnié, ze cena europejskiej opcji:

a) kupna,

b) sprzedazy

jest funkcja wypuktla i spetlnia warunek Lipschitza jako funkcja ceny wykonania.
Cwiczenie 10.7. Udowodnié, ze cena europejskiej opcji:

a) kupna,

b) sprzedazy

jest funkcja wypukta i spelnia warunek Lipschitza jako funkcja biezacej ceny akcji.

Cwiczenie 10.8. Znalez¢ cene wyplaty
X = max(min(K1, St), K2) — K.

gdzie K1, Ko i K3 sa stalymi.
Wskazowka. Patrz przykt. 4.1.

Cwiczenie 10.9. Powiemy, ze V, reprezentuje warto$é¢ instrumentu, ktérym handluje sie na,
rynku Blacka-Scholesa, gdy V;* = %tt jest P*-martyngatem (gdzie P* jest miara martyngalowa
dla ).

a) Wykazaé, ze X; = Stﬁ dla 8 > 1 nie reprezentuje instrumentu, ktérym sie handluje.

b) Dla jakiego « proces Z; = S§* reprezentuje warto$¢ instrumentu, ktérym sie handluje?

Cwiczenie 10.10. Udowodni¢, ze w modelu Blacka-Scholesa cena wyplaty postaci X = 9(St),
gdzie g € C2, g(0) = 0 jest réwna

Io(X) = Sog'(0) + /0 " Cr)e" (w)dy, (10.43)

gdzie Cr(y) jest cena arbitrazowa europejskiej opcji kupna akcji o cenie S z terminem wykonania
T i ceng wykonania .
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Cwiczenie 10.11. Udowodnié, ze w modelu Blacka-Scholesa funkcja C zadajaca proces ceny
opcji kupna Cp = C(Sy,t) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego czastkowego (réwnania
Blacka-Scholesa).

80 1 52 2820 oC
x > 0,t € (0,7) z warunkiem koncowym C(z,T) = (r — K)* dla z > 0 oraz warunkiem
brzegowym C(0,¢) = 0 dla ¢t € [0,T] (bo wyplata zerowa nic nie kosztuje).

Rozwigzanie. 7 tw. 10.4 wiemy, ze C; = C(S,t), C € CY2((0,T) x R). Ze wzoru Ito dla

Cf = ng’t) mamy

(x,t) —rC(x,t) =0, (10.44)

dC; = B;'dC(S;,t) + C(Ss,t)dB; ! =

oC oC 10°C
8 (St, )dt-i- O (St, )(TStdt—i-O'Stth) 2 oz T

= Bl (Si, t)o? SZdt| +

ac 1 ,,0°C aC
= B 5 (Sut)+ 2538 7 (St t) 5 (St t)rSe — C(Sy, t)r] i +
aC
+Bt O'Sta (St, )th

Poniewaz C jest P*-martyngalem, wiec calka Lebesgue’a musi znikaé i cena C' spelnia (10.44).
Warunki koncowy i brzegowy sa oczywiste. Warto zauwazy¢, ze w tym dowodzie nie wykorzy-
stywaliémy postaci funkcji C, a tylko wiedze ze C € C12((0,T) x R).

Cwiczenie 10.12. Udowodnié, ze Oimp Wyznaczona za pomocg wzoru (10.25) spelnia

Pops = P(Si, t,T, K, Oimp, ).
Rozwigzanie. Z parytetu wynika, ze

Cops — Pops = Sy — Ke™ T
(w przeciwnym przypadku istnieje arbitraz) oraz C; — P, = S, — Ke~(T=1) . Stad

Cobs — Ct = Pops — By (10.45)

Dla 0 = 0jmyp lewa strona (10.45) jest réwna zeru, wiec i prawa.
Cwiczenie 10.13. Znalez¢ cene forward dla kursu walutowego.

Rozwigzanie. Rozwazmy portfel skladaj@cy sie w chwili zero z Si jednostek waluty zagranicznej,
—1 jednostek waluty krajowej i —— exp r¢1" kontraktéw forward na otrzymanie jednej jednostki
waluty zagranicznej z cena forward w chwili 0 réwng K. Nie zmieniamy tego portfela do chwili
T. Wartoé¢ tego portfela w walucie krajowej w chwili 0 i T" wynosi:

Volp) = %SO -1=0,
1 1
Vr(p) = SfoeTfTST —e —(Sp - K)S—O exprT =

1
= —T 4 KS— expryT" = const.
0

Poniewaz na rynku nie ma mozliwosci arbitrazu, wiec musi byé¢ Vp(p) = 0, a stad

FQ =K = G(T_Tf)TSQ.
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Cwiczenie 10.14. Udowodnié, ze w chwili 0 cena opcji walutowej o wyplacie X jest identyczna
w walucie krajowej i zagranicznej.

Rozwigzanie. (szkic). Jak wiemy, cena obcej waluty S jest kursem wymiany i przy mierze
martyngatowej () jest zadana réwnaniem

dSt = (T — T‘f)Stdt + O'Stth,

W jest @-procesem Wienera i cena opcji w chwili 0 wynosi Eg(X e™"T). Z punktu widzenia
posiadacza waluty zagranicznej kurs wymiany jest procesem Z = =1/5;, instrument bez ryzyka
spelnia réwnanie dD; = ryD;dt, a wyplata z opcji wynosi X S;l. Nasladujac postepowanie
przeprowadzone dla akcji z dywidenda, otrzymujemy, ze miara martyngalowa @ dla procesu
cen Z spelnia

— 1 __
dQ = exp ( — oWy — 702T)dQ,
2
gdzie Wy = W; — ot jest Q-procesem Wienera. Cena wyptaty w walucie zagranicznej wynosi
EQ(XSfle_’”fT) i sprawdzamy, ze
Soe_rfTEa(XSfl) = e_rTEQX,
korzystajac z tego, ze potrafimy znalezé postaé¢ Z:

Zr = Zoe(q—r—%a2)T—UWT) )

Cwiczenie 10.15. a) Udowodnié¢ wzér (10.40).
b) Wyjasni¢ paradoks Siegela.

Rozwigzanie. a) Proces 1/S jest procesem Z z ¢w. 10.14.

b) Nie wprost. Zalézmy, ze jest to estymator nieobciazony. Wtedy dla prawdopodobienstwa
rzeczywistego P otrzymaliby$Smy F(0) = Ep(St) dla waluty krajowej i 1/F(0) = Ep(Sy) dla
waluty zagranicznej. Zatem

1 1
=FEp|l=), 10.46
EpSp " ( ST) (10.46)
sprzecznosé z nieréwnoscia Jensena (funkcja % jest wypukla). Zatem estymator nieobciazony dla
waluty krajowej nie moze by¢ estymatorem nieobcigzonym dla waluty zagranicznej i na odwrét.
Rownosé (10.46) zachodzi tylko w $wiecie deterministycznym, czyli gdy o = 0.



11. Opcje amerykanskie i egzotyczne w modelu
Blacka-Scholesa

11.1. Opcje amerykanskie

Celem tego paragrafu jest podanie podstawowych rezultatow dotyczacych opcji amerykan-
skich w modelu Blacka-Scholesa. Jak wiemy, opcje te daja posiadaczowi prawo do wykonania
opcji w dowolnej chwili, dlatego analogicznie jak w przypadku rynku skoniczonego trzeba zasto-
sowaé inne podejscie niz w przypadku opcji europejskich.

Zaczniemy od definicji opcji amerykanskiej. Niech g: Ry x [0, 7] — R4 bedzie funkcja ciagta.

Definicja 11.1. Opcja amerykanska (american contingent claim) z funkcja wyplaty g nazywa-
my instrument finansowy okreslony przez:

a) moment wygasniecia T,

b) wyplate w chwili ¢ réwna Z; = g(Si, t),

¢) moment realizacji opcji — jest to moment stopu 7 wzgledem filtracji (F;) przyjmujacy
wartoéci w [0, 7], a zatem wyplata w momencie realizacji jest réwna

X% =g(S;,7). (11.1)

Wymiennie z terminem opcja amerykanska z funkcja wyptaty g bedziemy uzywaé terminu
opcja amerykanska z procesem wyplaty Z; lub opcja amerykanska o wyplacie X°.

Intuicyjnie, moment wykonania opcji amerykanskiej bazuje na informacji o cenach. O tym,
czy wykonaé opcje w momencie ¢ decydujemy obserwujac ceny do chwili ¢. Dlatego moment
wykonania jest momentem stopu i jest elementem rodziny 7}y 77, czyli rodziny momentéw stopu
o wartosciach w [0, T (to uzasadnia zalozenie (¢) w definicji). Wyplata zalezy od wartosci akeji
Sr w chwili realizacji, a nie od calej trajektorii S do momentu 7 (stad zalozenie (11.1) w defi-
nicji). Typowe przyklady opcji amerykanskich to opcja kupna o wyplacie w chwili realizacji:

X = (S, —K)*,
a takze opcja sprzedazy o wyptacie w chwili realizacji:
Y= (K- S;)".

Zatem funkcja wyptaty dla amerykanskiej opcji kupna ma postaé ¢¢(z,t) = =(z — K)*, a dla
amerykanskiej opcji sprzedazy ma postaé g7 (x,t) = (K — x)*. Czesto dopuszcza sie, ze cena
wykonania opcji zmienia si¢ wraz z czasem, ale jest funkcja deterministyczna, tj. K: [0,7] — Ry,
wtedy np. zmodyfikowana amerykanska opcja kupna ma wyplate postaci

X = (S —K;)",

tj. ¢%(z,t) = (z — K;)*. Jest to przyklad tzw. niestandardowej amerykanskiej opcji kupna
(nonstandard american call option). Sa to opcje, dla ktérych warunki wczesnej realizacji sa
nietypowe. Przykladowo, cena realizacji moze zaleze¢ od czasu i tak np. dla 5-letniej opcji

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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kupna cena wykonania K; moze wynosi¢ 50 przez pierwszy rok, 55 przez drugi i trzeci, a 60
w ostatnich dwu.

Celem tego paragrafu jest znalezienie racjonalnej ceny i sensownego momentu wykonania
opcji amerykanskiej za pomoca argumentow arbitrazowych. Dla prostoty zapisu skoncentrujemy
sie na momencie ¢ = 0.

Przez strategie ,kup i trzymaj” (buy-and-hold) zwiazana z opcja amerykanska o wyplacie
X% rozumiemy pare (¢,7), c € R, 7 € T[o,T]- Interpretacja tej strategii jest nastepujaca: gdy
¢ > 0, to kupujemy c jednostek opcji amerykanskiej w chwili 0, a gdy ¢ < 0 to przeprowadzamy
krotka sprzedaz tych jednostek w chwili 0 i trzymamy je w portfelu do momentu 7, w ktérym
zamykamy pozycje.

Definicja 11.2. Strategia samofinansujaca si¢ dla modelu (B, S, X?) to trojka (¢,c, 1), gdzie
¢ jest strategia samofinansujaca sie w modelu Blacka-Scholesa, a (¢, 7) jest strategia ,kup
i trzymaj” zwiazana z X i taka, ze dla t € (7,T] zachodzi
1
1 0 _ P77 0, cy(S7,7)
=0, = — -
Spt Sot BT + SOT + BT
W definicji strategii samofinansujacej sie zaktadamy, ze gdy wyptata amerykanska jest re-
alizowana w momencie 7, to pozycja w aktywie jest w tym momencie zamykana i wszystko co
pozostaje, jest wkladane na rachunek oszczednosciowy.
Przypomnijmy, ze strategia ¢ = (", ©!) jest samofinansujaca si¢ w modelu Blacka-Scholesa,
gdy proces bogactwa V;(¢) = i Sy + ¢ By spelnia

t t
Vi(p) = Vo(e) + / P dSy + / PudB,.
0 0

WprowadziliSmy nowy instrument bazowy, ktérym mozemy handlowaé na rynku, opcje amery-
kanskie. Gdy oznaczymy przez 2 liczbe opcji w portfelu, to strategie ,kup i trzymaj” zapiszemy
wzorem @7 = clyg ) (t).

Gdy Uy jest wartoécia w chwili 0 opcji amerykanskiej z wyplata X%, to wartosci portfela
?=(p,¢,7) = (¢%, o', ¢?) w momencie poczatkowym i koficowym wynosza:

Vo(®) = @+ ¢0So + clo, (11.2)
Vr(g) = et (gog +e "TplS, 4+ e "Teg(Ss, 7'))) =Tl (11.3)
Méwimy, ze portfel samofinansujacej sie ¢ jest dopuszczalny, gdy ¢ jest strategia dopuszczalna.
Klase strategii dopuszczalnych oznaczymy przez V. Definiujemy klase portfeli arbitrazowych:
AL {¢: V(@) < 0,Vr(p) > 0, p strategia dopuszczalna}.
Réwnowaznie jest to klasa portfeli dopuszezalnych @, takich ze
Vo(e) =0, Vr(p) 20, P(Vr(p)>0)>0,
bo istnieje rachunek oszczednosciowy ze stopa procentowa r > 0.

Definicja 11.3. Na rynku (B, S, X% V) z cena poczatkowa Uy wyplaty X¢ istnieje arbitraz,
gdy zachodzi jeden z warunkéw (a), (b):
a) istnieje arbitraz zwiazany z pozycja dluga (tj. posiadacza opcji amerykanskiej), czyli gdy
istnieje moment stopu 7 € 7)o 7 taki, ze dla pewnego ¢ strategia ¢ = (p,1,7) € A,
b) istnieje arbitraz zwiazany z pozycja krétka (tj. wystawcy opcji amerykanskiej), czyli gdy
istnieje ¢ strategia taka, ze dla wszystkich momentéw stopu 7 € 7o 1) strategia ¢ =
(p,—1,7) € A.
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Gdy nie istnieje arbitraz, to mowimy, ze model jest wolny od arbitrazu.

Te dwa rodzaje arbitrazu wynikaja z niesymetrycznej pozycji sprzedawcy i nabywcy opcji
amerykanskiej. Nabywca moze wybra¢ termin wykonania, a sprzedawca musi zabezpieczyé wy-
plate.

7 definicji wynika, ze na rynku nie ma arbitrazu, gdy zachodza dwa warunki:

a) dla wszystkich ¢ i wszystkich 7 mamy (p,1,7) € A,
oraz
b) dla kazdego ¢ istnieje 7 takie, ze (p, —1,7) & A.

Punkt a) méwi, ze posiadacz opcji amerykanskiej nie moze znalezé momentu wykonania
opcji 7 i strategii ¢ dzialania na rynku akcji i rachunku bankowego dajacych zysk bez ryzyka.
Natomiast punkt b) oznacza, ze niezaleznie od tego, jaka polityke prowadzi sprzedawca opcji
(czyli niezaleznie od ), nabywca moze wybraé¢ taki moment wykonania 7, ze sprzedawca nie
ma zysku bez ryzyka.

Definicja 11.4. Ceng arbitrazowg opcji amerykanskiej X nazywamy cene Uy, dla ktorej opi-
sany model rynku jest modelem wolnym od arbitrazu.

Okazuje sie, ze zalozenie braku arbitrazu prowadzi do istnienia jednoznacznie wyznaczonej
ceny arbitrazowe;j.

Twierdzenie 11.1. Niech g(x,t) bedzie funkcjq o liniowym wzroscie (czyli spelniajgcq
warunek |g(x,t)| < Ax + B). Zaldimy, ze na rynku (B,S, X% V) nie ma mozliwosci
arbitrazu. Wtedy cena arbitrazowa w chwili t opcji amerykanskiej z funkcjg wyplaty g
jest rowna:

I8(X?) = essuprer, o Ep- (e g(S,, 7)), (11.4)

gdzie P* jest miarg martyngalowq dla rynku Blacka-Scholesa (B, S, ®(P*)).

Przypomnijmy, ze supremum istotne rodziny zmiennych losowych {(, }aca jest to jedyna zmien-
na losowa 7 (ozn. n = essupaecals) 0 wlasnosciach:
a) (o <7 P-p.n. dla kazdego a,
b) jesli {, <~ P-p.n. dla kazdego «, to P(n <) = 1.
Idea dowodu tw. 11.1 jest analogiczna do idei dowodu twierdzenia podajacego cene arbitrazowa
wyplaty amerykanskiej dla modelu z czasem dyskretnym. Korzysta sie z ogblnych faktow z teorii
optymalnego stopowania. Gdy Z; = e "g(S;,t) jest zdyskontowanym procesem wyplaty, to
dowodzimy, ze obwiednia Snella procesu Z*, czyli najmniejszy nadmartyngal majoryzujacy Z*,
jest postaci

Iy = essupreT;, o Ep-(Z7|F)

i daje nam cene arbitrazowa II;. Ponadto moment wykonania zadany jest wzorem:
n=inf{u e t,T] I, = Z,}.
W szczegdlnosci

Iy = sup Ep-(e”""g(S;, 1)),
TET[QT]

a optymalny moment wykonania

10 = inf{u € [0,T] : I, = e "g(Sy,u)}.
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Szczegbly techniczne mozna znalezé w Myneni [Myn], Karatzas [Kar]. Warto zauwazy¢, ze
zachodzi tez twierdzenie odwrotne: warunek

Up= sup Ep«(e""g(S;,7))
TEIT[OYT]

implikuje, ze na rynku (B, S, X%, ¥) nie ma mozliwosci arbitrazu (patrz é¢w. 11.2).
Mozna udowodnié (patrz éw. 11.1), Ze istnieje portfel dopuszczalny ¢, spelniajacy warunki:
Vo(e) =Ug i
Vt((p) > g(Stvt)7 (11'5)

czyli o jest portfelem zabezpieczajacym opcje amerykanska z kapitatem poczatkowym réwnym
cenie opcji amerykanskiej. Dla tego portfela zachodzi

Vro (30) = g(SToaTO)'

Ze wzoru (11.4) wynika, analogicznie jak w przypadku dyskretnym, ze cena opcji amerykanskiej
o wyplacie (Z;)i<r jest nie mniejsza niz cena opcji europejskiej o wyplacie Zr. Ponadto

Twierdzenie 11.2. Furopejska opcja kupna i standardowa amerykanska opcja kupna
o tym samym terminie zapadalno$ci i tej samej cenie wykonania majg rowne ceny.

Dowdd. Zalézmy, ze t = 0 (dla t > 0 dowéd jest analogiczny). Niech Z; = ¢©(S;), gdzie
g% (z) = (z — K)*. Wtedy z (11.4)
Co = Ep-(e7T (Sp — K)*) < TI3(X),

zatem by zakonczyé dowdd trzeba pokazaé nieréwnosé przeciwng. Wystarczy pokazaé, ze dla
dowolnego momentu stopu 7 < T' zachodzi:

Ep«(e7"(Sy — K)") < Cy = Ep«("T (Sp — K) ™), (11.6)
gdyz stad II§(X?) < Cp. Poniewaz S} = % jest P*-martyngalem, r > 0, 7 < T, wiec
S —e K < S —e"TK = Ep« (S — e "TK|F,) < Ep« (S5 — e T K) | Fy).
Prawa strona jest nieujemna, wiec stad
(St — e "TK)T < Epe((S; — ¢ TR |F).
Biorac warto$é¢ oczekiwana obu stron otrzymujemy (11.6). O

Uwaga 11.1. Warto przesledzié¢ inne rozumowanie prowadzace do tego wyniku. Gdy t < T, to
z parytetu dla cen opcji europejskich

I (g°) > Cy = S — Ke "I+ P, > (S, — K)™,

wiec warto$¢ amerykanskiej opcji kupna w chwili ¢ jest wieksza niz zysk z jej realizacji w chwili
t, czyli nie oplaca si¢ realizowac¢ opcji przed jej wygasnieciem.

Z tw. 11.2 wynika, ze dla znalezienia ceny amerykanskiej opcji kupna mozemy korzystaé ze
wzoru Blacka-Scholesa na cene europejskiej opcji kupna.

W przypadku opcji sprzedazy cena amerykanska opcji jest rézna od ceny europejskiej. Ma
rozne dobre wlasnosci, ale nie istnieje postaé¢ jawna ceny amerykanskiej opcji sprzedazy. Do
wyliczenia tej ceny stosuje si¢ inne metody: metody Monte Carlo, metody quasi Monte Car-
lo, metody aproksymacji modelem CRR lub metody numeryczne zwiazane z rozwigzywaniem
réwnan rézniczkowych czastkowych.
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11.2. Opcje egzotyczne

Sa to opcje inne niz standardowe opcje kupna/sprzedazy europejskie i amerykanskie (ktore
z kolei nazywa sie¢ opcjami waniliowymsi). Zatem opcje egzotyczne maja funkcje wyplaty inne
niz funkcje wypltaty zwiagzane z opcjami waniliowymi. Nie zawsze znajduja sie one w obrocie
gieldowym, sg raczej opcjami na zaméwienie (over the counter options). Sa oferowane przez
instytucje finansowe dla swoich klientéw. Opiszemy przykladowo kilka najczesciej pojawiajacych
sie rodzajow takich opcji. Wyceny tych opcji pozostawimy jako zadanie (czesto bardzo trudne,
jak w przypadku opcji azjatyckich).

1. Niestandardowe opcje amerykanskie, ktére opisaliémy w poprzednim paragrafie.

2. Opcje bermudzkie (Bermudan options). Sa to opcje, ktére moga by¢ realizowane tylko
w pewne dni (zatem opcje te, obrazowo méwiac, tworza pomost pomiedzy opcjami europejskimi
i amerykanskimi). Mozna je traktowaé jako specyficzny rodzaj opcji amerykanskich, dla ktérych
funkcja wyplaty g(z,t) = 0 dla tych chwil ¢, kiedy opcji nie mozemy zrealizowac.

3. Opcje startujace w przysztosci (forward start options). Niech ty € (0,7). W chwili ¢y
jedna strona kontraktu otrzymuje opcje z terminem wygadniecia 7' i cena wykonania Sy, i ptaci
za to drugiej stronie w chwili zero. Przykladowo, dla opcji kupna startujacej w przyszlosci
wyplata wynosi X = (Sp — Sy,)*.

4. Opcje wyboru (chooser options, as-you-like-it options). Opcja, ktorej wlasciciel w okre-
$lonej chwili tg w przysztosci ma prawo zdecydowaé czy chce, zeby byla to opcja sprzedazy czy
kupna (czas realizacji T' i cena wykonania K s okreslone z gbry w momencie sprzedazy opcji).
Wtasciciel opcji w chwili ¢y wybiera opcje o wickszej wartosci, stad wartosé tej opcji w chwili
tp wynosi

Z = max(C’(Sto,to,T, K), P(Sto,to,T, K)) =
= max(C(Sy, to, T, K), C(Sy,t0,T,K)+Ke 7T _g, )=
= C(Syy.to, T, K) +max(0, Ke "D — 5, ),

co pozwala tatwo ja wycenic.

5. Opcje binarne (binary options). Sa to opcje, ktérych wyplata zalezy w sposob nieciagly
od ceny instrumentu pierwotnego St w momencie wykonania opcji 7.

Przyktad 11.1. a) Opcja pieniadze albo nic (opcja cash or nothing).
Dla tej opcji wyptata X w chwili wygasniecia T" wynosi:
— dla binarnej opcji kupna X = Z1/g, - k3,
— dla binarnej opcji sprzedazy X = Z1¢g, <},
gdzie stale Z i K zostaly ustalone z gory.
b) Opcja walor albo nic (opcja asset or nothing).
Dla tej opcji wyptata X w chwili wygasniecia T wynosi:
— dla opcji kupna X = S7l¢g,. >k,
— dla opcji sprzedazy X = Srl(g. <k,
gdzie stala K zostala ustalone z gory.

Zauwazmy, ze opcje powyzsze mozna poréwnacé do zaktadu, czy cena waloru jest wieksza czy
nie od z gory ustalonego progu K. Opcja kupna daje niezerowa wyplate, gdy cena instrumentu
pierwotnego St jest wieksza niz stala K (cena wykonania), natomiast opcja sprzedazy daje
zysk, gdy St < K.

Takie opcje na ogél tatwo wyceniaé (patrz éw. 11.5). Inna spotykana nazwa takich opcji to
opcje cyfrowe (digital).
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6. Opcje zalezne od trajektorii (path-dependent options). Sa to opcje, dla ktérych funkcja
wyplaty zalezy od cen akcji w calym okresie trwania kontraktu, tj. X = f(S.), gdzie f jest
funkcja rzeczywista okreslona na przestrzeni funkeji ciagtych C[0, T'] (dla ustalonej w trajektoria
procesu cen S.(w) nalezy do przestrzeni C[0,T7).

a) Przyklad takich opcji stanowia opcje azjatyckie, dla ktérych wyplata zalezy od $redniej
ceny waloru w okre$lonym przedziale czasowym [to, T|. Sa one bardzo popularne na rynku, gdyz
sg tansze do odpowiadajacych im standardowych opcji europejskich, sa uzyteczne na rynkach
o matlej ptynnosci, a wiec na rynkach o wiekszym ryzyku, a ponadto branie $redniej zabezpiecza
przed manipulacja cenami blisko daty wygasniecia opcji. Wyplata z opcji kupna jest X =
max(0, Ss, —K), a z opcji sprzedazy X = max(0, K—S,,), gdzie K jest cena realizacji opcji, a S,
$rednia cena waloru. Sa rézne sposoby obliczania Sredniej Ss, np. dla kontraktu zawartego na n
dni mozna wziaé S, jako $rednig arytmetyczng z cen zamknigcia w i-tym dniu i = 1,2,...,n,
czyli S = % S (%), gdzie N to liczba dni handlu w roku (zwykle przyjmuje sie¢ N réwne
252), ale tez mozna wziaé¢ jako Sy, $rednia geometryczna. Rozwaza sie tez opcje ze Srednimi
yciagtymi”:

— $rednig arytmetyczna S, = T%to ftf S(t)dt,

— $rednia geometryczna Sy = exp (%to ftig InS (t)dt)

(te Srednie otrzymujemy przez przejscie graniczne dla $rednich liczonych w sposéb dyskret-
ny). Opcje opisane powyzej sa to opcje azjatyckie I rodzaju (average value Asian option). Roz-
waza sie tez opcje azjatyckie II rodzaju (average strike Asian option) — sa to opcje o wyplatach
X = max(St — Ssr,0) (dla opcji kupna) i X = max(0,Ss, — S7) (dla opcji sprzedazy).

b) Innym przykladem opcji zaleznych od trajektorii sa opcje typu lookback (lookback option).

Sa to opcje, z ktorych dochdd zalezy od maksimum lub minimum ceny instrumentu pod-
stawowego. Wlasciciel opcji kupna typu lookback ma zagwarantowane kupno waloru (akeji) po
najnizszej cenie, po jakiej walor byl sprzedawany w okresie waznosci opcji, natomiast wtasciciel
opcji sprzedazy sprzedaje walor po najwyzszej cenie w okresie [0,7]. Zatem wyplata z opcji
kupna wynosi X = St — Snin, a wyplata z opcji sprzedazy to X = Spax — ST, gdzie Shin, Smax
sa, odpowiednio, najmniejsza i najwicksza ceng instrumentu pierwotnego w ustalonym okresie
[0, T7].

7. Opcje barierowe (barrier options). Te opcje sa tez zalezne od trajektorii. Wyplata z tych
opcji zalezy od tego, czy w ustalonym okresie czasu cena waloru spadnie ponizej pewnej ustalonej
wartodci, lub/oraz czy cena waloru przekroczy pewna ustalona warto$é. Te ustalone wartosci
nazywa si¢ barierami. Zasadniczo dzielimy je na opcje wyjscia (knock-out option) i wejscia
(knock-in option). Opcje wyjscia przestaja istnie¢, gdy cena waloru przekroczy pewna ustalona
bariere, a opcje wejscia zaczynaja istnie¢, gdy cena waloru przekroczy bariere.

Standardowo wyptata z opcji barierowych jest wyplata z opcji waniliowych, gdy zostanie
spelniony warunek zwiazany z bariera. Standardowo dla opcji kupna wystepuja nastepujace
rodzaje opcji:

— Opcje, ktore zostaja uniewaznione, gdy zachodzi jeden z przypadkow:
— cena waloru spadnie ponizej bariery B (opcja down-and-out), wtedy wyplata dla opcji
kupna wynosi: X = (St — K)™1nin, ;. 5,8}
— cena waloru przekroczy barier¢ B (opcja up-and-out), wtedy wyplata dla opcji kupna
wynosi: X = (St — K) 1 imax,1 5,<B}-
— Opcje, ktore uzyskuja waznosé, gdy zachodzi jeden z przypadkéow:
— cena waloru przekroczy bariere B (opcja up-and-in), wtedy wyplata dla opcji kupna
WyHOSiZ X = (ST - K)+1{maxt<T St>B}s
— cena waloru spadnie ponizej bariery B (opcja down-and-in), wtedy wyplata dla opcji
kupna wynosi: X = (St — K)"1nin, ;. 5,<B}-
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Warto zauwazyé, ze suma wyplat z opcji typu up, jak i typu out sa réwne wyplacie ze
standardowej opcji kupna.

Analogicznie okreslone sa standardowe opcje barierowe zwigzane z opcja sprzedazy.

Istnieje tez wiele innych opcji tego typu (tzw. opcje kombinowane) np. opcja o wyplacie

X = f(S) = (I&%}W(St — ST)+1{maXt<T Sth}'

8. Opcje z nieliniowg wyplata. Sa to opcje, ktérych wyplata jest nieliniows funkcja ceny
instrumentu pierwotnego St w momencie wykonania opcji T', zatem opcje kupna sa to opcje
o wyptacie X = (h(St) — K)*, gdzie h jest dowolng nieliniowa funkcja np. opcja potegowa
z parametrem « jest to opcja dla ktérej h(z) = 2% a >0, a #1 .

Istnieje wiele innych opcji egzotycznych, m.in. ztozone, kwantylowe, koszykowe. Wiecej na
ten temat mozna znalez¢é np. w ksiazkach Kwoka [Kwok]| oraz A. Werona i R. Werona [Wer].

Jak juz wspominali$my, wycena opcji egzotycznych jest na ogét trudnym zadaniem i bardzo
czesto otrzymuje sie formuty niejawne. Czasem mozna znalezé wzor analityczny, np. dla opcji
potegowej z parametrem « otrzymujemy

OZU2

(5§ — K)) = exp |(a = D) (r + =) T|C(S8. T. K, a0, 1),

. 2 2 2 ,
gdzie ro = a(r — %) + %5~ (patrz ¢w. 11.3).

Nie potrafimy juz jednak znalez¢é jawnych wzoréw na ceng opcji nieliniowej o bardziej skom-
plikowanej postaci funkcji h. W takich przypadkach czesto stosuje si¢ metody symulacyjne
opierajace si¢ na mocnym prawie wielkich liczb. Zwykle takie wyptaty wycenia si¢ za pomoca
symulacji komputerowych i procedur numerycznych bazujacych na przyblizaniu geometrycznego
ruchu Browna przez model CRR.

Jak wiemy, osiagalna wyplata X w chwili 7 ma w chwili 0 cene IIo(X) = e™"7 Ep« X. Zatem,
aby znalez¢ cene wyptaty X, nalezy obliczy¢ warto$é oczekiwana Ep-X przy mierze martyn-
galowej P*. Do wyliczenia tej wartosci oczekiwanej uzywamy metod Monte Carlo. Symulujemy
przebieg trajektorii procesu ceny instrumentu bazowego S w skonczonej liczbie punktéw (korzy-
stamy z tego, ze przy mierze martyngalowej P* ceny S maja rozklad normalny (wzér (9.16)),
ktory znamy, gdy znamy r i o). Nastepnie obliczamy warto$¢ wyplaty X przy tej realizacji
trajektorii i otrzymujemy liczbe x;. Powtarzamy to postepowanie niezaleznie m razy i otrzy-
mujemy z tej symulacji ciag wyplat x1, 9, ..., x,,. Korzystajac z mocnego prawa wielkich liczb
otrzymujemy, ze cena wyplaty wynosi w przyblizeniu

_ v
IH(X)=e "TEp X ~ e TTE sz
=1
Przyktad 11.2. Przesledzimy to rozumowanie na przyktadzie opcji lookback
X = Sr —min S;.
t<T
Zaczynamy od wyznaczenia trajektorii ceny akcji. Termin do wykonania opcji dzielimy na n

réwnych odcinkéw czasu. Niech Y; bedzie ceng na koncu i-tego odcinka, ¢ = 1,...,n, Yy = s.
Wtedy, jak wiemy z (9.16)

gdzie U; ma rozklad normalny
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przy czym 7 jest dlugoscia odcinka czasu liczona w skali roku, T' = n7. Ponadto Uy, Us, ..., U,
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi. Stad

Y, = Yp_1e"" =Y, _qeVn-1eUn = ... = gel1tlat4Un, (11.7)

Za pomoca tego przedstawienia wyliczamy trajektorie cen. Najpierw generujemy wyniki n nie-
zaleznych zmiennych losowych o rozkladzie

2
N((r — %)7,0%7) i otrzymujemy ciag realizacji ui,us, ..., u,. Nastepnie wyliczamy ceny na
konicu kazdego odcinka czasu korzystajac z (11.7):

Yo =5, y1 = ye"!, y2 = y1e"?, ..., Yn = Yp_1"".

Dla tej konkretnej realizacji cen obliczamy zdyskontowang wartos¢ opcji lookback:

z1 = e " (y, — miny;).
<n
Powtarzamy te procedure m razy otrzymujac ciag wynikow 1, xo, . .., T, 1 bierzemy ich $rednia

arytmetyczng jako estymator Monte Carlo ceny opcji.

Klasyczna metoda Monte Carlo jest nieefektywna, wiec stosuje sie jej ulepszenia, ale idea
wyceny pozostaje ta sama. Wigcej informacji na ten temat, a takze na temat innych metod
numerycznych stosowanych w finansach, czytelnik moze znalezé w monografiach Glassermana

[Gla], Jéckela [Ja] i Seydela [Sey].

11.3. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 11.1. Udowodnié, ze istnieje portfel dopuszczalny ¢ o kapitale poczatkowym Uy
zabezpieczajacy wyplate zwiazana z opcja amerykanska, tj. V() > g(St, t). Udowodnié, ze dla
tego portfela zachodzi réwnosé

Vo () = 9(Sry,70),

gdzie 7q jest optymalnym momentem wykonania.

Rozwigzanie. 7 tw. Dooba-Meyera I; = My — A, gdzie M jest martyngatem, A — procesem
rosnacym prognozowalnym, Ay = 0. Z tw. o reprezentacji martyngatu

t —
I =1y + / OsdW
0

dla pewnego procesu 6 catkowalnego wzgledem W.
Strategia
(po = It — 0'_1915, gOl = erta_10tSt_1 (118)

spelnia warunki zadania. Istotnie, z (11.4)
Vi(p) = €I, = I} (X?) > g(Sh, 1),
a dla 79 optymalnego momentu wykonania zachodzi réwnosc.

Cwiczenie 11.2. Udowodnié, ze warunek

Up= sup Ep«(e ""g(S-,7))
TET[O’T]

implikuje brak arbitrazu na rynku (B, S, X, V).
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Rozwigzanie. Nie wprost. Niech cena opcji amerykanskiej C* spelnia C* > Uy (opcja jest na
rynku przewartosciowana,).

Skonstruujemy arbitraz zwigzany z pozycja krétka. Wezmy strategie ¢ dana wzorem (11.8)
i strategie ,kup i trzymaj” (—1,7), gdzie 7 € T ) jest dowolnym momentem stopu. Niech

strategia ¢ = (0,4, 4?) bedzie zadana wzorem:

? = 50?1[0,7'] (t) + 1(T,T] ((;09— + e_TTQDiST - e_TTg(S‘M T))),
vio= ol (),
P= —1pq().

Poniewaz ¢ spelnia (11.5), wiec
Vr(¥) = €T >0 pn.,

a ponadto )
Vo) = 93 + ¢aSo + 920 = Uy — C < 0.

Zatem strategia 1 jest arbitrazem.

Rozpatrzymy teraz przypadek C® < Uy (opcja na rynku jest niedowartosciowana).

Mozemy zalozyé, ze nabywca opcji zachowuje sie racjonalnie i wybiera optymalny moment
realizacji opcji. Gdy wybierze on portfel —1), to

Vo(=¢) =C*~Us <0

i z okreslenia optymalnego momentu realizacji opcji wynika, ze Vp (1) = 0.
Cwiczenie 11.3. Wyceni¢ opcje potegowa

Cwiczenie 11.4. W modelu Blacka-Scholesa wyceni¢ na chwile ¢ = 0 opcje binarne ptacace:
a) X=7- 1{ST>K} y

S
b) H = ﬁl{K1<ST<K2} ’
¢) (St — Z)l{sp<ky
gdzie K, Z, K1 < Ko sa stalymi.

Rozwigzanie. Jak wiemy z uwagi 9.2, cena Sy = Spe¥’, gdzie

Y ~ N((r - 022>T 02T>,

a stad a)
My(X) = Ze PS> K)=Ze "'P*(~Y <InSy —InK) =
_ g e’TTN(lnSO —InK + (’I" — U;)T)‘
ovT
b)
efrT
Io(H) = e Ep«(STlik <Sr<K2}) =
= T B (M s ey <) = o [N (M) — N(Mig,)]
Kl {1\one<2} Kl 1 2/
nSpo—In 152 nSo—In _152
gdzie Mg, = o o1 f:;%ﬂr?g T4 Mg, = i 5o {:Jr(r 27T Ostatnia réwno$¢ mozna otrzy-

T
ma¢é np. metoda zamiany miary, jak w dowodzie tw. Blacka.
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Cwiczenie 11.5. W modelu Blacka-Scholesa wyceni¢ na chwile ¢t = 0 opcje binarne placace:
a) X = 15,5k} >
b) H = 1{ST<K}'
Wyprowadzi¢ wzér taczacy te dwie ceny.
Cwiczenie 11.6. Znalez¢ w chwili ¢ < ty cene zmodyfikowanej opcji startujacej w przyszlosci,
czyli opcji o wyplacie X = (St — aSy,) T, gdzie stala a > 0.



12. Rynek Blacka-Scholesa kontraktéw futures

Celem tego paragrafu bedzie przedstawienie metody wyceny opcji na kontrakty futures. Gdy
rozwazamy instrument o cenie S, to na rynku bez mozliwosci arbitrazu cena (kurs rozliczeniowy)
fs(t,T) kontraktu futures z data wykonania 7" w chwili ¢ na instrument o cenie S; jest réwna

fs(t,T) = "7 15, (12.1)

(co wynika z rozumowania arbitrazowego). Gdyby$my zatem wyceniali opcje kupna na kontrakt
futures z data realizacji T" na akcje na rynku Blacka-Scholesa, to fs(7',T) = St i wyplata wynosi

Cl = (fs(T,T) — K)* = (Sp — K)*, (12.2)

czyli mozemy skorzystaé¢ ze wzoru Blacka-Scholesa dla ceny opcji kupna. Problem zaczyna sie
gdy data realizacji opcji T na kontrakt futures jest rézna od daty zamkniecia tego kontraktu
futures U, gdyz wtedy wyplata nie spelnia warunku (12.2) (istotnie, fs(T,U) # Sr i C% =
(fs(T,U) — K)* # (S — K)™ ) i powyzsze rozumowanie zawodzi. Jest to sytuacja typowa
na rynku. Sprébujmy na to spojrze¢ inaczej, tak by omingé¢ te trudnosci. Poniewaz na rynku
Blacka-Scholesa cena S; jest dana wzorem (9.2), wiec z (12.1) dla kontraktu futures o terminie
wykonania U = T' mamy

1,2

Fs(t,U) = er UG elu=zo?ittoWe — ¢ (q, 17)elnr—30")t+oWe,

Oznaczajac f; = fs(t,U) otrzymujemy stad, ze f; jest jedynym rozwiazaniem réwnania:

dfy = (p —r) frdt + o frdWy, t €[0,U],
fo = SoerU.

Poniewaz kontrakt futures nie musi by¢ zwigzany z konkretnym istniejacym aktywem, wiec
zapominamy o akcji i na kontrakt patrzymy jako na instrument finansowy, ktérego cena spetnia
roéwnanie:

dfy = dt dW;, t<U,
{ft feppdt 4 o g frdWy, (12.3)

fO =7

gdzie v, pup, oy > 0 sg stalymi. Instrument ten w dalszym ciggu jednak odzwierciedla sytuacje,
ze w chwili ¢ umawiamy sie, iz w przyszloéci w chwili T' zaptacimy ustalona cene za ustalone
w umowie dobro. Majac réwnanie opisujace ceny instrumentu finansowego, konstruujemy rynek
kontraktéw futures postepujac analogicznie jak przy konstrukcji modelu rynku Blacka-Scholesa.
Na rynku futures mamy dwa aktywa: bezryzykowne o cenie B i kontraktu futures o cenie f.
Strategia to, jak zawsze, para proceséw adaptowanych ¢ = (0, ¢!), ale proces bogactwa jest
zadany wzorem

V(@) =¢iBi, tel0,T], (12.4)

gdyz wejscie w kontrakt futures nic nie kosztuje. Mowimy, ze ¢ jest strategia samofinansujaca
sie, gdy

t t
Vo) = Vi) + [ cab.+ [ eldh. (125)

Modele matematyczne rynkéw instrumentéw pochodnych I (©) J.Jakubowski, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Definicja 12.1. Miare probabilistyczna P nazywamy miarg martyngatows futures, gdy P ~ P
i proces cen f jest P-lokalnym martyngatem.

Twierdzenie 12.1. Dla procesu f zadanego réwnaniem (12.3) miara martyngatowa
futures P jest dana wzorem

163

ap Hf
p— _Yw,. - 2L, 12.6
dP - ( oy T3 U]% ) ( )

Dynamika cen f przy mierze P ma postaé:
dfy = o frdWy, (12.7)

gdzie Wy = Wy + (%{)t jest P-procesem Wienera.

Dowéd tego twierdzenia pozostawiamy jako ¢wiczenie. Warto zauwazy¢, ze F; = F)V = .7-'tf .
Od tego momentu dla wygody bedziemy pisa¢ p, o zamiast pif, 0, czyli bedziemy opuszczali
wskaznik dolny f we wzorach zwiazanych z f;. Z warunku (12.7) wynika, ze

UQt), (12.8)

ft = fo exp (UWt - 7

a wiec f; jest martyngalem dodatnim. Mowimy, ze strategia ¢ jest dopuszczalna, gdy jest
strategia samofinansujaca sie i By 'V;(p) jest P-martyngatem. Zbiér takich strategii bedziemy
oznaczaé przez ®. Modelem Blacka rynku futures nazywamy tréjke M/ = (B, f, ®f). Jest to
rynek wolny od arbitrazu (éw. 12.3).

Tak samo, jak dla rynku Blacka-Scholesa, wprowadzamy pojecie ceny arbitrazowej. Wycene
opcji kupna przedstawia

Twierdzenie 12.2. (Black) Cena arbitrazowa C¥ opcji kupna na rynku futures M’
z terminem wykonania T i ceng wykonania K jest w chwili t rowna

gdzie

Cl(z,t) = e (@N(dy(z,t)) — KN(da(x,1))),
_ In % + %0%
d1 ($,t) = Tv

dg(l’,t) = cil(x,t)—a\/%.

Dowdd. Poniewaz Cf = B,Es((fr— K )* B Fy), wiec dowéd przebiega analogicznie do dowo-
du formuty Blacka-Scholesa, choé¢ z oczywistymi zmianami. O

Wzoér (12.9) jest nazywany wzorem Blacka. Dla cen opcji kupna i sprzedazy na kontrakty
futures zachodzi zwiazek, nazywany jak zawsze formula zgodnosci (parytetem)

¢f - Pl = T-0(f, - K). (12.10)
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Stad otrzymujemy wzér na cene opcji sprzedazy
Pf = e " T=0(KN(=dy(f;, T — t)) — fiN(=dy(f, T — 1))). (12.11)

Przyklad 12.1. Rozpatrzmy opcje sprzedazy na kontrakty futures na rope naftowa. Czas do
wygasniecia to 4 miesiace. Obecna cena futures wynosi 30, cena wykonania 32, stopa procentowa
bez ryzyka 5% p.a., a wspélczynnik zmiennosci 20% p.a. Cene tej opcji obliczamy ze wzoru
(12.11). Poniewaz T —t = &, f, = 30, K = 32, r = 0,05, 0 = 0,2, wi¢c P/ = 2,60; C{ = 0,63.

12.1. Zagadnienia i zadania na ¢wiczenia

Cwiczenie 12.1. Udowodnié tw. 12.1.

Cwiczenie 12.2. Udowodnié¢, ze jedli kontrakt futures dotyczy instrumentu o cenie S, to f; =
Ep(Sr|F).

Rozwigzanie. Wiemy z (12.8), ze f; jest martyngalem, a wiec f; = Ep(fr|F:), a ponadto
zachodzi fr = Sy.

Cwiczenie 12.3. Udowodnié, ze rynek M/ jest wolny od arbitrazu.

Cwiczenie 12.4. Znalez¢ strategie replikujaca opcje:
a) kupna na rynku futures,
b) sprzedazy na rynku futures.

Wskazowka. a) ¢ = e CH(fi, T — 1), ¢ = aa—cf(ft,T— t) .

T

Cwiczenie 12.5. Udowodni¢ parytet dla cen opcji na kontrakty futures, tj. wzér (12.10).
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