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1. Réwnania ruchu

1.1. Wstep

Mechanika klasyczna, a wlasciwie jej cze$é zwana dynamika, zajmuje sie opisem ruchu cial

wynikajacym z dzialania na nie sil. Zjawisko to moze by¢ obserwowane bez skomplikowanego
sprzetu badawczego. Jego model matematyczny mechanika teoretyczna zostal najwczesniej roz-
winiety i stal sie podstawsg dla innych dzialow fizyki matematycznej. Wprowadzajac ten model,
przyjmujemy ustalenia:

1.
2.

Przestrzen fizyczng, bedaca terenem naszych rozwazan, opiszemy jako R3.

Interesujace nas obiekty - ciala materialne - bedziemy utozsamiaé¢ z pojedynczymi punktami
R3.

Zalozymy, ze istnieje absolutny czas. Wtedy ruch ciata - punktu materialnego - opisze-
my, podajac trzy aktualne wspdlrzedne tego punktu. Zatem jego ewolucja to tréjka funkcji
21(t), 22(t), 23(t) lub inaczej funkcja wektorowa o wartosciach w R3. Dziedzing tej funkcji
jest o$ czasu lub jakis jej podzbidr.

Rozwazanie skoniczonego ukladu punktéw materialnych (a do takich ukladéw ograniczymy
sie w tym wykladzie) mozna zastapi¢ rozwazaniem jednego punktu materialnego w przestrze-
ni wiekszego wymiaru: rozpatrujac uktad n punktéw w R? wyznaczamy 3n funkcji. Mozemy
te funkcje interpretowaé jako trajektorie jednego punktu w R3". To spojrzenie utatwia nam
obserwowanie aparatu matematycznego kosztem pewnego zaciemnienia tta fizycznego.
Zwiazek ruchu z wywolujacego go sila jest oparty na ”drugim prawie mechaniki Newtona”.
Mowi ono, ze w ustalonej chwili iloczyn masy bezwladnej ciala- parametru liczbowego - my,
- 1 przyspieszenia ruchu ciata - wektora- jest proporcjonalny do dzialajacej na cialo w tej
samej chwili silty. Matematycznie oznacza to (dla pojedynczego punktu materialnego), ze
trajektoria ruchu, x(t) = (z1(t), z2(t), z3(t)) jest zwiazana ze gory zadana sila

F(x,t) = (f1(x.t), fa(x, t), f5(x, ) (1.1)

mpi(t) = F(z(t), 1) (1.2)

za pomoca wektorowego réwnania rézniczkowego (czyli uktadu 3 réwnan skalarnych) o po-
staci:

Sita F(x,t) ma wartos¢ w R3 i jest okreélona na R3 x R natomiast 2 (t) oznacza przyspie-
szenie ciala w tej samej chwili ,kiedy przechodzi ono przez punkt = , a my jest jego masa.
W ogélnym przypadku my; moze tez zalezeé¢ od czasu.

Czesto wystepuje sytuacja, kiedy swoboda ruchu poszczegdlnych punktéow uktadu jest pod-
dana ograniczeniom zwanymi umownie wiezami. Prowadzi to do sytuacji, kiedy zbiér mozli-
wych potozen ukladu nie stanowi calej przestrzeni R3® lecz jej podzbiér. Traktowany tutaj
przypadek prowadzi do podzbioréw bedacych podrozmaitosciami. Sytuacja taka dodaje do
naszych rozwazan interesujace aspekty geometryczne.

Dla wyjasnienia powyzszych ustalen przedstawimy teraz kilka prostych przykiadéw. Dyskusja
sytuacji bardziej skomplikowanych i refleksja nad ich struktura stanowi przedmiot tego wyktadu.
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6 1. Réwnania ruchu

1.2. Przyktady réwnan ruchu

Zaczniemy od kilku ustalen dotyczacych zapisu:

Ze wzgledu na to, ze pochodne szukanych funkcji wystepuja czesto podniesione do kwadra-
tu lub tez w innych klopotliwych konfiguracjach, wygodnym bedzie wprowadzenie innego ich
oznaczania, niz zwykle przyjmowane w matematyce. Bedziemy mianowicie pisa¢ &(t) zamiast
2/(t) i &(t) zamiast 2 (t). Dla funkcji wektorowej x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) zapis x2(t) bedzie
oznaczaé¢ kwadrat dlugosci wektora x(t), t.j. x2(t) = (x(t),x(t)) = x3(t) + x3(t) + x3(t), a
|z(t)| jego dlugosé t.j.

x(6)] = /X3 (8) = \/x3(6) + x3(t) + x3(0). (13)

Przyktad 1.1. Spadanie przedmiotow na Ziemie w poblizu jej powierzchni bez uwzgledniania
oporu powietrza.

Zgodnie z obserwacjami (Stevin,Galileusz) wszystkie ciala znajdujace sie blisko powierzchni
Ziemi spadaja tak samo, ze statym przyspieszniem g wynoszacym okoto 9, 81m/sek?. Orientujac
0$ pionowa w goére i umieszczajac zero na powierzchni Ziemi, otrzymamy réwnanie opisujace
spadanie cial w formie:

Z(t) = —g. (1.4)
Rozwiazanie réwnaniania (1.4) nie nastrecza trudnosci. Otrzymujemy kolejno z(t) = —gt+c
2
a nastepnie x(t) = —% + ct 4+ d, gdzie ¢ i d sa stalymi. Obecnos¢ dwoch statych dowolnych

w ogdllnej postaci rozwiazania réwnania (1.4) oznacza, ze do wyodrebnienia konkretnego roz-
wigzania potrzebne sg dwa dodatkowe warunki. Ze wzgledu na pewnos¢ istnienia rozwigzania
przy ponizszych warunkach (twierdzenie o istnieniu jednoznacznosci) a takze ze wzgledu na
ich prosty sens fizyczny, najczeéciej przyjmowane sg tzw. warunki poczatkowe: zadamy, aby w
wybranej chwili ¢y nasze cialo znajdowalo si¢ w ustalonym punkcie xy oraz aby mialo zadana
predkosé xy. Dla naszego rozwiazania warunki poczatkowe prowadza do nastepujacych réwnan
na state ci d:

t2
_L;+Cto+d:x0, (1.5)

—gtg +c= 2o
z ktérych wyznaczamy ¢ = 2y + gtg oraz
s gts

d:xo—l—%—(9‘00—|—gt0)t0:x0—:ﬁ0t—?.

Najtatwiej przeprowadzié¢ te rachunki, gdy tg = 0. Wtedy po prostu ¢ = zy oraz d = x.

Przyktad 1.2. Spadanie przedmiotow na Ziemie w poblizu jej powierzchni z uwzglednieniem
oporu powietrza
Zauwazmy, ze réwnanie (1.4) mozemy otrzymacé z II prawa Newtona

myE = —gmyg (1.6)

gdzie my, jest masg bezwladng ciala a m, jego masg grawitacyjng. Wielko$¢ wystepujaca po
prawej stronie (1.6) jest wtedy sila, z jaka Ziemia przyciaga ku swojemu $rodkowi cialo o masie
mg, znajdujace sie¢ na jej powierzchni. (Zobacz Przyktad 1.3 ponizej). Poniewaz, jak wykazuja
wszystkie do$wiadczenia, m, = mg, upraszczajac réwnanie (1.6) otrzymamy réwnanie (1.4).
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Mozemy teraz zmodyfikowaé réwnanie(1.2),dodajac do sily po jego prawej stronie skladnik
reprezentujacy opér powietrza. Zgodnie z doswiadczeniem ma on postaé

F,, = —k*>—4? 1.7

gdzie k? jest wspoélczynnikiem zaleznym od wyboru jednostek i zaleznym od osrodka stawia-
jacego opor ( w naszym przypadku powietrza). Uwzledniajac réwnos¢ m, = my otrzymamy
jednowymiarowe réwnanie ruchu o postaci:

2

2
i=—g+ —it s (1.8)
mp |zl

Przyktad 1.3. Spadanie z duzej wysokosci

Oprzemy sie na odkrytej przez Newtona zasadzie powszechnego ciazenia: dwa ciata o masach
grawitacyjnych My i mg przyciagaja sie z silg dzialajaca wzdluz prostej taczacej srodki ich mas
wprost proporcjonalng do iloczynu Mgmg @ odwrotnie proporcjonalng do kwadratu odlegtosci
miedzy nimi. Jezeli y, oznacza wektor polozenia srodka masy ciala o masie my a ryy, wektor
polozenia Srodka masy ciata o masie my, to sila dziatajaca na drugie cialo ma postac:

TMg — ’f’mg

F(ru,,rm,) Mgy -myg (1.9)

- \ng — Tmy|

W rezultacie, ograniczajac nasze rozwazania do prostej przechodzacej przez srodek masy
Ziemi i zorientowanej od tego $rodka, a nastepnie przyjmujac jako zero punkt na osi i na
powierzchni Ziemi, otrzymujemy z (1.9) réwnanie opisujace ruch po naszej osi ‘spadanie z duzej
wysokosci” w postaci:

. mgM,
a poniewaz mg = my, redukujac otrzymamy:
. M,

Zestawiajac ten wynik z Przykladem 1.1 widzimy, ze w tamtej sytuacji przyjeliSmy site za stala
i réwng —myg dla g = %, co stanowi dobre przyblizenie opisu (1.7) przy zalozeniu, ze x jest
male w poréwnaniu z 7.

Przyktad 1.4. Drgania sprezyste
Wyobrazmy sobie koralik o masie mj nanizany na pret i przyciagany do obu koncéw preta
za pomoca takich samych sprezynek (rysunek ponizej):



8 1. Réwnania ruchu

o j‘»”

.AAAA AAAAAAAA/
SR /u

Rys. 4, 4

Umiesémy o8 na linii preta. Wtedy, przyjmujac za zero pozycje na srodku preta, o ktorej
zalozymy ze jest polozeniem réwnowagi, widzimy, ze (zgodnie z prawem Hooka) wychylenie o
x od tego potozenia wywotuje site -az, éciagaja koralik z powrotem do polozenia réwnowagi.
Zatem zgodnie z II prawem Newtona rownanie ruchu bedzie miato postac:

myt = —a’x (1.12)

gdzie a? jest wspoélczynnikiem proporcjonalnosci zaleznym od wyboru jednostek i od wlasnosci
sprezyn.
Przyktad 1.5. Wahadlo plaskie

Rozwazmy punkt materialny o masie my, znajdujacy si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym
(jak w (1.2)) i pozostajacy przez caly czas w ustalonej plaszczyZnie pionowej. Zalézmy tez, ze
jego odleglos¢ od ustalonego punktu w tej plaszczyznie pozostaje stala.

Rys 4.2
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Jest to pierwszy z tej serii przyktad uktadu z wiezami. Chcac opisaé¢ ten ruch mozemy postapié
na dwa sposoby:

9

1. Do dziatajacej silty dodaé sily fikcyjne ”‘sity reakcji wiezdéw”’, zastepujac w ten sposdb
(dla punktéw znajdujacych sie na rozmaitosci) faktycznie dzialajaca sile jej rzutem na hi-
perplaszczyzne styczna do rozmaitoséi. (Metode te oméwimy systematycznie w dalszym
kursie wyktadu)

2. Drugim sposobem jest lokalne sparametryzowanie rozmaitosci i zapisanie sktadowej stycz-
nej dzialajacej sity jako funkcji parametrow. Postepowanie to w przypadku naszego przy-
ktadu objasnia ponizszy rysunek:

Otrzymamy w ten sposob réwnanie opisujace niejako fikcyjny ruch w fikcyjnym $wiecie ogra-
niczonym do naszej rozmaitosci. Okazuje sie, ze metoda ta daje identyczny wynik co pierwszy
sposob, co niejako ja legitymizuje. W naszym przypadku owo ”wewnetrzne ”réwnanie ma postaé

mp® = —mygsin® (1.13)

co po uproszczeniu daje

d = —gsind. (1.14)

Przyktad 1.6. Ruch drgajocy dwuwymiarowy

Za pomoca ukladu sprezyn, (jak na rysunku ponizej) mozemy wykreowaé sytuacje, w ktérej
wychyleniu w kazda mozliwa strone od punktu réwnowagi, towarzysz sita proporcjonalna do
wychylenia lecz przeciwnie zorientowana, tzn. $ciagajaca cialo z powrotem do srodka réwnowagi.

Rys 4.3
Umieszczajac poczatek uktadu wspédltrzednych w punkcie réwnowagi, otrzymamy dwuwy-
miarowa wersje Przyktadu 1.4., gdzie ruch jest opisany réwnaniem wektorowym:

mpX = —a’x (1.15)

gdzie

x = (x1,%x2) € R%. (1.16)



2. Roé6zne rodzaje sil

Sity, jakie obserwujemy, sa kilku rodzajéw. Po pierwsze sa to silty pochodzace od istot zy-
wych. Ich natura jest skomplikowana i nie bedziemy sie nimi tutaj zajmowaé¢. Drugim rodzajem
sit sg sily zwiazane z urzadzeniami mechanicznymi. Studiowanie ich oraz ich skutkéw w postaci
ruchu mechanizméw jest w oczywisty sposob zwiazane z projektowaniem tych ostatnich. Proste
realizacje takich sytuacji wystepuja w Przyktadach 1.4 i 1.6 z poprzedniego wyktadu. Trzecim
rodzajem sit sa ”sity przyrody”. Okazuje sie, ze sa one czterech rodzajéw, z ktérych dwa: sity
grawitacyjne i sily elektromagnetyczne wystepuja w skali makro, natomiast dwa inne rodzaje -
tzw. oddzialywania mocne i stabe sa wlasciwie dla $éwiata mikro. Teoria oddzialywan mocnych i
stabych nalezy do zaawansowanych fragmentéw fizyki teoretycznej i jest poza obszarem naszych
obecnych zainteresowan. Pozostaja nam wiec oddzialywania grawitacyjne i elektomagnetyczne.
Teoria tych ostatnich dotyczy w znacznej mierze obiektéw poruszajacych sie z wielkimi predko-
$ciami, gdzie jedno z naszych wstepnych zalozen o bezwzglednoéci czasu musi zostaé zakwestio-
nowane. Sytuacja ta ttumaczy widoczng w przytoczonych przyktadach jednorodno$é¢ rodzaju
wystepujacych sit. Wigkszosé z nich to (ewentualnie) przetransformowane, jak w Przyktadzie
1.5 sity grawitacyjne.

2.1. Sity zachowawcze

W dyskutowanych poprzednio przykladach wszystkie sily (poza Przykladem 1.2) zalezaly
tylko od polozenia i nie zalezaly od czasu. Niezalezno$é¢ od czasu prawych stron dyskutowanych
rownan ma liczne implikacje matematyczne. Oto jedna z nich:

Uwaga 2.1. Jezeli sita F w (1.4) nie zalezy od czasu ani od predkosci % to wraz z x(t) funkcja
x(—t) jest rozwiazaniem (1.4). Istotnie, dla y(¢) = x(—t) widzimy, ze y(t) = (—1)%(—t) oraz
V(t) = X(—t). Zatem

Wynika stad, ze (pomijajac malo istotny wplyw pozostalych planet) wraz z ruchem pla-
nety po orbicie wokot Stofica, mozliwy jest ruch po tej samej orbicie w odwrotnym kierunku,
ktory mozemy otrzymac niejako odwracajac bieg czasu. Ten ”odwrécony” porzadek mozemy
zrealizowa¢ w normalnym $wiecie, zmieniajac np. warunki poczatkowe w chwili 0 z (xg,Xp) na
(X(), *X.()).

2.2. Sily potencjalne.

W elementarnym kursie fizyki definiuje sie prace AL stalej sity AF na prostoliniowej drodze
S przy zaltozeniu, ze sila jest réwnolegta do tej drogi i zgodnie z nig skierowana wzorem:

AL = AF-AS (2.1)

gdzie AS oznacza dlugo$¢ drogi. Zatem prace stalego pola F' okre$lonego na odcinku [a, b]
prostej zanurzonej w R™ mozemy przyjac¢ jako

Matematyczne metody mechaniki (©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.



2.2.  Sity potencjalne. 11

b—
AL = ( - ‘)]b—a\ (AF,b—a) (2.2)
gdzie < -,- > jest iloczynem skalarnym w R™, |b — a| jest dlugoscia odcinka [a, b], natomiast
< AF, B a| > jest dlugoscia rzutu wektora AF na o§ wyznaczong przez [a, b].

Wz6r (2.2) jest krokiem wstepnym do okreslenia pracy f,y Fdvy gtadkiego pola wektorowego
F, wzdhuz gladkiej krzywej . Przypomnimy znany z kursu Analizy II sens tego symbolu.

Niech 7 : [a, 8] — RP® bedzie krzywa klasy C', (tj. krzywa majaca ciagla pochodna na
[a, B]). Dla skonczonego podziatu

pra=t; <ty,.<t,=0 (2.3)

odcinka [a, B] utwérzmy sume catkowa:

Y(t(iv1)) — ()
S, F < F(y > |y(tip1) — (s 2.4
-3 P attarn) ] 7 D) 70 ey
ktorej kazdy skladnik jest postaci (2.2). Nastepnie dla normalnego ciagu podzialéw {py}
rozpatrzmy granice:

Jim S(pr, 7y, F) (2.5)

(Ciag podzialéw {pk}zoz)l nazywamy normalnym, jezeli najwigksza z réznic |t;y1 — t;| miedzy
kolejnymi punktami tworzacymi k-ty podzial, dazy do zera przy k — 00.)

Korzystajac z rézniczkowalnosci F' oraz -y, pokazuje sie, ze dla dostatecznie drobnego po-
dziatu p réznica

[S(p, 7, F) — (TLZ1<F('Y(75¢))’ )

) @] Ity — i) (2.6)

moze by¢ tak mata, jak chcemy.
Cze$¢ druga (odjemnik) powyzszej réznicy jest suma catkowa dla funkeji h(t) = (F(y(t)),5(t))-
Wynika stad, ze sumy (2.4) maja dla kazdego normalnego ciagu podzialu granice réwna

/ h(t / Fdy (2.7)

Tak wprowadzona catka moglaby zaleze¢ od parametryzacji krzywej v. Dowodzi sie, ze tak
jednak nie jest.W dalszym ciagu wykorzystamy dwie nastepujace jej wlasnosci, ktore przyjmie-
my bez dowodu:

Stwierdzenie 2.1. JezZeli v jest kawalkami gladkq krzywaq, bedgcg sumg dwdch rozlgcznych
cze$ci y1 1 y2, wtedy dla dowolnego kawatkami gladkiego pola wektorowego F' zachodzi:

¥ 7! 72

Jezeli —v oznacza krzywq v przebiegang w przeciwnym kierunku to

L Fd(—) = — [y Fdy. (2.9)

Odpowiedz na ponizsze pytanie ma podstawowe znaczenie dla tego wykladu.
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Problem 2.1. Dane jest gladkie pole wektorowe F' okreslone na 2 C R". Kiedy dla kazdej
pary krzywych 1 i 79 lezacych w i laczacych te same punkty zachodzi réwnosé

71 Y2

O sytuacji opisanej wzorem (2.10) powiemy krétko, ze praca pola nie zalezy od drogi catko-
wania. Zanim ustosunkujemy si¢ do Problemu 2.1, rozpatrzmy proste zadanie:

Cwiczenie 2.1. Na zboczu rozleglej géry znajduja sie dwa domy (zob. rysunek ponizej). Lacza
je dwie drogi. Pokazaé, ze (nie uwzgledniajac sit tarcia) czlowiek ciagnacy woézek z adunkiem
z domu A do domu B po kazdej z tych drog wykonuje taka sama prace, ktorej wielkosé zalezy
tylko od réznicy wysokosci polozenia doméw.

et
T

Rozwigzanie.

Zacznijmy od uscislenia sformulowan. Posuwajac sie pod goére pokonujemy opdr sity z jaka
Ziemia przyciaga wozek a dokladniej opér rzutu tej sity na os styczng do drogi w jej aktualnym
miejscu. Checemy robié¢ to mozliwie ekonomicznie, nie rozpedzajac niepotrzebnie wézka (pordw-
naj poczatek nastepnego wyktadu). W rezultacie, (co jest teoretyczna idealizacja), bedziemy
zakladaé¢, ze sila, ktorg dzialamy jest przeciwna do wyzej wymienionego rzutu sity ciezkosci.
Analogiczne zatozenie nalezy przyjaé w tej czedci drogi, kiedy posuwamy sie w dét. WprowadzZmy
uktad wspoélrzednych prostokatnych, ktérego trzecia o$ jest skierowana pionowo do gory. Sila,
ktora popycha wozek, kiedy jedzie z gory lub ktéra trzeba przezwyciezy¢, ciagnac go pod gore,
jest sktadowa styczna do drogi sily (0,0 -mgyg). Poréwnaj Przyktad (1.2), gdzie m, jest masa
grawitacyjng wozka a g przyspieszeniem ziemskim. Rozpatrzmy i-ty wyraz sumy catkowej (2.4),
ktory (po uproszczeniu) jest réwny:

(F(y(t:)) 2t 1) = (1)) = —mgghi,

gdzie h; jest réznica pozioméw punktéw y(t(i41)) 1 (ti). Zatem catka od A do B po kazdej z
tych drég jest réwna —mgyh gdzie h jest réznicg pozioméw doméw B i A. Mozemy teraz podac
odpowiedz na postawione pytanie:
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Twierdzenie 2.1. Dane jest gladkie pole wektorowe F, okreslone na otwartym pod-
zbiorze €2 C R®. Nastepujgce warunki sqg rownowazne:
1. Praca pola F jest niezalezna od drogi catkowania w €.
2. Praca pola F wzdluz dowolnej krzywej zamknietej w €2 wynosi 0.
3. Istnieje funkcja gltadka U : Q@ — R taka, Ze:
ou  oU ou

F = (F,F,..F,) = (7 ov 9y

0o Oz %) = —gradU. (2.11)

Uwaga 2.2. 7 matematycznego punktu widzenia mozna oczywiscie zamiast poprzedniej formuty,
zmieniajac U na —U, napisa¢ warunek:

F = gradU (2.12)

Poniewaz (jak w naszym przykladzie), chcemy aby ruch wywotany sita pochodzaca od poten-
cjatu odbywal sie w kierunku jego mniejszych wartosci, przyjmiemy znak ’-’ przed gradientem.
Dowdd. (Szkic)

Réwnowaznosé (1) < (2) jest oczywista. Naszkicujemy dowody implikacji (1) = (3) oraz
3) = (1)

Dowdéd implikacji (1) = (3). Poniewaz wszystkie prace danej sity F po mozliwych gladkich
krzywych taczacych dwa ustalone punkty xi,z9 sa z zalozenia réwne, bedziemy oznaczaé je
[+2 F. Wybierzmy punkt x i niech

Chcemy pokazaé, ze dla kazdego 1 < i < n zachodzi:

o
8561'

Niech e; bedzie wersorem i-tej osi i napiszmy iloraz réznicowy:

U(x + Ate;) — U(x) 1 , /(errAtei) /:Jc 1 /(x+Atei)
= F-| F)=— F
At e el W= A,

Obierajac droge taczaca x z x + A - te; w postaci v : [0,1] 5t — z+tA - te; € 2 otrzymamy
A(t) = At - ej, a zatem zgodnie z (2.7)

Fi=-

(z+Ate;) 1 1
/ F= / < F(4(t)), Ate; > dt = At/ Fi(w 4+t - Ate;)dt.
T 0 0

0

W rezultacie, korzystajac z twierdzenia o wartosci Sredniej dla calek, otrzymamy (gdzie
(0<O(Az)<1))

o
8.%'1
Dowdd implikacji (3) = (1).
Niech v = (71, Y2, ...7») bedzie ustalong krzywa laczaca x1 z xo. Korzystajac z (2.7) otrzy-
mamy:

(z) = limai—oFi(x + O(AL) - Ate;) = Fi(x)
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LF;fwmwwwmw@»wmmm%mMﬁ

t1

- /: (; SZ (v(t)) - %(t))dt =— : %U(*y(t))dt = U(21) — Ulas)

(Podobnie, jak w zadaniu 2.3) O

Przyktad 2.1. Wskazemy (bez sprawdzania) potencjaly odpowiadajace sitom dyskutowanym
w przyktadach 1.1 - 1.6 z poprzedniego wykladu. Wyniki ujmiemy w nastepujacym zestawieniu

Przyktad sita potencjatl
1.1 f(@) = —gmy U(z) = gmga
1.2 Sita zalezy takze od predkosci i nie jest potencjalna
1.3 f(ﬂc>=—(:ﬁ]\gf)g2 U(x):_ffgj‘ig
1.4 f(z) = -’z Ux) = a22x2
1.5 f(¢) = mggsing U(¢) = mggcos ¢
16 F(x) = —a?x Ul = 5

Przyktad 2.2. Skonczone uktady punktéw materialnych oddziatywujacych wzajemnie sita gra-
witacji sa potencjalne. Dla wigkszej przejrzystosci przeprowadzimy rozumowanie dla ukladu
trzech punktéw o masach mi, mg, m3. Sytuacja ogélna rézni sie tylko wieksza komplikacja za-
pisu.

Zgodnie z punktem (4) ze Wstepu w Wykladzie 1 potraktujemy nasz uktad jako punkt x
w R? = R? x R? x R?. Wtedy x = (21,72, 23) gdzie z; € R? jest polozeniem i-tego punktu.
Podobnie F = Fy, F5, F3

jest sila dzialajaca na x, ktérej potencjal chcemy wyznaczy¢, natomiast F; jest wtedy sita
dzialajaca na i—ty punkt. Zgodnie z (1.9)otrzymamy

X2 — X1 X3 — X1
F1—77’L2m173+m3m173
|x2 — X1 (Jx3 — x1])

X1 — X Xg3 — X

|x1 — x2] |x3 — x2]

X1 — X X9 — X

F3 = m1m371 33 + mams 2 33

|x1 — x3] [x2 — x3]

Twierdzimy, ze ta sila jest potencjalna w R?. Istotnie zauwazmy, ze w R3 funkcja
1 2 2 2\—2
Uz) = = (21 + a3 +23) 2

ma —gradient réwny
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d U(x) 1( 2z 2z 2z3
—gra x)= - , )
? 2\ (e + af + a2 (e + 3+ )72 (af + a3 + 32

Zatem —grad U = % Zauwazmy tez, ze dla ustalonego wektora r

x
r—x
—grad U(T — I‘) = —m
Wiynika stad, ze sila F jest w RY -gradientem funkcji
mims mims mims3
U(X17X27X3) = _( )
x2 —x1|  |x3—x1| [x3— X2

).



3. Energia mechaniczna

3.1. Energia kinetyczna i energia catkowita.

Odwréémy sytuacje omawiana w Cwiczeniu 2.1. Niech droga 71 teraz bedzie torem sanecz-
kowym, biegnacym z punktu B do punktu A. Wyobrazmy sobie, ze sanki ruszaja z punktu B z
predkoscia 0. W kolejnych chwilach ich energia potencjalna zwiazana z aktualna pozycja maleje
i jednoczesnie pojawia sie, zalezna od predkosci sanek i ich masy, energia ruchu czyli energia
kinetyczna. Dowodem na jej istnienie sg skutki ewentualnego zderzenia sanek z przedmiotem
pozostajacym na torze ich ruchu. Latwo zauwazy¢, ze energia kinetyczna nie zalezy od polozenia
sanek ani od kierunku i zwrotu ich predkosci. (Tor zbudowany identycznie, ale znajdujacy sie w
innym miejscu i inaczej zorientowany, spowodowalby takie same skutki zderzenia). Nietrudno
tez ustali¢, ze energia kinetyczna jest proporcjonalna do masy poruszajacego sie ciata. Oznaczmy
energie kinetyczna litera T'. Bardziej precyzyjne pomiary np. skutkéw iloSciowych zderzenia a
takze wzgledy matematyczne, powoduja, ze jako miare energii kinetycznej przyjmujemy wyra-
zenie:

. m,. . 1 -
T(z) = 5(9}@) = ime. (3.1)

Zdefiniujemy nastepnie catkowita energie mechaniczng ciata jako

E(z,%) = T(z) + U(z). (3.2)

Faktem o podstawowym znaczeniu (a takze pokazujacym trafno$é definicji T') jest

Twierdzenie 3.1. Dla ruchu pod wplywem sity potencjalnej energia catkowita jest
stata w trakcie ruchu.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze jezeli t — (t) jest krzywa ruchu, tj. rozwiazaniem réwnania

mA(t) = (— gradU)(y(t))

to
9 B60,40) = 0 (33
Istotnie,
2 [3m0,4(0) +U(0)] =

= om[GOA0) + G0 50] + 3 2 (31)) ) =
=1 """

(mA (), 4(2)) + {gradU (v(£)),4(1)) = (mp(t) + gradU (v(t)),3(1)) = 0.

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Cwiczenie 3.1. Pokazaé, ze energia calkowita sanek zjezdzajacych torem od punktu B do A
pozostaje stala w trakcie ruchu.
my =mg =1m

Dowdd. Niech m oznacza mase sanek oraz niech t — ~y(t) bedzie ”historia” naszego $lizgu od B
do A. Zauwazmy, ze:

T(3(12) - TG0) = [ 5 TGNt =
2 d 1m t2

= G(t), 4(8))dt = / m((t), (b)) dt.

t dt 2 t1
Poniewaz nasz tor ruchu jest zmieniony w stosunku do toru ruchu pod wplywem sity F' =
(0,0,—mg) = —grad U (poréwnaj Cwiczenie 2.1), musi dziataé¢ jaka$ dodatkowa sita H za-
ginajaca ten tor tak, ze myy(t) = F + H. Site H = m#% — F nazywamy sila reakcji wiezéw.
Zalozymy, ze dla kazdego punktu toru sita H w tym punkcie jest prostopadia do krzywej ~
a wiec, ze (Hvy(t),¥(t)) = 0 dla kazdego t. Wtedy (poréwnaj dowéd implikacji (3) = (1) w
Twierdzeniu 2.1.

[ o, atende = [ R G) + How). A =

1 1

= / (F (1), ¥(B)dt = = [U(v(t2)) = U(v(t)) | = U(x(t1)) = U((t2))-

1

Otrzymujemy w rezultacie zwiazek

T(y(t2)) = T(¥(t1)) = U(v(t1)) — U(y(t2))
czyli

U(y(t2)) + T(3(t2)) = U(v(tr)) + T (v(t1))-

Zwroémy uwage, ze krzywa ruchu nie jest identyczna z torem ruchu swobodnego, wiec Cwi-
czenie 3.1 nie wynika bezposrednio z Twierdzenia (3.1). Omoéwienie sytuacji, kiedy punkt ma-
terialny jest zmuszony do pozostawania na powierzchni wiekszego wymiaru (jak w przypadku
np. kulki metalowej znajdujacej si¢ w sferycznym naczyniu w polu grawitacyjnym), odlozymy
do momentu wprowadzenia wariacyjnego opisu ruchu. O

3.2. Przestrzen konfiguracyjna i przestrzen fazowa oraz calki pierwsze
uktadéw mechanicznych.

Przedyskutujemy teraz niektére skutki zaobserwowanej w Twierdzeniu (3.1) niezmienniczo-

Sci energii catkowitej. Rozwazmy ogélny uktad potencjalny. Jego ruch opisany jest uktadem
rownan Newtona.

mi = —grad U(zx) (3.4)

Kazde jego rozwiazanie jest zwiazane wzajemnie jednoznacznie z warunkami poczatkowymi.
Te z kolei wyznaczaja warto$¢ Ey energii catkowitej w chwili poczatkowej. Warunek statosci
energii majacy postac
mi* 4+ U(x) = Ey

prowadzi do réwnania



18 3. Energia mechaniczna

E - U(x(t)

B(t) = + —

(3.5)
wyznaczajacego mozliwe ewolucje naszego ukladu mechanicznego przy danym poziomie Ey ener-
gii catkowitej. Réwnanie (3.5) jest pierwszego rzedu i na ogol tatwiej je rozwiazaé niz oryginalny
uktad (3.4).

Okazuje sie, ze poza potencjalnoscig wystepujacych sit, mozna podaé wiele innych warun-
kéw ”symetrii” implikujacych pojawienie si¢ innych, niz energia catkowita funkcji zaleznych od
predkosci i potozen, ktére pozostaja stale w trakcie ruchu. Funkcje takie nazywa sie catkams
pierwszyms ruchu. Nazwa ta jest motywowana analogia teorioliczbowa.

Warunek ich stalosci prowadzi, podobnie jak w przypadku energii catkowitej, do uproszcze-
nia réwnan ruchu. Dla uzyskania przejrzystoéci dalszych rozwazan wprowadzimy nastepujace
uzupelnienia naszego modelu matematycznego.

Definicja 3.1. Rozwazmy uklad mechaniczny M. Zbiér wszystkich potencjalnie mozliwych
potozen chwilowych tego uktadu nazwiemy przestrzenia konfiguracyjna uktadu i bedziemy ozna-
czaé¢ (M) (lub K, jezeli wiadomo, o jakim ukladzie mowa).

Komentarz Poprawne matematycznie podejécie wymagatoby w tym momencie zatozenia u
czytelnika znajomoéci pojecia rozmaitosci rézniczkowej a nastepnie pojecia wiazki stycznej do
takiej rozmaitosci. Poniewaz prezentowany kurs nie zalezy w istotny sposéb od tych pojeé , a
rozpatrywane przykitady moga stuzy¢ jako ich ilustracja i nie wymagaja ogdlnej teorii, zdecy-
dowalismy sie jedynie zasygnalizowaé czytelnikowi potrzebe jej poznania, starajac sie w miare
mozliwoéci unikaé¢ komplikacji geometrycznych.

Przyktad 3.1. (a) Niech M; lub sklada sie z punktu materialnego o masie m potlaczonego
sztywnym niewazkim pretem o dtugoéci | z nieruchomym punktem 0 € R3. Wtedy k(M) jest
sferg dwuwymiarowa w R o érodku 0 i promieniu [

(b) Niech My sklada si¢ z dwoéch punktéw poruszajacych sie swobodnie w R3, ale zwiaza-
nych ze soba sztywnym, niewazkim pretem o dlugosci I. Wtedy przyjmujac dowolnie potozenie
pierwszego punktu o wspolrzednych (x1,z2,x3) dostajemy warunek na wspélrzedne drugiego
punktu (y1,y2,y3) w formie:

(z1—1)” + (w2 — 1) + (w3 —y3)* = 1. (3.6)

Dostajemy wiec K (Ms) jako pieciowymiarowa podrozmaitosé w ¢ R® opisang warunkiem (3.6)
(c)Przestrzen konfiguracyjna uktadu n- punktéw jest réwna R3™.

Definicja 3.2. Wymiarem ukladu M nazwiemy wymiar jego przestrzeni konfiguracyjne;j.

Definicja 3.3. Przestrzenia fazows ukladu mechanicznego M nazwiemy zbioér wszystkich po-
tencjalnie mozliwych par, sktadajacych si¢ z potozenia chwilowego i odpowiadajacej temu po-
lozeniu predkosci chwilowej. Przestrzen fazowa uktadu M bedziemy oznaczaé F(M).

Komentarz Przestrzen fazowa F(M) ma strukture wiazki stycznej, ktérej baza jest prze-
strzen konfiguracyjna IC(M).

Przyklad 3.2. Dla ukladéw M7, My i M3 z Przykladéw 3.1 jako ich przestrzenie fazowe
otrzymamy odpowiednio: wiazke styczna do S2, wiazke styczna do K(Ms) i wigzke styczna do
R3n

Definicja 3.4. Niech dany bedzie uktad mechaniczny M. Wraz z krzywa ruchu R 5 ¢t — ~(t) €
K(M) rozwazaé bedziemy jej kanoniczne rozszerzenie do przestrzeni fazowej, ktére oznaczaé
bedziemy 7 (dla kazdego t 7(t) lezy w przestrzeni stycznej do (K(M)) w punkcie v(¢)). Funkcje
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(skalarng lub wektorowa) P : F(M) — R* nazwiemy calka pierwsza M, jezeli funkcja zlozona
Py jest stala.

Poza uktadami opisujacymi ruch kilku punktéw w R>"*, rozwazaé¢ bedziemy fikcyjne uklady
kilku punktéw w RF. Ma to sens formalny, a rozwazanie takich ukladéw (na ogét dla k < 3)
umozliwia lepsze zrozumienie ukltadow fizycznych, usuwajac, czesto nieistotne, trudnoéci ra-
chunkowe, wystepujace w wickszym wymiarze.

3.3. Uktady 1-wymiarowe i ich obrazy fazowe.

Wykorzystujac prawo zachowania energii catkowitej, przeprowadzimy dyskusje uktadu 1-wymiarowego
z zadanym potencjalem U. Rozwazmy okreslony dla x1 < x < z2 potencjal, ktérego wykres
przedstawia rys.3.1.

Uls.

m
/‘
N

™ g
//

N
<

(

Rys 3.4

Warunek statosci energii catkowitej ' = %’L)Q + U(x), (gdzie U = U(z) a V oznacza predkosé

w punkcie x) wyznacza krzywe - poziomice tej energii. Krzywe takie odpowiadajace wartosciom
FEy, ..., Eg podaje rysunek 3.2. Sg one opisane wzorem
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v

Z rysunku 3.2 mozna odczytaé¢ wiele wtasnosci ruchu przy danym potencjale i zadanej war-
tosci energii catkowitej.



4. Symetrie i catki pierwsze

4.1. Ped i moment pedu

Oméwimy teraz kilka typowych przyktadéw symetrii w uktadach mechanicznych. Przez
symetrie rozumiemy tu dodatkowe warunki, jakie spelniajg sily wystepujace w rozwazanym
uktadzie mechanicznym.

Pierwszym takim warunkiem zaobserwowanym w poprzednim wyktadzie (dla uktadu jedno-
punktowego) jest potencjalno$é wystepujacej sity. Konsekwencja tej symetrii jest pojawienie sie
calki pierwszej - energii catkowitej rozpatrywanego punktu.

W dalszym tekscie wygodnie bedzie traktowaé uklad n-punktéw w R? jako jeden punkt w
R3" . Jak zauwazylismy w Wykladzie 3 przestrzen fazowa F takiego ukltadu, ktéra jest wigzka
styczna do R®" mozemy utozsamiaé z
R x R* t.j. F = R

Punkt przestrzeni F ma wtedy wspotrzedne

(1, ...y, V1, ... Up) (4.1)
gdzie x; € R? jest potozeniem i—tego punktu a v; € R? jest jego predkoscia.
Definicja 4.1. (a) Niech ruch punktu materialnego o masie M opisany bedzie krzywa gladka
R >t — z(t) € R3. Pedem tego punktu w chwili ¢ nazwiemy mi(t) € R3.
(b) Niech ruch uktadu M n—punktéw o masach mj, ..., m, opisany bedzie krzywa w prze-
strzeni fazowej F(M) = R3" x R3" :
Rt — ((x1(t), ...xn(t), £1(¢), ...21(t)) 3 F(M)

Pedem tego uktadu w chwili ¢ nazwiemy wektor

n
Zmle(t) S R3 (4.2)
i=1
(c) Dla punktu materialnego (a) jego momentem pedu w chwili ¢ nazwiemy wektor
[w(t), mi ()] € R?

gdzie [a, b] oznacza iloczyn wektorowy wektoréw a,b € R3.
(d) Dla uktadu M z punktu (b) momentem pedu tego ukladu w chwili ¢ nazwiemy wektor

z”: [2i(t),mia(t)] € R? (4.3)
i=1

Uwaga 4.1. (a) Zar6éwno w przypadku pedu jak i momentu pedu mamy do czynienia z naste-
pujaca sytuacja. Na przestrzeni fazowej F (M) sa okreslone funkcje

P : F(M) — R3 zwana pedem oraz

P : F(M) — R3 zwana momentem pedu
takie, ze formuly (4.2) i (4.3) otrzymamy jako superpozycje odpowiednio P o5 i M o 4.

(b) Mozna rozwazaé takze moment pedu wzgledem ustalonego punktu xy € R™, dany for-
mulag R 3t — [z(t) — zo, mi(t)] z podobna zmiang formuty (4.3).

Matematyczne metody mechaniki (©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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2. Uktlady izolowane

Niech dany bedzie uklad n-punktéw. Site F; dziatajacg na j—ty punkt mozna zapisa¢ w

postaci
n
Fj=) Fy
i=1

gdzie Fj; dla i # j jest silg z jaka i—ty punkt oddziatywuje na j—ty, natomiast Fj; jest silg
dzialajacg na j—ty punkt z zewnatrz. Bedziemy przy tym zaktadaé, ze sita Fj; jest réwnolegta
do wektora x; — x;, gdzie x; € R3 jest polozeniem i—tego punktu.

Otrzymujemy zatem opis dzialajacych sit w formie macierzy

n

F= (Fi]')i,jzl (4.4)
gdzie sile dzialajaca na punkt j—ty otrzymujemy jako sume sit wystepujacych w j—tej kolumnie.
Definicja 4.2. Uktad n-punktéw nazwiemy izolowanym, jezeli macierz F' jest antysymetryczna,
tj. jezeli Fj; = —Fj;. Warunek ten zawiera dwa wazne warunki czeSciowe. Po pierwsze sila

zewnetrzna FM dzialajaca na j—ty punkt jest zerowa.
Po drugie suma wszystkich sit dziatajacych na punkty tworzace uktad jest zerowa, tj

Y Fi=0 (4.5)

Twierdzenie 4.1. Dla ukladéw izolowanych ped ukiadu P oraz moment pedu ukiadu
M sq catkami pierwszymi ruchu.

Dowdd. Niech
() = (@1(t), .oy @n(t), £1(t), oy T (1))

bedzie krzywa ruchu w przestrzeni fazowej F rozwazanego uktadu.
Mamy pokazaé, ze

P o ’Y Z mzl‘z oraz (M ° ’Y) (t) = Z [wi(t)v m;&; (t)]7

gdzie m; jest masa 1—tego punktu, sa catkami pierwszymi.
Na mocy warunku (4.5) mamy

n n

j (PoA)(t (Zm]x] ) = myi;(t) =Y Fj(x1,..an) =0

j=1 j=1

Podobnie wykorzystujac (4.5) oraz wlasnoéé [w,w] = 0 dla w € R? otrzymamy

n n

= ([5(0), my; (O] + [250),mis (1)) = D [ (2), Ey(wr, )] =

j=1 j=1
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n

n n
=D [z, X Fyj(ar,an)] = Y [ (0) Fy(an, .xn)]
j=1 i=1 ij=1
Wykorzystujac antysymetrie macierzy sit F' mozemy ostatnia sume zapisaé¢ jako sume po
wszystkich parach (7,7)(4,4) podwéjnych indekséw, gdzie drugi podwojny indeks otrzymujemy
przez transpozycje pierwszego. Pokazemy, ze wynik sumowania w kazdej takiej parze daje zero,
t.j., ze

[xi(t)Fji(xl, :cn)] + [l’j(lf)ﬂj(l’l, Jin)] =0 (46)

Istotnie, z wlasnoéci iloczynu wektorowego wynika, ze w obydwu sktadnikach sumy w (4.6)
mozemy zastapi¢ odpowiednio z; przez x; + A((x1 — x2) oraz x; przez x; + pu((x1 — x2) (jest
tak, bo F;||(z1 — z2)). Zatem dobierajac A = 1 oraz i = —3 dostaniemy ten sam wektor w, i
z warunku F;; = —F}; wynika wlasnosé¢ (4.6).

Dla uktadu M sktadajacego si¢ z N punktéw o potozeniach z; € R oraz masach m; okreslmy
srodek masy zg tego ukladu za pomoca wzoru

1 n
To = 47 lzz:l m;T; (4.7)

n
gdzie M = Z m;. O
i=1

Stwierdzenie 4.1. Dla ukiadu n—punktow polozenie jego $rodka masy zmienia sie tak, jak
polozenie punktu w R® o masie M na ktéry dziala sita F = 3" | F;.

n n

Dowdd. Mio="> mi; =» F; O
i=1 i=1

Whniosek 4.1. Dla ukladu izolowanego jego $rodek masy porusza sie ruchem jednostajnym pro-

stolintowym.

Dowdd. Na mocy (4.5) mamy wtedy Mo = 0. O

4.3. Uktady potencjalne

Niech M bedzie ukladem n—punktéw o maasach mg,...,m,, ktérego przestrzen fazowa
F(M) ma wspdlrzedne (4.1). Niech na punkty ukladu dzialaja sily zewnetrzne oraz sity od-
dzialywania wzajemnego opisane przez macierz (4.4).

Definicja 4.3. Powiemy, ze ukltad M jest potencjalny, jezeli istnieje funkcja U : F(M) — R
zalezna tylko od zmiennych z1, ...z, taka, ze (traktujac M jako punkt przestrzeni R3") sita
dziatajaca na ten punkt ma postaé

F(z1,..xp) = —grad U (x1,...zy). (4.8)

Wtedy sita F; dzialajaca na j—ty punkt jest opisana jako j—ta (wektorowa) wspolrzedna
sity F) tj
F(zy,..xn) = (Fi(21, ..p), Fa(z1, ..tp), .o, Fp (21, ..2p)) (4.9)

Definicja 4.4. Energia kinetyczng ukltadu M nazwiemy funkcje T : F(M) — R opisang we
wspOlrzednych (4.1) formula
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n 2
T(x1,...Tn, V1, ...0y) = Z m;vz (4.10)
i=1

Niech na przestrzeni fazowej uktadu M dana bedzie sila (4.9)(niekoniecznie potencjalna).
Niech
YRt — (21(t), 22(t),s ooy 20 (t), 1(2), ..., B (1)) € F(M) (4.11)

gdzie
m,xl(t) = FZ‘((l'l(t), xn(t)) 1= 1, 2, ..n.

Stwierdzenie 4.2. Przyrost energii kinetycznej wzdluz krzywej ruchu (7?) jest réwny pracy
sity (4.9) wzdluz tej krzywej t.j. dla ta > t1

n to

T(5(t2) ~T((1) = 3 [ (Fxlaa(t), oaa(t)), i())dr.

Dowdad.

i=1"" i=1""
O
Whniosek 4.2. Jezeli sila F' jest potencjalna, to energia catkowita ukladu
E(z1,..xp,v1,..00) = T(v1,..0n) + U(21, ...5)
jest calkq pierwszq ruchu.
Dowod. Zauwazmy, ze w przypadku sily potencjalnej mamy
“ ) " oU . d
Z(FZ-(:cl(t), (1)), Ti(t)) = Z 3 -(z1(t), (b)) - a(t) = &U(arl(t),...xn)(t))
i=1 i=1 9T
zatem (poréwnaj dowdd Stwierdzenia (4.3)).
: : ted . : :
T(35(1) ~ T( ) = [~ UG @dt =Ul3(e2) - U(3(0)
1
skad wynika, ze
T(y(t1)) + U(9(t1)) = T(¥(t2)) + U(¥(t2))
O

Stwierdzenie 4.3. Niech M bedzie ukladem izolowanym z macierzq dzialajgcych sit o postaci
(4.4). Jezeli sila Fyj zalezy tylko od odleglosci oddziatywujgcych punktow, t.j.
] (4.12)

Fij(l‘l, xn) = fw(|xz — $J‘)m
? J

gdzie f;j : R — R jest ciggla oraz fij = fji, to uktad M jest potencjalny.
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Dowdd. Niech g;;(t) = flt fij(s)ds bedzie funkcja pierwotna funkcji f;; i niech Gyj(x1,...xn) =
gij(|xi — 33]‘) gdzie dla
w = (wy, w2, ws3) > R3. przyjmiemy

lw| = \/w} + w} + w3

Poniewaz dla w = (wy, we, ws), v = ((v1,v2,v3) zachodzi

w; — Uy 0 V; — Wy
ol = ; = 4.13
Owi‘w vl |w — v ov;  |w— (4.13)
to
0 jezeli k # i oraz k # j
T — T
0 (g —xi]) - ———L  jezeli k =i
7(;1](:617:1:”): fzj(| K j|) ‘xl_x]| J
8xk :L'j — Xy e 1. .
fis(lwi —x5]) - Jezelik =
i — ]
a zatem
U(.Il, mn) == Z Gij($1, l’n)
g
jest potencjalem naszego ukltadu. O

4.4. Zagadnienie dwoéch cial.

Przez zagadnienie n-ciatl bedziemy rozumieli problem rozwiazania réwnan opisujacych ewolu-
cje izolowanego i potencjalnego ukltadu n-punktéw materialnych. Zagadnienie to odegrato duza
role w rozwoju mechaniki. Pokazano, ze dla n > 3 nie istnieje mozliwo$¢ ”rozplatania” uktadu
réwnan opisujacych ruch i podania rozwiazania ’explicite’(rozwiazanie w kwadraturach). Dla
dwoéch punktéow rozwiazanie takie istnieje. Istotnie, dla uktadu dwdch cial o masach m; mg
uklad réwnan opisujacy jego ewolucje ma zgodnie z Stwierdzeniem (4.3) postaé

{ miii(t) = =g gra(ei(t) — z2(t)))

mais(t) = — 52 gra(|1(t) — 2a(t)]) (4.14)

gdzie g : R — R jest rézniczkowalna.

Twierdzenie 4.2. Zmiana x1 — w2 przy zagadnieniu dwéch cial z potencjatem Uy 2

. . . . . . Mm1ma

odbywa sie tak, jak zmiana potoZenia ruchu pojedynczego punktu o masie n
my + mo

R3 pod wplywem potencjatu V(x) = g1 2(|z|).

Dowdd. Mnozac pierwsze z réwnan (4.4.1) przez mo a drugie przez m; i odejmujac stronami
otrzymamy (poréwnaj (4.13))

. 0
myma(x1—x2) = mzafxlgl,z(lxl — x2]) — ml@gl,z(lxl —x2|) =

T O | . ek TP P . k- S
ar T o — Par T ey —
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dg1,2 T1 — T2
= —(m1 +ma) == (|21 — 22]) P——
A zatem dla r = 21 — x9 otrzymamy
myp-me . dgl,2(| ) T 0 (Iz])
— =i =- r))—=—— x|).
(mq 4+ mg) dt || 9z
Niech xg = % bedzie $rodkiem masy naszego uktadu oraz niech x = x1 — x2. Wtedy
ma
T =20+ 77”1 +m2$
mi
To=x9g— ————=
2 0 m1 + ms

a zatem, zgodnie z wnioskiem 4.2.4 otrzymamy z((t) + xo + vot i dla wyznaczenia x1 oraz xs
wystarczy znalezé x(t) , tj podaé opis ruchu punktu w R® pod wplywem danego potencjatu
o postaci U(z) = f(|z|). Zagadnienie to posiada rozwiazanie, ktére podamy w nastepnym
wyktadzie. O



5. Symetria sferyczna w R3

5.1. Pola centralne

Definicja 5.1. Polem centralnym w R? nazwiemy pole wektorowe F na R™\{0} o postaci

F(a) = f(l«))

s (5.1)

|z]

gdzie f : RT — R jest funkcja ciagla a || = < z,2 >2. Pole (5.1) jest zawsze potencjalne
z potencjalem V(x) = g(|z|) gdzie g jest funkcja pierwotna f. (Poréwnaj dowdd Swierdzenia
4.3.).

Definicja 5.2. Grupa ortogonalna O(n, R) nazwiemy grupe przeksztalcen liniowych, scharak-
teryzowanych warunkiem: A € O(n,R) wtedy i tylko wtedy, kiedy

(A(z), A(y)) = (z,y) dla z,y € R" (5.2)

Warunek ten jest rownowazny warunkowi podajacemu opis macierzy przeksztatcen liniowych
tworzacych O(n,R) : A € O(n,R) wtedy i tylko wtedy, kiedy macierz [A] tego przeksztalcenia
wzgledem dowolnej bazy ortonormalnej speinia warunek

(5.3)

gdzie [A]t oznacza maciez transponowang do [A].

Stwierdzenie 5.1. Pole centralne (5.1) jest niezmiennicze dla naturalnego dziatania w R™\{0}
grupy przeksztaleeri ortogonalnych O(n,R). Oznacza to, Ze dla kazdego
A € O(n,R) oraz dla kazdego x € R™ {0} zachodzi

F(A(x)) = (dz A)(F()) (5-4)

Dowdd. Dla przeksztalcenia liniowego B jego rézniczka w dowolnym punkcie jest rowna B.
Zatem z (5.1) dla A € O(n,R) oraz x € R™ wynika

Aw) _ faD

F(A(2))) = f(|A()]) A~ | (z) = A(F(2)) = (dzA) (F(2))

Wykorzystalismy tu réwno$é |A(z)| = |z| wynikajaca z (5.2). O
Stwierdzenie 5.2. Dla pola centralnego w R3® moment pedu M jest calkq pierwszq.

Dowéd. Niech R > t — x(t) € R3\{0} bedzie ruchem punktu o masie m pod dziataniem
centralnej sity F. Niech [-,-] oznacza iloczyn wektorowy w R3. Wtedy

d d . . . ..
M () = 2 a(0), mi ()] = [5(6), ma(0)] + [2(), mi(0)] = [o(2), F(a()] = 0

bo wektor F(z(t)) jest proporcjonalny do z(t). O

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Whiosek 5.1. Ruch w polu centralnym w R? jest plaski. Dokladnie;:
(A) Jezeli [2(0),mz(0)] = M(0) # 0 to ruch odbywa sie w plaszczyznie.

N ={yeR’: (y,M(0)) =0}, (5.5)
ktorg tez mozna opisaé jako plaszczyzne rozpinang przez x(0) oraz (0).
(B) Jezeli M(0) =0 to ruch odbywa sie¢ po prostej zawierajacej 0 oraz z(0).

Dowdd. (A) Ze stalosci M (t) wynika, ze [x(t), mz(t)] = M(0). Zatem z(t) L M(0) dla kazdego
t. Ponadto x(0) i ©(0) naleza do N i nie sa wspétliniowe.
(B) Jezeli M(0) = M(t) =0 to &(t)||x(t) czyli

#(t) = a(t)z(t), (5.6)

gdzie funkcja a : R — R jest rézniczkowalna ( bo t — x(t)) jest dwukrotnie rézniczkowalna).
Niech b : R — R™ bedzie funkcja rézniczkowalna. Wtedy funkcja wektorowa y(t) = b(t)x(0)
spelnia warunek .

. b(t) d

i0) = Gt = Gin(0(e) ()

t
ktory dla by(t) = eJi als)ds przechodzi na (5.6). Z twierdzenia o jednoznaczno$ci mamy wiec

O]

Whiosek 5.2. Niech F bedzie polem centralnym w R3, a V' podprzestrzenig w R3, rozpietqg
przez dwie pierwsze oste wspolrzednych. Kazdg trajektorie ruchu w polu F' mozna uzyskaé jako
obraz pewnej trajektorii tego pola, lezgcej w V, za pomocg pewnego przeksztalcenia A € O(3R).

Dowdd. Niech
R>t— 7(t) e R3

bedzie krzywa ruchu dla pola F. Rozpatrzmy przypadek kiedy
M(0) = [7(0), m3(0)] £0.

Przypadek M (0) = 0 zostawimy jako zadanie czytelnikowi.
Niech A € O(3,R) bedzie takim przeksztalceniem ortogonalnym , ze

A((0,0,[M(0)])) = M (0).
Wtedy A(V) =N (N jak w (5.5)). Niech
zo=AT(10)  yo=AT(3(0)

i niech §(t) bedzie krzywa ruchu w polu F' wyznaczong przez warunki poczatkowe 6(0) = g
0 =yo. Wtedy 6(t) € V oraz v(t) = A(d(1)). O

Whiosek 5.3. Kazdy ruch w polu centralnym R3> jest izometrycznie réwnowasny pewnemu
ruchowi w polu centralnym w R2.

Dowdd. Kazde pole centralne w R? powstaje przez ograniczenie do przestrzeni V ~ R? pewnego
pola centralnego w R3 - i odwrotnie - kazde takie pole jest wyznaczone przez swoje ograniczenie
do V. O
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5.2. Ruch w polu centralnym w R?2

Zaczniemy od sformulowania analogii Stwierdzenia 5.2 dla ruchu w centralnym polu w R?2.
Dla uproszczenia, w dalszej czesci tego punktu przyjmiemy, ze m = 1. Zanurzajac R? jako
przestrzen V w R? rozwazmy ruch z(t) = (1(t), z2(t),0) w R3. Wtedy

[2(t), &(t)] = (0,0, 21 (t)d2(t) — za(t)dr(t)).
Zatem funkcja
M(t) = z1(t)a2(t) — 22(t)@1(¢) (5.7)
jest (skalarng) calka pierwsza ruchu w polu centralnym w R2. Nadamy tej funkcji sens geome-
tryczny, przechodzac do wspoétrzednych biegunowych r, . Wtedy

21(t) = r(t) cos (1)
xo(t) = r(t) sinp(t)

a zatem
i1(8) = #(t) cos p(t) — r(t) sin p(t) - $(t)

Zo(t) = 7(t) sinp(t) + r(t) cos p(t) - ¢(t)
i otrzymamy
M (t) = r(t) cos p(t) (#(t) sin p(t) + 7(t) cos p(t) - 4(t)) —
—r(t) sin p(t) (7(t) cos p(t) — r(t) sinp(t) - p(t)) = r*(t)p(t)
Widzimy, ze wyrazenie (5.7) przyjmie we wspélrzednych biegunowych postaé

M(t) = M(r(t), o(t)) = *(t) - 9(2). (5.8)

Stwierdzenie 5.3. Dia ruchu w polu centralnym w R? opisanym za pomocq wspdlrzednych
biegunowych zachodzi

M(t) = 2%];@) (5.9)
gdzie .
P =~ [ r2)p)dt (5.10)

= 5 "

oznacza pole sektora ograniczonego promieniami p(t1), p(t) oraz krzywg ruchu r(t) = r(p(t)).
dpP

Wielkosé E(t) nazywamy predkoscig polowg.

Dowdd. Poniewaz w przypadku kota o promieniu r pole wycinka kotowego opartego na tuku o

kacie srodkowym A wynosi

A
AP =mr2. 2F = RN
27 2
to pole sektora krzywoliniowego ograniczonego promieniami o1 i ¢ oraz krzywa r(¢) otrzymamy
jako
1 [
=3/,

Zakladamy, ze funkcja ¢ — r(p) jest ciagla na przedziale [¢1, ¢]. Jezeli zaréwno 7 jak ¢ sa
funkcjami ¢ i przy tym ¢ jest monotoniczna, P(p) przechodzi na (5.10) i wtedy

dP(t)

r2(t)p(t) = 2—

P(¢) 1 (p)dep (5.11)
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Whiosek 5.4. Ruch w polu centralnym w R3 odbywa sie w plaszczyénie w taki sposéb, Ze jego
predkosé polowa wzgledem centrum jest stala.

Reguta ta zostata doswiadczalnie wykryta przez Keplera dla ruchu Marsa wokot Stonca.

5.3. Caltkowanie réwnan ruchu w polu centralnym w R?

Poniewaz sita w polu centralnym w kazdym punkcie jest skierowana radialnie, wygodnie
bedzie opisywaé ruch, rozkladajac w kazdej chwili wystepujace wektory wzgledem zmienne-
go ukladu ortogonalnego e,,e, w taki sposéb ,ze dla punktu o wspoirzednych biegunowych
r(t), (t) stosowany w chwli t uklad bedzie mial postacé:

er(t) = (cosp(t), sinp(t))

ep(t) = (—sinp(t), cosp(t))
Ostrzezenie
Obserwowana poprzez liczenie pochodnych zmiana w czasie dotyczy uktadu nieruchomego i
te pochodne dopiero po ich policzeniu rozkladamy wzgledem zmieniajacej sie w czasie bazy.
Zaczniemy od obliczenia pochodnych funkcji ¢ — e,(t) i ¢ — ey (t) i przedstawieniu ich w
uktadzie ruchomym. I tak

ér(t) = (= sinp()p(t) cos p(t )s@(t)) = cp(t)ew(t)
{ éo(t) = (= cospuyp(t), —sinp(t)p(t) = —p(t)er(t) (5.12)

(W dalszym ciggu dla wiekszej przejrzystosci dlugich wzorow zrezygnujemy z pisania explicite
arqgumentu t. Zatem napiszemy ¢ zamiast p(t), podobnie ¢ zamiast p(t) i tak dalej.)
Piszac x(t) = r(t)e,(t) i stosujac (5.12) otrzymamy

T =Trer +reép =1re +re,
i = i, + e, + e, +rge, —rgtey = (i = i%)e + (2 + r@)e,

Poniewaz F'(x) = f(r)e,, otrzymamy stad dwa réwnania

o .9 _
Forg= 1) (5.13)
2ro+rp=0
Zauwazmy, ze zasada statosci predkosci polowej oznacza, ze
i(r%) =0 (5.14)
dt

czyli
r(2ro+19) =0
a zatem drugie z réwnan (5.13) jest réwnowazne warunkowi (5.14), ktory jest réwnowazny
réwnoéci mr2p = M. M jest stala zalezng od warunkéw poczatkowych, ktéra dla zwieztodci
nazwiemy momentem pedu. Zatem

M
= — 5.15
p=3 (5.15)
Wstawiajac (5.15) do pierwszego z réwnan (5.13) sprowadzamy je do postaci zawierajacej

tylko funkcje r(t) i jej pochodne:

M?
mr3

mit = f(r) + (5.16)

Podsumujemy nasze rozwazania tak:
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Stwierdzenie 5.4. Odleglosé od $rodka uktadu w ruchu centralnym w R? z momentem pedu
M i potencjatem V(x,y) = g(r) zmienia sie jak odleglos$é od zera w jednowymiarowym ruchu z
potencjalem

M?
= 1
U(r) = 9(0) + oy (5.17)
Dowdd. Istotnie, mozemy przepisaé¢ (5.16) w postaci
d M? d M?
—— L = 5.18
mi =~ Do)+ 20— gy 4 ) (5.15)
O

Stwierdzenie 5.5. Energia catkowita w ruchu dwuwymiarowym z ustalonym momentem pedu
M jest taka sama, jak dla ruchu jednowymiarowego z potencjatem (5.17).

Dowdéd. W ruchu z potencjatem (5.17) otrzymamy

mi? M?
By =——+g(r)+

(5.19)

2mr2

natomiast w ruchu dwuwymiarowym, kiedy = = re,, mamy & = re, +rpe, a wiec dla ¢ = —
mr

otrzymamy energie kinetyczng w postaci

r?M? omi? M?

m ):2

S+

T(i) = imi:Q

= m(i? +r?p?) =

m2rd 2mr2’

Aby podaé explicite rozwiazanie réwnan (5.13) postuzymy sie jeszcze jedna calka prosta,
jaka jest energia caltkowita (5.19). Z (5.19) wynika, ze przy ustalonych energii catkowitej E oraz

momencie pedu M mamy )
dr\2 2 M
(di;) - E(E —9(r) = 2mr2>

skad

ty—t = (5.20)

T2 d
tf e
R (B - g(r) - 5)
Chcac znalezé postaé op(t) zauwazmy, ze ze zwiazku ¢r? = M wynika, ze ¢ jest ustalonego
znaku a wiec ¢ jest monotoniczna funkcja t1 i ma funkcje odwrotna t(y). Wobec tego r(p) =
r(t(¢)) z zatem

i . .
o Z albo dﬁ = f
de ¢ dr 7
Podstawiajac tu ¢ = TMQ oraz i = /2 (E — U(r)) otrzymamy
de _ | M
dr r2\/2(E—U(r))
skad
79 M
Y2 —p1 == /

o2 [2(E - gr) - 22



6. Ruch w polu potencjatu grawitacyjnego w R?

6.1. Calkowanie roéwnan ruchu

Jak zauwazyliSmy w Przykladzie 1.2 sita z jaka Ziemia przyciaga male obiekty jest w przy-
blizeniu odwrotnie proporcjonalna do kwadratu ich odlegtosci od Srodka Ziemi. Wystepujacy
we wzorze iloczyn masy Ziemi i masy przycigganego przez nig obiektu zastapimy dodatnim
wspoélczynnikiem k. Sytuacja ruchu takiego obiektu w polu grawitacyjnym Ziemi odpowada
ruchowi w centralnym polu w R? z potencjatem

Zgodnie z rozwazaniami z poprzedniego wykladu, podczas ruchu ciala o (stalym) momencie
pedu M w centralnym polu w R3 odlegtosé¢ r ciata od centrum zmienia sie tak, jak w jednowy-
miarowym ruchu z potencjalem zredukowanym

k M?

W(r)=——+4+ —.

(r) r + 2r2

Wykres tego potencjalu ma postac:
W4
Wir)
L
Mo i 3 Tona
X Y
~ _,/I/'—— e
Rys. 6.4
Ze Stwierdzenia 5.5 wiemy, ze stata energia catkowita wynosi £ = m; . W(r) a wiec
7= z(E - W(r)) (6.1)
m

Z (6.1) wynika, ze dla jakiegokolwiek ruchu musi by¢ (7'“(75))2 > 0, a zatem E > W(r).
Ksztalt wykresu W (r) pokazuje, ze ostatni warunek przy E > 0 zachodzi dla r stanowiacych
p6to$ [Fmin, +00], natomiast F < 0 zachodzi dla r z przedziatem [rmin, Fmaz)-

Wyprzedzajac iloéciowy opis, ktéry nastapi, powiemy, ze dla £ > 0 mamy do czynienia z
sytuacja, kiedy nadlatujacy z kosmosu obiekt ma zbyt duzg energie zeby zostaé ”uwieziony” w
roli satelity, jego tor ulega tylko zakrzywieniu i odlatuje z powrotem w kosmos.

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Przypadkowi F < 0 odpowiada okresowy ruch po orbicie wokét centrum. W kazdej z dwoch
powyzszych sytuacji interesuja nas jedynie wartosci r, przy ktérych zachodzi (6.1), zatem otrzy-
mamy wtedy

=+ %(E —W(r) (6.2)

” ma zastosowanie,

przy czym znak 7 4 7 dotyczy czesci trajektorii, kiedy 7 > 0 a znak ” -
kiedy r maleje, czyli obiekt zbliza sie¢ do centrum. Jak pokazaliémy (6.2) daje po rozwiazaniu

zaleznosé pomiedzy katem ¢ a promieniem r we wspéirzednych biegunowych w postaci
Mdr
ro 12 \/2 B4k A2

Zwrdémy uwage, ze powyzszy wzor odpowiada przyJQtym dla r i dla ¢ jednostkomi. Zmienia-
jac je np. tylko dla ¢ mozemy zlikwidowaé¢ czynnik liczbowy, pojawiajacy sie po prawej stronie
réwnosci (6.3).

Oznaczajac funkcje pierwotng funkcji podcatkowej w (6.3) przez F mozemy tez przyjaé po =
F(rg), co doprowadzi do wzoru ¢ = £F(r). Aby znalezé te funkcje pierwotna przeksztalcimy
funkcje podcatkows do postaci:

P — o =+Vm (6.3)

B(r)

C (6.4)
1 - (A(r)
gdzie B(r) = L A(r) a C jest stala ujemna.
Poniewaz (arccoss) = — \/1177 otrzymamy w rezultacie
¢ = +C arccos A(r) (6.5)

Sprowadzimy funkcje podcatkowa do postaci jak w (6.4).Zauwazmy, ze

2E+2k—MQ:[—(M—k)2+(2E+k2)] —

r 72 r M M?
k2 Mk 2
- (2E+Mz)[1—< - )
(2E + &)
zatem przyjmujac
Mk
A(r) = —= Mk2
2E+ 5p
otrzymamy
M 1
A(r) = — = = = B(1)

2
V2E+ BT
i dla uzyskania (6.4) a wiec i (6.5) wystarczy przyja¢ C = —/2F + A]}—Qg
W postepowaniu powyzszym jest luka polegajaca na braku informacji,
2
ze 2F + 2 > 0, co uniemozliwia napisanie potrzebnych formut. Jezeli £ > 0 sprawa jest

oczywista. Jezeli E < 0, to z (6.1) wynika, ze

a wiec 2Er2 +2kr — M? > 0. W przypadku E < 0 ostatnia nieréwnoéé moze zajéé jedynie,2 kiedy
wyréznik A = 4k? + 8EM? jest nieujemny, co jest réwnowazne z warunkiem, ze 2F + % > 0.
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6.2. Geometryczny opis trajektorii.

Przeskalowujac ¢ mozemy uzyska¢ opis trajektorii ruchu w postaci zwiazku

M

r

V2B + &5

Przeksztalcajac réwnoczesnie licznik i mianownik argumentu funkcji arccos

==
—~~
o
=2
~

+ ¢ = arccos

M k k M? k? k  [2EM?
——=—(—-1 2F — — = |—|{/——+1
c o Gy T o iz =l e
i upraszczajac, otrzymamy
(% -1
+¢ = arccos ]‘””72 (6.7)
2B 11
Uproszczenie \M| zar v przypadku ujemnej wartosci — zmienia znak argumentu arccos.

Poniewaz arccos(—a) = 7 — arccos a, uzyskujemy (6.7) po nastepnym przeskalowaniu i zmianie
zwrotu na osi .
Wprowadzmy oznaczenia

M2_ 2EM? B
T—p oraz 7—{—1—6

otrzymamy
E_1
+ ¢ = arccos * (6.8)
e
skad, z uwagi na parzysto$é funkcji cos
E_1
cosp =T (6.9)
e
lub inaczej
p
= 6.10
" 1+ecosyp ( )

2EM?
Zauwazmy ( poréwnaj wyjasnienie konczace punkt 6.1), ze 1/ 12 +1>0idlaFE >0

otrzymamy e > 1 natomiast dla F < 0 jest e < 1.

Stwierdzenie 6.1. Zbior punktow plaszczyzny, ktérych wspolrzedne r, o spelniajq zwigzek (6.10)
moze byé rowniez zdefiniowany nastepujgcym warunkiem geometrycznym.

Warunek.
Stosunek odlegtodci punktu od zera do odlegtosci punktu od prostej = £ (prosta te nazywamy
kierownica) jest staly i wynosi e.

Dowdd. Dla punktu a na plaszczyznie jego odlegloéé od zera wynosi r natomiast odlegtosé od

kierownicy wynonosi — — r cos ¢, zatem nasz warunek brzmi:
r

r
—————— =¢€
B_ Y
c—rcosyp

co po latwych przeksztalceniach prowadzi do (6.10). O
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Specjalne polozenie krzywej opisanej réwnaniem (6.10) w stosunku do kartezjanskiego ukla-
du wspotrzednych, jest zwiazane z dokonanym (implicite) obrotem ukladu wspélrzednych, ktéry
nastapil przy afinicznym przeksztalcaniu kata ¢ wykonanym przy catkowaniu funkcji (6.6).

Dalsza cze$é naszych rozwazan dotyczy geometrycznej definicji stozkowych i jest z koniecz-
nosci nieco szkicowa. Jej celem jest pokazanie w przypadku elips réwnowaznosci nastepujacej
dalej definicji geometrycznej (6.7), opisu (6.10) i opisu za pomoca réwnania osiowego dla elips.

Rozwazmy stozek S w przestrzeni R? z wierzchotkiem W i osia s (zob. rys 6.2 (A).

»
z 2

T

7

Rys 6.2

Przekrojmy stozek S plaszczyzna L. Niech 6 bedzie potowa kata rozwarcia stozka a ¢ katem,
jaki tworzy plaszczyzna L z osia stozka s.

Definicja 6.1. Krzywa przeciecia stozka z plaszczyzng nazwiemy
(a) elipsa, jezeli 0 < ¢
(b) parabola, jezeli 6 = ¢
(¢) hiperbola, jezeli 8 > .

Stwierdzenie 6.2. Niech A = LN S bedzie elipsq w sensie Definicji 6.1, wyznaczong przez
plaszezyzne L. Istniejg na plaszczyinie L punkt Fy i prosta k takie, Ze dla dowolnego P € A

zachodzi
|P — F1|  cos®

p(Pk) — cosp

gdzie 0 i ¢ sq kqgtami, jok w Definicji 6.1 a p (P, k) jest odlegloscig punktu P od prostej k.

Dowdd. Okredlimy najpierw punkt Fy i prosta k. Niech Ky i Ko beda kulami stycznymi do
stozka i do plaszczyzny L (zob. rys. 6.2 (B)). Jako punkt F; przyjmiemy punkt K3 N L a
jako prosta k przeciecie L z plaszczyzng W zawierajaca K1 NS i prostopadla do osi stozka s.
PoprowadZmy plaszczyzne R (plaszczyzna rysunku 6.2(C))przez o$ stozka S i dowolny ustalony
punkt P, lezacy na elipsie £ N S. Niech q bedzie tworzaca stozka, przechodzaca przez P i niech
M = gN W. Niech wreszcie D bedzie punktem na kierownicy k najblizszym P. Wtedy rzuty
prostopadte odcinkéw PD i PM na o$ stozka sg takie same. Istotnie, D i M lezg na plaszczyznie
prostopadtej do osi. Poza tym PD tworzy z osia s kat ¢ a odcinek PM kat 6 a dlugosci odcinkéw
PFy i PM sa réwne. Zatem

|PFy|  |PM| sy cost

|PD|  |PD| - cos
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O]

Stwierdzenie 6.3. Dla danej prostej k i danego punktu F' na plaszczyinie zbior punktow zde-
finiowany warunkiem {P : % = e < 1} jest izometryczny z elipsq w sensie Definicji 6.1.

Dowdd. (Szkic ).
Prowadzac przez F prosta prostopadla do k mozemy znalezé na niej punkt @ tak, ze #g:g‘ =

e < 1 (D jest przecigciem k z prosta prostopadla). Nastepnie rozpatrujac przecigcie stozka

plaszczyzna zawierajaca o$ stozka oraz punkty stycznosci kul K1 i Ko z £ oraz rozpatrujac
cosf

rodzine plaszczyzn réwnoleglych, dla ktérych = e , znajdujemy elipse, o ktérej nalezy

cos
pokazac, ze jest izometryczna z nasza elipsa. O

6.3. Prawa Keplera

Okoto 1609 roku J. Kepler sformutowat trzy prawa dotyczace ruchu planet wokét Stonca.
Podamy ich wspdlczesne sformulowanie.

1. Planety kraza wokdt Stonca po elipsach, w ktérych ognisku znajduje sie Stonce.

II. W ruchu kazdej planety predko$é¢ polowa w plaszczyznie ruchu pozostaje stata.

III. Dla dowolnych dwoéch planet stosunek drugiej potegi ich okreséw obiegu jest réwny
stosunkowi trzecich poteg dtugosci ich dtugich pélosi.

Prawo pierwsze pokazaliSmy w poprzednim punkcie.

Prawo drugie jest prawdziwe dla dowolnego ruchu w polu centralnym.

Pokazemy, ze zachodzi trzecie prawo Keplera.

Dowéd trzeciego prawa Keplera.

Nietrudne, lecz klopotliwe rachunki pozwalaja przekonaé sie, ze krzywa opisana w uktadzie
w ukladzie kartezjanskim ze $rodkiem w punkcie (723, 0)

. 7 . . p
biegunowym réwnaniem r = = o5

jest przedstawiona réwnaniem

%; + z—j =1, gdzie a = {£5,b = \/1{7 sa dlugodciami wielkiej i matej pélosi.
Niech T bedzie okresem obiegu po takiej eliptycznej orbicie. Ze stalosci predkosci polowej
ds 1
S(t) mamy T- =3 T - |M| = mab i podstawiajac tu wartosci na a i b otrzymamy:
2
T |M|=2r—2
(1)t
2EM?
Podstawiajac tu p = % i e=1/1+ 2 otrzymamy
|M|* k2 5 oo k T M|, kN3
T\M|=2r . = —|M s =—-—(=—=]". 6.11
M =2 (qemre) =AM gpp = e veles) O

Zauwazmy teraz, ze
p M k2 k

“T1-e2T Tk 2E|ME 2[E

wobec tego otrzymujemy
T =

|9

<



7. Rachunek wariacyjny, r6wnania Eulera.

7.1. Wprowadzenie

Przedmiotem rachunku wariacyjnego sa warunki ekstremalnosci funkcji (tradycyjnie nazy-
wanych funkcjonatami), ktérych dziedzing sa rodziny obiektéw geometrycznych (np. krzywe,
powierzchnie) a wartosci naleza do RF. Styk prezentowanej w tym wykladzie tematyki z ra-
chunkiem wariacyjnym jest ograniczony do specjalnej sytuacji, ktora charakteryzuja ponizsze
zalozenia:

(A) Dziedzing badanego funkcjonatu F' jest rodzina W krzywych o wartosciach w R™, okre-
Slonych na wspélnym przedziale [t1,t2] C R i majacych wspélny poczatek i wspdlny koniec.
Wszystkie krzywe z W sa ustalonej klasy gtadkosci.

(B) Rozwazane funkcjonaly maja postaé

to
F@) = [ L5, Ot (1)
1
gdziey € W a L : R" x R® x R — R jest klasy C2.
(C) Rozwazanym problemem jest charakteryzacja punktéw stacjonarnych funkcjonatu F) tj.
takich vo € W, ze

dyyF =0 (7.2)

(zob. Uwaga 7.1).

Uzycie okreslenia funkcjonat dla funkcji F' mialo zapewne na celu utatwienie wystowien, bo
argumentami F' sa takze funkcje. Konwencje te podjeta tez powstata pdzniej analiza funkcjo-
nalna.

Uwaga 7.1. Warunek (7.2) wymaga komentarza: dziedzina W funkcjonaltu (7.1) jest podprze-
strzeniq afiniczng przestrzeni liniowej X, skladajacej sie z  wszystkich krzywych tej samej co
dla W klasy gtadkosci, okreslonych na [tq,ts]. Istotnie, kazda krzywa v € W mozna jedno-
znacznie przedstawi¢ w formie v = ~y + 9, gdzie g jest ustalong krzywg z W a § € Y, gdzie
Y ={y € X : v(t1) = ~(t2) = 0} jest podprzestrzenia liniowa X. Elementy Y bedziemy
nazywali wariacjami. Wracajac do (7.2) ustalajac vy mozemy krzywe W zapisa¢ w postaci
v =0 + 9. Zatem F(v) = F(v + 6). Wprowadzajac ®(5) = F(yo + 6) — F(y0) gdzie teraz &
jest funkcjonalem na Y, redukujemy pytanie o stacjonarno$¢ vy dla F' do pytania, czy do® = 0.

Czesé¢ rachunku wariacyjnego dotyczaca zalozen A, B,C' przypomina wiec fragment kla-
sycznej analizy, dotyczacy warunku koniecznego istnienia ekstremum. Sytuacja w rachunku
wariacyjnym rézni sie¢ tym, ze dziedzina badanej funkcji jest nieskonczenie wymiarowa. Za to
same funkcje - ”funkcjonaly” - sa bardzo specjalnej postaci. Schemat uwarunkowany zatozenia-
mi A, B, C jest krokiem wstepnym, poza ktéry w zasadzie nie wyjdziemy. Jedynym wyjatkiem
jest uogdlnienie warunku A do takiego, w ktérym W jest zbiorem krzywych przyjmujacych
swoje wartoéci w podrozmaitosciach M C R3. Ta sytuacja pojawia sie przy badaniu uktadéw z
wiezami.

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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7.2. Przyklady zagadnien wariacyjnych.

Niech W bedzie rodzing krzywych klasy C! okreslonych na [0,1] i przyjmujacych wartosci
w R2. Zalézmy, ze wszystkie nasze krzywe zaczynaja sie¢ w punkcie (0, 1) a konicza w (1,0).
Rozpatrzmy na R? stale pole wektorowe

F(z,y) = (0,—1). (7.3)

Problem 7.1. Wsréd krzywych rodziny W wskazaé taka, zeby ruch po niej bez tarcia i pod
wplywem pola F, zaczynajacy sie od predkosci zero trwal mozliwie jak najkrocej. Problem
ten jest nazywany zagadnieniem krzywej najszybszego spadku (‘brachistochrony) z greckiego
brachistos- najkrotszy, chronos - czas.

Uwaga 7.2. Poniewaz chodzi nam raczej o wprowadzenie do metod rachunku wariacyjnego niz
o rozstrzygniecie ogdlnego pytania, ograniczymy sie do krzywych, ktérych zbiorem wartosci sa
punkty o postaci (z, f(z)) dla x € [0, 1] gdzie funkcja f jest klasy C', malejaca oraz f(0) =1 1i
f(1) =0. Zatem
v(t) = f(x(t)). (7.4)
Zalozymy ponadto, ze z(0) = 0, (0) = 01 @(¢) > 0 dla t > 0. Dowdd, ze przy rozwiazy-
waniu Problemu 7.1 mozna si¢ ograniczy¢ do krzywych o postaci (7.4) i rosnacych funkeji (),
pozostawimy czytelnikowi.

Dyskusja wstepna.

Zauwazmy, ze sila (7.3) spelnia warunek F(x,y) = —grad U(z,y) przy
U(z,y) = y. Zaczniemy od wyprowadzenia wzoru na czas potrzebny do przebycia ustalonej
krzywej. Bez zalozenia, ze f jest malejaca, formuta ta moglaby da¢ nieskonczony czas na
przejécie, co skomplikowaloby formalnie nasze wywody. Zgodnie z Cwiczeniem 3.1, w ruchu
bez tarcia po zadanej krzywej pod wplywem pola potencjalnego, jest zachowywana energia
catkowita ' =T + U, gdzie T jest energia kinetyczna o postaci

T(3(0) = 5 70
(przyjmujemy, ze masa poruszajacego si¢ punktu wynosi 1). Poniewaz dla krzywej (7.4) zachodzi
§(0) = (60, T (a(t) - i(1) (75)
otrzymamy:
B(t) = 3201+ (L) (@t)] + Fla(t) (7.6)
Z uwagi na to, ze ©(0) = 0, musi by¢ E(t) = E(0) = f(1) = 1 zatem
#0114+ (99 @0)] = 20~ fat)

a poniewaz & (t) > 0 otrzymamy

dv _ ( 2(1 — f(x)) )é
dt M () (@)
Poniewaz chcemy znalezé czas przebycia krzywej, napiszmy dla x # 0

at _ <1+ (f’(rc))2>5
i =\ 20— s
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skad F(y) = t(1) otrzymamy w formie

1+ f’ z))”
f/ ST (7.7)

Tak wiec otrzymalismy funkcjonal (7.1) z funkcj@ L:R xR — R o postaci

L(v,%) = \1[ 1+ﬁ

gdzie role zmiennej ¢ pelni zmienna x przebiegajaca przedzial [0,1]. Drugie zadanie ”zagadnienie
krzywej tancuchowej” ma charakter statyczny. Przyjmijmy, ze w R? jest dane pole wektorowe
we F(z,y) = (0,—1) i ze w kazdym interesujacym nas punkcie sila dzialajaca na mase m
wynosi m - F(z,y). Wtedy energia potencjalna punktu o masie m jest U(z,y) = my. W polu
tym zawieszamy idealnie gietka line (tanicuch) o stalej liniowej gestosci masy 1 1 dlugosci [ > 2.
Punktami zawieszenia liny beda (—1,0) i (1,0).

Zaltozenie

Przyjmiemy jako zalozenie, ze zwisajaca lina przyjmuje ksztalt, przy ktérym suma (calka)
energii potencjalnych wszystkich jej punktow zwana dalej ”potencjalem sumarycznym” jest
mozliwie najmniejsza.

Problem 7.2. Opisa¢ krzywsa zwisu liny.

Dyskusja wstepna.

Podobnie, jak poprzednio (por. Uwaga 7.2), przyjmiemy, ze krzywa zwisu liny opisana jest
jako wykres funkcji g nalezacej do zbioru W funkcji rézniczkowalnych o ciaglej pochodnej na
przedziale [-1,1] i przyjmujacych wartosé 0 na koncach przedziatu.

7 przedstawionych powyzej zalozen wynika, ze odcinek ds liny znajdujacy sie na wysokosci
g(z) ma energie potencjalng réwna g(x) - ds, gdzie

ds = \/(dz)2 + (dy)? = 1+ (¢/(2))*.

Zatem, ”potencjal sumaryczny” ma postac:

Vi) = [ o) 1+ () &

-1
Tego typu funkcja V nie bylaby oczywiscie ograniczona z dotu na W gdyby nie dodatkowy
warunek, ze dlugosé liny wynosi [. Warunek ten ma postaé¢ ®(g) = I, gdzie

= /11 V1+ (g’(a:))de. (7.9)

Naszym zadaniem jest wiec znalezienie punktéw krytycznych funkcjonatlu V' na poziomicy
N={geW: :0(y) =1}

Podobnie, jak przy badaniu ekstreméw warunkowych w analizie, rozwigzemy ten problem me-
toda mnoznikéw Lagrange’a.
Polega ona na rozpatrzeniu rodziny funkcjonaléw F), o postaci

Fx(g9) =V(g) + A\2(g)

gdzie parametr A € R Dla kazdego z tych funkcjonatéw szukamy punktéw krytycznych lezacych
na N. Wyjasnienie tego jest nastepujace:
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Jezeli dgy F = 0 dla go € N, to z uwagi na fakt, ze rézniczka dg,®, ograniczona do przestrzeni
stycznej w go do IV jest zerowa, warunek dg [ = 0 pociaga, ze dg,V = 0 na tejze przestrzeni
stycznej. Jednoczesnie wiasciwy dobdér A umozliwia uzyskanie warunku dg,F\ = 0 takze na
przestrzeni prostopadtej do N w punkcie gg.

Podsumowujac: pierwszym krokiem do rozwiazania Problemu 7.2 jest znalezienie nalezacych
do N punktéw krytycznych funkcjonaléw

1 2
B@) = [ @)+ N1+ (@) da (7.10)

Widzimy, wiec ze funkcjonaly Fy maja postaé¢ (7.1), gdzie Ly : R x R ma postaé

La(v.7) = (v + M1 +52% (7.11)

7.3. Punkty krytyczne i r6wnania Eulera

Bedziemy poszukiwaé warunkow, przy ktérych krzywa g jest punktem krytycznym funk-
cjonatu

to

F(y)= | L(y,7)dt (7.12)

t1

Piszac v = 9 + 6, redukujemy nasz problem do pytania czy funkcjonat

¢(6) = F(yo +9) — F(y) = /j2 [L(70 + 6,70 + &) — L(70, d0)] dt (7.13)

ma w punkcie 69 = 0 € Y punkt krytyczny. ( Y jest tutaj przestrzenia liniowg wariacji - zob.
Uwage 7.1.)
Wyposazmy Y w w strukture przestrzeni Banacha, wprowadzajac C'' norme:

10ller = §%cr, [0)l2 + {Sics, 012, (7.14)

gdzie | - |2 oznacza norme euklidesowa w R"™. Zamierzamy zapisaé¢ ®(d) w postaci

B(8) = do®(8) + R(6), (7.15)

gdzie do®(9) jest ciagla w normie (7.14) operacja liniowa, natomiast R spelnia warunek:

lim [ROO)[lcr
=0 iollen 0 (7.16)

Definicja 7.1. Powiemy, ze funkcjonal (7.12) jest rézniczkowalny w ~o(lub, ze (7.13) jest réz-
niczkowalny w 0), jezeli przestawienie (7.15) z warunkiem (7.16) jest mozliwe. Operacja liniowa
do® jest wtedy wyznaczona jednoznacznie i nazywa sie rézniczka ® w 0 (lub rézniczka F' w 7p).
Powiemy, ze 7o jest punktem krytycznym ® jezeli dy® = 0 (tj. do®(d) = 0 dla kazdego 9).
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Twierdzenie 7.1. Jezeli F jest postaci (7.12), gdzie funkcja L jest klasy C2, to dla
kazdego o istnieje d. F. Na to, aby krzywa v byta punktem krytycznym F potrzeba i
wystarcza, by spetniata ona uktad réwnan :

oL . d 0L
(7

oz, VO 10) — 355 (), 7(1)) =0 j=1,2,.n. (7.17)

Rownania powyzsze noszq nazwe rownan Eulera.

Dowdd. Ustalimy najpierw mozliwa postaé operacji dy¢, wystepujacej w formule (7.15).
Oznaczmy zmienne, od ktérych zalezy L jako x = (z1, ..., Zp, V1, ..., vp). Wtedy zgodnie ze
wzorem Taylora dla przyrostu Ax = (Axy, ..., Axy, Avy, ..., Avy,) zachodzi

L(z+ Az) — L(z) = Z (gf () Ax; + gf v - Avi) + Ry(Ax)
i=1 ¢ !

gdzie

|Ra(Az)|
|ACL‘|2
gdy |Ax|y dazy do zera, a | - |2 jest normg euklidesowa w R2. '
Podstawiajac x; = 7;(t),v1 = i(t) oraz Ax; = 0;(t), Av; = 6;(t) przy ustalonym ¢ i dla
i =1,2..,n oraz wycatkowujac po t otrzymamy, zgodnie z (7.13):

—0 (7.18)

26) = [ (X 5m(0:4(0) -0 + 5E (O A0+ [ Ralo.de)ar (719

t1

CzeS¢é pierwsza, po prawej stronie réwnosci (7.19) zalezy liniowo od §(¢) i przyjmujemy ja jako
do®. Takze odpowiednio przyjmujemy

t .
R(5) = / " Ro(8(1), 6(1))dt. (7.20)
t1
Mamy wtedy
- Su L . Su 8L .
0 (6)] < 32 $rcrr gm0 A0) + ety 9 (20,40  llles < MSlc,
=1 ?

gdzie M jest stala zalezng ®. Zatem do® jest ciaglym funkcjonatem liniowym. Pokazemy, ze
reszta R spelnia warunek (7.16). Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego ustalonego ¢

61(8)s s G (£), 310, 50 < VIR (1],
Wiec na mocy (7.14), (7.18) i (7.20) otrzymamy:

| R(S)] |Ra(8(1),6(t))]
H(sHC \/7 t1 ’51() 5n(t)751(t)a“'5n(t)|2

dt — 0,

przy ||6]|c;, — 0.
Przejdzmy do wyprowadzenia réwnan (7.17). Warunek dp® = 0 oznacza, ze dla kazdego § € Y
zachodzi:

0= do(8) = [ (3 SE (A0 + G (10,3 0)6(0) )
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Calkujac przez czesci drugie cztony skladnikéw sumy oraz uwzgledniajac, ze d;(t1) = d;(t2) =0
otrzymamy:

[ (2 w,50) ~ & 22 0 3@) o =0 721

=1 6%

Przyjmujac jako (t) kolejno krzywe o postaci (0,...,d;(t),0..0), gdzie §; moze by¢ dowolng
N

j—1
funkcja rézniczkowalna taka, ze z §;(t1) = 0;(t2) = 0, otrzymamy n niezaleznych warunkéw

/: (ngj( (£),7(t)) - i;f;(’y(t),"y(t))éj(t)dt = 0. (7.22)

i=1,2,..n. O

Nietrudne rozumowanie pokazuje, ze j—ty warunek (7.22) jest réwnowazny j—temu réwna-
niu Eulera. Odwrotnie: spelnienie réwnan Eulera daje rownania (7.22) a te przez wysumowanie
warunek (7.21), z ktérego wynika z kolei, ze dy® = 0.

Uwaga 7.3. Chcac uniknaé¢ wprowadzania zmiennych x1, ...z, oraz v1, ...v, zapisuje sie rownania,
utozsamiajac x; z 7y; oraz v; z %; w postaci (7.17).

7.4. Przyklady réwnan Eulera.

Na zakoficzenie napiszemy rownania Eulera dla zagadnienia brachistochrony i zagadnienia
krzywej lancuchowej.

Przyklad 7.1. Réwnanie Eulera dla zagadnienia brachistochomy.

Mamy znalez¢ funkcje f argumentu z , ktdry pelni role zmiennej ¢ w réwnianiach Eulera
(zobacz sformutowanie Twierdzenia 7.1). Bedziemy pisa¢ f zamiast v oraz f zamiast 4. Nasza
funkcja Lagrange’a ma zatem postac:

: 14+ 2.3
no.h = (725)"
Wtedy
AL, o L1142\, 1+ f?
Ff(f’f)_ﬁ(1_f) ((1—f)2>
oraz .
OL ., . 1+ f*\-z f
Kf(f’f) (1—f) 1-f
Réwnanie Eulera
OL d oL
of dwof

przyjmie wiec postaé

1<1+(§’;)2>—%,1+(§’;)22+ d [ 1+(§§)2)‘5. & 1:0 (7.23)

2V 1 f 1-f) dx

2
Przykltad 7.2. Réwnanie Eulera dla krzywej tancuchowej.
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Podobnie, jak poprzednio, role ¢ w réwnaniach Eulera pelni zmienna x, natomiast zamiast

d
1 napiszemy <y a zamiast v napiszemy ch = ¢. Funkcja Lagrange’a z mnoznikiem A ma postac:
x

La(g,9) = (g + A1+ g%

Wtedy
oLy _ /1 s ‘ Ly _gg+A)
Ay ’ 99 1+ g%

Zatem réwnania Eulera majg postac :

d92 g+>\)

(5 T = 0. (7.24)

Uwaga 7.4. Zaréwno réwnanie (7.23) jak (7.24) maja bardzo skomplikowang postaé i raczej
nie ma szans rozwiazac Problemow 11 2 na tej drodze. Znacznie prostsza metode podamy w
nastepnym wyktadzie.



8. Rownania Eulera - Lagrange’a

8.1. Calka pierwsza energii

Jak widzielidmy w punkcie 7.4 poprzedniego wyktadu, uktady réwnan Eulera sa na ogét zbyt
skomplikowane, aby umozliwi¢ doktadny opis poszukiwanych krzywych. Z pomoca przychodzi
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8.1. W przypadku, kiedy funkcja Lagrange’a L nie zalezy explicite od
czasu, funkcja o postaci

E(4) = L0nA) = Yook (1,9) 8.1)

j=1 J

jest stala na krzywych bedgcych rozwigzaniami ukladu réwnan Eulera (7.17). Funk-
cje (8.1) bedziemy nazywaé calkq energii.

d
Dowéd. W kazdym z réwnan (7.17) wykonajmy rézniczkowanie —. Poniewaz L zalezy od t za

dt
posrednictwem ~y oraz Y k = 1,2, ...,n, otrzymamy
oL “| 9 ;0L 0 /0L
—,7y) - =0 8.2
5, (1Y) ;;1[57 (a7 )(,4) - it g (a%)((v ) -5 ] (82)
Jj =1,2,..,n. Pomnézmy j—te réwnanie 8.2 przez 7; i dodajmy wszystkie réwnania stronami.
Otrzymamy
- 0 (0L 0 (0L
(== A (== =0 8.3
Z 3% j;l [8% (aﬁj)(%v) i+ 5 (6%)@ ) - %%] (8.3)
Oznaczmy
" 0L
My, 4) =) gy, (n I
j J

Wtedy, uzupelniajac kazdy ze skladnikéw pierwszej sumy w (8.3) o 87 L (y,%)-4;, i odejmujac
to samo wyrazenie w drugiej czesci, mozemy (8.3) zapisa¢ w postaci

;(gfjw,m ; gfjmm -3 2 M M+ 2 r5) 3] =0
czyli
4 (D13) ~ M(3.) = 0
co nalezalo wykazaé. 0

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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8.2. Zastosowanie calki energii

Zastosujemy Twierdzenie (8.1) do wyznaczania postaci krzywej najszybszego spadku oraz
krzywej lancuchowej.

8.2.1. Krzywa najszybszego spadku

W poprzednim wyktadzie, dla uproszczenia zapisu przyjeliémy, ze poczatek krzywej najszyb-
szego spadku znajduje sie w (0,1) a koniec w (1,0). czytelnik bez trudu zmodyfikuje otrzymane
rozumowanie na przypadek nieco ogdlniejszy - poczatek w (0,a) a koniec w (b,0).W nastepuja-
cym dalej wywodzie traktujmy ten ogdlniejszy przypadek. Zgodnie z (7.6) funkcja Lagrange’a
w zagadnieniu brachistochrony ma posta¢:

L) = (L)

zatem catka pierwsza 8.1 wynosi:

1

. 14+ 9% \2 72 1+9% \=3
Ey.9) = (2(a+—yy)> a 2(ay— y) (2(a+—yy)) (8.4)

d
Gdzie [0,0] 3 2 — y(z) € [0, a] jest szukana funkcja a § oznacza cTy Przyjmujac, ze E(y,y) =
x
1+ 92

9y \z
7) , otrzymamy:
y)

¢, 1 mnozac obie strony otrzymanego w ten sposéb réwnania przez (2 (
a [R—

1 _ 2
Mo+ (®5)

Wskazemy rozwiazania tego rownania. Sg one zwiazane ze znanymi z geometrii cykloidami.

Definicja 8.1. Cykloida to krzywa, jaka zakresla punkt okregu, toczacego sie po prostej.

Przyjmiemy, ze promien okregu wynosi r a predkos¢ katowa a > 0. Jezeli zalozymy, ze nasz
punkt w chwili zero znajduje sie w poczatku uktadu wspélrzednych oraz, ze okrag toczy sie w
kierunku dodatnim po o, to przyjmujac czas jako parametr, otrzymamy opis parametryczny
naszej cykloidy w postaci:

z = r(at — sin at) (8.6)

y =1r(1 — cosat)

Jej wykres wyglada nastepujaco.
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Rys. 8.2.1.

Rozwazmy krzywa powstajaca z cykloidy (8.6) przez odbicie jej wykresu w osi poziomej i
przesuniecie go o r w goére. Powstaje krzywa, ktérej wykres narysowany jest linig przerywang
na rys 8.2.1 i ktérej opis parametryczny ma postaé:

x =r(at —sinat)

8.7
Yy = rcosat (87)
1
Chcac obliczy¢ ——5- dla krzywej (8.7) zauwazmy, ze &(t) > 0
a—y)(1+(3)
d j(t
i wobec tego ﬁ(t) = th;
zatem
@(t) _yt)  —rasinat  —sinat
de’  &(t) ra—racost 1—cosat’
Wobec tego
1 _ 1 —cosat (8.8)

(a—y®) 1+ (2(1)  2(a—rcosat)

1
Widzimy wiec, ze stala wartosé %0 tego wyrazenia uzyskamy jedynie wtedy, kiedy r = a.
a
Przy tym, chcac uzyskaé¢ y(b) = 0 mozemy przyjaé Ty tj o = %
«
Podsumowujac: krzywa najszybszego spadku od punktu (0,a) do b,0) ma postaé (8.7) przy

™ .. . . . .
r=aoraza= i jest rozwiazaniem réwnania (8.5) ze stala ¢ = %"
a

8.2.2. Krzywa tancuchowa

Zgodnie z rozwazaniami z Wyktadu 7 dla A € R szukamy punktow krytycznych funkcjonatu

F\(g) = /1 (g(m) + )x) 1+ (%)2(56) dz

-1

1 dy 2
1 - =1. .
LI\/ +(52) @ =1 (8.9)
Mamy wiec funkcje Lagrange’a

Lx(g,9) = (g + M1+ 4

i zgodnie z Twierdzeniem 8.1 otrzymujemy warunek

przy warunku

Ex(9.9) = (g - N1+ )2 (g+A) PA+d) T =c

skad

2
ﬁ szg))? = (8.10)
dx
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Okazuje sie, ze rozwiazan tego réwnania mozna poszukiwac¢ wsréd funkeji o postaci g o () =
pcosh azx — . Istotnie, wtedy (g, + A)? = p? cosh? axr natomiast

1+ (df;;k

2
) = cosh? az — sinh? ax + p2a? sinh? .

Dobierajac u oraz « tak, aby pa = 1 otrzymamy (8.10) dla ¢ = p?. Istotnie:

2
(g#a(&“) + /\) _ pPceosh’ax
dgua(z) 2 coshlax U
(1 + @)

Musimy jeszcze zapewni¢ sobie spelnienie warunku (8.9 ), ktéry przyjmuje postaé
1
/ Veosh? ax dx =1
-1

czyli
2sinh «

a
Podsumowujac.
Krzywa zwisu tancucha o dlugosci 1 zawieszonego w punktach (-1, 0) oraz (1, 0) ma postaé:

1 1
y(z) = — coshax — — cosh a,
a a

gdzie « jest rozwigzaniem réwnania 2sinha — la = 0.

8.3. Rownania Eulera - Lagrange’a

Niech M bedzie ukladem n- punktéw materialnych o przestrzeni konfiguracyjnej K, poten-
cjale U : I — R i przestrzeni fazowej F. Niech v : R — K bedzie krzywa ruchu M taka, ze
v(t1) = x1 1 y(t2) = x2. Rozwazmy rodzine krzywych

W = {a . [tl,tg] — ]C N Oé(tl) = xl,a(tg) = xg}

oraz funkcjonal F' na W o postaci

Fla) = /tQ L{a(t), &(t))dt (8.11)

t1
gdzie L(gi, ..., Gn, V1, ..., Uy) jest funkcja gladka na przestrzeni F. Lagrange zauwazyl, ze jezeli
funkcja L ma postaé

n 0:2

L(q1, ---Gn, V1, ...0p) = Zmlé —Ulq,.--qn), (8.12)
i=1

to zagadnienie wariacyjne (8.11) ma dokladnie jedna ekstremale, bedaca krzywa ruchu M.

Funkcje (8.12) nazywa sie ”funkcja Lagrange’a” ukladu M, funkcjonal (8.11) z funkcja
Lagrange‘a (8.12) - dzialaniem. Spostrzezenie, ze przyroda wybiera ekstremale F' jako krzywa
realizujaca ruch - nazywa si¢ zasada najmniejszego dziatania.

Zweryfikujmy rachunkiem spostrzezenie Lagrange’a. Niech L ma postaé¢ 8.12. Wtedy lewe
strony réwnan Eulera

oL dOL

- 277 Nl
O0gq;  dt 0g; (8.13)
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maja forme:

m;v;

U _dfo g of) U _d
8qi dt 6111- -1 ! 2 N 8q¢ dt

a zatem rownania Fulera przyjma postaé réwnan Newtona

ou

Qi:—%

(8.14)

Uwaga 8.1. W sformulowaniu zagadnienia wariacyjnego (8.11) jako jego istotna cze$é¢ wyste-
puje wybor punktéw x; i x9. Na ogdl jednak nie mamy pewnosci, ze przez z géry wybrane
punkty przejdzie choéby jedna krzywa ruchu naszego uktadu. Dlatego zagadnienie wariacyjne
jest przez nas uzywane jedynie do wygenerowania innego opisu ekstremali za pomoca réwnan

Eulera-Lagrange’a, ktéry to opis nie zalezy od wyboru x1, x2
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Uwaga 8.2. Pozornie blahe spostrzezenie, ze réwnanie Newtona mozna otrzymac jako réwnanie
zwiazane z zasada wariacyjng 8.11 przy odpowiednio dobranej funkcji L ma liczne i wazne
konsekwencje. Oto kilka z nich.

1. Rownania Newtona opieraja si¢ na oczywistej i dlatego niezauwazalnej zasadzie, ze iloraz
roznicowy funkcji wektorowej jest wektorem, ktérego wspotrzedne sa ilorazami réznicowymi
odpowiednich wspélrzednych rozwazanych funkcji. Zasada ta zalamuje sie przy przejsciu
do wspélrzednych krzywoliniowych. Przyjecie jako punktu odniesienia zasady wariacyjnej
pozwala otrzymadé szukany ruch - ekstremale tej zasady - postugujac sie dowolnymi wspot-
rzednymi.

2. Idac dalej tym tropem mozemy zdefiniowac krzywe ruchu jako rozwiazania ukladu (8.13) z
odpowiednio dobrang funkcja Lagrange‘a w sytuacji, kiedy bezposrednie zastosowanie dru-
giej zasady mechaniki Newtona jest trudne lub niemozliwe.

3. Przykladem sytuacji z (2) sa uklady z wiezami, ktérych oméwienie przeniesiemy do na-
stepnego punktu (8.4) tego wykladu.

4. Réwnania Eulera - Lagrange’a, dzigki swej formie, wnosza do dyskusji o opisywanym przez
nas ruchu nowa informacje. Jezeli rozwazamy uktad n czastek, gdzie potozenie i—tej czastki
opisuje wektor ¢; = (¢i1, ¢i2, ¢i3) oraz j—ta wspolrzedna ¢;; wektora ¢; nie wystepuje explicite
w funkcji Lagrange’a (czyli potencjal U od niej nie zalezy), to odpowiednie réwnanie 8.13
przyjmuje postac:

d 0L

— =0 8.15

dt 8(]2] ( )
Oznacza to, ze wielkosé 887[1';’ zwana 4, j— tym pedem uogélnionym i oznaczana Pj;, jest catky
pierwsza ruchu.

5. Zauwazmy, ze dla funkcji Lagrange‘a o postaci
L(3,3) = TG) = Ul) = Y milt — U(3) (3.16)
i=1

funkcja (8.1) przyjmuje postaé
. . = oL . . . : :
B(,9) = LOnA) = o mige 4 = () = U(3) = 27(3) = =(T(3) + U ()
i=1 J

tj caltka energii (8.1) jest funkcja przeciwna do energii catkowitej. Uwaga ta daje jeszcze inny
dowdd prawa zachowania energii catkowitej (Twierdzenie 3.1).

8.4. Uklady z wiezami.

Rozwazmy podrozmaitoéc M zanurzona w R"™. Wyobrazmy sobie, ze traktowany przez nas
uktad mechaniczny jest realizowany przez punkt ¢ € R™ a okolicznosci zewnetrzne wymagaja,
aby w czasie ruchu pozostawal on na rozmaitoéci M. Te okolicznosci zewnetrzne nazywaja sie
wiezami holonomicznymi.

Przyktad 8.1. 1. Kulka pozostajaca wewnatrz pucharu o danym opisie analitycznym w polu
ziemskiej grawitacji.
2. Para punktow o danych masach zwigzana sztywno niewazkim pretem.
3. Ciato sztywne, czyli uktad skonczonej liczby punktow, ktérych wzajemne odlegtosci pozo-
staja state.
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Definicja 8.2. Niech M bedzie m wymiarows podrozmaitoécig w R>3" przestrzeni konfigura-
cyjnej punktéw r1,...r, o masach mq,...,my. Oznaczmy przez q = (q1,...gm) dowolne lokalne
wspotrzedne na rozmaitoéci M i niech U(ry,...r,) bedzie potencjatem okreslonym na R3". Po-
niewaz kazdy punkt na rozmaitoéci M wyznacza swoje tréjki wspotrzednych (71, ...,7,) w R3™,
to ewolucje uktadu z wiezami mozna opisaé¢ za pomoca ewolucji wspétrzednych qi(t), ...qm(t).
Ewolucja tych wspoétrzednych opisana jest ukltadem Eulera -Lagrange’a.

OL d OL
e @ BG 0 (8.17)
) 1 & ) .
L(g,q) = 5 > mir(¢,9) = U (r(a)) (8.18)
=1

a r(q) jest opisem parametrycznym, wyznaczonym przez wspolrzedne q.

Uwaga 8.3. Definicja 8.2 zawiera implicite fakt, ze otrzymane rozwigzanie nie zalezy od od
wyboru lokalnej parametryzacji (lokalnych wspdlrzednych) na M. Istotnie, funkcje (8.18) w
obszarze parametréw dla ustalonej parametryzacji otrzymamy, podstawiajac r; = 7(q1,..-qm)
oraz

Oy )

24, (q1, ---am) - 45

Fi(qs --Gms G1, ---Gm) =
j=1

w funkcji Lagrange’a

. . I,
L(r1, ...ty 71, ...Tn) = 52 miti — U (1, ...m)
i=1

dla ruchu pod wptywem potencjatu U w R3". Majac L(q,q) jak w (8.18) i wprowadzajac inne
wspolrzedne ¢ i wyliczajac podobne L(¢/, q ) uzyskujemy rézne przestawienia, zalezne od wy-
boru wspétrzednych dla tej samej funkcji Lagrange’a. Niezalezno$é¢ rozwigzan uktadu Eulera -
Lagrange’a od wybranej parametryzacji jest konsekwencja Uwagi 8.2 (a).



9. Metoda Hamiltona w optyce geometrycznej

W roku 1828 William Rowan Hamilton opublikowal fundamentalna prace nadajaca optyce
geometrycznej nowe nieoczekiwane sformulowanie zwiazane z geometria symplektyczna. Po-
przednio bieg promieni $wietlnych opisywany byl za pomoca réwnan Eulera, wynikajacych z
wariacyjnej zasady minimalizujacej ” dtugos¢ optyczna” przebywanej drogi. Dopiero 20 lat p6z-
niej zauwazy!l Hamilton, ze to samo postepowanie, wykorzystujace tym razem wariacyjna zasade
najmniejszego dzialania, umozliwia takze w mechanice uzyskanie nowego, znacznie bardziej geo-
metrycznego opisu, niz ten, za pomoca réwnan Eulera - Legendre’a. Postepujac za Hamiltonem,
oméwimy kolejno transformacje Legendre’a - kluczowe narzedzie w metodzie Hamiltona. Na-
stepnie pokazemy, jak uzyskuje sie za jej pomoca nowy opis w optyce geometrycznej. Na koniec
wrécimy do mechaniki.

9.1. Transformacja Legendre’a

W catym tym paragrafie dla przestrzeni liniowej X przez X* bedziemy oznaczaé przestrzen
form liniowych na X. Zaczniemy od sytuacji jednowymiarowej. Niech f : [a,b] — R bedzie
dwukrotnie rézniczkowalna i niech f” > 0 na [a, b]. Rozwazmy przeksztalcenie

a:la,b>z— fl(z)=peR" ~R.
Poniewaz f’ jest ciagla i rosnaca, obrazem [a,b] na mocy wlasno$ci Darboux jest przedzial
[f'(a), f'(b)] oraz na [f’(a), f'(b)] jest okreslone przeksztalcenie 8 odwrotne do a.
Stwierdzenie 9.1. Istnieje g : [f'(a), f'(b)] — R taka, ze B(p) = ¢'(p) dla p 3[f’(a), f(b)].

Funkcje g nazwiemy transformatq Legendre‘a funkcji f i napiszemy g = f.

Stwierdzenie 9.2. Poniewaz funkcja f i g sq obecne w naszych rozwazaniach jedynie za po-
Srednictwem swoich pochodnych, obie sq wyznaczone z dokladnosciqg do stalej. Wygodnie bedzie

wiee przyjeé umowe, ze f(0) = g(0) = 0.
Dowdd. Dla (z,p) 3 [a,b] x [f'(a), f(b)] rozwazmy funkcje

H(z,p) = xp — f(x) (9-1)

Ustalajac pg oznaczmy hp,(x) = H(po,z) = xpo — f(x). Wtedy
hp,(x) = po — f'(x) a poniewaz hy, (b) < 0 < hy, (a) oraz hy, jest malejaca i ciagta, istnieje
dokladnie jeden punkt z,, taki, ze h'py = 0 tj. ze f'(zp,) = po Przeksztalcenie

[f'(a), ' ()] € p— zp > [a,b]

jest oczywiscie odwrotne do

[a,b] € 2 — f'(z) € [f'(a), f/(D)],

i jako odwrotne do rézniczkowalnego o niezerowej pochodnej, samo jest rézniczkowalne.Podamy
jego opis analityczny.

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Okredlmy

9(p) = H(xp,p) = prp — f(x)) (9.2)
wtedy

jest rézniczkowalne oraz
d
J'(p) = CTp(pacp — f(xp)) = xp ‘H”f; - f,(xp) : w;; = Zp

bo f'(xp) = p. O
Whniosek 9.1. Transformacja Legendre’a jest inwolucjq t.j. ]?: f

Wyznaczyé¢ transformate Legendre’a nastepujacych funkcji:

(a) f(x) = az®

«@

(b) flx) ="
Rozwigzanie.
H
a H(z,p) = xp — azx? zatem a—:p—an
ox
i wobec tego
2
7 p p
= H = g =
f(p) (xpap) 2a p 4a2 4a
o OH
(b) H(xz,p)=xzp— — wiec e =p—2°"!  zatem Tp —pﬁ
x

wobec tego

1 1
dzie — + — = 1.
g21€a+,6

Stwierdzenie 9.3. (Nieréwnos$é Younga ). Niech g = f wtedy

px < f(z) + 9(p) (9.3)
Dowdd. Dla kazdego p punkt z, jest punktem maksimum funkcji h,(z) = 2p — f(z), t.j.

9(p) = pxp — f(2p) > pz — f(2),
skad wynika (9.3). O

Sytuacja n-wymiarowa.

W nastepujacym tekscie przyjmiemy konwencje, ze warto$é rézniczki funkcji f w punkcie x
na wektorze ¢ jest zapisywana jako d, f({). Niech f bedzie okre$lona i ma ciaglte pochodne do
rzedu 2 na otwartym zbiorze Q C R™. Niech ponadto d>f > 0 dla 2 € Q. Przyjmujemy tutaj
podejécie wiazace kolejne rézniczki ze wzorem Taylora i traktujace d,, f jako odwzorowanie n-
liniowe tam wystepujace. W szczegdlnosci

Ef = (@), (9.4

oznacza wtedy macierz formy kwadratowej a napis d2f > 0 oznacza, ze forma ta jest dodatnio
*

okreélona. Rozwazmy przeksztalcenie: 2 — d, f € (R”) .
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Stwierdzenie 9.4. Jezeli ) jest otwarty a f jest klasy C? oraz d2f > 0 dla x € Q, to takze
zbior A = {dyf : x € Q} jest otwarty.

Dowdd. Rézniczka d2f moze byé takze interpretowana jako pierwsza rézniczka w punkcie x
odwzorowania a: 2 € x — d, f € (R")* Poniewaz warunek d2f > 0 implikuje, ze macierz d> f
jest nieosobliwa, odwzorowanie « jest otwarte i w szczegdlnoéci A jest zbiorem otwartym. [

Stwierdzenie 9.5. Przy zalozeniach i notacji Stwierdzenia 9.4. przeksztatcenie a:  — A jest
roznowarto$ciowe. Przeksztalcenie do niego odwrotne jest podobnej postaci t.j. przy kanonicznym
utozsamieniu R™ z (R")™ i traktowaniu Q jako podzbioru (R®)™, istnieje funkcja g : A — R
taka, ze B(p) ~ a~Y(p) = dyg.

Funkcje g nazywamy transformata Legendre’a funkcji f.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze funkcja « jest réznowartosciowa. Niech x1, z9 € i niech V() =

a(zy + t(zg — z1)). Wtedy U (t) jest réwna wartosci formy kwadratowej d2 f na
(x1+t(x2—:c1))

argumencie (r2 — x1) a zatem jest dodatnia. Oznacza to, ze funkcja W'(t) jest rosnaca. Ale
U'(0) = dg, f(x2 — 1) natomiast U'(t) = dy, f(x2 — x1) a poniewaz ¥/ (0) # ¥/(1) zatem
Ay | # duy f.

Pokazemy nastepnie, ze istnieje g : A — R klasy C? taka, ze df, > 0 oraz, ze a~1(p) = dpg.
Rozumowanie przebiega podobnie, jak w dowodzie Stwierdzenia 9.4.
Dla (z,p) € Q x A rozwazamy funkcje

H(z,p) =<z,p>—f(z)
gdzie < x,p > oznacza warto$¢ formy liniowej p € (R”)* na wektorze x € R". W czedci
pierwszej tego dowodu pokazalisSmy, ze dla kazdego p € A istnieje dokladnie jeden z, € Q taki,
ze dg, f = p. Okreslmy
9(p) = H(zp,p) =< xp,p > —f(2p)

wtedy odworowanie 3 : p — x, jako odwrotne do o : * — d,f = p ma wszedzie rézniczke
nieosobliwa na mocy twierdzenia o funkcji odwrotnej. Piszac g(p) = (B(p),p) — f o B(p) i
uwzgledniajac, ze dﬁ(p)f = dg, f = p mamy wtedy

dpg(¢) = (dpB(C), p) + (B(p), C) — dgp) © dpB(C) =
= (dpB(C),p) + (2pC) — (P, dpB(C)) = (2p, ()

co nalezalo wykazac¢. Pokazemy wreszcie, ze d]%g > 0.
Traktujac d?¢ jako rézniczke odwzorowania p — dpg odwrotnego do x — d,f, ktérego

rézniczka jest df f widzimy, ze teza wynika z obserwacji, ze dla macierzy symetrycznej i dodatnio

okreslonej, macierz odwrotna jest takze symetryczna i dodatnio okreslona. O

Cwiczenie 9.1. Wyznaczy¢ transformate Legendre’a funkcji:
n
F(xl,...xn):Zai-x? a; >0
i=1

wtedy

n n
H(T1, s PLy D) = D TiDi — Y @i - T
iz1 i=1

0H 9 ¢ Di
= p; — 2a;%; zatem Tp, = —
Gxi bi 1lg Di 2ai
i otrzymujemy
n 2 n 2 2
-~ P; b b
F(p, ... e E — — E a; - == E —
(P, -pn) a; 4 ' 4a? a;
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9.2. Optyka geometryczna.

Optyka geometryczna nie wnika w fizyczng nature swiatta lecz przyjmuje jako aksjomat,
ze droga promienia $wiatlnego jest taka krzywa, ktéra minimalizuje tzw. dlugo$é optyczna.
Ta zasada wariacyjna, ktorej precyzyjne sformutowanie podamy w dalszej czesci wyktadu, ma
zwigzek z zasada Fermata, mdwiaca, ze Swiatlo biegnac od punktu do punktu wybiera dro-
ge o najkrétszym czasie przejécia. Schemat przyjety w optyce geometrycznej przedstawia sie

nastepujaco:
. X
ﬂ % ;}) T 2 ﬁ
/7' ¥z)

(¥, (23] Xy(2.)
) W .
e 0 z
(K((?g):xzf&))
Xy
/ |
Rys 9.4

Rozwazmy ”o0$ optyczng’ O_z>, ktéra wyobrazimy sobie jako prosta pozioma, lezaca w plasz-
czyznie rysunku. Prostopadle do niej umiescimy dwie pltaszczyzny A i B. Sa one réwnolegte do
d_w)c')ch pozostalych osi kartezjanskiego uktadu prostokatnego: poziomej osi 0z; i pionowej osi
0:172.

Przestrzen miedzy tymi plaszczyznami nazwiemy systemem optycznym. Jest ona scharakte-
ryzowana za pomoca funkcji n(z1, z2, 2) - 7 gestosci optycznej srodowiska”, przez ktére przebiega
promien swietlny. Bedziemy dalej zakladaé, ze tory promieni $wietlnych sa krzywymi rzutujacy-
mi sie dyfeomorficznie na o$ optyczna t.j, ze dopuszczaja opis v(z) = (21(2), x2(2), 2). Gestosé
optyczna ksztaltuje tor nastepujaca zasada Fermata: promien $wietlny opuszczajacy plaszczy-
zne A w punkcie (z1(20), z2(20)) 1 w kierunku wyznaczonym przez (i1(z0), #2(20)) a nastepnie
docierajacy do plaszczyzny B z analogicznymi wspélrzednymi (x1(z1), z2(z2), #1(21), #2(21))
robi to tak, ze minimalizuje ” dlugo$é¢ optyczna”

z1 zZ1
L(y) = / n(z1, x2, 2)ds = / n(zy, 9, 2)\/1 + 43 + @3 dz (9.5)

0 20

dx dx
gdzie 7 oznacza d—l(z) a I9 oznacza d—Q(z) Mamy zatem zagadnienie wariacyjne z funkcja
z

2
L(z1, w2, 31,42, 2) = n(x1,29,2) - \/1+ 37 + i3 (9.6)

Wynik Hamiltona méwi, ze po wtadciwej zmianie wspdlrzednych krzywe catkowe réwnan
Eulera dla (9.5) sa krzywymi calkowym ”gradientu symplektycznego”’ funkcji L. Omdéwimy
kolejno dokonywana zamiane wspolrzednych, ktérej istota jest transformata Legendre’a oraz

Lagrange’a
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wyprowadzimy réwnania Hamiltona, odktadajac geometryczna interpretacje tej sytuacji do na-
stepnego wyktadu.

9.3. Legendre’owska zamiana wspoétrzednych.
Lemat 9.1. Dla ustalonych z,x1,x2 funkcja (9.6) spelnia wzgledem zmiennych &1, to warunek:

B, o1 ais iy L(OEL, Diz) > 0.

(Z7x17

Istotnie, otrzymujemy ( dla zwiezlosci bedziemy pisa¢ n zamiast n(zy, z2, 2)

oL niq ' oL nto
01\ 1442 + 432 0y 1442+ )
9L . 9 on— O*L . 9 .o\
TS = (1+43) (1 + a3 +3) : TS = (1+ )1+ a3 +3)
oy 05
9%L .. . .9\ —3/2
el = —nii@a(1l + x% + x%) /
zatem druga rézniczka L jest forma kwadratowa o postaci:
02, 4y (D1, Oia) = n(1+ 3%+ 03) ™2 [(1+ 33) (Adn)? — 2iyin Ay Ay + (1+ ) (Do)
ale dla
(fblvi?) 7& (07 0)
mamy

n(1+ @2 + i2) 2 @y iy — i1 00)° + Ad2 + Ad2] > 0.
Na mocy Lematu 9.1, ustalajac zmienne z, x1, x3, mozemy stosowaé Stwierdzenie 9.1 do funkcji:
f(z,wl,wg)(j"la 132) = L(Zu €1, X2, ‘/1‘:17 33'2)

okreslajac odwzorowanie

.. oL . ., 0L ..
Q(z21,22) (&1, %2) — (783’51 (Z,$1,$27$1,$2)78j72 (Z>$1,$2,931,$2)) = (p1,p2) (9.7)
i odwzorowanie odwrotne
8J?(z 21,22,p1,p2) 6J?(Z T1,%2,p1,p2)
: 9 b 9. 9. b 9 9. 9. — M s 9‘8
Do) © (P12) — (S5 20, SRS ) = (3, ) (9.8)

W dalszym ciagu, dla oszczednosci miejsca, bedziemy zapisywadé

( )_(87[/67[/)013 (:c x)—(@@
pb1,p2) = 9%, O Z (T1,X2) = 3131’3]52

)



56 9. Metoda Hamiltona w optyce geometrycznej

9.4. Wyprowadzenie réwnan Hamiltona

Napiszmy uklad réwnan Eulera dla funkcjonatu (9.5)

oL d 0L _
83@ dz sz N

i=1,2 (9.9)

: . L : : . dp; .
i zastapmy w nim 5, Przez nowa zmienng p; (zgodnie z 9.7). Oznaczajac —, Przez pi
X z
i = 1,2 mozemy zapisa¢ wtedy (9.9) w postaci:

)
pl_@mi

i=1,2. (9.10)

Otrzymujemy w ten sposob pierwsze dwa réwnania. Poniewaz zaleza od x1,x9, X1, Lo,

aﬂfi

chcac zastapié &1, &2 przez p1, p2 mozemy skorzystaé¢ z odwrotnej transformacji Legendre’a (9.8)
dodajac do (9.10) warunki

aL(z,xl,xg)

11
Opi (0.11)

&=
To, ze uklad warunkow (9.10) i (9.11) daje uklad czterech réwnan okreslajacych funkcje
x;(z) 1 pi(z) wynika z nastepujacego lematu.

Lemat 9.2. Niech dla ustalonych z,x1,zo funkcja E(Z,$1,(L’2,p1,p2) oznacza transformate Le-
gendre’a funkcji f. o, 2,)(¥1,Z2).

Wtedy

dL dL
@(2756175027331,562) = —%(27331,36271?17132) (9.12)

Dowdd. Funkcje L oraz L zwiazane sg warunkiem

~

L(z,21,22,p1,p2) = p1&1 + paida — L(z, 1, 22, &1, T2). (9.13)

gdzie (p1,p2) = a1, d2) przy ustalonych (z,z1, z2).
Obliczajac B%i dla lewej strony (9.13) otrzymamy

OL OL Op; 0L Ops

8$i+8pi 8x¢+8792 0x; 1=12
Dla prawej strony 9.13 otrzymamy wyrazenie
gi;'vi%—gﬁ;tg—gi i=1,2
Ale R
gpi-gizza‘cj-gij ij=1,2
skad wynika (9.12). O

Na mocy lematu (9.4.) mozemy wiec przeksztalcié réwnanie (9.10), otrzymujac ostateczny
uktad réwnan Hamiltona
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o7

oL

= — =1,2

Di oz, 1 s
oL

&= i=1,2.
8pi

(9.14)

Wobec tego trudnosé przejscia od opisu wariacyjnego z funkcja Lagrange’a L do opisu (9.14)
polega na znalezieniu transformaty Legendre’a L funkcji L. Oczywiscie cata procedura opiera
sie na zalozeniu, ze przy ustalonych z,z1,xo funkcja L jest funkcja wypukla ze wzgledu na

zmienne i 1 Zg. R
Pokazemy teraz, jak wyglada L dla funkcji Lagrange’a

L(Z,$1,$27j717j;'2) :’I’l(Z,.'El,l‘Q)' 1++$%+$%

W dalszym ciagu, dla zwiezlosci, bedziemy pisa¢ n zamiast n(z,z1,x2). Wtedy (por. dowdd

lematu 9.1)
oL L
pi= g = e =12
Tio (1443 + @3
skad
@F:%w1+¢%+ﬁ
Zauwazmy, ze zachodzi tozsamosé
2
2 2 2 n
n —pi—ps=——5——>
L

a wiec

J1+dd+ad=
\/n?—p? —p3

1 ostatecznie

_ P+ p3

L(p1,p2) = p1&1 + pada — L(d1,32) = T
\/n2 —P1 — D3

Stwierdzenie 9.6. Krzywe przebiegu promieni swietinych

Podsumowujac:

z— (xl(z)7$2(z>7$(z)7i.2(z))

opisane przez zasade wariacying 9.5 z funkcjq Lagrange’a

L(z, w1, 22,31, 32) = n(z, 21, 22)\/1 + +3? + i3

(2,21, 29,1, %2) — (2,21, 2,1, P2)

po zamianie zmiennych

gdzie
OL  n(z,21,22) - T

Piza.‘— - -
Ti 1402 4 i3

przechodzq na krzywe catkowe ukiadu 9.14, gdzie

—n\/l—i-

~

L(z,z1,22,p1,p2) = —\/n(zaxl,m) -p

2

1~ pa.

p? + P}

2 2 2 =
n®—pi—p;



10. Mechanika Hamiltonowska

10.1. R6wnania Hamiltona

Twierdzenie 10.1. Niech M bedzie ukladem mechanicznym z funkcjg Lagrange’a
L =T —U, gdzie energia kinetyczna ma postaé formy kwadratowej zmiennych &1, ...y,
to jest

n

T35 0y bl soci)) = @ {{EiL oo 55854 (10.1)
i,j=1

Zalézmy, ze dla dowolnych ustalonych 1, ...,x, forma (10.1) jest dodatnio okreslona. Wtedy

(a) po dokonaniu zamiany zmiennych

oL OL

Uaroan) & (B1, niin) — (871, gz ) = (D1 ) (10.2)

Tn

analogicznie, jak w (9.7), gdzie przeksztalcenie odwrotne dane jest wzorem

oL  IL .
Biaronan) t (P1y-Pn) — (0751’“" @) = (1, ey i) (10.3)
Uktad réwnan Eulera - Lagrange’a
oL d /0L
_ = =0 i =1.92 10.4
0i; dt<ag;~,~) e (10-4)
przechodzi na uktad Hamiltona
Di = —gfi
i=1, 2,..,n (10.5)
b= -5

(b) Warto$¢ transformaty Lagrange’a f/(p) jest réwna energii catkowitej uktadu F =T + U

w punkcie (21, ..., Zn, (Zp)1, ...(Zp)n), gdzie &, = B(p).

Dowdd. (a) Wyprowadzenie réwnan (10.5) przebiega analogicznie, jak w przypadku réwnan

(9.14) w poprzednim wykladzie i nie bedziemy tego rozumowania powtarzac.

(b) Dla zwiezloSci wzoréw napiszemy = zamiast (21, ..., Ty) & zamiast (£1,...2y,) 1 p zamiast

(p1, ...pn). Twierdzimy, ze zachodzi réwnosé

2T (0, 8) = Y- g (0 8) i = 0.8

=1

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Istotnie, rozpatrujac macierz formy (10.1) widzimy, ze zmienna &; wystepuje tylko w i-tym
wierszu i w i-tej kolumnie. Wobec tego

0 N A . - . .2
aj:iT(l‘,iL') = 8%<Jz::1 a;j(x)d;d; —i—jz::laﬂ(:c)xjxi - a”(:v):cl)

zatem

Li j=1 j=1

n

0

Wobec tego tworzac sume Z 8—(:6, &)&; uzyskamy w niej kazdy wyraz n;j(z)&;4; dwukrot-
i=1 0t

nie - raz jako stojacy w i-tym wierszu a raz jako stojacy w j-tej kolumnie. Zatem
fz(%,p) = <p7$p> - L(x7$p) =
=21 (z, &p) — (T(2,3p) — U(x)) = T(x,4p) + U(z) = E(, &p) (10.6)
O

Definicja 10.1. Transformate Legendre’a funkcji Lagrange’a uktadu mechanicznego nazywamy
funkcja Hamiltona lub hamiltonianem tego uktadu i oznaczamy litera H.

Cwiczenie 10.1. Poda¢ hamiltonian ukladu n-punktéw z potencjalem U i bez wiezéw. Napisaé
réwnania Hamiltona.

Oznaczmy polozenie i—tego punktu o masie m; przez xz;,¢ = 1,2,,n. Zgodnie z Defini-
cja(10.1) i formula (10.6) mamy

H(Z’l, oy T,y P1, pn) == T((.’L’l, oy Ty (j:p)h (xp)n) + U(.’L’l, () IIZ’n)

gdzie
n
m
T(x,ip) = Z ?Z@p)z
i=1
Na podstawie ¢wiczenia (9.1) otrzymamy 7' = 2—’
"
1 7
Hamiltonian uktadu ma wiec postac
H(x1, .20, p1,.pn) = > = + U1, .20)
=1 2ml
a réwnania Hamiltona wygladaja nastepujaco
o 4
pi = — “ 561':—& 1=12,..n
ox; m

10.2. Informacje o geometrii symplektycznej.

W ustepie tym, inaczej niz w calym wykladzie, zatozymy znajomos¢ kilku podstawowych
pojeé geometrii rozniczkowej. I tak dla sformutowania potrzebnych definicji potrzebowaé bedzie-
my pojeé wiazki stycznej i wiazki kostycznej do rozmaitosci rézniczkowej a takze zalozymy, ze
czytelnik ma podstawowe doswiadczenie w operowaniu formami rézniczkowymi. Sytuacja ta nie
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jest kontynuowana w dalszym ciagu wyktadu i bez szkody dla jego zrozumienia mozna pominaé
szczegbdly techniczne.
Zacznijmy od algebry liniowej. Niech ey, ...e;, bedzie baza R™ i niech

n n
X = Z-Tieiv Y = Zyiei
i=1 i—1

oraz niech .
w:R"xR"3 (X,Y) =Y aij,z,y; €R (10.7)
i=1
Forme (10.7) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

t

w(X,Y) = [X]'Q[Y] (10.8)

gdzie [Y] jest macierza o jednej kolumnie, skladajacej sie ze wspolrzednych wektora Y wzgle-
dem bazy e, ..e, , [X] jest macierza o jednym wierszu, skladajacym sie sie ze wspélrzednych
X wzgledem tejze bazy. Natomiast €2 = (aij)?jzl jest macierza wspélezynnikéow (wystepujacych
w (10.7)) wymiaru n x n. Wtedy wynik mnozenia w (10.8) jest macierza 1 x 1, ktorej jedyny
wspolezynnik jest liczba wystepujaca na prawo od strzatki we wzorze (10.7). Powiemy, ze forma

jest nieosobliwa, jezeli zachodzi implikacja:
(w(X,Y)=0 dlakazdego Y)= (X =0).

Powiemy, ze forma jest antysymetryczna, jezeli w(X,Y) = —w(Y, X). Nastepujace dwie wlasno-
Sci opisu macierzowego (10.8) wystepuja w podstawowym kursie algebry liniowej i ich dowody
pominiemy.

Stwierdzenie 10.1. (a) (w jest antysymetryczna ) < (A = —Q)
(b) (w jest nieosobliwa) < ( det Q # 0).

Stwierdzenie 10.2. Niech w : R™ x R™ — R bedzie antysymetryczng i nieosobliwg formg
dwuliniowg. Wtedy

(a) n=2m

(b) Istnieje baza dy, .., danm, wzgledem ktorej macierz formy Q ma postaé blokowq:

0 I,
AT 0o,

gdzie I, jest jednostkowg macierzq wymiaru m X m.
(c) Niech di,..,d5,, bedzie bazq przestrzeni (R*™)* dualng do bazy dy,..doy z punktu (b)
wtedy

n
w=Y_di Nd (10.10)
i=1

Dowdd. (a) Na mocy Stwierdzenia (10.1) Q' = —Q zatem det Q = det Qf = det (—Q) =
(=1)"det Q a poniewaz det 2 # 0 otrzymujemy stad n = 2m.

(b) Indukcja wzgledem m. Dla m = 1 rozwazmy forme antysymetryczna i nieosobliwg w w
R?. Z nieosobliwosci w wynika, ze istniejg niezerowe wektory x,y,> R? takie, ze w(x,y) # 0.
Wtedy x i y sa liniowo niezalezne.

Niech d; = v
w(z,y)

do = y. Macierz ) formy w wzgledem bazy di, d2 ma postaé
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Krok indukeyijny.
Podobnie jak przy m = 1 znajdziemy dwa wektory liniowo niezalezne dy, d,, 11 € R?™ takie,
ze w(dl, dm+1) = 1. Niech

Y ={z c R* :w(dy,z) = w(dmi1,z) = 0}

Z liniowej niezalezno$ci d; i dyp,41 1 nieosobliwosci w wynika, ze dimY = 2m — 2. Poniewaz,
jak widaé ograniczenie w do Y jest formg nieosobliwa, z zalozenia indukcyjnego istnieje baza
do,...dpm, dm1, .-, dom przestrzeni Y taka, ze () ograniczona do Y ma wzgledem tej bazy postaé
(10.9) z indeksem m — 1. Wtedy baza dy, .., da,, spelnia teze Stwierdzenia.

(c) Niech df,...d3,, bedzie baza (R*™)* dualna do bazy di, .., da,, skonstruowanej w punkcie
(b). Wtedy macierz 2-formy d} A d}, ., ma postaé

m-1
0 | —A;
A;| O

gdzie A; jest macierza n X n majaca same zera z wyjatkiem i-tego miejsca na przekatnej, gdzie
wystepuje jedynka. Stad i z formuty (10.9) wynika przedstawienie (10.9). O

Ze Stwierdzenia (10.2) wynika, ze w 2m wymiarowej przestrzeni rzeczywistej wszystkie nie-
osobliwe i antysymetryczne formy dwuliniowe sa do siebie podobne w tym sensie, ze opisywane
sa ta sama macierza 2, tyle, ze wzgledem réznych baz.

Definicja 10.2. Te jedyna (w powyzszym sensie) forme na przestrzeni R?™ nazwiemy m-ta
forma symplektyczna.

Definicja 10.3. Rozmaito$¢ rézniczkows M wymiaru 2m nazwiemy rozmaito$cia symplektycz-
na jezeli:

(a) w kazdej przestrzeni stycznej T, M dla x € M jest okreslona forma symplektyczna w,,
ktorej wspotczynniki gladko zaleza od x,

(b) tak okreslona dwuforma rézniczkowa w jest zamknigta, tj. dw = 0.

Ponizsze twierdzenie jest lokalnym analogiem ”punktowego” Stwierdzenia (10.2)

Stwierdzenie 10.3. (Darbouz) Niech M bedzie 2m-wymiarowq rozmaitoscig symplektyczng z
formq w. Dla kazdego x € M istnieje mapa (U, p) w otoczeniu x taka, zZe dla y € U forma wy

0

0
w kazdej przestrzeni TyM ma wzgledem bazy a—(y), ..m—(y), wyznaczonej przez mape o,
T

am’zm
macierz (10.9).

Dowdd. Niech bedzie dana mapa (W, ¥). Obrazy stalych pdl bazowych
e; = (0,...1,...0) w R?" za pomoca d¥~! zapiszemy jako
~——

0 0

8,1‘1 s 8w2m

o 0

Pola te bedziemy nazywaé polami bazowymi dla mapy (W, ¥). Pola te sa przemienne (tj. [8—, 8—] =
€I, ZCj
0 0
0 dlaij, = 1, 2, ...2n) oraz ich wartosci —(y), .., —— (y) stanowia dla kazdego y € M baze
81‘1 aZUQm

przestrzeni stycznej T, (M ). Forme w ograniczong do Ty (M) oznaczymy wy,.
Dowdéd bedzie przebiegal za pomoca indukcji wzgledem m gdzie dimM = 2m.
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(a) Niech dimM = 2 niech x € M oraz niech (W, V) bedzie mapa w otoczeniu z. Bez
utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze W(x) = 0 oraz , ze macierz formy w, wzgledem bazy
(8%1(3:), 8%2(1:)) jest réwna . (Q jak w (10.9)). Znaczy to, ze

0 0
87@(33)’87302(96)) =1

wg

Zatem dla y bliskich x (aby nie komplikowaé notacji przyjmijmy, ze dla y € W) zachodzi

wy((f)il(y), 822(:0)) =a(y) #0.

Wprowadzmy pola Y7 i Yo zadane formuta:

MW =) V) = 50, (10.11)

Wtedy wy, ma z bazie Yi(y), Y2(y) macierz . Zauwazmy tez, ze pola Y7, Ys powstaja jako pola
bazowe dla mapy (U, ¢) gdzie dla (q1,¢2) = ¢(y) okreslamy
—-1 1, 41
2 q1,492) = 1/} ,42)-
(o) =07 (2

(b) Krok indukeyjny.
Niech dimM = 2m i niech z € M. Postepujac, jak w punkcie (a) mozemy znale$¢ mape (W, ¥)
w otoczeniu x, taka, ze

0 0

Wy(ail,l(y)’m(y)) =L

Okreslmy na W dwie dystrybucje: D1 i Do, ktadac

Diy) = {v € T,(M) s v =z () + -"—(1) afER)
Da(y) = {0 € (M) y - (0):0) = 5 (0):v) = 0}

Lemat 10.1. Dystrybucje D1 ¢ Da sq rozniczkowalne © inwolutywne.

0 0
Dowaod. Pola . i . sg rézniczkowalne i przemienne, skad wynika teza dla D;. Dla dowodu,
1 Oxo

ze Ds jest rézniczkowalna, rozwazmy pola

d ) ) ) ) o )
55 = om ~ “(aw 3ot 5w G o)

To (10.12)

Sa one rézniczkowalne, liniowo niezalezne w kazdym punkcie i dla ¢ # 1, ¢ # m+ 1 naleza do
D5. Zatem dystrybucja Do jest rézniczkowalna. Dla inwolutywnosci Dy zauwazmy, ze warunek
X € Dy mozna zapisa¢ w formie dwoch warunkow:

0
81,‘1'

|X|w=0 i=1,m+1 (10.13)

gdzie X |w jest forma liniowa X Jw = w(X,-). Tak wiec, aby pokazaé, ze dla X € Dy jak i
Y € Dy takze [X,Y] € Dy wystarczy udowodnié, ze
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0
81‘1'

Dla dowodu tych warunkéw postuzymy sie nastepujacymi wilasnosciami pochodnej Liego
(por. Stwierdzenie (11.1)).

J[X,Y]Jw=0 i=1,m+1

[(X,Y]|n=Lx(Y]n) (10.14)
gdzie 1 jest dowolng dwuforma, oraz
Lx iy =iy -Lx. (10.15)
Zwezajac obie strony réwnosci (10.14) przy n = w kolejno z polem —— oraz otrzy-
3:61 a$m+1
mamy dlai=1,m+1
0 0
X, Y]|w= Lx(Y
S XYl = o[ £x (Y o)

i stosujac do wyrazen po prawej stronie ostatniej réownosci wlasnosé (10.15) dostaniemy

O 1y |w) =0,

LX ( 8332

bo wnetrza nawiaséw sa réwne 0 na mocy zalozenia (10.13).

Na mocy Lematu i Twierdzenia Frobeniusa obie dystrybucje D; i Dy sa catkowalne, tj przez
kazdy punkt y rozmaitosci M N W przechodza dwie podrozmaitosci D; i Do, takie, ze D1 (y) i
D»(y) mozna utozsamié¢ z przestrzenia T, Dy i Ty D> odpowiednio. Forma w ograniczona do D
i do D9 pozostaje domknieta i nieosobliwa. Zatem, z zalozenia indukcyjnego, istnieje mapa w
otoczeniu y w Do, dla ktérej zachodzi teza Stwierdzenia (10.3). Produkt tej mapy i mapy w
Dq(y) daje zadana mape na M. O

Whniosek 10.1. Stwierdzenie (10.3) méwi, zZe kazde dwie rozmaito$ci symplektyczne ustalonego
wymiaruy 2m sq lokalnie identyczne z otoczeniem zera w R*™ wyposazonym w forme:

n
W= dx; A dp (10.16)
i=1
Kazda mape na M, ktérej forma w ma postaé¢ (10.16) nazywamy mapa kanoniczna.

Definicja 10.4. Niech F' bedzie funkcja rézniczkowalna na rozmaitosci symplektycznej M.
Gradientem symplektycznym funkcji F' (lub polem hamiltonowskim wyznaczonym przez F')
nazwiemy (jedyne) pole wektorowe X na M spelaniajace warunek:

dla kazdego rézniczkowalnego pola Y na M
dF(Y) =w(X,Y) (10.17)

Gradient symplektyczny F' zwiazany z formg w oznaczymy grad,F.
Uwaga 10.1. Podobnie, jak w (10.9) ale uzywajac macierzy jednostkowej zamiast macierzy (10.9)

definiujemy ”zwykly ” gradient w R".

Cwiczenie 10.2. Wyznaczy¢ postaé gradientu symplektycznego funkcji F' w mapie kanonicz-
nej.
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Rozwigzanie. Niech X = grad,F = (Xi,...Xop) i niech Y = (Y7,...Ys,,) bedzie jakims$ polem
wektorowym. Zgodnie z (10.17), (10.8) i (10.9) zachodzi réwnosé

2m 8F m
> o Vi > XiVigi — XmaiYi
i—1 9%i i=1

skad wobec dowolnosci Y wynika, ze:

oF oF oF oF
d,F = e e 10.18
gra (8xm+1 O0xam  Ox1 8$m> ( )
Whniosek 10.2. Uklad réwnan Hamiltona (10.5) mozna zapisaé w postaci:
d
ﬁfy(t) = grad,H (v(t)) (10.19)

gdzie (t) = (z(t),p(t))

10.3. Kanoniczna struktura symplektyczna na wigzce kostycznej do
rozmaitosci.

Niech M bedzie rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru n. Oznaczmy przez T (M) wiazke styczna
a przez 1™ (M) wiazke kostyczna do M. Niech II : T*(M) — M bedzie kanoniczna projekcja
(tj. odwzorowaniem przeprowadzajacym wszystkie elementy przestrzeni kostycznej do M w
dowolnym ustalonym g € M na gq. Niech IT* : T(T*M) — T'M bedzie przeksztalceniem induko-
wanym przez II (podniesieniem II do wiazki stycznej, rézniczka II ). Dla ustalonej mapy (U, ¢)
na M oraz g € U niech 8%1((]), s %(q) bedzie baza w T,(M). (Zobacz dowéd Stwierdzenia
(10.3)). I niech dz1(q), ...dzrn(q) bedzie dualng baza przestrzeni T (M). Jednoformy dx1, ...dz,
pozwalaja utozsamiaé II-1(U) C T*M z produktem ¢(U) x R" za pomoca odwzorowania @
danego wzorem:

g0 YU) > Zn:pidxi(q) — (q1, -qn) X (p1,---pn) € e(U) x R" (10.20)
i=1

gdzie p(q) = (q1,..-qn) dla ¢ € U. Par¢ (II"1(U), §) nazwiemy mapa na T*(M) indukowana
przez mape (U, ¢) na M. Punkty II~*(U) bedziemy oznaczaé za pomoca ich wspétrzednych (g, p)
w mapie indukowanej. Niech X bedzie polem wektorowym na II-1(U). Wtedy X w punkcie (g, p)
ma, postaé N
Xgp) = > _ailq p)i—i-b'(q p)i (10.21)
(@) g T Oy
gdzie
( ] o o9 9 )
g1 Oqn” Opi” " Opy

- 0
sa polami bazowymi na I~ }(U) zwigzanymi z mapa (II"1(U), ). Przy czym —— oznacza teraz

oq
pole na T*(M), ktére przy lokalnym ”ilorazowym” przedstawieniu II71(U) w formie (10.20)

odpowiada polu Dar na M. Widzimy, ze wtedy
a1

0 0 0

11 (a—pl) =0 oraz I (—)=—.
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A wiec

« - 0
11 (X(q,p)) =W,= Z@i(q,p)afql € Ty(M).
i=1

Na to pole wektorowe podziatajmy forma a(X) na M, ktorej warto$¢ w T (M) ma postaé

Oé(X) W ;pz‘dqz‘

i zalezy tylko od wspélrzednych (p1,...pp). Otrzymamy wiec przyporzadkowanie

n

d ) "
Xigp) = Zai(q,p)afql + bi(g,p)% — Zpiai(%p) €R.
i=1 ¢ i=1

To przyporzadkowanie jest dla kazdego ustalonego (g, p) liniowa operacja na X a wiec wyznacza

forme liniowa na T\, ) (T*M). Ta forma mnozy wspétrzedne przy 0 przez liczbe p;. Zatem
i
postaé jednoformy, ktérg w ten sposéb uzyskujemy jest

n
Agp) = O Pi dg; (10.22)
i=1
gdzie dg; oznacza forme na T*(M), ktéra przy ”ilorazowym” przedstawieniu II-1(U) w formie
(10.20)odpowiada formie dg; na M. Forme (10.22) nazywa sie forma Liouville’a n T*(M).
Niech w = da. Wtedy w jest zamknieta dwuforma o postaci:

w=>_dp; \dg (10.23)
=1

Zatem jest nieosobliwa w kazdym punkcie (por. Stwierdzenie(10.2) (c)).
Zgodnie z przyjeta powszechnie konwencja, piszemy tu dg; zamiast bardziej poprawnego
formalnie dg;.

Stwierdzenie 10.4. Na wigzce kostycznej T*(M) do dowolnej rozmaitosci rézniczkowej M
istnieje forma symplektyczna w, ktora w mapach indukowanych przez mapy na M ma postaé
kanoniczng (10.22). Wlasnosé ta wyznacza forme w.



11. Miarowe, algebraiczne i strukturalne aspekty
mechaniki Hamiltona.

11.1. Redukcja symplektyczna.

Symetryczna budowa réwnan Hamiltona umozliwia postepowanie redukujace liczbe rownan
i liczbe szukanych funkcji w sytuacji, kiedy jedna ze wspdtrzednych nie wystepuje explicite w
funkcji Hamiltona (nazywamy ja wtedy wspélrzedna cykliczna). Niech ¢; bedzie taka wspdl-
rzedng. Wtedy ¢ — te "pedowe” réwnanie jest postaci:

OH

— =0
0q;

pi =
Zatem ped p; pozostaje staly w czasie ruchu. Wstawiajac jego stata wartoéé p?
otrzymujemy uklad réwnan z funkcja Hamiltona nie zawierajaca ¢; ani p; a zatem ukltad 2n-2
réwnan (przy poczatkowej liczbie 2n réwnan). Po ich ewentualnym rozwiazaniu pozostaje jeszcze

do hamiltonianu,

scatkowacé réwnanie:

. 0H
q; = Op;

(q1(t), e qn(t), p1(t), -.Dis D (b)) = F(2)

Whniosek 11.1. Uklad o dwéch stopniach swobody (tj. dla n=2 ) i majgcy jedng wspdélrzedng
cykliczng, jest rozwigzalny w kwadraturach.

Dowdd. Niech ¢ bedzie wspotrzedna cykliczng. Zgodnie z opisanym powyzej postepowaniem,
redukujemy sytuacje do uktadu

o0H . 0H

_ v ’ - 2 11.1
Opa b2 By ( )

q2

Uklad ten ma calke pierwsza H (pY, pa(t), q2(t)) = ¢, ktéra wyrazona za pomoca polozei i
predkosci ma postac:

2 2(c—=U
TE i U@ =e.  codaje  @=+ (Cm(q”)

a zatem zagadnienie rozwigzania naszego ukladu sprowadza sie do wyznaczenia dwu calek.

O]

11.2. Pochodna Liego

Niech X = (Xi,..X,,) bedzie polem wektorowym klasy C; okreslonym na otwartym pod-
zbiorze ) C R™. Rozwazmy uktad réwnan z warunkiem poczatkowym

y(t) = X (y(t))
{ 4(0) = (11.2)

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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7 twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzan dla takiego uktadu wynika, ze przy
kazdym warunku poczatkowym z istnieje e(z) > 0 oraz krzywa (—e(z), e(z)) 3t — y,(t) € R",
spelniajaca (11.2). Ustalmy wartosé ¢ i zmieniajmy warunek poczatkowy z. Wtedy dla x takich,
ze |t| < €(x) jest dobrze okreslone odwzorowaniem 7.

pi (@) = yalt) (11.3)

Z twierdzenia o gladkiej zaleznosci rozwiazania (11.2) od warunkéw poczatkowych wynika,
ze odwzorowanie ¢, jest rézniczkowalne a z jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia (11.2)
wynika, ze jezeli wszystkie elementy nastepujacej formuty (11.4) sa dobrze okreslone, to zachodzi
réwnoscé:
P12 () = 03 (1, () (11.4)
Zatem (na byé¢ moze mniejszym zbiorze) odwzorowanie @i jest dyfeomorfizmem, na obraz
tego zbioru - ”lokalnym dyfeomorfizmem”. W sytuacji, kiedy dla ¢ € R dana jest rodzina
przeksztatcen okre$lonych dla kazdego x € € i o warto$ciach w €} a przy tym spelnione sa
warunki (11.4) oraz g = idg, powiemy, ze rodzina R > t — ¢ jest jednoparametrowa grupa
odwzorowan (). Dla odwzorowan 90;3( definiowanych za pomoca (11.3) sytuacja jest bardziej
ztozona. Globalnie na €2 okreslone jest jedynie przeksztatcenie @5( = idgr» natomiast dla ¢ # 0
kazde przeksztalcenie ¥ ma swoja dziedzine. Dziedziny te rosng, kiedy ¢ — 0 oraz dla kazdego
x € R" istnieje €(x), ze dla |t| < e(x) z znajduje sie w dziedzinie ¢j. W tej sytuacji powiemy,
ze pole wektorowe X okresla lokalng grupe 1- parametrowa lokalnych dyfeomorfizméw €. Za
pomoca tej grupy zdefiniujemy pochodng Liego pola tensorowego na €.

Definicja 11.1. Niech X bedzie polem wektorowym klasy C'' na otwartym podzbiorze Q C R".
Niech {goix }: € R bedzie lokalng 1-parametrowa grupa lokalnych dyfeomorfizméw €2 okreslona
przez X. Niech W bedzie polem tensorowym walencji (r, s). Pochodna Liego pola W wyznaczona
przez pole X (oznaczana L£x W) nazwiemy pole tensorowe tez o walencji (r, s), ktorego wartosé
w punkcie p otrzymujemy wedlug nastepujacej recepty realizowanej w dwéch krokach:
Krok 1 .

Tworzymy tensor WI’;, bedacy forma (r + s)-liniowa o argumentach & € T,(Q) i = 1,..r oraz
aj € T;(§2) j = 1,..s przechodzac od ng((p) do th zgodnie z formula:

Wg(fl, --;57"; A, .., as) =

= W%’f(p) (dpgptm(&), ) dp@tz(ff) ;1 © dpf(p)so?v -y Qg O dpf(p)@tm)‘
Krok 2
Wyznaczamy granice
wt—w,

lim —2—2.

z— 0 t
Czytelnika zainteresowanego poprawnoscia i zakresem stosowalnosci tej definicji odsytamy do
ksiazek o geometrii rozniczkowej. My poprzestaniemy na zacytowaniu kilku wlasnosci pochodnej
Liego potrzebnych w dalszym tekscie.

Stwierdzenie 11.1. Niech X bedzie polem wektorowym klasy C' na Q C R™. Dla k-formy
rézniczkowej w okreslmy zwezenie X |w wzorem

(XJw)(€1s s €b-1) = W(X, €15 s §k—1)

Wtedy
1. Lxw=X]|dw+ d(X |w)
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S TrAs o de

. do ﬁX = ﬁX od

. Lxf=Xf dla funkcji rozniczkowalnej f
. Lx(Y)=[X,Y] dla pola wektorowego Y
X, Y]Jn = Lx(V]n)

. Lx oty =iy oLx gdzieiy(w) =Y |w
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11.3. Miary niezmiennicze dla potokéw hamiltonowskich.

Niech X = (X1,..,X,,) bedzie polem wektorowym klasy C; okreslonym na otwartym pod-
zbiorze Q C R™. Niech {¢{ }cr bedzie lokalna grupa lokalnych dyfeomorfizméw € okrelona
przez pole X. Powiemy, ze lokalny dyfeomorfizm ¢;* zachowuje miare u jezeli

(e (A)) = p(A)

dla kazdego otwartego A C €, dla ktérego ¢X jest okreslony.
Diwergencja pola nazwiemy funkcje

Q

~

divX(z) = > af‘

1 4

()

=

Stwierdzenie 11.2. (Liouville) Jezeli divX = 0 to lokalne difeomorfizmy ¢X zwigzane z polem
X zachowujqg miare Lebesque’a na §Q.

Dowdd. Poniewaz y(t) = X (y(t)), korzystajac z wzoru Taylora, dostaniemy

i (y) =y + X(y) -t +0(t?).

Niech D bedzie otwartym zbiorem ograniczonym, takim ze gp;fx jest okreslone dla z C D. Ozna-
czajac przez vol A miare Lebesque’a zbioru A, rozwazmy funkcje v(t) = vol (¢;X (D)). Wtedy

ot + AAti —o(t) _ i(vozwit (¢¥(D))) — ol (D)) =

1 X
== -1
Y /sof(m (JeXily) — 1)dy,

gdzie J @Xt(y) jest jakobianem przeksztalcenia goift w punkcie y € ;X (D). Poniewaz chcemy
obliczy¢ granice przy At — 0, zobaczymy jak zalezy od At wyrazenie J go)A(t(y). Poniewaz

PRey) = y+ X(y) - At +0((A1)?)
macierz rézniczki dygo)A(t ma wyrazy

0X;
6yj

ai; = 65 + (y) - Ot +0((A1)?)

a wiec

TeXuy) = |det dyo,| = 1+ 3 X5 () Ar 1 0((20)%)

im0y
Z zalozenia, ze divX = 0 wynika wiec, ze dd%/ = 0, zatem volw;* (D) = vol(D), dla kazdego t. [J

Whniosek 11.2. Niech M bedzie rozmaitoscig symplektyczng wymiaru 2n i niech (U, ) bedzie
mapqg symplektyczna na M. Wtedy lokalne dyfeomorfizmy zwigzane z polami hamiltonowskimsi
grad,F zachowujq miare Lebesque’a na o(U).

Dowdd. Poniewaz zgodnie z (10.16)

OF OF  OF CLF)

d,F = e
gra (8Xn+1 Xom Oz Dam

mamy div(grad,F) = 0. O



70 11. Miarowe, algebraiczne i strukturalne aspekty mechaniki Hamiltona.

11.4. Algebraiczne tlo mechaniki hamiltonowskiej.

Zwiazek rownan (10.19) z fizyka polega na dwéch zalozeniach.

- Po pierwsze - w przypadku ewolucji uktadu fizycznego, rozmaitosé M powinna by¢ wiazka
kostyczna do przestrzeni konfiguracyjnej naszego uktadu
- Po drugie - prawe strony rozwazanych réwnan powinny by¢ wspétrzednymi gradientu sym-
plektycznego funkcji H réwnej catkowitej energii naszego uktadu, wyrazonej za pomoca pedow
i polozen.
Abstrahujac od takich fizycznych ograniczen mozemy rozwazaé uklad o postaci:

x(t) = grad,F(x) (11.5)

dla dowolnej rozmaitosci symplektycznej (M,w). (Zgodnie z Definicja 10.4 i wzorem (10.17)
prawa strona w (11.5) jest zdefiniowana niezaleznie od wspélrzednych lokalnych na M). Naste-
pujace dalej obserwacje pokazuja algebraiczne tto ewolucji opisywanej uktadem (11.5). Obecnosé
tej struktury w tle mechaniki klasycznej byta jedna ze wskazéwek przy budowaniu formalizmu
mechaniki kwantowe;.

Definicja 11.2. Niech M bedzie 2m wymiarowa rozmaitoscia symplektyczng z formg w. Niech
C>°(M) bedzie algebra funkcji nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych o wartosciach w R
(lub w C) na M. Okreslmy operacje

C*(M) x C*(M) > (f,9) — {f, 9} € CF(M)
(zwana nawiasem Poissona ) za pomoca formuty

{f.g} = (grad.f) g (11.6)

Stwierdzenie 11.3. (a) Nawias Poissona jest operacjg dwuliniowq i antysymetryczng.
(b) Dla f,g,h,e C®(M) spelniona jest tozsamosé Jacobiego.

Dowdd. (Szkic) (a) Z formuly (10.18) widaé, ze (11.6) zalezy liniowo od f. Wynika z niej réwniez
opis lokalny nawiasu {f, g} w mapie symplektycznej:

"9 0 0 0
rgp=Y L 09 0L 2%
=1

— . 11.
0rmy1 0z, 01 0Ty (11.8)

Zatem (grad, f)g = (—grad,g)f a wiec nawias Poissona jest forma antysymetryczna.
(b) Wykorzystujac antysymetrie nawiasu Poissona, przeksztalémy (11.7) otrzymujac:

{fv {97 h}} - {g{fa h}} = {{f> 9}7 h}
Réwnoéé te mozna odcezytaé jako réwnosé
grad.,f((grad.g)h) — grad.g((grad.f)h) = (grad.{f,g})h

Poniewaz zachodzi ona przy dowolnym h, traktujac pola wektorowe jako operacje liniowe, mo-
zemy napisaé

(gradwf> o (gradwg) - (gradwg) o (gradwf) = grad,{f, g} (11.9)
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i oznaczajac komutator tych operacji jako nawias Liego odpowiednich p6l mozemy (11.9)
zapisa¢ w postaci

{gradwf, gmdwg} = grad,{f, g} (11.10)

Przedstawione przejscia mozna tez przeprowadzi¢ w przeciwnym kierunku, co dowodzi, ze
réwnoécei (?77) 1 (11.10) sa rownowazne. Wykazemy, ze zachodzi réwno$¢ (11.10). W tym celu
zastapimy ja réwnowazna (ze wzgledu na nieosobliwo$¢ w) réwnoscia

grad..f. gradug|Jw = (gradu{f,g})Jw. (11.11)

Na mocy Stwierdzenia 11.1 punkty 5, 2, i 3 oraz réwnosci (10.17) zapisanej w formie
(grad, f)]w = df mozemy lews strone (11.11) przedstawié¢ w postaci

Egradwf(dg) - 'Cgradwg(df) = d((gradwf)) : g) = d{f, g}

Natomiast strona prawa przyjmuje postaé¢ grad,{f,g}|w = d{f,g}. O
Uwaga 11.1. Punkty (a) i (b) Stwierdzenia 11.3 mozna podsumowaé¢ moéwiac, ze przestrzen
liniowa C'°°(M) wyposazona w dwuliniowa operacje

C*(M) x C(M) > (f,9) — {f, 9} € CF(M)

jest algebra Liego.Réwniez przestrzen liniowa I'*°(M) wszystkich p6l wektorowych klasy C'*°
na M, wyposazona w nawias Liego jest algebra Liego. Zauwazmy, ze z (11.10) wynika, ze od-
wzorowanie

grad, : (C*°(M),{-,-}) > f — grad,f € (I>°(M), [-,-])

jest homomorfizmem tych algebr. Jako obraz tego homomorfizmu otrzymujemy zbiér wszystkich
pol hamiltonowskich, ktory stanowi zatem algebre Liego. Jadrem homomorfizmu grad,, sa funk-
cje state. Powyzsza struktura algebry Liego jest zwiazana z konkretnym ukladem mechanicznym
uwzgledniajac jedynie jego przestrzen konfiguracyjna.

Stwierdzenie 11.4. (Poisson)
Niech M bedzie rozmaitoscig symplektyczng z formq w. Niech H € C*°(M). Rozpatrzmy
ewolucje R 5t — x(t) € M opisang ukladem réwnarn Hamiltona

&(t) = grad,H (z(t)) (11.12)

Wtedy
(a) jezeli {f,H} =0 to f jest calkq pierwszq ukladu (11.12)
(b) jezeli f1 i fo sq calkami pierwszymi tej ewolucji, to takze {fi, fa} jest calkq pierwszq.

Dowdd. (a) Mamy
%f(g;(t)) = (grade(x(t))) f={H, f}(=(t))

Zatem f jest calka pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy {f, H} = 0.
(b) Z tozsamosci Jacobiego (??) wynika, ze

{H A f1, fo}y = {1l fo, HY —{fo{H, 11},

ale {fo, H} = {H, f1} = 0. Zatem {H{f1, fo}} = 0, co nalezalo pokazac. O

Uzupelnieniem poprzedniego stwierdzenia jest pochodzace od Emmy Noether.
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Stwierdzenie 11.5. Niech bedg dane dwa uklady o postaci (11.5) i o prawych stronach réw-

nych grad,F;,i = 1,2. JeZeli 1-parametrowa grupa lokalna t — x} zwigzana z polem grad,F

zachowuje Fs, to F jest calkq pierwszq ukladu & = grad,, Fo.

Dowdd. Niech z € M i rozwazmy krzywa catkowa xf(x), gdzie 2§ = r wtedy

Fy(zf(z)) = Fa(z) = const

a zatem
(graduFy) - Fo)(z) = £ limoFo (a}) = 0
czyli
{F3,Fi}(z)=0
i ze Stwierdzenia 11.4 (a) wynika teza. O

11.5. Relacje komutacyjne.

Przy powstawaniu formalzmu mechaniki kwantowej wazng wskazéwka byty wartosci nawiasu
Poissona dla kilku podstawowych funkcji, jakimi sa potozenia q1, ..., ¢, 1 pedy p1, ..., p2, bedace
wspélrzednymi w wiazce kostycznej do przestrzeni konfiguracyjnej naszego ukladu. Dla mapy
symplektycznej, w ktérej nawias Poissona zadany jest formula (11.12) otrzymamy

{pi,p;} =0 ,7,=1,..n (11.13)

Aby uzyskaé¢ (11.13) wystarczy w formule (11.12) przyjaé

f=pi, g=pj, oraz (z1,..2n) = (q1,--.qn) 1 (Tpt1,...T2m) = (P1, pn))

W analogiczny sposob otrzymamy

{gi,q} =0 ij=1,..n (11.14)

{pi,q;} = —oi1 ij=1,... (11.15)

gdzie 1 oznacza funkcje stala, przyjmujaca wartosé 1.

11.6. Strukturalne spojrzenie na formalizm Hamiltona.

Teoria zajmujaca sie opisem zmian w czasie ukladu fizycznego sktada sie na ogédl z trzech
czedci. Po pierwsze podaje matematyczny model rzeczywistosci podlegajacej ewolucji. Opis tej
rzeczywistosci w ustalonej chwili nazwiemy stanem uktadu w tej chwili.

Druga czeécia teorii - najwazniejsza fizycznie - jest matematyczne sformutowanie prawa
ewolucji. Najczesciej prawo takie jest opisane réwnaniem rézniczkowym. Trzecim sktadnikiem
teorii jest wyrdznienie elementow dajacych informacje o stanach uktadu, ktére z jednej strony
powinny taki stan wyznaczaé, a z drugiej strony moglyby by¢ wyznaczane za pomoca obserwacji
i doswiadczen.

Elementy takie nazwiemy obserwablami.

W hamiltonowskim ujeciu mechaniki, opisem rzeczywistosci jest przestrzen fazowa F ukla-
du. W najprostszym przypadku, uktadu n-punktéw poruszajacych sie swobodnie w R3, F jest
wiazka kostyczng do R?". Stanami naszego ukladu beda punkty F. Prawem opisujacym ewolucje
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uktadu sa rownania Hamiltona, okreslone przez naturalng strukture symplektyczna na F oraz
przez funkcje Hamiltona H = T + V, gdzie T jest energia kinetyczna a V potencjatem. We
wspoéirzednych kartezjanskich réwnania te maja postaé

. _OH _pi.

OH ov
qi = =

_oH b OH OV 11.1
Op; mip Jq; 0q; (@) (11.16)

a ewolucja to przejscie od stanu poczatkowego wyznaczajacego warunki poczatkowe q(tg) =
qo p(to) = po do stanu w chwili 7" wyznaczonego w wyniku rozwiazania ukladu (11.16). Ob-
serwablami dla naszego ukladu beda funkcje na F, takie, jak wspdtrzedne, pedy, momenty
pedu energia etc. Na rowni z ewolucja obserwabli q1, ..qn, p1, ..pn, dana réwnaniami (11.16) mo-
gliby$my badaé¢ bezposrednio ewolucje innych obserwabli. I tak ewolucje obserwabli B(q, p,t)
mozemy bezposrednio opisa¢ rownaniem

0B(q,p,1)

5 = Dy - B(q, p,t) (11.17)

gdzie Dy jest polem wektorowym na F o postaci

Dy =Y - +Flq
; m; 0g; )

Réwnanie to mozemy interpretowaé jako réwnanie zwyczajne w przestrzeni funkeji na F. Istotnie

piszac Bi(q,p) uzyskamy réwnanie opisujace krzywa

R >t — B; w postaci



12. Mechanika kwantowa.

12.1. Uwagi ogolne.

Lata 1900 - 1930 byly okresem zmian fizyce. Najwazniejsze z nich to powstanie teorii wzgled-
noéci oraz narodziny fizyki kwantowej. Jej podstawg jest mechanika kwantowa - nauka o zacho-
waniu atomow i czastek elementarnych pod wptywem dziatajacych na nie sit.

Teoria wzglednosci stanowila rewizje dotychczasowego systemu pojeé, byla dzietem indy-
widualnym i w fazie powstawania niezaleznym od fizyki eksperymentalnej. W odréznieniu me-
chanika kwantowa dotyczyla nie znanych wczesniej aspektéw rzeczywistosci. Jej narodziny byto
procesem i wynikiem pracy wielu oséb. Kolejne etapy tego procesu sa zwigzane ze znaczacymi
odkryciami w teoriach elektromagnetyzmu, promieniotwérczosci i czastek elementarnych.

Gléwna trudnodcia, ktérej pokonanie stanowi byé¢ moze najwigksze dokonanie dotychcza-
sowej fizyki, bylo znalezienie wtadciwego modelowania matematycznego dla paradoksalnej i
odlegtej od bezposredniej inspekcji rzeczywistosci $wiata mikro.

Inspiracja przy poszukiwaniu adekwatnego opisu pochodzita gtoéwnie z dwoch dziatdéw: me-
chaniki klasycznej i teorii elektromagnetyzmu Maxwella. W pierwszej z nich badanymi obiek-
tami sg ciata materialne, traktowane jako pojedyncze punkty lub ich sztywne uktady. Ewolucja
opisywana jest za pomoca réwnan roézniczkowych zwyczajnych. Pociaga to implicite jej deter-
minizm. Opisywane obiekty nie mogg sie¢ przenikaé, co przy przyjetym modelowaniu nie wznosi
znaczacych trudnoéci. Kazdy obiekt zajmuje w dowolnej chwili ustalone miejsce w przestrzeni.

Modelowanie teorii elektromagnetyzmu rozni sie znacznie. Mamy tu do czynienia nie z po-
ruszjacymi sie punktami lecz ze zmieniajacymi sie w czasie polami wektorowymi. Ewolucja tych
pol opisywana jest za pomoca uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych. Jest takze determi-
nistyczna. Rozwiazaniem réwnan Maxwella sa (w niestacjonarnej sytuacji) fale elektromagne-
tyczne. Zajmuja one cala rozwazana przestrzen i moga sie przenikaé (interferowac).

12.2. Narodziny fizyki kwantowej

Nie ma sporu co do daty narodzin fizyki kwantowej. Jest nig 14 grudnia 1900r. W tym dniu
Max Planck zaprezentowal na posiedzeniu Niemieckiego Towarzystwa Fizycznego w Berlinie
hipoteze porcjowego (czyli kwantowego) charakteru emisji fal elektromagnetycznych. Celem
referatu bylo uzasadnienie fenomenologicznego wzoru na intensywno$c promieniowania ciata
doskonale czarnego. Podana pdl roku wezesniej takze przez Plancka formuta (kolejna i najlepiej
odpowiadajaca do$wiadczeniom z ciagu wezesniej proponowanych) opisywala ilosé emitowanej
energii na jednostke czasu i jednostke powierzchni:

1
ANT)=a\ o (——— 12.1
(M) =ax? () (12.1)

gdzie T jest temperatura ciata, A dlugoscia emitowanej fali, k stala Boltzmana, natomiast
a i b stalymi o nieznanym znaczeniu fizycznym.

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Przedstawione przez Plancka rozumowanie zakladlo, ze e((\,T') zmienia sie skokowa w por-
cjach bedacych wielokrotnoscig najmniejszej mozliwej porcji dla danej dlugoéci fali. Porcja taka
jest wyrazona za pomoca czestosci fali v wzorem

E=hv (12.2)

gdzie h jest stala uniwersalna ( stala Plancka) majaca wymiar iloczynu jednostki pracy (1
Joul) mnozonej przez jednostke czasu (1 sek). Potocznie h jest nazywana kwantem dzialania.

W rezultacie Planck uzyskal teoretyczne potwierdzenie wzoru (12.1) a co wiecej state a i b
uzyskaly interpretacje fizyczna.

a = 8 he oraz b= hc (12.3)

gdzie ¢ oznacza predkos$é¢ $wiatta w prozni.

Uwzgledniajac (12.3) formula (12.1) zestawiona w wynikiem doswiadczalnym dla e(X,T)
pozwala wyznaczy¢ stala Plancka h. Obecnie przyjmuje sie h = 6, 6260755 - 107345 - sek

Przymiotnikiem ”klasyczny” okresla sie obecnie caly teorie przedkwantowa. Naleza do niej
np. mechanika klasyczna, elektrodynamika Maxwella, klasyczna mechanika statystyczna, ter-
modynamika i teoria grawitacji.

Nastepnym potwierdzeniem kwantowej natury energii byta praca Alberta Einsteina z 1905r.
Zawierata ona koncepcyjng dyskusje kwantowego charakteru promieniowania elektromagnetycz-
nego a w koncowym fragmencie pokazywalta, jak przyjecie hipotezy kwantowego charakteru
energii pozwala wyjasni¢ niezgodne z klasyczng elektrotermodynamika cechy zjawiska fotoelek-
trycznego (tj. zjawiska wyzwalania stacjonarnych elektronéw przez padajace $wiatlo). Jedna z
takich cech glosi, ze natezenie pradu elektrycznego powstajacego w fotokomérce zalezy wprost
proporcjonalnie od natezenia padajacego na nig $wiatta, natomiast energia indywidualnych
elektronéw od niego nie zalezy.

Inne prace wczesnego okresu teorii kwantowej dotyczyly réznych niezgodnosci przewidywan
klasycznych w odniesieniu do cieplta wlasciwego cial, wlasnosci sieci krystalicznych itd.

Okoto roku 1911 $wiadomosé sukcesu teorii kwantowej w wyjasnianiu réznych aspektéw
drgan harmonicznych (pola elektromagnetycznego sieci krystalicznych) stala sie powszechna.

12.3. Powstawanie mechaniki kwantowej

Impulsem, ktory przyspieszyl powstanie mechaniki kwantowej byt wynik doswiadczenia Ru-
therforda, Geigera i Marsdena z 1909r. Wykazato ono w sposéb nie pozostawiajacy watpliwosci,
ze atomy zawieraja male i ciezkie jadra. Po dwéch latach dalszych badan Rutherford zapropono-
wal model planetarny atoméw. Model ten w wielu aspektach odpowiadal wynikom do$wiadczen
rozproszeniowych, ale jego trwalo$¢ byta niezgodna z klasyczng elektrodynamika. Pomyst prze-
zwyciezenia tego paradoksu za pomoca postulatow kwantowych pojawit sie w 1913r. za sprawa
dunskiego fizyka Nielsa Bohra.

Bohr zauwazyl, ze planetarny model budowy atomu nie daje zadnej wskazowki co do jego
rozmiaréw. Na podstawie znajomosci tadunkéw i mas nie mozna bowiem nic powiedzie¢ o odle-
glosciach. Potrzebna jest do tego jeszcze jedna wielko$é¢ wymiarowa, za ktéra Bohr przyjal stata
Plancka h.

Praca Bohra byla oparta na nastepujacych zalozeniach:

1. Energia promieniowania elektromagnetycznego nie jest wysytana lub pochtaniana w sposéb
ciagly (zgodnie z klasyczng elektrodynamika) ale jej wypromieniowanie nastepuje tylko przy
przechodzeniu z jednego ”stanu stacjonarnego” do innego takiego stanu.

2. Dynamiczna réwnowaga ukladu w stanie stacjonarnym ustalana jest prawami mechaniki
klasycznej. Przy przejsciach miedzy stanami stacjonarnymi prawa te nie obowiazuja.
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3. Przejsciu od jednego stanu stacjonarnego do innego towarzyszy wysytanie promieniowania o
ustalonej czestodci v, ktorej zwiazek z wypromieniowang energia F dany jest wzorem Plancka
E = huv.

4. Dla uktadu skladajacego sie z pojedynczego elektronu krazacego wokot jadra po orbicie
kotowej, stan stacjonarny jest wyrdzniony warunkiem, ze moment pedu elektronu jest réwny

catkowitej wielokrotnosci o Wséréd wszystkich standéw stacjonarnych najwazniejszy jest
T

stan podstawowy, dla ktérego moment pedu jest réwny o

Jak juz byto powiedziane, do$wiadczenia rozproszeniowe 7Etakie jak Rutherforda, Geigera i
Marsdena z 1909r.) nie byly w stanie obali¢ ani potwierdzié¢ tych zalozen.

W sukurs dalszemu rozwojowi fizyki przyszedl szczesliwy przypadek zwigzany z osoba Jo-
hannesa Balmera (1825 -1898). Mial on wyksztalcenie techniczne, pracowal w Bazylei, uczac
arytmetyki i rysunku w wyzszej szkole dla dziewczat. Z zamitowania byl numerologiem, tj po-
szukiwaczem prawidtowosci w uktadach liczb majacych ”walor obiektywnosci”. Poniewaz tego
typu uktady sa rzadkoscig, Balmer byl wdzieczny koledze, ktéry dostarczyl mu ciag czterech
liczb H,, Hg, H-, H;, bedacych dlugosciami fal ( w angstremach) dla linii widmowych wodoru.
Pomiarami linii widmowych zajmowano sie od czasu odkrycia przez Bunsena i Kirchhoffa, ze
stanowig one ”linie papilarne ” identyfikujace pierwiastek. Rozpoznaniem zwiazkéw pomiedzy
sprezentowanymi Balmerowi liczbami zajmowano sie juz dawniej, bez widocznego skutku. Bal-
mer jednak odniést blyskotliwy sukces. Zauwazyl mianowicie, ze jezeli kazda z przedstawionych

mu liczb (widocznych w ponizszej tabeli w kolumnie ”pomiar”), podzieli sie przez ”liczbe bazo-

wa
b = 3645,6, to otrzyma si¢ z duzg doktadnodcia niewielkie utamki.

Linia | Pomiar | Ze wzoru | Réznica

H, | 6562.10 6562.08 -+0,02

Hpg | 4860.74 4860.8 -0.06
H, | 4340.1 4340,0 +0.1
Hs | 4101.2 4101.3 -0,1
Konkretnie, liczby w kolumnie ”Ze wzoru” mozemy przedstawi¢ w formie:
9 4 25 9
b-— b- - b — b-—.
5 3’ 21’ 8
Nastepnie Balmer zauwazyl, ze powyzsze liczby mozna tez zapisaé jako:
9 16 25 36
b'57 bﬁ? bﬁ? .3727
co juz sugeruje prawidlowosc.
n2
b- m dla k=2 oraz n = 3,4, 5, 6 (124)

Doktadno$é opisu danych do$wiadczalnych za pomoca wzoru Balmera (12.4) nie pozostawia
watpliwodci, ze zgodnosé ta nie jest dzietem przypadku. Odkrycie Balmera stalo sie poczatkiem
rewolucji w opisie linii widmowych i doprowadzito do powstania empirycznej zasady Rydyberga
- Ritza, wedlug ktorej czestosci linii widmowych daja sie przedstawi¢ jako réznice:

K K

Y= o it al? (12.5)

gdzie n, k sa liczbami naturalnymi a K, a,, ag, stalymi zaleznymi tylko od pierwiastka i serii
widmowe;j.
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Dla atomu wodoru i dla serii Balmera we wzorze (12.5) nalezy przyjaé¢
K= % o, =as=0, k=2, oraz n=3,4,5,06. Otrzymujemy wtedy

R, 1 1

Un

gdzie R jest stala Rydyberga, h = % a h jest stata Plancka.

12.4. Model Bohra atomu wodoru.

Atom wodoru (wedlug modelu planetarnego Rutherforda ) sklada sie z jadra o dodatnim
tadunku +e i obiegajacego go elektronu o tadunku —e. Elektron jest przyciagany przez jadro
sita Coulomba o potencjale

2
e 1
Ulr) = — - 12.7
(r) dmeyg T ( )

gdzie €y jest stala dielektryczna prézni. Zgodnie ze Stwierdzeniem 5.4 zmiana promienia r od-
bywa sie jak w ruchu 1-wymiarowym z potencjalem zredukowanym

e 1 M?
dregr  2mr?

Vir) =

gdzie M jest stalym w czasie ruchu momentem pedu.
Przyjmiemy, ze stan podstawowy odpowiada wartosci r, dla ktérej V(r) ma minimum, a
zatem wtedy kiedy
e? M?

V() = -
(r) dmegr?  mr3

:07

skad
Ameg M?
r=———05—
me
W modelu Bohra przyjmuje sie, ze dla stanu podstawowego ma by¢ M = h, otrzymujemy stad
wz6r na promien a; orbity stanu podstawowego

Amegh?
a)p = .

o (12.8)

Dla n-tego stanu stacjonarnego otrzymamy analogicznie, przyjmujac warto$¢ M, = nh

B Amegn®h?

an
me2

Energic E, na n—tej orbicie wyznaczymy ze wzoru:

| 2

g _ Ipn

n U?’L'
oy T Ulan)

Zauwazmy, ze z uwagi na kotowosé n-tej orbity mamy:
|Mn| = |pn| *Qn

skad
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zatem
B me* 1 et me? _
" 32n2e3h2 n?  4mey 4Ameon?h?
4
me 1
= — n=12..
32m2e3h?  n?
4
Wielkosé 3972272 nosi nazwe stalej Rydyberga, ma wymiar energii i jest oznaczana litera R.
T€G

Wygodne jest przyjaé¢ R jako jednostke energii odpowiednig dla Swiata atomowego.
Zatem energia calkowita elektronu znajdujacego sie na n-tej orbicie Bohra wyrédznionej wa-
runkiem M = nh wynosi

E, = — n=12,.. (12.9)

n2

Uwzgledniajac wzor Plancka E = vh otrzymamy stad czestotliwo$¢ promieniowania emi-
towanego przy przejsciu z n — tej na k—ta orbite dla n > k (tj. dla E,, > E}). (Poréwnaj
(12.6)).

Ve = % = %(% - %) (12.10)
Okazuje sie wiec, ze czestotliwoéci dla serii Balmera odpowiadaja spadaniu na druga orbitee
Bohra.

Dalszy rozwdj teorii Bohra zmierzatl do objecia podobnym schematem bardziej skompliko-
wanych atoméw i polegal na poszukiwaniu ogdlniejszych postaci warunkéw kwantowych, ktére
mozna by wtedy stosowac.

Warunki te, ktérych nie bedziemy omawiaé, znane sa pod nazwa waunkéw Bohra - Sommer-
felda. Znalazly one rézne zastosowania, mi.in. do wyznaczania pozioméw energetycznych atomu
wodoru z uwzglednieniem dynamiki relatywistyczne;j.

Okres tych poszukiwan, zwany starsza teorig kwantéw, nie przyniost ostatecznego sformu-
lowania mechaniki kwantowej. Osrodkiem badan nad starszg teoriag kwantow stal sie Instytut
Fizyki w Kopenhadze, stworzony dla Bohra przez rzad dunski. Do dzi$ istnieje pojecie ”kopen-
haskiej interpretacji” mechaniki kwantowej, z ktora zwiazane sa dwie zasady:

Zasada odpowiedniosci, méwigca, ze dla duzych liczb kwantowych prawa mechaniki kwan-
towej powinny by¢ prawie zgodne z prawami mechaniki klasycznej.

Druga jest zasada komplementarnosci, méwiaca ze opis zjawisk atomowych powinien byé
mozliwy w dwoch modelach - korpuskularnym i falowym.

Zanim przejdziemy do rewolucji lat dwudziestych XX wieku, ktéra przyniosta ostateczna
forme mechaniki kwantowej, opiszemy fikcyjne do$wiadczenie pomystu R. Feynmana, ukazujace
problem z modelowaniem zjawisk kwantowych.

Opisane ponizej doswiadczenie jest zachowujaca istote rzeczy alegoria rzeczywistych ekspe-
rymentow. Wnioski z nich stanowia istotna przestanke dla konstrukcji formalizmu mechaniki
kwantowej.

Doswiadczenie dotyczy elektronéw, ktorych zrédlo znajduje sie w punkcie A (zobacz rysunek
12.1). W pewnej odleglosci od A znajduje si¢ przestona B, w ktérej sa otwory, przez ktore
elektrony moga sie przedostawaé¢ w kierunku ekranu C. Za pomoca urzadzenia rejestrujacego
mozemy obserwowaé pojawienie sie elektronu, w postaci pojedynczego impulsu.
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loz) >

Rys 12.4 .

W wyniku wielokrotnych préb mozna wigc ustali¢ z jaka czestoscia (z jakim prawdopodo-
bienstwem ) elektrony pojawiaja sie sie w danym miejscu ekranu C przy ustalonej konfiguracji
otworéw w przestonie B.

Przeprowadzimy trzy eksperymenty, dzialajac w opisany wyzej sposob przy trzech réznych
konfiguracjach otwordw.

W pierwszym eksperymencie otwarty jest tylko otwér 1, w drugim tylko otwér 2 a w trzecim
otwarte sa oba otwory. Ot6z okazuje sie, ze tak przeprowadzone trzy doswiadczenia daja prawdo-
podobienstwo znalezienia si¢ elektronu na ekranie C, opisane przez gestosci prawdopodobienistwa
f1, f2, f3, jak na rysunku ponizej:

gdzie rysunek (1) odpowiada sytuacji doswiadczenia 1 itd. Zastandéwmy sie, co to oznacza.
Przyjmujac dla uproszczenia, ze otwory 1 i 2 umieszczone sg symetrycznie wzgledem osi 0O,
mozemy przyjacé, ze czestodci trafiania elektronu w kazdy z otworow sa takie same. Wobec tego,
przy otwartych obu otworach potowa elektronéw bedzie zachowywaé sie zgodnie ze statystyka
f1 a druga polowa zgodnie z fo. W rezultacie statystyka taczna F' miataby postac

F= %(fl + f2) # f3.

Narzuca sie tu poréwnanie sytuacji z falami na wodzie.
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N I

e //
Rua 42,3 \

Wtedy, traktujac elektron jako fale kulistag o $rodku w A po jej dojsciu do otwordéw 1 i
2, staje sie ona (zgodnie z zasada Huygensa) Zrédlem nowych fal kulistych. Fale te nastepnie
interferuja, wzmacniajac sie lub ostabiajac, co doprowadza do sytuacji (1) + (2) na ekranie C.

Mamy tu wiec sytuacje, ze wprawdzie elektron na ekranie C sygnalizuje swoje pojawienie si¢
w ustalonym jego miejscu, ale jednoczesnie, majac otwarte oba otwory w przestonie, korzysta z
obu z nich.

Eksperyment ten sugeruje nastepujaca interpretacje
1. Polozenie elektronu daje sie ustali¢ doswiadczalnie, ale nie daje sie przewidzie¢ w sposdb

pewny. To co mozemy powiedzie¢ o jego przyszlym potozeniu to tylko prawdopodobienstwo

znalezienia sie w pewnym obszarze.
2. Prawdopodobienstwo znalezienia sie w stanie C, jezeli wiemy ze byl on poprzednio w stanie

B, nie jest otrzymywane jako prawdopodobienistwo warunkowe.

Przytoczone doswiadczenie sugeruje, ze opisywane przejécie od stanu B do ostatecznego
rozkladu na ekranie C nie produkuje ostatecznego prawdopodobienstwa f3 w postaci % fi+
% f2. Elektron bowiem przebywa w punkcie 1 z prawdopodobienstwem 1/2 i w punkcie 2 tez z
prawdopodobienstwem 1/2.

Okazuje si¢ (nie wynika to z jakoSciowego opisu f3,) ze wlasciwym modelowaniem jest rozwa-
zanie funkcji o wartosciach zespolonych, dla ktorych fi, f2if3 sa ich warto$ciami bezwzglednymi.
To znaczy, ze nalezy rozwazy¢

Fj(z) = fi(z)ei®) 5 =123 gdzie i =+v—1
Wtedy, przy odpowiednim doborze czynnikéw fazowych ¢?i(®) j = 1,2, 3 otrzymamy

f3(@) = |Fi(z) + Fa(z)].



13. Réwnanie Schrodingera

13.1. Fale materii de Broglie’a.

Rok 1926 mozna uwazac¢ za poczatek wspdtczesnej mechaniki kwantowej. Pierwsza jaskotka
nowych czaséw byta praca Heisenberga z lata 1925r. W niej to pojawila sie po raz pierwszy
idea, ze potozenie i ped powinny by¢ opisywane wielkoSciami nieprzemiennymi, przy czym stata
Plancka jest miarg ich nieprzemiennosci. Od tej pory zaczal sie utrwalaé poglad, ze przejscie
od mechaniki klasycznej do kwantowej (tzw. kwantowanie) polega na zastapieniu - z zacho-
waniem pewnych regul - klasycznych przemiennych obserwabli (por. (11.6)) nieprzemiennymi
operatorami.

Zrozumienie matematyki, ktéra stoi za tym przejsciem, przychodzito stopniowo i dzi§ orygi-
nalne prace z okresu tzw. mechaniki macierzowej (Heisenberg, Bohr, Jordan, Dirac) sa zupelnie
nieczytelne.

Mechanika macierzowa odniosta szereg sukceséw, rozpracowujac kwantowy odpowiednik
oscylatora harmonicznego (Heisenberg, Dirac) oraz, potwierdzajac nowymi metodami, wzor
Balmera - Bohra (12.10) (Pauli, Dirac). Staba jej strona byl brak opisu ewolucji, (np. uktadéw
rozproszeniowych) oraz ogromne trudnosci rachunkowe.

Przelom nastapit w wyniku potaczenia mechaniki macierzowej z mechanika falowa de Bro-
glie’a - Schrodingera.

W 1924r. L. de Broglie w swojej pracy doktorskiej przyjal jako zalozenie istnienie pewnego
periodycznego zjawiska zwigzanego z ruchem kazdej porcji materii. Zalozyl on, ze czastkom
swobodnym (tj. punktom materialnym, pozostajacym w polu stalego potencjatu), ktérych ruch
( z doktadnoscia do potozenia poczatkowego) jest scharakteryzowany przez energie catkowita E
i ped p, odpowiadaja zespolone fale ptaskie. tj funkcje

R3 xR 3 (z,t) — ¢(a,t) = A - 2m(<ha>=11) ¢ © (13.1)

gdzie k € R? jest wektorem a v € R liczba.

Wektor k wystepuje we wzorze (13.1.1) wyznaczajac forme liniowa i wobec tego ewolucja
wszystkich wektoréw, dla ktérych < x,k > ma ustalona wartosé ( tj. lezacych na ustalonej
plaszczyznie, bedacej translacja ptaszczyzny

p=A{x:<zk>=0}

przebiega podobnie - stad nazwa ”fala ptaska ”.

Stata A - amplituda fali ¥ - ma w naszych rozwazaniach znaczenie drugorzedne, podobnie
jak potozenie poczatkowe punktu materialnego, odpowiadajacego fali W.

Odpowiednio$¢ de Broglie’a polega na przyporzadkowaniu parze (p, E'), gdzie p jest pedem
a F energia calkowita czastki swobodnej pary (k,v), wyznaczajacej fale plaska z dokladnoscia
do amplitudy A. Przyjmujemy wtedy

p
k=— 13.2
k=1 (13.2)

gdzie h jest stala Plancka.

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Oznaczmy dla wygody h = ; Wtedy (13.1) i (13.2) daja:
s
U(z,t) = A- et (P2)=Ft) (13.3)
Niech p = (p1,p2,p3) i przyjmijmy
3 p2
E-U=rY L
; 2m’

gdzie m jest masa czastki.

Stwierdzenie 13.1. Funkcja (13.3) spelnia réwnanie falowe o postaci

E—-U\ 0%V 1
(&) 7@ —m A (15.4)
0? 0? 02

= — + — + —= jest operatorem Laplace’a.
Ox?  Ox3 O3 J P P

Dowdd polega na policzeniu pochodnych funkcji ¥ i nie bedziemy go przytaczac.

gdzie

13.2. Réwnanie Schrodingera.

Pokazmy teraz, jak od réwnania falowego i fal ptaskich mozna przej$é¢ do zmodyfikowane;j
sytuacji - rownania Schrodingera i fal prawdopodobienstwa.

Zauwazmy najpierw, ze poza geometryczna cecha plaskosci, fale (13.3) sa wyréznione tym,
ze maja postac iloczynu funkcji zaleznej od x i funkcji zaleznej od t. Istotnie,

\Il(x,t) _ e%<k,m> ) ef%Et
Postapmy o krok dalej i rozwazmy ogdlniejsze funkcje
o(z,t) = A(z) - e wE (13.5)

gdzie A jest funkcja zespolona, na ktéra nastepnie narzucimy warunki wynikajace z probali-
stycznej interpretacji opisywanej sytuacji.
Rozwazmy takze rownanie

E-U\ 0*°Vv 1
(557 ) o = am AV (136)
ktore formalnie wyglada, jak réwnanie (13.4), ale tym razem E jest liczba (poziomem energii
catkowitej) natomiast U jest funkcja rzeczywista (potencjatem) na R3.

Rozwazmy przestrzenn L?(R3) funkcji o warto$ciach zespolonych, okreslonych na R?, takich,
ze

/ | f(z) | dz < o0 (13.7)
R3

W zwiazku ze zmodyfikowanym réwnaniem (13.6) wprowadzimy operator (nieograniczony)
dzialajacy na przestrzeni L?(R3) ”operator energii” H za pomoca wzoru:

Hf = (—;; A+ U)f (13.8)
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Stwierdzenie 13.2. Niech ¢ bedzie okreslona wzorem (13.5). Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne

(a) ¢ spelnia réwnanie (13.6),

(b)) HA=FEA

(¢) ¢ spelnia réwnanie
dp

i
o

Hyp (13.9)
Dowdd. (a) = (b). Jezeli p(z,t) = A(:E)e_%Et to po wstawieniu ¢ do réwnania (13.6) otrzyma-
my

E-U E? _i _i

“ (5 Alw) ) = P A (A) (@)

Bt otrzymamy

—(BE = U)A(z) = 1*( [\ 4)(«)

i
i upraszczajac czynnik e 7

skad
~EA(z) = (i* \ -U)A(x)

czyli
HA=FA

(b) = (a) Wszystkie przejécia poprzedniego dowodu mozna przeprowadzié tez w przeciwnym
kierunku.
(c)= (b). Niech ¢(x,t) = A(x) - a(t) i niech

2
B9 = (o AHU)g
Wtedy p
ih pr A(z)t = a(t) H(a)(z)

czyli dla tych ¢, dla ktérych a(t) # 0

Jdo 1 AW
e A(z)

Poniewaz lewa strona zalezy od ¢t a prawa od x, musi istnieé stata E, dla ktérej

Lda i H(A)(w)
zhE‘E—E—Tx).

Z réwnosci tej wynikaja dwa zwiazki:

da {
i _ﬁE oraz H(A)(x)=FE - A(x)

Z pierwszego wynika postaé a(t) = C - e~ HB g drugi jest identyczny z warunkiem (b):
(b)= (c). Jezeli HA = EH to dla to dla ¢(x,t) = A(a:)e_ﬁ zachodzi

s,
Z’hai; = EA(x)e_ﬁ =FE-p=Heyp, co oznacza (c).
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Definicja 13.1. Réwnanie (13.9) nazywa si¢ (pelnym) réwnaniem Schrédingera.
Warunek Hf = Ef, czyli

h2

(o= A+U)f=Ef (13.10)
m

nazywa sie¢ réwnaniem Schrodingera bez czasu.

Uwaga 13.1. Pokazane przez nas przejscie: rownanie falowe (13.4) i fale ptaskie =, réwnanie
i 0
(13.6) i fale p(z,t) = A(z)-e"#F® = réwnanie HA = EA i réwnanie Schrédingera ifi a—f =Hyp

ujawniaja zwiazek miedzy falami plaskimi i falami (13.5). Nie jest to jednak droga, na jakiej
Schrodinger doszed! do sformutowania réwnan (13.9) i (13.10).

Pokazane przejécia sa oparte na zalozeniu, ze rozwazane przez nas funkcje maja postaé

o(z,t) = A(x) - a(t), (13.11)

co nie jest reguly dla rozwiazan dyskutowanych réwnan. (Réwnania sa liniowe, wiec np. suma
rozwiazan o postaci (13.11) jest tez rozwiazaniem). Jak pokazuje réwnowazno$é (b)<= (c¢) w
Stwierdzeniu 13.2, rozwiazania tej postaci odpowiaja stanom stacjonarnym, to jest takim, kiedy
amplituda A funkcji ¢ jest funkcja wlasng operatora energii H.

Uwaga 13.2. Erwin Schrédinger wprowadzajac w 1926r. réwnania (13.9) i (13.10) nie mial
jasnej interpretacji fizycznej ich rozwiazan. Interpretacje taka podal wkrétce potem Max Born.
Przyjal on, ze rozwiazanie ¥ (t,x) réwnania Schrodingera (13.9) majace te wlasno$é, ze dla
kazdego ustalonego t funkcja Fy(x) = v(t,z) nalezy do L?(R?,dz), mozna interpretowaé jako
ewolucje w czasie rozkladu prawdopodobiefistwa. Wtedy [y, [¢(t, #)|?dz ma interpretacje praw-
dopodobienstwa zdarzenia, ze czastka (lub uklad czastek) znajduje sie¢ w chwili t w podzbiorze M
przestrzeni konfiguracyjnej R3 lub R3". Okazuje sie, ze spetnienie warunku (¢, ) > L?(R3, dx)
dla pewnego t pociaga spelnienie analogicznego warunku takze dla pozostalych ¢, co uzasadnia
traktowanie rownania (13.9) jako réwnania zwyczajnego

d i

—F, = ——HF,

P

w L?(R3,dz) i wiaze réwnanie Schrédingera z teoria jednoparametrowych grup unitarnych w

przestrzeni Hilberta.

Interpretacja Borna oznacza, ze wprawdzie polozenie indywidualnej czastki nie jest prze-
widywalne, ale ewolucja rozkladu prawdopodobienstwa tego polozenia jest w pelni determini-
styczna.

13.3. Réwnanie Schrodingera bez czasu.

Przy przejsciu od mechaniki klasycznej do kwantowej operator wystepujacy po prawej stronie
réwnania (13.9), odpowiada funkcji Hamiltona ukladu. Stad jego nazwa - operator energii. Jak
wiemy, jedna z podstawowych cech natury jest wystepowanie energii w porcjach. Poniewaz sg one
niezmiernie male, cecha ta nie ingeruje w formalizmie dotyczacym zjawisk w skali makro. Staje
sig natomiast jednym z gtéwnych czynnikéw ksztalttujacych opis w skali atomowej. Aby uzyskaé
porcjowy charakter obserwowanych wartosci energii, zmienimy nasze mys$lenie o obserwablach.
Realizujemy je jako operatory, ktorych widmo jest zwigzane z obserwowanymi wartosciami np.
energia. Pelny opis kwantyzacji polegajacy na zastapieniu klasycznych obserwabli - funkcji na
przestrzeni fazowej - ich odpowiednikami kwantowymi - operatorami w przestrzeni Hilberta -
jest poza mozliwo$ciami aktualnej prezentacji.
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Zamiast tego pokazemy, ze zbiér wartosci wlasnych operatora energii dla potencjatu odpo-
wiadajacego atomowi wodoru jest istotnie dyskretny i jego wartoéci zgadzaja sie z poziomami
energetycznymi orbit odpowiadajacych stanom stacjonarnym modelu Bohra.

Stwierdzenie 13.3. Niech \ bedzie wartosciqg wiasng operatora H tj.

(_;;A+U)f =\, (13.12)

gdzie f € L*>(R®,dx) oraz f jest ciggla. Jezeli potencjal U przyjmuje tylko wartosci
rzeczywiste, to A € R.

Dowéd. Mnozac obie strony (13.12) przez f i odejmujac stronami od tej réwnosci, réwnosé
otrzymang przez sprzezenie obu stron i pomnozenie ich przez f otrzymamy

_hi[Afy (AP ] (A=X) |f]%. (13.13)
Stosujac tozsamosé
Ag -h— Ah~g =div(h - gradg — g gradh),
w ktérej przyjmiemy g = f,h = f i uwzledniajac wzér Gaussa- Ostrogradzkiego

/divF dx = F-n ds,
Q o0

gdzie F jest polem wektorowym na R?, otrzymamy

2 2
(A= 5\)/Q If|? = —;Adiv(fgradf — fgradfdz) = ;—m /BQ (fgradf — fgradf)i ds

zatem

- (13.14)

2
A 3= o [ (Fgrads — fgradf) it ds- ([ 5P )
2m Jow Q
Niech f(zp) # 0. Mnozac obie strony réwnosci (13.12) przez odpowiednia liczbe, mozemy
zatozyé, ze f(xo) - gradf(zo) € R.
Wtedy f(xo) - gradf (zo) — f(xo) - gradf(acg) = 0. Podstawmy po prawej stronie (13.14) za 2
kule K, o érodku w z¢ i prormemu . Wtedy wartoé¢ prawej strony dazy do 0, kiedy n — oc.
Wynika stad, ze A — X\ =0 O

W dalszym ciagu tego wykladu zajmiemy sie opisem widma operatora energii w przypadku
kiedy U jest potencjalem coulombowskim , tj.
e 1

Uz) = e h (13.15)

(poréwnaj (12.7) oraz Stwierdzenie 5.1).
Symetria kulista funkcji U sugeruje, ze ten problem jest zwiazany z grupa S0(3R). Grupa
ta sklada si¢ z macierzy ortogonalnych wymiaru 3, tj. macierzy A = (a,])3 gdzie a;; € R
takich, ze A' = A!. Ustalmy A € R. W dalszym ciagu wygodnie bedzie rozpatrywac operator
H) o postaci
h2
HA(f) =~ - N\ +U = A1 (13.16)

Wtedy H(f) = \f oznacza, ze Hy\(f) = 0.
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Dla grupy SO(3R) okre$lmy jej naturalna reprezentacje (tj homomorfizm) w grupe operato-
réw ograniczonych i odwracalnych w L?(R3, dx) przyporzadkowujac elementowi A € SO (3,R)
operator A : L*(R3,dx) — L*(R3, dx) wzorem

Af(z) = f (Ax) (13.17)
Poniewaz dla dowolnego zbioru mierzalnego (2 oraz A € SO(3, R) zachodzi u(f2) = p(AQ),
gdzie u jest miara Lebesque’a w R3 to dla f € L*(R3,dx) oraz A € SO(3,R) mamy ||Af|| =
[rale
Stwierdzenie 13.4. Niech A € SO(3R) wtedy

NoAd=40 (13.18)
Dowdd. Krok pierwszy.

Niech A bedzie macierza o trzech wierszach i trzech kolumnach i niech
A € R3. Oznaczmy
f(p+ta)— f(p)

t

0 )
%f(p) = limi—oo

a przez — oznaczymy operacje liniowa tej pochodnej przy zmiennym f.

da_
Niech Af(z) = f(Ax). Wtedy

0
%oA—Aoa(Aa).

Dowdéd polega na tatwych rachunkach i pozostawimy go czytelnikowi.
2
Oznaczmy (%88 =5 ° 88a wtedy z (13.3.8) otrzymamy

(13.19)

0? ~ o~ 0?

Krok drugi.
Niech A = (aij)?j:1 € SO(3,R). Oznaczajac przez e;
1 =1,2,3 wersory osl mamy

0? 0? 0?
A= Gep * @eap ooy

zatem z (13.20)
52

Aogzgo(g )

ale
02 _ 0 . 0 _
(04ei)* (3}, arier) 5(2?—1 ajie;)
3
3
() (St = 3wl
zatem 5 , 5 5 ,
0 0
2 (9Ae;)? ;( Z Wi G e de; ae ) = Z_ <Z“’““”> Derde;
1= 1= J,k=1 7k=1 i=

i z warunku A* = A~! wynika, ze wspélczynnik przy wynosi 1 jezeli j = k oraz 0 jezeli

86k8€j

j # k, co nalezalo wykazaé. O
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Oznaczmy

kerHy = {f € L*(R? dx) : Hy = 0} (13.21)

Whiosek 13.1. kerH, jest domknietq podprzestrzeniq liniowg L*(R3, dx), ktéra jest niezmien-
nicza dla naturalnej reprezentacji SO(3,R), tj dla A € SO(3,R) oraz f € kerH) takie Af €
kerH,.

Dowdd. Czesé pierwsza jest konsekwencja domknietosdci operatora Hy, ktorej nie bedziemy uza-

sadniaé. Jezeli f € kerHy, tj Hxf =0 to

Hy\(Af) = (Hxo A)(f) = A(Hxf) =0

Dalszy ciag naszych rozwazan bedzie poswigcony pytaniu

Problem 13.1. Ustalmy A € R i niech U ma postaé¢ (13.15). Dla jakich wartosci A przestrzen
H) nie jest {0}7?

Pytanie to w jezyku fizyki formutuje sie: jakie sa mozliwe poziomy energii standéw stacjonar-
nych atomu wodoru?



14. Widmo operatora energii dla atomu wodoru

14.1. Operator Laplace’a i wspoélrzedne sferyczne.

Jak pokazaliSmy w Stwierdzeniu (13.4), operator Laplace’a jest przemienny z operatorami
naturalnej reprezentacji grupy SO(3R). Sytuacja ta sugeruje spojrzenie na R3\{0} jako na
produkt sfery S? i prostej R.

Technicznie odbywa sie ono poprzez wprowadzenie na sferze wspoélrzednych ”geograficz-
nych”: wspélrzednej 6 - 7szerokosci geograficznej” , statej na "réwnoleznikach” i podajacej
liczony od 0 do 7 kat miedzy wektorem polozenia a ”osia obrotu Ziemi” ( osia 0;3 przyjetego
uktadu kartezjanskiego) oraz wspélrzednej ¢ - ”dlugosci geograficznej” - stalej na potudnikach
- podajacej kat liczony od 0 do 27 od ”potudnika 07, za ktory przyjmiemy linie przeciecia sfery
z poélplaszczyzna x1x9 dla 1 > 0. Zatem mamy

x1 =rsinfcosy
g = rsinfsinp (14.1)
x3 = rcosf
gdzie 0 < 0 < m,0 < ¢ > 27 oraz 0,r < 400 jest odleglodcia od zera. Wspélrzedne (60, p)daja
po wyrzuceniu potudnika 0 wraz z biegunami wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie ptaskiej
mapy na sfere.
Wzory (14.1) mozna traktowaé albo jako réwnolegly do kartezjanskiego opis punktéw W =

R3\{poiplaszczyzna x1x5 dla 2 > 0} albo jako wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
S Q — W, gdzie

Q={0,p,7):0<0<m 0<ep<2m,0<r} na W

Tej zamianie wspolrzednych odpowiada nowy opis operatora Laplace’a. Przenoszac funkcje
F(z,y, z) okreslona na W do zbioru €2, tak ze jej obraz wynosi

F0,p,17) = (FoS)(0,p,r).

Po Zzmudnych rachunkach otrzymujemy

~ 110 0 1 0,. ,0 1 0% 1 ~
A(F) =3 {5 (r2 E) + sinﬁ%(smeﬁ )+ ey @}F(ﬁ, ©,T) (14.2)
Przedmiotem naszego zainteresowania w tym wyktadzie bedzie widmo punktowe o, H opera-
tora energii (13.8) to znaczy zbiér wartoéci wlasnych H. Wiemy juz (Stwierdzenie 13.3), ze dla
potencjatu U, przyjmujacego wartosci rzeczywiste widmo o, (H ) przyjmuje wartosci rzeczywiste.
W dalszym ciagu dla ustalonej liczby A € C wygodnie bedzie rozwazaé operator Hy =
H — M. Oznaczajac
kerHy = {f € L}(R3,dx) : Hyf =0}

Mozemy wtedy widmo punktowe H opisa¢ warunkiem:

op(H)={AeR : kerH,#{0}} (14.3)

Matematyczne metody mechaniki (¢©) W.Wojtynski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Oczywiscie widmo H zalezy od potencjatu U.
W tym rozdziale skupimy si¢ na potencjale coulombowskim
e? 1

i) = T4mey T (144)

Strategia naszego postepowania jest nastepujaca:

Korzystajac z tego, ze potencjal (14.4) jest niezmienniczy dla naturalnego dzialania grupy
SO(3,R) uzyjemy niebanalnego faktu (ktérego dowdd naszkicowany jest w punkcie 14.4 ), ze
w przypadku potencjatu sferycznie symetrycznego zachodzi implikacja:

(kerHy # {0}) = (kerH, zawiera funkcje F o postaci (14.5))

F(0,0,7) = /\(0) - ®(¢) - R(r). (14.5)

Nastepnie, korzystajac z postaci (14.2) operatora Laplace’a zastosujemy ”metode separacji
zmiennych 7, prowadzaca do trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych na funkcje A, ® i R z
osobna.

Roéwnania te nie sg niezalezne - laczy je wystepowanie wspoélnych ”stalych separacji”. Ich
wyznaczenie za pomocg rownan na ¢ i na 6 stanowi druga czes¢ postepowania. Nie korzysta
ona z postaci (14.4) naszego potencjalu a jedynie z jego symetrii sferycznej.

Krok ostatni, to dyskusja rownania na R(r) z wykorzystaniem (14.4). Przynosi ona opis
mozliwych wartosci wtasnych H zgodny z warunkami Bohra i Balmera. A zatem potwierdza
trafnos¢ rownania Schrodingera.

14.2. Metoda separacji zmiennych.

W przypadku sferycznie symetrycznego potencjatu V, korzystajac z opisu (14.2) operatora
Laplace’a, otrzymany dla operatora Hy = H — A\l
warunek H)F = 0 w postaci

(-2 2y 2 - 20+ (s 2 )+ b )] ) =0, (146)

Jak widzimy, nasz operator zapisuje sie w formie

Hy = (Hy), + (H)),,

gdzie czesé¢ (H A)T zawiera tylko rozniczkowanie wzgledem r i mnozenie przez funkcje zalezne
od 7. Analogicznie wyglada sytuacja dla (H)) g tym razem wzgledem ¢ i 0 oraz funkcji tych
argumentow.

Zastosujmy ten operator do funkcji (14.5). Wtedy (Hy)  dziata tylko na R(r) a (H’\)Gso tylko
na A(0) - (). W rezultacie dzielac calosci przez F' i przenoszac na prawa strone czesé zalezna
od 6, p otrzymamy

(H),R(0) (), A0) 6(%)
TR AB) o(7) (14.7)

Poniewaz po lewej stronie (14.7) mamy funkcje zmiennej r a po prawej zmiennych 6 i ¢,
rownos¢ ta moze zachodzi¢ tylko wtedy , kiedy obie strony sa state. Otrzymamy wiec:

(H)),R(r) = cR(r)
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(H))g., - A\©O) é(¢) = —c A(9) 6(¢)

Ostatnia réwno$¢ po podstawieniu postaci (H))
forme:

0.0 i po pomnozeniu przez sin? 6 przyjmie

[ 0 0 0?

sin Hﬁ(sin 9%) + 57802} A(G)qb(gp) =—c A(G)g{;(@) -sin’ 0,

Wykonujac rézniczkowania, dzielac przez A(0)¢(¢), 1 przenoszac wyrazy zawierajace 6 na jedna
strong a zawierajace ¢ na druga, otrzymamy

: 0 : o) 99
sin 055 (sin655) A(9) ©oesin? — 02
A(9) ¢
skad, podobnie jak poprzednio lewa strona i prawa strona rowne sa staltej d. Otrzymamy zatem
réwnania

d%¢
- = 14.
= (143
oraz P A
. 9 . . 9
sin” 0 W—i—sm& COSHW—I—(csm 6 —d) AzO. (14.9)

Kazde rozwiazanie réwnania (14.8) jest kombinacja liniowa funkcji Ve gdzie v/d ma dwie
wartosci zespolone. Na to, aby ¢(¢) byta funkcja 2w okresowa - co wynika z opisu we wspél-
rzednych sferycznych, rézniczkowalnej na R3\{0} funkcji F(6,¢,r) = R(r) A(6)®(¢), potrzeba
i wystarcza by d = m? dla m € Z. Zatem stala separacji ¢ musi by¢ taka zeby okreélone na
(0, 7) réwnanie (14.9) mialo rozwiazania okreslone na (0, 7.)

14.3. Kroki redukujace.

Zajmiemy sie réwnaniem (14.9). Naszym celem jest pokazanie, Ze ma ono niezerowe rozwia-
zanie na (0, ) tylko wéwezas, gdy c=1(l+ 1) dlal=0,1,2,...

Postepowanie polega na przechodzeniu do coraz prostszych réownan w taki sposob, ze ko-
lejne rownania zawierajg ¢ jako parametr oraz, ze posiadanie rozwigzania przy ustalonym c
przez réwnanie poprzednie implikuje posiadanie rozwiazania przy tym samym c¢ przez réwnanie
nastepne. W rezultacie po pewnej liczbie krokéw dochodzimy do réwnan:

2
(1- x2>ﬂ ST A (14.10)
x x

Zagadnienie, przy jakim c takie réwnanie posiada rozwiazania na (-1, 1), jest jednym z
klasycznych zadan analizy i wiaze sie z teorig wielomianéw Legendre’a. w innym sformutowaniu
jest to pytanie o widmo punktowe operatora

d>f df
_ _2\2 S 9.
Af = (1 T )d 5 — 2% o (14.11)
Nasze postepowanie przebiega w kilku krokach.

Krok pierwszy:

Od réwnania (14.9) przejdziemy do réwnania

2 m2
(1 —wQ)% —Qw% + (e — 1_w2)]G(w) =0 (14.12)
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gdzie G ma by¢ funkcja okreslona na (-1,1).
Przejscia dokonujemy, podstawiajac 6 = arccos w, tak, ze G(w) = /\(arccos w) lub inaczej:

/\(6) = G(cos6) (14.13)

Z (14.13) otrzymujemy

d A

™
oraz QA 2G .
d o d d
W:SID GW—COSG@

Wstawiajac te wartosci do (14.9), po przeksztalceniach, otrzymamy (14.13).
Krok drugi:

Od réwnania (14.13) przejdziemy do réwnania (14.14 ), rozwazanego, podobnie jak (14.13),
na odcinku (-1, 1).

d? d
J— 2 —_— —_ —_ J—
(1-w )5 — 2w(m 4 1)+ (e —m(m + 1))] U (w) = 0 (m) (14.14)
Indeks m pojawia sie w (14.14) w zwiazku z nastepujaca dalej redukcja, obnizajaca m do
m — 1 1 w konsekwencji doprowadzajaca do (14.10) przy (m = 0).
Aby przejsé od (14.13) do (14.14)(m), przyjmijmy

_ G(w)
Um(w) = (1-— wz)%
a zatem
G(w) = Up(w)(1 —w?)=. (14.15)

Po prostych,lecz pracochtonnych obliczeniach, pokazujemy, ze spelnienie przez G o postaci
(14.15) warunku (14.12) implikuje, ze U,, spelnia réwnanie (14.14)(m).
Krok trzeci:

dUp,—
Lemat 14.1. (a) Jezeli Uy,—1 jest rozwigzaniem (14.14)(m-1) to dm L jest rozwigzaniem
x
rownania (14.14)(m).
(b) Kazde rozwigzanie (14.14)(m) powstaje jako pochodna pewnego rozwigzania rownania(14.14)(m-1).

Dowdd. Niech h bedzie jaka$ funkcja rézniczkowalng na (-1,1) i obliczmy warto$é¢ wyrazenia

2
% [(1 - uﬂ)% — wm% + (c—(m— l)m)h] (14.16)

Oznaczmy 4 = F(w). Wtedy wyrazenie (14.17) przyjmie postaé:
dw

dF N dF
o d? dF
(1-w )7dw2 —2w(m+1)— + (¢ —m(m + 1)) F.

dw
Zatem, dla dowodu (a) nalezy jako h w (14.16) podstawié U,,_1. Wtedy wyrazenie w nawiasie
kwadratowym jest réwne identycznos$ciowo zeru a wobec tego F' spelnia réwnanie (14.14) (m).
Dla dowodu (b) niech F' bedzie rozwiazaniem (14.14) (m). Wtedy F' jest funkcja réznicz-
kowalna, a wiec ma funkcje pierwotna h. Przeprowadzajac przytoczone rachunki w odwrotnym
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dh
kierunku i podstawiajac F' = — otrzymamy réwnosé¢ méwiaca, ze wyrazenie (14.17) jest réwne
zeru. Oznacza to, ze h spelnia réwnanie (14.14)(m-1), w kérym zero po prawej stronie zostalo

zastapione przez jakas stata. Wtedy modyfikacja h przez dodanie do niego odpowiedniej stalej
sprawi, ze tak zmienione h spelni (14.14)(m-1). O

Whniosek 14.1. Jezeli réwnanie (14.9) z parametrem ¢ ma rozwigzanie na (0,7), to réwnanie
(14.10) z parametrem ¢ ma rozwigzanie na (-1, 1).

14.4. Wielomiany Legendre’a.

Pojawiaja sie one w zwiazku z kilku zagadnieniami analizy. Powodem naszego zainteresowa-
nia jest ich zwigzek z réwnaniem Laplace’a. Nie majac zamiaru przedstawi¢ w pelny sposob tej
klasy funkcji specjalnych, skoncentrujmy sie na jej wlasnosciach zwiazanych z pytaniem:

Problem 14.1. Dla jakich warto$ci parametru zespolonego ¢ réwnanie (14.10) posiada nieze-
rowe rozwiazanie?

Definicja 14.1. Wielomian

1 dar

_ a2 \n

P,(x) = ol g (z° —1) (14.17)

nazwiemy n—tym wielomianem Legendre’a . Przyjmiemy dodatkowo Py = 1. (Mnozenie

przez czynnik Sl daje wlasnosé P, (1) = 11 jest naturalne przy innej definicji wielomianéw
n!

Legendre’a).

Stwierdzenie 14.1. (a) Stopien P, wynosi n.
(b) Wielomian P, spelnia réwnanie (14.10) ze stalg ¢ réwng (n — 1)n. (Stalg zero w przypadku
Py). Znaczy to, Ze dla operatora

a=2a-)] (14.18)

zachodzi
AP, = (n—1)nPk,

(c) Jezeli c1,co sq wartosciami wlasnymi operatora (14.11) oraz c1 # c2 a f1 i fa sq odpo-
wiadajgcymi im funkcjami wlasnymi,to

/_ 11 Fi(@) fo(x)da = 0,

(d) Funkcje Py, Py, Py, ... stanowig ortogonalny uklad zupelny w przestrzeni Lo([—1, 1], dx)

Dowdéd. (a) P, otrzymujemy, rézniczkujac n-krotnie wielomian (22 — 1)"stopnia 2n.

(b) Niech W,, oznacza przestrzen wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach zespolonych,
ktérych stopien nie przekracza n. Poniewaz dla operatora liniowego A danego wzorem (14.11)
A(z™) jest tez wielomianem stopnia n o wspélczynniku przy ™ réwnym n(n — 1), widzimy, ze
A(W,) =W, dlan=0,1,2...

Piszac z kolei A w formie

A= L0220

i wykonujac dwukrotnie catlkowanie przez czesci, pokazujemy, ze

(14.19)
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1 1
[ an-gie= [ 1 aga (14.20)
—1 -1

dla dowolnych f i g.

Pokazemy, ze w przestrzeni W, istnieje baza ortogonalna fy, fi, ... fn taka, ze stopien wielo-
mianu f, wynosi n, oraz Af, =n(n—1)f,.

Postepujac indukcyjnie przyjmiemy fo = 1, wtedy Afy = 0.

Niech beda okreslone fy, ..., fn_1, stanowiace baze ortogonalna W,_1 i bedace wektorami
wlasnymi A.

Niech f, € W, bedzie (jedynym z dokladnoscia do proporcjonalnosci) wektorem ortogonal-
nym do W,_;. Wtedy na mocy (14.20) Af,, jest tez ortogonalny do W,,_1 a wiec Af, = Afn. Z
tego, ze Az™ jest stopnia n oraz ma wspétczynnik przy =™ réwny n(n—1) wynika, ze A = n(n—1).

Pokazemy, ze f,, = P, (po odpowiednim unormowaniu). W tym celu wystarczy pokazaé, ze

1
/ P,P,dr =0 dla n#m (14.21)
-1

Istotnie, Py =1 = fy oraz Py, P, P,,_1 rozpinaja W, _1 podobnie jak
fo, fi, -, fn—1, a z pokazanego poprzednio fy, ..., fr stanowig baze ortogonalnag W dla k =
1,2,...,n

Pokazemy, ze zachodzi (14.21).

Postuzymy sie lematem:

Lemat 14.2. Niech k < n, wtedy %(ﬁ —1)" =0 dlax+1.

Istotnie

.,

P=" (a
b da:k(

—1)(z?-1)" 2_: ( ) T -1)- dcfkj] (z2 — 1)1

Pierwszy sktadnik sumy po stronie prawej zawiera czynnik (2 — 1), do pozostalych dwéch
sktadnikéw mozna stosowaé zalozenie indukcyjne. Wykorzystujac lemat uzyskujemy (indukcyj-
nie) (14.21), calkujac przez czesci. O

(c) Z warunkéw - {(1 —x )dfl} = ¢;f; dla i = 1,2 otrzymamy

[l Tl oo [ s

7} d
Lewa strona jest réwna (1 — x )( h fa— ﬁfl) w granicach 1,-1 a zatem wynosi 0.

(d) Z (b) i (c) wynika ortogonalnosc funkcji P; a z (a) wynika, ze przestrzen liniowa rozpinana
n

przez Py, ...P,, jest zarazem przestrzenig rozpinang przez 1,z, 22, ..., x™.
Whiosek 14.2. Jedynymi liczbami zespolonymi c, dla ktérych réwnanie (14.10) ma rozwigzanie
$¢0,1-2,2-3,..m(m+1),...

Dowdd. Funkcja P spetniajaca réwnanie (14.10) jest rézniczkowalna na R, wiec nalezy do L? ([-
1,1],dxz). Na podstawie punktu (c) Stwierdzenia 14.1 dla ¢ réznego od m(m + 1) przy m =
0,1,2...) f jako funkcja wlasna operatora (14.12) bylaby ortogonalna do przestrzeni wszystkich
wielomianéw, co nie jest mozliwe. O
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14.5. Wartosci wlasne operatora energii dla potencjalu coulombowskiego.

Badajac wartosci wlasne operatora energii

H=—o- A+U (14.22)

rozwazamy rodzine operatorow Hy = HA — I dla A € C i badamy warunek Hy = 0.
W przypadku potencjatu coulombowskiego
e? 1

= — - 14.2
U = e T (14.23)

gdzie e jest tadunkiem elektronu a €( statg dielektryczna prozni, wygodnie jest w opisie Hy
przejéé do wspdlrzednych sferycznych, zapisujac warunek
H) =0 w postaci (14.6).

Jak pokazaliémy, metoda separacji zmiennych prowadzi do réwnania
(Hy), — cR(r) = 0, ktére po wykonaniu rézniczkowan, podzieleniu przez r2, podstawieniu za U
potencjalu coulombowskiego (14.23) oraz uwzglednieniu, ze stala separacji ¢ musi przyjmowaé
jedna z wartosci [(I — 1) dla [ = 1,2, 3, ... przybiera postaé:

d 2l e? I(1—1)
20
dr+h2( +47T 607“)+ 72

|r( =0 (14.24)

d? 2
[dr2 r

Naszym celem bedzie zbadanie, dla jakich A powyzsze réwnanie posiada rozwiazanie oraz
powiazanie otrzymanego warunku z wystepujacymi tu parametrami fizycznymi. (Przypomnijmy,
ze ze Stwierdzenia(13.3) wynika, ze A € R ). W celu mozliwie jaknajwiekszego uniezaleznienia
wspotczynnikow naszego rownania od parametréw fizycznych, przejdziemy do ”unormowanej”

: : r : dm g W2 o L
zmiennej p = —, gdzie a; = - == jest promieniem Bohra (poréwnaj (12.8)). Oznaczymy
2
ai me

) 81 €ga
tezu:—$')\.
e

2
W wyniku tych zmian otrzymamy réwnanie

dp® " pdp  p

2 2d I(l1-1) 2
[ (2)+p—4mm=a (14.25)
gdzie "obecna” funkcja R jest rowna dawnej funkcji R od zmiennej ag - p.

Warunek F € L2(R3,dz) dla F(r,0,¢) = R(r) - A(0) - ¢(p) prowadzi do warunku:

+oo
/0 |R(p)|2p2dp < 400 (14.26)

i bedziemy szukaé rozwigzan (14.24) spelniajacych (14.25). Przeksztalcimy réwnanie (77),
aby zalezno$¢ od parametru [ bylo tatwiej poddaé¢ kontroli a takze, aby uprosci¢ jego postac.

Wskazowka przy szukaniu odpowiedniego podstawienia moga by¢ nastepujace dwie obser-
wacje: Uproszczenie réwnania (14.24) do

dp> " pdp  p

2 _
[d 2d _UW 21)}04(;)) =0 (14.27)

daje réwnanie o podobnych (mamy nadzieje) rozwiazaniach dla malych wartosci p. Co wiecej,
dla (14.27) mozemy odgadnaé¢ dwa liniowo niezalezne rozwiazania. Sg nimi

-1

ai(p) = p'! oraz as(p) = p~".
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Z nich tylko «a; spelnia dla malych p warunek (??). Podobnie dla duzych p mozemy (14.24)
uproécié¢ do

d2

& ot = 1425)

Réwnanie to ma dwa liniowo niezalezne rozwigzania 3;(p) = e V* i By = eV#*. Poniewaz,

jak pokazaliémy w Stwierdzeniu 13.3, A a zatem p s rzeczywiste, to catkowalno$é rozwiazan
(14.28) mamy szanse uzyska¢ tylko dla p > 0 ( zatem A <0 ).
W wyniku tych obserwacji zapropononujemy podstawienie

R(p) = p'e VI L(p). (14.29)
Wtedy
dR dL
= = lpl_le_‘/ﬁpL(p)—\/ﬁpl e~ VEPL(p) + ple~ VP
oraz
d’R =2 _—\/ip -1 L —\/Ep I—1 —\/ﬁPdL
app = =D eI L(p) = 2p T Llp) A eI L p) + 20p e VI T
dL d’L
—2/upte VPP o ple—vieZ
VHp'e i + ple P

I w rezultacie podstawiajac te wartosci oraz (14.29 ) do réwnania (14.27), widzimy, ze L musi
spelnia¢ réwnanie:

d? d l

L oyo+1— A T

pgr 2+ 1= v 20

Rozwinmy funkcje L w szereg Laurenta o $rodku w 0, to jest niech:

(I+1)yE+1)|L(p) =0 (14.30)

+o0o
Lip) = anp™ (14.31)
Wtedy
dL > I —— n
3= 2t Danp” + 3 (n+ Dawp (14.32)
n=0 n=—2

Widzimy (14.30), ze n-ty wspélczynnik funkeji otrzymanej jako lewa strona réwnania (iden-
tycznosciowo réwnej zero na mocy tegoz réwnania wynosi:

b =n(n+ Dant1 + 21+ 1)(n + ant1 — 2v/pnan + (= 2/p(l + 1) + 2)ay, + 2lan,41

Poniewaz funkcja réwna identyczno$ciowo zeru ma wszystkie wspotczynniki réwne zeru,
otrzymamy stad

G| (n+ 1) (n+ 200+ 1)) + 21| = an 2/ + 25 +1)]

skad

Vi (n+l1+1) -1 . (14.33)

apt1 = 2 an
“ (n+1) (n+2(+1))+21
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N
n (n + 1) ’
wyprowadzié, ze L(p) zachowuje sie dla duzych p jak e?VF? a zatem R(p) nie moze by¢ funkcja
catkowalna. Jedynym wyjatkiem jest sytuacja, kiedy a, = 0 poczawszy od pewnego n.

To sie moze sta¢ wtedy, kiedy

a
Ze wzoru tego wynika, ze dla duzych n stosunek L zachowuje sie jak skad mozna

1
(n+(+1)°
81 € 4 €¢ h?
Przypomnijmy, ze przyjeliSmy p = M A, gdzie a; = oS0l jest promieniem Boh-
e2
A 4
a (12.8). Wtedy pu = & gdzie R = % jest stata Rydyberga. Ostatecznie otrzymuje-
my warunek
R

(n+(1+1))
dlal=0,1,2,...oraz n =0,1,2, ..., zgodny z (12.9).

14.6. Funkcje wlasne operatora energii dla potencjalu o symetrii sferycznej.

W punkcie tym pokazemy, ze w przypadku potencjalu V, ktéry we wspolrzednych (14.1)
zalezy jedynie od r, przestrzen kerHy, o ile nie jest réwna {0} zawiera funkcje o postaci

F(r,0,9) = R(r)- /\(6) - ¢(¢). (14.34)

Redukcja ta nie zalezy od postaci operatora H) a jedynie od tego, ze jest on przemienny
z naturalna reprezentacja grupy SO(3,R), Wynika stad, ze Y = kerH) jest zachowana przez
operatory A dla A € SO(3R).

Dla krétkosci niech G = SO(3, R), niech p oznacza naturalng reprezentacje G w L?(R3, dx),
to znaczy dla G 3 g = A € SO(3,R) niech py(f) = Af.

Pierwszym krokiem do pokazania (14.34) jest nastepujacy

Lemat 14.3. Jezeli Y # {0} jest domknietq przestrzeniq niezmienniczq reprezentacji p skla-
dajgcq sie z funkcji rézniczkowalnych, to Y zawiera funkcje o postaci

F(r,0,0) = R(r)-H(0,v) (14.35)

Dowdd lematu korzysta z teorii reprezentacji unitarnych zwartych grup topologicznych. Po-
trzebne fragmenty tej teorii podane sa w nastepnym punkcie tego wyktadu.

Idea dowodu Lematu

Niech dpu, oznacza unormowana miare Lebesque’a na sferze S, ( tj. o srodku 0 i promieniu
r) w R3. Niech p” oznacza reprezentacje G w L?(S,,d,, ) indukowana przez naturalne dzialania
G na S,.

Dla ustalonego r okredlmy II, : Y — L2(S,., du,), ktadac Il f = v gdzie v(6, ) = f(r,0, ).

7, Twierdzenia 14.1 wynika, ze istnieje skoficzenie wymiarowa p—niezmiennicza podprze-
strzen zespolona Z C Y, taka, ze p ograniczona do Z jest nieprzywiedlna.

Jezeli funkcje fi(r,0,¢) i = 1,2,...,d stanowia baze ortonormalng Z, to reprezentacje p
ograniczong do Z mozna opisa¢ wzorem

gfz T, 0790 = Z f] r,0, 90) (14-36)

J=1
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gdzie B(g) = (bij(g))jjzl przebiega pewna (nieprzywiedlnie dziatajaca na C¢ ) podgrupa
grupy unitarnej U(d).

Poniewaz dziatanie grupy G dotyczy wspoirzednych 0 i ¢ to z p—niezmienniczo$ci przestrzeni
Z wynika p—niezmienniczo$¢ przestrzeni Z, = II,.(Z). Oznaczmy

B =11.f; i=1,..d gdzie hi(6,¢) = f(r,0,)

Wtedy
d

Pahi (0,0) =D bij(g)hi (0, ») (14.37)
i=1
Zauwazmy teraz, ze dla kazdej pary ri,re przeksztalcenie iy, ., (7,0, ¢) : Sy, — Sy, okre-
Slone we wspoétrzednych sferycznych wzorem 4, ,, (12,0, ¢) = (1,0, ¢) pozwala utozsami¢ S,, z
Sr, 1 indukuje przeksztalcenie unitarne

IT’177’2 : Lz(Sﬁad:u’m) — LQ(Sma d//f’rz)

i przy tym, dla dowolnych ry,rs oraz g € G

IT‘1,7’2 ’ p21 = pZQ : Irl,rg (14.38)

Zatem I, ., daja utozsamienie przestrzeni L?(S,, du,) wraz z dzialaniem G.

Zauwazmy, ze przy kazdym r funkcje h; sa liniowo niezalezne. Istotnie, gdyby k sposrdod nich
rozpinalo przestrzen Z, dla pewnego k < d to operatory B(g) dla g € G dzialaby z przestrzenia
niezmiennicza w C%.

Z utozsamienia (?7) reprezentacji p” dla réznych r wynika, ze wszystkie one maja ten sam
rozklad na ortogonalna sume prosta reprezentacji nieprzywiedlnych. Z tego, ze reprezentacje
p" sa cykliczne wynika, ze kazda reprezentacja nieprzywiedlna moze pojawié¢ sie w tym rozkla-
dzie tylko skonczona (< od swojego wymiaru) liczbe razy. Dwie reprezentacje nieprzywiedlne
pojawiajace sie w rozkladzie sa identyczne lub dzialaja w przestrzeniach ortogonalnych.

Poniewaz malej zmianie r odpowiada mala zmiana bazy ( A7, ...h}) i poniewaz wzoér (14.36)
okresla reprezentacje nieprzywiedlna, wynika stad, h] nie zaleza od 7, to jest

hi(0,¢) = hi(0,¢) dla wszystkich r

Ale to wtedy znaczy, ze
fi(r,0,¢) = R(r) - hi(0, ¢).
Wynika stad teza.
R(r)
R(1)
Niech S bedzie sfera w R3 i du unormowang miara Lebesque’a na S. Ograniczmy reprezen-

tacje p do 1-parametrowej podgrupy SO(3R) skladajacej sie z obrotéw wokoél osi x3, to jest w
przyjetych wspoétrzednych sferycznych przeksztalcenie A, bedace obrotem o kat (g, ma postac

Uwaga 14.1. Przytoczone rozumowanie pokazuje tez, ze Z, = Z7 -

(6,0) — (0, + vo) (mod.2r).

Lemat 14.4. Niech Z # {0} bedzie domknietq przestrzeniqg niezmienniczq dla przeksztalceri
A,,0 < ¢ < 2m. Istnieje 0 # h € Z oraz liczba catkowita ng takie, Ze

h(0, @) = €% \(0). (14.39)
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Dowdéd. Dla liczby catkowitej n rozpatrzmy operator 7, dany wzorem

Tn(f) 2/0% e™? Ay (f)dyp (14.40)

Twierdzimy, ze istnieje ng oraz f € Z, ze T,,,(t) # 0. Istotnie, w przeciwnym razie dla kazdej
funkcji ciaglej x mieliby$my:

27

~ 21
; X(p)Au(f)de =0 czyli/O x(@)f(0,9 + p)dp =0

Nie tracac ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze f(6o, o) # 0, ze f jest ciagla, x jest rzeczywista
nieujemna oraz, ze nosnik x jest zawarty w dowolnie matym otoczeniu ((6y, po). Dostajemy stad

sprzecznosé. Szcezegdly pozostawiamy czytelnikowi.
Niech zatem T,,f # 0 dla pewnej funkcji f € Z. Wtedy T),,f € Z i twierdzimy, ze

Too f(0,0) = e% - A().

Istotnie

, A o
e T (£)(0, ) = ™% / e f(0, ¢ + a)da =
0

o 2l |
_ / emo(oc—&-cp)f(g’ a+ p)da = / e f(0, ada) = A(H)
0 0

Whniosek 14.3. W kazdej roznej od zera przestrzeni ker Hy znajduje sie funkcja F postaci

F(r,0,0) = R(r) - \(6) - e"® (14.41)

14.7. Wyboér faktéw z teorii reprezentacji grup zwartych.

Definicja 14.2. Grupa topologiczna nazywamy grupe G, ktéra jest jednoczednie przestrzenia
topologiczna, przy czym odwzorowanie

GxG>(ab)—a_1beG

jest ciagte.
Grupe topologiczna nazywamy zwarta (odpowiednio lokalnie zwarta) jezeli jako przestrzen
topologicznie jest ona zwarta (lokalnie zwarta).

Definicja 14.3. Miare p okreélong na o— ciele > podzbioréw grupy G nazywamy lewostronnie
(odpowiednio prawostronnie) niezmiennicza jezeli dla kazdego A € Y oraz g € G zbiér gA € >
( odpowiednio Ag € ") oraz jezeli u(gA) = u(A) (odpowiednio ( u(Ag) = u(A)).

Uwaga 14.2. Przeksztalcenie G 3 g — ¢! € G indukuje odwzorowanie miar. Obrazem mia-
ry lewostronnie niezmienniczej jest miara prawostronnie niezmiennicza (i odwrotnie). Wobec
tego kazde zdanie o miarach lewostronnie niezmienniczych ma swoj odpowiednik dla miar pra-
wostronnie niezmienniczych. W dalszym ciagu w zwiazku z lewicowymi sympatiami autora
bedziemy formutowac teorie dla miar lewostronnie niezmienniczych.
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Twierdzenie 14.1. (Alfred Haar)
Na kazdej lokalnie zwartej grupie topologicznej G istnieje okreslona na o—ciele Y
podzbioréw borelowskich G regularna miara lewo niezmiennicza. (Regularno$é miary

oznacza, ze dla kazdego € > 0 i A € Y istnieje zbior zwarty Z i otwarty Q, takie, Ze
Z CACQorazpu(Q\2)<€&.)

Miara ta ( zwana lewa miara Haara) jest jedyna w tym sensie, ze kazde dwie takie miary
sa proporcjonalne. Miara Haara p grupy zwartej jest skonczona ( na ogdl normuje sie ja tak,
zeby u(G) = 1). Wlasnosé skonczonosci miary Haara charakteryzuje grupy zwarte w klasie grup
lokalnie zwartych.

Definicja 14.4. Niech G bedzie grupa a GL(X) grupa wszystkich odwracalnych przeksztalcen
liniowych przestrzeni liniowej X ze zlozeniem przeksztalcen jako operacja grupowa.
Homomorfizm p : G — GL(X) nazwiemy reprezentacja G.
Reprezentacje nazwiemy skonczenie wymiarowa (wymiaru n) jezeli X ma wymiar n.

Najczesciej rozwaza sie reprezentacje, gdzie X jest przestrzenig nad C. Dla grup topologicz-
nych wladciwym jest rozwazanie reprezentacji ciagtych. Wtedy X powinna tez by¢ przestrzenia
topologiczna. Najczesciej uzywanym posulatem ciaglodci reprezentacji jest warunek ciaglosci
trajektorii (nazywany w dalszym tekscie ciaglodcia reprezentacji): dla kazdego ustalonego x € X
funkcje G 2 g — py(x) € X sa ciagle.

Reprezentacja jest cykliczna, jezeli istnieje x € X taki, ze przestrzen liniowa Y, rozpinana
przez trajektorie

G-z={yeX :y=py(z)geG}

jest gesta w X.

Jezeli warunek gestosci Y, zachodzi dla kazdego = # 0, to reprezentacja nazywa sie nieprzy-
wiedlna.

Reprezentacja p nazywa si¢ unitarng, jezeli X jest przestrzenig Hilberta a operatory p,
reprezentacji p sa operatorami unitarnymi to jest (pg)* = (py) ! = pg-1 dla g € G. O dwéch
reprezentacjach py i po grupy G dziatajacych odpowiednio w przestrzeniach X; i X5 powiemy,
ze sa rownowazne, jezeli istnieje liniowy izomorfizm I : X7 — X» (topologiczny, jezeli X 1 Xo
sa topologiczne) taki, ze Ip1(g) = p2(g)I dla g € G. Reprezentacje réwnowazne sa w pewnym
sensie takie same a réznia sie tylko opisem.

Stwierdzenie 14.2. Kazda lokalnie zwarta grupa topologiczna posiada injektywng reprezentacjq
unitarng. Jest nig lewa reqularna reprezentacja opisana w nastepujgcy sposob:
Przestrzenig X jest L*(G,du), gdzie du oznacza lewq miare Haara, natomiast (pgf)(h) =

f(gh).
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Twierdzenie 14.2. (Podstawowe twierdzenie o cigglych reprezentacjach unitarnych
grup zwartych).

(a) Kazda ciggla reprezentacja nieprzywiedlna grupy zwartej jest skonczenie wy-
miarowa.

(b) Kazda ciggla hilbertowska reprezentacja grupy zwartej réwnowazna jest repre-
zentacjyi unitarnej.

(c) Kazda ciggla reprezentacja unitarna grupy zwartej w osrodkowej przestrzeni
Hilberta rozktada sie na ortogonalng sume prostq reprezentacyi nieprzywiedlnych

X = 0X, (14.42)

gdzie kazda z przestrzeni X,, w (14.42) jest p—niezmiennicza oraz p—ograniczona do
X, jest nieprzywiedina. Krotnoscig wystepowania danej reprezentacji nieprzywiedine;j
w rozkladzie (14.42) nazwiemy liczbe skladnikéw, dla ktérych eprezentacja p ograni-
czona do X; jest rownowazna tej reprezentacyi.

(d) Reprezentacja o rozkladzie (14.42) jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy krot-
nos¢ wystepowania w tym rozkladzie dowolnej reprezentacji nieprzywiedine; jest nie-
wieksza niz jej wymiar.
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