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Wprowadzenie

Przedmiotem naszego zainteresowania beda metody rozwigzywania czterech podstawowych
zadan obliczeniowych, bardzo czesto spotykanych w rozmaitych dziatach matematyki stosowa-
nej:

Uktad réwnan liniowych Dla danej macierzy rzeczywistej A rozmiaru N x N i wektora b €
RN znalezé x € RN taki, ze
Ax =b.

Uktad réwnan nieliniowych Dla danej funkcji F : RN > D — RY i wektora b € RV znalezé
x € D taki, ze
F(z)=b.

Zagadnienie wlasne Dla danej macierzy rzeczywistej A rozmiaru N x N znalezé A € C i
niezerowy wektor x € CV takie, ze
Ax = \x.

Catkowanie Majac dang f: RY D D — R, obliczy¢

I:/Df(:z:)dx.

Bez wielkiej przesady mozna powiedzie¢, ze w kazdej powazniejszej symulacji wykonywanej
na uzytek inzynierski, bankowy, naukowy, itp., ktores (lub kilka) z powyzszych zadan wystepuje
jako jadro obliczeniowe, nierzadko o krytycznym znaczeniu. Dlatego jest tak wazne, by potrafi¢
takie zadania rozwiazywaé szybko i doktadnie.

Wymienione zadania maja w zastosowaniach jeszcze jedna wspolna ceche: jest nia duzy
(lub bardzo duzy) rozmiar zadania N. Przykladowo, uklady réwnan liniowych spotykane w
symulacjach uktadéw elektronicznych mogg mie¢ kilka milionéw niewiadomych. W finansach
konieczne jest obliczanie catek z bardzo skomplikowanych funkcji, po kostce 360-wymiarowe;.
Algorytm stosowany w wyszukiwarce Google musi wyznaczyé¢ wektor wlasny odpowiadajacy
dominujacej wartosci wlasnej macierzy o miliardowym rozmiarze. Dyskretyzacje nieliniowych
ukladéw réwnan rézniczkowych (na przyklad, réwnania Naviera—Stokesa), bardzo szybko moga
doprowadzi¢ do nieliniowych ukladéw réwnan o milionie niewiadomych, a ludzie prowadzacy
symulacje turbulentnego przeplywu cieczy z radoscig uscisneliby nas, gdybysmy tylko dali im
szanse wykonana obliczen z 102 (Iub wiecej!) niewiadomych.

Zadania obliczeniowe o tak wielkim rozmiarze wymagaja specjalnych algorytméw numerycz-
nych. Przyktadowo, naiwnie obliczajac catke

/[0 L f(:L’l,. . .,CEN) d:Ul ...d(EN

/01 < </01f(a:1,...,xN)d:n1> ) don

i stosujac do wyznaczenia kazdej z calek jednowymiarowych na przyktad ztozona kwadrature
trapezéw oparta na n > 2 weztach, musieliby$my obliczy¢ az n’V samych tylko wartosci funkcji!

jako calke iterowana
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(Gdy N = 360, jak w finansach, a za n weZmiemy skromnie n = 10, nalezaloby wyznaczyé
10360 samych tylko wartoéci funkcji — co nie rokuje zbyt dobrze, zwazywszy, ze wspélczesne
komputery osobiste w ciggu jednego roku moga w najlepszym razie wykonaé ,zaledwie” 10'°
operacji arytmetycznych, a najszybsze na Swiecie superkomputery moga teoretycznie wykonaé
10?° takich operacji rocznie...)

W naszych rozwazaniach o sposobach rozwiazywania Wielkiej Czwoérki Zadan bedziemy
stapaé¢ po solidnym gruncie, omawiajac metody klasyczne: sprawdzone w praktyce i teoretycz-
nie dobrze zbadane. Co ciekawe, do ich zrozumienia i analizy bedzie nam potrzebna jedynie
podstawowa wiedza z Analizy i GALu, a takze nieco elementarnych wiadomosci z Rachunku
Prawdopodobienstwa. W wykladzie bardzo mato bedziemy odwolywaé sie wprost do materiatu
z Matematyki Obliczeniowe]j I: jego tre$é jest w znacznej mierze ortogonalna do tego przedmiotu
— ale oczywiscie pewna wiedza o metodach numerycznych moze nam pomoéc lepiej umiescié
omawiane kwestie na tle szerszego spektrum zagadnien matematyki obliczeniowe;.

Wraz z mozliwos$ciami obliczeniowymi komputerow rosng takze nasze potrzeby i wymagania,
a zjawiska, jakie chcemy symulowaé numerycznie staja sie coraz bardziej ztozone, wykraczajac
poza podstawowe zadania omawiane w skrypcie. Mamy nadzieje, ze zdobyta na niniejszym
wykladzie wiedza i do$wiadczenie pozwolag Panstwu $wiadomie korzystaé z gotowych pakie-
téw obliczeniowych (wigcej na ten temat w wykladzie z Obliczen naukowych) i w przysztosci
zmierzy¢ sie takze z nowymi, trudniejszymi wyzwaniami.

Podstawowa literatura W czesci dotyczacej metod iteracyjnych dla uktadéw réwnan linio-
wych oparliémy sie gléwnie na podrecznikach [13] oraz [9]. Metody iteracyjne dla ukladéw
réwnan nieliniowych oméwiono wzorujac sie na [9].

Niektére z poruszanych tu zagadnien sa w ciekawy i nieco odmienny od tu zaprezentowanego
sposob przedstawione w [5].

Rozdziatly 1—4 oraz 13—15 napisal Leszek Plaskota, a autorem rozdziatow 5—12 jest Piotr
Krzyzanowski. Dziekujemy Leszkowi Marcinkowskiemu, ktéry prowadzit wyktad z tego przed-
miotu, za wskazanie usterek obecnych we wczeéniejszych wersjach skryptu.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona

1. Zagadnienie wlasne I

Cztery poczatkowe wyklady poswiecimy zagadnieniu wlasnemu. Naszym zadaniem bedzie
obliczenie, a raczej numeryczna aproksymacja wartosci wlasnych danej macierzy kwadratowej
(jednej, kilku, lub wszystkich). W ogélniejszym sformutowaniu mozemy chcie¢ obliczy¢ réwniez
odpowiednie wektory wilasne.

Pierwszy wyktad bedzie dotyczy¢ przede wszystkim wrazliwosci wartosci i wektoréw wla-
snych na zaburzenia macierzy. Jak wiemy z podstawowego wyktadu analizy numerycznej, jest
to istotne z punktu widzenia numerycznej jakosci algorytmow.

1.1. Podstawy teoretyczne

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych pojeé i faktow z algebry liniowej dotyczacych
zagadnienia wlasnego, z ktorych skorzystamy w dalszej czesci wyktadu.

Definicja 1.1. Liczbe A € C (zespolona) nazywamy wartoscig wlasng macierzy kwadratowej
A € C™™ jedli istnieje niezerowy wektor £ € C™ taki, ze

AZ = N2
Wektor & nazywamy wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A.

Réwnowaznie, A jest wartoscia wlasng macierzy A gdy jest zerem jej wielomianu charakte-
rystycznego, tzn. gdy wyznacznik
det (A—\TI) = 0,

gdzie I jest macierzg identycznosciowg n X n. Krotnoscig algebraiczng wartosci wlasnej A nazy-
wamy jej krotnosé jako zera wielomianu charakterystycznego.

Zbiér wszystkich wektoréw wlasnych odpowiadajacych danej wartoéci wlasnej A, uzupelnio-
ny o wektor zerowy, czyli zbiér {# € C" : AZ¥ = AT}, jest podprzestrzenia liniowa C" zwana
podprzestrzenig wltasng odpowiadajaca A. Wymiar tej podprzestrzeni to krotnos$é geometryczna
wartosci wlasnej .

Wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sa liniowo niezalezne.

Macierze A, B € C™"™ sa podobne gdy istnieje nieosobliwa macierz C' € C™"™ taka, ze B =
C~1 AC. Oczywiscie, relacja ,bycia macierzami podobnymi” jest symetryczna.

Macierze podobne maja te same warto$ci wlasne. Jedli bowiem AZ = A% to B(C'Z) =
A (C'T), tzn. X jest wartoscia wlasna B, a odpowiadajacy jej wektor wlasny to ¥ = C' 7.

Macierz A € C™" jest diagonalizowalna gdy jest podobna do macierzy diagonalnej, czyli gdy
istnieje nieosobliwa V' = [07, ..., #),] € C™" taka, ze

VLAV = A = diag(A1, Az, ..., \n).

Zauwazmy, ze wtedy mozemy réwnowaznie zapisa¢ AV = V A, albo Av; = A\;jv; dla 1 <
j < n. Stad elementy diagonalne macierzy A sa wartosciami wlasnymi macierzy A (gdzie ta
sama wartos¢ wlasna powtarza sie tyle razy ile wynosi jej krotnosé), a kolumny macierzy V sa
odpowiednimi wektorami wlasnymi.
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Szczegblne wlasnoéci maja macierze hermitowskie albo, w przypadku rzeczywistym, macierze
symetryczne, bowiem dla nich istnieja bazy ortonormalne (odpowiednio w C™ lub R™) wektoréw
wlasnych. Odpowiednie twierdzenie przypominamy jedynie w przypadku rzeczywistym, ktéry
ma zasadnicze znaczenie w obliczeniach praktycznych.

Twierdzenie 1.1. Niech A bedzie macierzqg symetryczng o wspotczynnikach rzeczywi-
stych,
A= AT e R™".

Wtedy istnieje w R™ baza ortonormalna wektorow witasnych macierzy A, tzn. istnieje

uktad wektorow wlasnych ¢i, ¢, . .., q, € R™ taki, Ze
5 o T 0, i#J
(@ )2 = @5 G = { 1: i:j?

Oczywiscie, odpowiednie wartosci wlasne \j, 1 < j < n, sq tez rzeczywiste.

Powyzsza wlasno$é macierzy symetrycznych oznacza tyle, ze sa one diagonalizowalne przy
pomocy macierzy ortogonalnych. Rzeczywiscie, oznaczajac

Q = [(jla(j%"'aq’n]v A= diag()\l,)\Q,...,)\n)
mamy QT Q =1=QQ" oraz

QTAQ =17, A=0QAQ".

1.2. Teoria zaburzen dla macierzy niesymetrycznych

Zobaczmy najpierw, czy mamy w ogoéle szanse numerycznego rozwiazania zadania znalezienia
wartosci wlasnych macierzy. W tym celu zbadamy jego uwarunkowanie, czyli wrazliwo$¢ na mate
wzgledne zaburzenia wspoélczynnikow macierzy.

1.2.1. Wstepny przyktad
W ogdélnosci, uwarunkowanie naszego zadania moze by¢ niestety dowolnie duze.

Przyklad 1.1. Niech macierz

1 0 0
0 p 1 :
JE = : O c Cn,n.
0 w1
_E o --- 0 lu_

Dla € = 0, macierz J = Jy jest pojedyncza klatka Jordana, ktérej jedyna wartoscia wtasna
jest p (o krotnosci algebraicznej n i krotnosci geometrycznej 1). Jesli teraz zaburzymy wyraz
w lewym dolnym rogu o € > 0 to otrzymana macierz J. ma juz n réznych wartosci wtasnych.
Rzeczywiscie, jej wielomian charakterystyczny

det (J. = AI) = (u— A"+ (=1)""e
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ma pierwiastki
p = o+ e/ 2R/ 0<k<n-1 (1=+v-1).

Wzgledne zaburzenie macierzy na poziomie € powoduje wiec wzgledne zaburzenie wartosci wla-
snych na poziomie £'/™. Stad, dla n > 2, uwarunkowanie roénie do +oco gdy ¢ — 0%.

Oczywiscie, otrzymane oszacowanie nie oznacza, ze w powyzszym przykladzie w ogdle nie
potrafimy aproksymowaé warto$ci wlasnej. Tracimy jednak na liczbie poprawnie obliczonych
cyfr znaczacych wyniku. Niech n = 2. Wtedy przy doktadnosci arytmetyki 10~ mozemy spo-
dziewaé sie jedynie wyniku z doktadnoécia do czterech cyfr znaczacych, a przy doktadnosci
10716 z dokladnoécia do oémiu cyfr znaczacych. Co wiecej, im wiekszy format n klatki Jordana
tym gorzej.

Powyzszy przyklad pokazuje réwniez, ze praktycznie niemozliwe jest numeryczne wyznacze-
nie struktury macierzy. Nawet drobne zaburzenie macierzy powoduje bowiem, ze pojedyncza
klatka Jordana staje sie macierza diagonalizowalna.

1.2.2. Wrazliwo§é wartosci wlasnych

Dalej bedziemy juz zaktadaé, ze macierz A jest diagonalizowalna, czyli ze jej posta¢ Jordana
jest macierza diagonalna. Wtedy mamy nastepujace oszacowanie Bauera-Fike’a.

Twierdzenie 1.2. Niech A € C™" bedzie macierzq diagonalizowalng o wartosciach
wiasnych A\, 1 < k < n,
A=VAVL

Niech dalej p bedzie dowolng wartoscig wlasng macierzy ‘sqsiedniej” A + E. Wtedy

: ol < EL
iy e — gl < cond(7) e 2]

gdzie cond(V)) = ||V ||- [|[V7Y| oraz |- || jest normg macierzy indukowang przez dowolng
norme p-tg wektora.

Dowdd. Zatézmy bez zmniejszenia ogdlnosci, ze p jest rozne od kazdej wartosci wlasnej Ag.
Niech Z bedzie wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej p macierzy A+ E. Wtedy

VA+VIIEVVE = pi. (1.1)

Oznaczajac ¥ = V1 & # 0 mamy dalej

A—uDij= -V BV (1.2)
czyli
70 < ATV EHHIVIIEN -
Poniewaz A~! = diag((A — p) 7L, ..., (\n — ) ™1) to ostatecznie

min |[A; — p| < cond(V) || E|.

1<k<n
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Dla macierzy diagonalizowalnych zaburzenia wartosci wlasnych sa wigc lipschitzowska funk-
cja zaburzen macierzy, przy czym stala Lipschitza wynosi cond(V').

Podane oszacowanie jest globalne dla wszystkich wartosci wlasnych. Zaburzenia macierzy A
moga jednak w rézny sposob przenosi¢ si¢ na zaburzenia réznych wartosci wlasnych. Od czego
to zalezy? Tak jak w dowodzie twierdzenia Bauera-Fike’a, niech

(A+E)Z = u7, |Z|3=z"z=1.

Biorac jedynie i-ta wspélrzedna po obu stronach réwnania (1.2) dostajemy

N—p itz = -zl Bl (1.3)
gdzie Zj jest znormalizowang, i-ta kolumna macierzy

(VY = [@y, s, ..., B,
tzn. Z; = W;/||Wil|2. W szczegdlnosci, ||Zi||2 = 1 oraz

Z; L span(¥1,...,Ui—1,Tit1,- -, Un)

(ortogonalno$é ze wzgledu na zwyktly iloczyn skalarny). Stad, jesli Z; i & nie sa ortogonalne to

1E]

Ai — ] < .
ANELE

Dla ustalenia uwagi zal6zmy teraz, ze minimum w twierdzeniu 1.2 jest osiagane dla k = 1, a
podprzestrzenia wlasna wartoéci wlasnej A\; jest

Y = span{Ul,Ug, ey 175},

gdzie wektory wlasne 7, . . ., Us tworza baze ortonormalng w V. Jesli wektor & jest ‘dostatecznie
blisko” podprzestrzeni wlasnej V (co, jak pokazemy w nastepnym podrozdziale, jest prawda dla
dostatecznie malego zaburzenia E) to |A\; — p| mozna w przyblizeniu oszacowaé z gory przez
maksymalng warto$¢ wyrazenia

1]

maxi<ics |77 9]

po wszystkich i € V takich, ze ||7]l2 = 1. Niech wiec 4 = >>7_; a; ¥; € V, przy czym > 54 |a;|? =
1. Wobec tego, ze dla kazdego i mamy

2§ = a; 21 5 = aif||wills,

~1/2
interesujace nas ‘max’ jest najmniejsze gdy a; = ||w;|2 ( i1 ||wj|]2) / . Stad dostajemy

s 1/2
M —ul = (Z sz'||§> IE] (1B — 0%).
i=1

Poniewaz ||w;|| = 1/(ZH ¥;) oraz Z; jest ortogonalny do span{@; : j # i}, otrzymana
nieréwnos¢ sugeruje, ze wartos¢ wiasna A\; moze byé bardzo wrazliwa na zaburzenia macie-
rzy gdy odpowiadajaca jej podprzestrzen wlasna span{vi,...,7s} jest ‘prawie ortogonalna’ do
span{@si1,..., 0, } . Dobrze ilustruje to nastepujacy przyklad.
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Przyklad 1.2. Rozpatrzmy macierz

2 —1/6
|

gdzie 6 > 0 jest ‘mate’. Wartogci wlasne A wynosza 1 i 2, natomiast wektory wtasne [1,0]7 i
[1,6]7 sa prawie liniowo zalezne. Zaburzajac macierz przez dodanie ¢ = —2§ do wyrazu w lewym
dolnym rogu dostajemy macierz o wartosciach wlasnych 0 i 3, a odpowiadajace im wektory
wtlasne wynosza [1,26]7 i [1, —26]7. Dodajmy, ze w tym przypadku cond(V') jest proporcjonalne
do 1/6.

1.2.3. Wrazliwo$é wektoréow wtlasnych

Przez zaburzenie wektora wlasnego bedziemy rozumieé¢ odlegtoéé wektora Z od podprze-
strzeni wlasnej V, tzn.
dist(#,V) := min{||Z —v]2: T€V},

albo, rownowaznie, dtugo$é rzutu ortogonalnego PZ wektora & na podprzestrzen
1 > >
V= = span(Zs41,.-.,2n)-

Pokazemy, ze podobnie jak przypadku wartosci wlasnych, zaburzenie wektoréw wlasnych jest
lipszitzowska funkcja ||E||. W tym celu, wybierzmy w YV dowolng baze ortonormalna

Y = [gs—&—la R 737n] e Cm"e.
Niech B € C"~%"% bedzie macierza przejicia z bazy Z = [Zs11,...,2,] do Y,
Y = zB".

Wtedy
IPZ|2 = Y PE|s = ||BZ" PZ|;.

Wobec réwnoéci (1.3) mamy

2" Pi = —diag (A1 =), =) 7Y) BTY B &
Poniewaz na podstawie twierdzenia Bauera-Fike’a mamy

(A=l = A=A = (A= pf > A = A| = cond(V) - | E],
otrzymujemy nastepujacag przyblizona nieréwnosé

o . |Bl2]| B~ |2
dist(Z,V) = |[|PZ|s £ —
(#V) = |IPZ Mings1<i<n [Ai — A1

~

IE] (&) — 07). (1.4)

Uwaga. W przyktadzie 1.2 istotnemu zaburzeniu ulegty wartoéci wtasne, natomiast wek-
tory wlasne nie. Jest to zrozumiate w Swietle ostatniego wyniku. W przypadku macierzy 2 x 2
mamy bowiem B = 1 € CY!' i w konsekwencji wrazliwoéé wektoréw wlasnych zalezy tylko od
réznicy [\ — Aal.

Ponizszy przyklad dla macierzy symetrycznej (!) pokazuje jak wazne dla wrazliwosci wekto-
réw wlasnych jest odseparowanie réznych wartosci wtasnych.
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Przyklad 1.3. Warto$ciami wlasnymi macierzy symetrycznej

|1+ 0

sa (14+¢) 11, a odpowiadajaca baza wektoréow wlasnych to € i €». Dla macierzy zaburzonej na
poziomie ¢ (czyli r6znicy warto$ci wlasnych),

l4c 0 11
0 1]+5[1 oy

wartodciami wlasnymi sa (1 +¢) i (1 —€), a baze wektoréw wlasnych tworza € + €3 i € — é.
Baza wektoréw wlasnych zostala obrécona o mozliwie maksymalny kat /4.

A+E =

1.3. Teoria zaburzen dla macierzy symetrycznych

W tej czesci bedziemy zakladaé, ze macierz jest rzeczywista i symetryczna,
A= A" e R™™

Poniewaz elementy a; ; i a;; macierzy A sa w praktycznych obliczeniach reprezentowane przez
tg sama zmienng, zasadne jest zalozenie, ze macierz zaburzona A+ F jest réwniez symetryczna,
E=ET e R"™

1.3.1. Wrazliwosé¢é wartos$ci wlasnych

Przypomnijmy twierdzenie 1.1, ktére mowi, ze dla macierzy symetrycznej istnieje baza or-
tonormalna @ jej wektoréw wlasnych. Poniewaz dla macierzy ortogonanych mamy [|Q]|2 = 1,

condz(Q) = [|Q[2/Q" |2 = 1.

To za$, razem z twierdzeniem 1.2 implikuje, ze kazda wato$¢ wlasna p macierzy sasiedniej A+ F
spelnia nieréwnosé

in |A; — p| < ||E]2-
min X = < (Bl

Mozemy jednak pokazaé duzo wiecej. Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie Weyla.

Twierdzenie 1.3. Niech \{ > Ao > --- > A, bedg warto$ciami wlasnymi macierzy
A=AT e R™, a g > po > -+ > pp wartosciami wlasnymi macierzy sqsiedniej
A+ E, gdzie E = ET € R™™. Wtedy dla wszystkich 1 < k < n mamy

\Ae — p] < ||E||2-

Dowdd twierdzenia opiera sie na nastepujacej pozytecznej nieréwnosci.

Lemat 1.1. Dia dowolnej rzeczywistej macierzy symetrycznej A mamy

o T Az , ZT Az
max = min —m— = A\ = min max —=—, (1.5)
dim(V)=k 0£gcy T- T dim(W)=n—k+1 O£gew I- T
przy czym odpowiednie maksimum i minimum osiggane sq¢ dla V* = span(vk, k11, ..., Un) 0raz

W* = span(vy, Ua, ..., Ug).
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Dowdéd. Niech V i W beda dowolnymi podprzestrzeniami o wskazanych wymiarach. Poniewaz
suma wymiaréw wynosi n + 1 to istnieje wektor niezerowy 2 € ¥V N W. W konsekwencji

o xtAx T Az T Az
1min

— — X — — 5 .
Grzcy T1 X ZT 2 Grgew T X

Biorac maximum po V i minimum po W dostajemy, ze w (1.5) lewa strona nie jest wigksza od
prawej. Aby pokaza¢ odwrotng nieréwnosé, zauwazmy, ze dla V* i W* mamy odpowiednio

N . 2
.zl Az . Zj;kaj/\j
mn —z=— > _min ~ 5 = A
Otzevs T4 T O£ o T > izk @
_.TA_; Z 62)\
<k
max y y < max ISR Ak

o — o R 2
Oggews U° Y O£ bt i<k D)
U

Dla dowodu twierdzenia 1.3 zastosujemy lemat 1.5 najpierw do macierzy A 4+ E, a potem
do macierzy A = (A + E) — E. Otrzymujemy odpowiednio

: T (A+ E) 7
MHEe = min max =Tt =
dim(W)=n—k+1 G£geWw T+ x
) T Az
< min max —=— + [|E2
dim(W)=n—k+1 0£gew T- T

= A+ [[E]2,
oraz podobnie nieréwnos$¢ odwrotna A\, < p + ||El2, czyli ostatecznie

N — ] < [|E]|2-

Zanotujmy jeszcze, ze wielko$é

7T Az
zT 7

znana jest pod nazwa ilorazu Rayleigh’a.

1.3.2. Wrazliwosé wektoréw wtasnych

Niech V;, C R™ bedzie podprzestrzenia wlasna odpowiadajaca wartosci wlasnej Ar macierzy
A, a ¥, wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej p macierzy sasiedniej A + E.
Niech dalej 8y bedzie katem pomiedzy &y i podprzestrzenia Vi. Wtedy
1E]2
minAﬁé)\k |/\k — )\]’

sinfy, < (I1E]l2 — 07).

Rzeczywiscie, to wynika bezposrednio z twierdzenia 1.3, nieréwnosci (1.4) oraz faktu, ze macierz
B w (1.4) jest identycznoscia. Pokazemy teraz nieréwnosé dokladna.

Twierdzenie 1.4.
|1 E]l2

min)\ﬁg)\k ‘)\k — )\]| '

1
—sin 20, <
2Sln k
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Dowdd. Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze k = 1 oraz odpowiednia podprzestrzen wtasna V; =
span(¥i, . .., Us). Przedstawmy wektor wlasny &1, ||Z]|2 = 1, w jednoznaczny sposéb w postaci

gdzie T € Vi ide Vi,

Mozemy tez zalozy¢, bez straty ogdlnosei, ze d # 0 i &1 ¢ Vi, tzn. 0 < 0 < /2.

Przeksztalcajac réwnanie (A + F) (U + d) = p1 (U + d) dostajemy
Zi=(A-MI)d = ((m—M\)I-E) (¥+d).

Poniewaz kazdy z wektoréw o; dla 1 < ¢ < s nalezy do jadra macierzy symetrycznej A — A1 [ to
wektor (A — Ay I)d jest ortogonalny do V; i tym samym mozemy zapisaé

Mamy dalej

(A-xI)d

I
h
\
>~
e
=
PR
[~]=
o>
LN
S
~
|
[~]=
>
o
\
>
e
S~—
S
S

a St@d a; = (>‘] — Al)bj i

1/2
7 - i 121l
J 2
2 = VAU V] S —= .
Il (]Zs;l (A — >\1)2> ~ mingigicn A — M

7 kolei z réwnosci 77 ((u1 — A1) I — E) (74 d) = 0 dostajemy

—

(1 = M) |93 = &7 E (3 +d),

skad
= ]. . =2 —’T — =2 = =2 1 — =2 —’T — =2
z:WOH—d)v E({W+d)—E(U+d) = W(v—&—d)v — 1) E(U+4d).
Ull2 Ull2
Gdybysémy teraz wiedzieli, ze
1 = 1
— T+ )T 1| = —— (1.6)
‘ 19113 RLCLP
to mogliby$smy napisaé
L 17+ d]|3 1E]]2
I1Zll2 < == NEl2 = =
1712 1712
i ostatecznie
1. . 7 [1Z]l2]|9][2 1 E]]2
—sin26; = sin#; cosb; = ||d||2||v]e < — < — .
2 2|17 ming1gi<n [Aj — Al mingigicn [Aj — A
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Pozostaje wiec do pokazania réwnosé (1.6). W tym celu, wezmy ¢ = a¢/||9]|2 + Bh, gdzie
[hll2 =1, h LT i ||§]l2 = (a®+ *)Y2 = 1. Wtedy

17+_’17T_, . ad -
(ﬁy—y = = — Bh.
|91[3 [19]l2

Dla danych « i 3, wektor po prawej stronie ma najwickszg norme gdy h= :I:cf/ HJHQ, przy czym
bierzemy plus wtedy i tylko wtedy gdy « i 8 maja rézne znaki. Dlatego poszukiwana norma
wynosi
Yl
R
a?+p2=1 |7l

+ 0.

Zamieniajac zmienne na o = cos ¢, § = sin¢ latwo dostajemy, ze optymalne ¢ € (0,7/2)
spelnia sin ¢ = ||d||2, cos ¢ = ||9]|2, a stad dostajemy wynik

1]l
1]z

1 A
V2 19l2

Idlle + 1172 =

O]

Pokazalidémy, ze wektory wlasne sg malo wrazliwe na zaburzenia macierzy o ile wartosci
wlasne sa odseparowane od siebie na poziomie duzo wigkszym niz || E||2. W szczegdlnosci, jesli
dodatkowo \; # A, ¢ # j, to mamy jednolite oszacowanie

1 £1]2
mini# |>\Z — )‘]|

1
— sin 29k <
2

Przypomnijmy jeszcze przyktad 1.3 pokazujacy, ze warunek odseparowania wartoéci wlasnych
jest konieczny.
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Kolejne dwa wyktady poswiecimy konkretnym metodom numerycznym rozwiazywania za-
gadnienia wlasnego.

2.1. Uwagi wstepne

Poniewaz wartosci wlasne macierzy A sa zerami jej wielomianu charakterystycznego, narzu-
cajaca sie metoda poszukiwania wartosci wlasnych polegataby na wyliczeniu wspotczynnikow
tego wielomianu, na przyktad w bazie potegowej, a nastepnie na zastosowaniu jednej ze zna-
nych metod znajdowania zer wielomianu. Dla wielomianéw o wspélczynnikach rzeczywistych
mogtaby to byé np. metoda bisekcji, metoda Newtona (siecznych), albo pewna kombinacja obu
method. Nalezy jednak przestrzec przed dokladnie takim postepowaniem. Rzecz w tym, ze zera
wielomianu moga by¢ bardzo wrazliwe na zaburzenia jego wspétczynnikéwi. Dobrze ilustruje to
nastepujacy przyktad.

Przyklad 2.1. Zalézmy, ze A jest macierzg symetryczng formatu 20 x 20 o wartosciach wta-

snych 1,2,...,20. Zapisujac wielomian charakterystyczny w postaci potegowej mamy
20 20
det(A— A1) = JJ (s —k) = > wpA”.
k=1 k=0

Okazuje sie, ze zaburzenie wspélczynnika wig moga powodowaé 10'° razy wieksze zaburzenie
wartosci wlasnej A\jg = 16.

Nie znaczy to oczywiscie, ze metody bazujace na obliczaniu wielomianu charakterystycznego,
czy jego pochodnych trzeba z gruntu odrzuci¢. Trzeba tylko pamietaé, aby przy obliczeniach
korzysta¢ bezposrednio ze wspdtczynnikéw a; ; macierzy A, poniewaz, jak wiemy z poprzedniego
rozdziatu, zadanie jest ze wzgledu na te wspétczynniki dobrze uwarunkowane.

7 drugiej strony zauwazmy, ze policzenie wyznacznika macierzy peilnej wprost z definicji jest
raczej kosztowne. Dlatego w praktyce metody wyznacznikowe sa zwykle poprzedzone prekom-
putingiem polegajacym na sprowadzeniu macierzy przez podobienistwa ortogonalne do prostszej
postaci, z ktorej wyznacznik mozna juz obliczyé¢ duzo tanszym kosztem niz dla macierzy pelnej.
Tego typu precomputing ma réwniez zastosowanie w innych metodach, w ktérym np. trzeba
wykonywaé mnozenie macierzy przez wektor.

Jedna z takich wygodnych postaci macierzy jest posta¢ Hessenberga, a dla macierzy hermi-
towskich postaé tréjdiagonalna.

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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2.1.1. Sprowadzanie macierzy do postaci Hessenberga

Macierz A = (a; ;) € C™" jest postaci Hessenberga (,,prawie” tréjkatna gérna) jesli wszystkie
wyrazy a;; dla i > j + 2 sg zerami, tzn.

a1 ai2 o Aip—1 Gln

21 @G22 -+ A2n—-1 Aa2n

A= 0 aszz -+ agp-1 azn
0 0 ctr Apn—1 Qnn

Oczywiscie, jedli macierz jest hermitowska, A = A to posta¢ Hessenberga jest réwnowazna
postaci tréjdiagonalnej

(&) b2 0 0
52 Eg bg 0

A=|0 b3 ¢ -+ 0 |, (2.1)
0 0 - - ¢,

Aby dana macierz A sprowadzi¢ do postaci Hessenberga przez podobienstwa ortogonalne (a
wiec nie zmieniajac wartosci wlasnych), mozemy zastosowaé znane nam odbicia Householdera.
Przypomnijmy, ze dla dowolnego niezerowego wektora @ € C" istnieje macierz ortogonalna
(odbicie Householdera) P = PH = P~! ¢ C®" postaci P = I — 2@ ", gdzie ||i]ls = 1,
ktora przeksztalca @ na kierunek pierwszego wersora, tzn. Pa = (éy, || = ||d]|2. (Odbicia
Householdera zostaly dokladnie przedstawione na wykladzie Analiza Numeryczna 1.)

Niech A = (a;;) € C™" bedzie dowolna macierza. Algorytm konstruuje najpierw odbicie

P, e €1 dla wektora [a21,a31, ... ,an,l]T, a nastepnie bioragc macierz
~ 1 07
=\ = eCm"
! [ 0 P ]
oblicza A = P Af’lH latwo zobaczy¢, ze wtedy elementy (i,1) dla i = 3,4,...,n w macierzy

AM) s3 réwne zeru.
Postepujac indukeyjnie zalézmy, ze dostali$my juz macierz A% = (a(k)), 1<k<n-3,w

7:7j
ktérej elementy ag? dlai > j+2,1<j <k, sa wyzerowane. W kroku (k + 1)-szym algorytm
konstruuje odbicie Py4q1 € Cr—kn=k dla wektora [a,(;jzzyk IBTREE ,aff/,)C +1]T, a nastepnie biorac

macierz

~ I, 0T
Pry = eCc
o [ 0 Pry ]
(k+1)

oblicza Ak+1) = ﬁk.}rl Ak) ]SIEH Wtedy wszystkie elementy a; " dla¢ > j+2,1<j<k+1,
sa zerami. Po (n — 2) krokach otrzymana macierz A = A1 jest postaci Hessenberga.

Jasne jest, ze jesli A = AM to opisany algorytm prowadzi do macierzy tréjdiagonalne;j,
A= AH (Obliczenia mozna wtedy w kazdym kroku wykonywaé jedynie na gtéwnej diagonali i
pod nia.)

Dodajmy jeszcze, ze koszt sprowadzenia macierzy przez podobienstwa ortogonalne do postaci
Hessenberga/tréjdiagonalnej jest proporcjonalny do n?.
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2.2. Metoda Hymana

Przy pomocy metody Hymana mozemy w zreczny sposéb obliczyé wartosci i pochodne wie-
lomianu charakterystycznego det(A — A1) dla macierzy Hessenberga A = (a;;) € C™". Bez
zmniejszenia ogoélnosci bedziemy zakladaé, ze wszystkie elementy a;1,; # 0. W przeciwnym
przypadku wyznacznik mozna obliczyé¢ jako iloczyn wyznacznikéw macierzy Hessenberga niz-
szych rzedow.

Metoda Hymana polega na dodaniu do pierwszego wiersza macierzy A — A I wiersza i-tego

pomnozonego przez pewien wspélczynnik ¢; = ¢;(A), dla i = 2,3,...,n tak, aby wyzerowaé
elementy (1,i) dla¢=1,2,...,n — 1. Poniewaz
a1 — A a2 o Alp—1 a1,
a1 G2 — A - A2p-1 asn
A—\I = 0 asz 't G3p-1 A3n 7
0 0 ot Qpp—1 Gpgp — A

mamy nastepujace rOwnania na ¢;:

(@10 —A) + a1pq2 = 0,
a1 + a21q2 + - + ai—1,Gi—1 + (@i — N)g + aiy1i¢41 = 0, (2.2)

dla i = 2,3,...,n — 1. Stad, definiujac dodatkowo ¢q; = 1, dostajemy nastepujace réwnania
rekurencyjne:

—(a11 = A)
N = ’
2 az,1
—(a cotai-1gi ii — A
G\ = (arigr + -+ ai-1igi-1 + (aii — A)ai)

Gt 1,

Po opisanym przeksztalceniu macierzy A — A I zmieni si¢ jedynie jej pierwszy wiersz; wyrazy
a1, 1 <i<n—1, zostang wyzerowane, a a1, zostanie przeksztatcony do

U1p = G1pq1 + -+ Gp—10@n—1 + (Anpn — A)qn.
Rozwijajac wyznacznik wzgledem (przeksztalconego) pierwszego wiersza otrzymujemy
det(A — M) = (=1)"Mag1a32 - ann_1 (@101 + -+ an_1.0Gn-1 + (@nn — Ngn),
a stad zera wielomianu charakterystycznego sg rowne zerom wielomianu
In+1(A) = —(a10q1 + -+ An—10@n-1+ (Ann — N)@n) -

Oczywiscie, wartosci gn+1(A) mozna obliczaé stosujac wzory rekurencyjne (2.2) przediuzajac je
0 i = n, przy dodatkowym formalnym podstawieniu an41,, = 1.

Aby méc zastowoaé netode Newtona (stycznych) do znalezienia zer wielomianu g, 41 potrze-
bujemy réwniez wiedzie¢ jak obliczaé¢ jego pochodne. To tez nie jest problem, bo rekurencyjne
wzory na pochodne mozna uzyska¢ po prostu rézniczkujac wzory (2.2). Dodajmy, ze koszt
obliczenia wartosci gy4+1()) i ¢)41()) jest proporjonalny do n?, co jest istotnym zyskiem w po-
réwnaniu z kosztem n? obliczania wyznacznika pelnej macierzy za pomoca faktoryzacji metoda
eliminacji Gaussa.
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Formuly na obliczanie wyznacznika det(A — A ) i jego pochodnych uproszczaja sie jeszcze
bardziej gdy macierz A jest dodatkowo hermitowska, czyli jest macierza tréjdiagonalng postaci
(2.1). Wtedy, stosujac zwykle rozumowanie rekurencyjne, tatwo sie przekonaé, ze kolejne minory
gléwne (czyli wyznaczniki macierzy katowych) spekniaja zaleznosci

pO()\) = 17 p1(>\) = _>\a
pi(A) = (ci = Npici(N) = [bif*pia(X)  dla i=2,3,...,n.

Rézniczkujac otrzymane wzory otrzymujemy formuty na pochodne kolejnych minoréw po A.
Wartosci wielomianu det(A — A I) = p,(\) oraz jego pochodnych mozna wigc obliczaé¢ kosztem
liniowym w n.

Sprawe konkretnej implementacji metod iteracyjnych bisekeji i/lub Newtona do wyznaczenia
zer wielomianu det(A — A ) tutaj pomijamy. Ograniczymy sie jedynie do stwierdzenia, ze nie
jest to rzecz caltkiem trywialna.

2.3. Metoda potegowa

2.3.1. Definicja metody

Metoda potegowa zdefiniowana jest w nastepujacy prosty sposoéb. Rozpoczynajac od dowol-
nego wektora #y € C" o normie ||Zy||2 = 1 obliczamy kolejno dla k = 0,1,2,...

q q S Yk
Uk = ATy Th+1 = 7o -
’ 15k |2
Réwnowaznie mozemy napisaé
q AR Z
Ty = ———.
| A% Zo||2

Wektory Ty, stanowia kolejne przyblizenia wektora wtasnego. Odpowiadajaca mu wartos¢ wlasng
przyblizamy wzorem
o =2H 4= _ =H =~
Ny = Ty ATy = T Ui

2.3.2. Analiza zbieznoS$ci

Analize metody potegowej przeprowadzimy przy zalozeniu, ze macierz A jest diagonalizowal-
na. Oznaczmy przez u;, 1 < i < s, rézne wartosci wlasne macierzy A, a przez V; odpowiadajace
im podprzestrzenie wlasne,

Viova- eV, =C. (2.3)

Zalozymy, ze up jest dominujaca wartoscia wtasng oraz

[l > [p2| > o > fusl.

Przedstawmy Z( jednoznacznie w postaci
S
o = 2.7
j=1
gdzie v; € V;. Dla uproszczenia, bedziemy zakladac, ze kazda ze sktadowych

; # 0.
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Podkreslmy, ze nie jest to zalozenie ograniczajace, bo w przeciwnym przypadku sktadowe zerowe
po prostu ignorujemy w ponizszej analizie zbieznosci. Poza tym, jesli wektor poczatkowy jest
wybrany losowo, to teoretyczne prawdopodobienstwo takiego zdarzenia jest zerowe. Co wiecej,
nawet jedli jedna ze skladowych znika to wskutek bledéw zaokraglen w procesie obliczeniowym
skladowa ta w wektorze &1 bedzie z pewnoscia niezerowa. (Mamy tu do czynienia z ciekawym
zjawiskiem, kiedy bledy zaokraglen pomagaja!)

Prosty rachunek pokazuje, ze

s s s k
, . , pi\"
:E A’“szg ,ujvj:ulf v1+g <]> fi
j=1 j=1 j=2 N1

Poniewaz kazdy z ilorazéw pj/p1 < 1 to Zj zbiega do wektora wlasnego ¥1/||v7||2, a n, do
dominujacej wartosci wlasnej p1. Przyjrzyjmy sie od czego zalezy szybko$é zbieznosci.

Odlegtosé dist(Zy, V1) wektora &y od podprzestrzeni Vi mozna oszacowaé z gory przez odle-
glosé &y, od span(v;), ktéra z kolei jest réwna dlugosci rzutu P Ty tego wektora na podprzestrzen
ortogonalng do 71,

SH =
vt x
Plfk Tk 1_, 5171
17113
Oznaczajac
S
- 1% -
/Bk = ||v1 + Z (]> g
j=2 \H1
mamy limy_,~ O = ||V1]|2 oraz
1 ()" i \F Gl
Pa = o (a3 (%) ) - (B X (2) o) 2
B 2 ) ¥ 2 ) 0 R
— Z (M]) 17 ?71H 17j '171
ﬂ 111 T a3
SH —
( ) b — 2 (k — 00).
171 ]|2 19113
Biorac norme i stosujac nieréwnos¢ tréjkata dostajemy
dist(#, V1) = [Pl S 2o - L2l (k — o0),
[[71]]2
gdzie
p1 = M < 1.
|pa
Zbieznosé jest wiec liniowa z ilorazem p;.
Zobaczmy teraz jak bardzo ng rézni sie od u;. Mamy
s NG s NUES
me = @Az =B U{MZ(“J) ol 171+Z<“J> o
g i\ o\
f1 1 14 (bt
- —H ~ v 7 H =
= @ |V 1||2+Z<J> ( U1+;ivl Uj)+z< zk].H)Ui Uj
ij=2 \ H1
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Stad wynika, ze btad |u1 — nx| zalezy od iloczynéw skalarnych UJH U1 oraz od stosunkdw

b i |1 l<j<s—1

]

Doktadniej, niech

{ = min{2<j<s: 17’]~H1717é0}
albo ¢ = s+ 1 jesli powyzszy zbiér jest pusty. Jesli teraz £ = s + 1 albo mamy jednoczesnie
2< < sip<p?to

okt1 922
1

I =l 3 [l - p
i zbieznoéé jest liniowa z ilorazem p?. Jeli za$ 2 < £ < sipy > p? to

-
1 — el S ] - - 22
(|77 |2

i zbieznoéé jest liniowa z ilorazem py. W szczegélnoéci, jesli o4 ©1 # 0 to zbiezoéé jest z ilorazem
P1-

Dla macierzy rzeczywistych i symetrycznych mozemy stosunkowo latwo pokazaé dokladne
nieréwnosci na btad metody potegowej.

Twierdzenie 2.1. Zaléimy, ze macierz A = AT € R™". Niech ~y;, bedzie kgtem pomie-
dzy wektorem k-tego przyblizenia &y otrzymanego metodq potegowq i podprzestrzenig
wiasng V1 odpowiadajgcqg dominujgcej wartosci wltasnej pi. Wtedy

tany, < pr - tanyp—

oraz

_ < P e )
1 — | < o lp1 — gl - sin®

Dowdd. Poniewaz macierz jest symetryczna, podprzestrzenie wlasne V; zdefiniowane w (2.3) sa
parami ortogonalne. Dlatego

. Abzy T+ Yo B2 T
HAkf()HQ . 2k '
19113 + 252 |52 1195115

Tangens kata i jest réwny stosunkowi dtugosci sktadowej wektora Zp w podprzestrzeni Vo B
-+ @ Vs do dlugosci sktadowej tego wektora w podprzestrzeni V;. Mamy wiec

. 1/2

tanvy, = Z

=2

2
2

Hj
M1

Hj
M1

2 1] < max

-t _1.
AL 258 | R

Aby pokazaé¢ pozostaly czes¢ twierdzenia, przedstawmy 7) w postaci T, = Y 7 7, gdzie
% € V. Weedy S5y 1213 = 2]3 = 1 oraz

S S
:E’,ZA:E’k = Z,Uj HZ]”% = p1+ Z(Mj — 1) ||5y||%,
j=1 Jj=2
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a stad

S
— < — il - 212 = — 1] - sin? ..
lpn = el < max i — ] jEZZHZJHQ Joax | — pjf - sin”

O

Przypomnijmy, ze sinv, < tan<; przy czym mamy asymptotyczng réwnosé gdy vy, — 0.
Poniewaz macierz A jest symetryczna to mamy réwniez |p; — pj] < 2||All2. Z twierdzenia 2.1
wynika wiec, ze

tan, < pj - tan o, oraz |1 — | < 2p7" - [|Allz - tan® .

Metoda potegowa nie oplaca sie gdy wymiar n nie jest duzy, albo macierz A jest pelna.
Inaczej jest, gdy n jest ,wielkie”, np. rzedu co najmniej kilkuset, a macierz A jest rozrzedzona,
tzn. ma jedynie proporcjonalnie do n elementéw niezerowych. Z taka sytuacja mamy do czy-
nienia, gdy np. macierz jest pieciodiagonalna. Wtedy istotne dla metody mnozenie A ¥ mozna
wykonaé¢ kosztem proporcjonalnym do n i poswiecajac tyle samo pamieci (wyrazy zerowe mozna
zignorowac).

2.4. Odwrotna metoda potegowa i deflacja

Odwrotna metoda potegowa albo metoda Wielandta, polega na zastosowaniu (prostej) metody
potegowej do macierzy (A — o I)~!. Dokladniej, startujac z przyblizenia poczatkowego T o
jednostkowej normie drugiej obliczamy kolejno dla k = 0,1,2,...

Uk

O = (A—o D) V&, Ty = —o,
17k |2

oraz ny = f,f ATy,

Od razu nasuwaja sie dwie uwagi. Po pierwsze, iteracja odwrotna ma sens tylko wtedy gdy
parametr o jest tak dobrany, ze macierz A— o I jest nieosobliwa, co jest réwnowazne warunkowi
o # u; dla wszystkich i. Po drugie, w realizacji numerycznej, dla znalezienia wektora ¢ nie
odwracamy macierzy (A — o), ale rozwiazujemy uklad réwnan (A —ol)y = &, co czyni
metode tak samo kosztowng co iteracja prosta.

Analiza iteracji odwrotnych przebiega podobnie do analizy iteracji prostych dla macierzy
(A—o I)~!. Nietrudno zauwazyé, ze macierz ta ma te same wektory wlasne co A, a jej wartoéci
wlasne wynosza

1
p) = . 1<i<s.
Wi — 0

(To wynika bezposrednio z réwnoéci (A + o I)v; = (u; + o) 0;.) Dlatego iteracje odwrotne

zbiegaja do wektora wlasnego odpowiadajacego wartosci wlasnej u;« takiej, ze

\pir — 0| = min \pi — ol

przy czym szybkoéé zbieznoéci zalezy teraz od wielkosci

p\7) = [
! min;z;« |p; — o]

(a nie od pj = |pj4+1|/|p1l, jak w iteracji prostej).
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Niewatpliwa zalety odwrotnej metody potegowej jest to, ze zbiega do wartosci wlasnej naj-
blizszej o, przy czym im o blizsze u;+ tym lepiej. Metoda jest wiec szczegdlnie efektywna w
przypadku gdy znamy dobre przyblizenia warto$ci wlasnych macierzy A. Niestety, taka infor-
macja nie zawsze jest dana wprost.

Pamietajac, ze kolejne przyblizenia wartosci wtasnej w metodzie potegowej sa obliczane przy
pomocy ilorazéw Rayleigha, dobrym pomystem na przesuniecie wydaje si¢ by¢ wziecie w k-tym
kroku iteracji odwrotnej

o=mn, =id Az,

Rzeczywiscie. Niech ~; bedzie katem pomiedzy &y a podprzestrzenia wlasna V;-. Zakladajac, ze
Ny jest dostatecznie blisko i+ oraz przyjmujac § = min, ;- | — 1], na podstawie twierdzenia
2.1 mamy

tan v < : ’:ul* - nk| -tanyg < M - tan v
mingi« | 1; — | 6 — |pix — il
2 || A2 tan® 2 3
~ —-||All2t .
S S Aty ~ g Al

Zamiast zbieznosci kwadratowej, jak w prostej metodzie potegowej, dostaliémy (asymptotycz-
nie!) zbieznos$¢ szescienna.

Metoda potegowa, prosta lub odwrotna, pozwala wyznaczyé tylko jedna wartosé wlasna,
powiedzmy p1, oraz odpowiadajacy jej wektor wlasny. Naturalne jest teraz pytanie o to jak
postepowaé, aby znalezé inne pary wtasne. Jednym ze sposobdéw jest zastosowanie deflacji.

Jedli macierz jest hermitowska, A = AY | oraz znalezliémy wektor wlasny 7 odpowiadajacy
wartosci wlasnej 1, to mozemy ponowié¢ proces metody potegowej ograniczajac go do podprze-
strzeni prostopadlej do ¥; wymiaru n — 1. Osiagamy to startujac z wektora ¥y prostopadiego
do 71, tzn. _

Foi= ——,  Gi=@ - (GH @),
17]]2
gdzie W # 0 jest wybrany losowo. Przy idealnej realizacji procesu konstruowany ciag {Zx}
nalezatby do podprzestrzeni prostopadlej do ;. W obecnoéci btedéw zaokraglen nalezatoby to
wymusié¢ poprzez reortogonalizacje,

Gk := G — U1 (T Gr),

wykonywana np. co kilka krokéw. Po znalezieniu drugiej pary wtasnej, proces deflacji mozemy
kontynuowaé, ograniczajac sie do odpowiedniej podprzestrzeni wlasnej wymiaru n — 2.
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Metode potegowa mozna traktowaé jako iteracje podprzestrzeni jednowymiarowej startuja-
ce ze span(¥y). Naturalnym uogdlnieniem tego procesu sa iteracje podprzestrzeni o wyzszych
wymiarach. Wlasnie iteracje podprzestrzeni sa punktem wyjscia konstrukcji obecnie najpopu-
larniejszego algorytmu QR, ktorego zadaniem jest obliczenie jednocze$nie wszystkich wartosci
wtasnych.

Chociaz metody prezentowane w tym rozdziale mogg by¢ stosowane w wigkszej ogdlnodci,
dla uproszczenia bedziemy zakladaé, ze macierz A jest nieosobliwa, rzeczywista i symetryczna,

tzn. A = AT € R™" i det(A) # 0. Przypomnijmy, ze wtedy istnieje baza ortonormalna {5_;}?:1
wektoréw wlasnych macierzy,

ALG=X&, 1<i<n.
Bedziemy réwniez zakladac, ze wartoéci wlasne sa uporzadkowane tak, ze

Al = Ao = - > (M| > 0.

3.1. Iteracje podprzestrzeni

3.1.1. Algorytm ogdlny

Niech 1 < p < n — 1 oraz )y C R" bedzie podprzestrzenig o wymiarze p. Dla k =1,2,3, ...
rozpatrzmy nastepujace iteracje:

Vi = A1) = {AZ: T €Y1}
Oczywiscie, wobec nieosobliwoéci A wszystkie podprzestrzenie Vi, maja tez wymiar p. Pokazemy,
ze przy pewnych niekrepujacych zalozeniach ciag podprzestrzeni ), zbiega do podprzestrzeni
wlasnej
PP .— span(gl,gz,...,gp),
przy czym przez ,zbieznos¢” rozumiemy tu zbieznos$¢ do zera kata pomiedzy tymi podprzestrze-
niami.
Przypomnijmy, ze kat pomiedzy dwiema podprzestrzeniami Y, Z C R" definiujemy jako

Z(Vk, PP)) := max min £(7, 2).
eV zeP®)

(Jako ¢éwiczenie mozna wykazaé, ze jesli dim()) = dim(Z) to (Y, Z) = 4L(Z,)).)

Twierdzenie 3.1. Niech

A
Pp = ‘ ’;)\Jr’l‘ <1 oraz Yk = Z(yk),P(p))a k= 0’ 1’27 Ut
P

Jesli vo < /2 to
tgk < pp-tgyr—1 < P - 6870

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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Dowdd. Niech i bedzie wektorem spelniajacym Z(7, P(p)) < /2. Wtedy

=1

n
:'-7: Zﬁlv U; € Span(gi)v I<i<mn,

gdzie nie wszystkie U; dla 1 < i < p, sa sa zerowe, oraz Ay = > - | \j¥;. Stad

ot NPIE]E Ml
te L(Ag, PP) = pil 72 T2 L et
( ) MR GA |Apl

2ipi 1513
> 1613

= pp - tg Z(7,PPp). (3.1)

Jesli teraz g1 = Z(Ges1, PP) dla Gry1 € Vg1 oraz fry1 = Agk to z (3.1) wynika, ze

tg’}’k+1 < pp . tg4<gk7p(p)) < pp : tg’Ylm

co konczy dowdd. O

3.1.2. Iteracje ortogonalne

W praktyce, iteracje podprzestrzeni realizujemy reprezentujac kolejne Vi przez ich bazy
ortonormalne. Wtedy algorytm, zwany w tym przypadku réwniez iteracjami ortogonalnymi,
przybiera nastepujaca posta¢. Wybieramy macierz kolumnowo-ortogonalng Zy formatu n x p
jako macierz startowa, a nastepnie dla k = 1,2, 3, ... iterujemy:

(IO) Yk = AZk—l;
Y := Zp Rx; (ortonormalizacja)

przy czym w drugiej linii nastepuje ortonormalizacja macierzy Y} realizowana poprzez rozktad
tej macierzy na iloczyn macierzy kolumnowo-ortonormalnej Z; formatu n X p i macierzy trojkat-
nej gornej Ry formatu p x p. Dokonuje sie tego znanym nam juz algorytmem wykorzystujacym
odbicia Householdera.

tatwo zauwazy¢, ze jesli przyjmiemy, iz wektory-kolumny macierzy Zy tworza baze ortonor-
malng podprzestrzeni ) to w kolejnych krokach wektory-kolumny Z;, tworzg baze ortonormalna
podprzestrzeni Vi. Rzeczywiscie, poniewaz Y, = A Zp_1 to kolumny Y stanowia baze V. Ko-
lumny te sa z kolei liniowa kombinacja kolumn Zj, czyli rozpinajg ta sama podprzestrzen co
kolumny Zj.

Poczynimy teraz kluczowa obserwacje. Przypuéémy, ze wszystkie wartosci wlasne \; sa pa-
rami rézne. Gdybyémy rozpoczynali iteracje od macierzy Y skladajacej sie jedynie z p po-
czatkowych kolumn macierzy Yy, przy czym 1 < p < p, to otrzymane w procesie iteracyjnym
macierze Yy i Z;, (formatu n x p i p x p) bylyby odpowiednio ,okrojonymi” macierzami Y
i Zy. Stad, jedli wszystkie warto$ci wlasne macierzy A majg rézne modutly, to dla kazdego
takiego p podprzestrzen y(p ) rozpieta na poczatkowych p wektorach macierzy Z; ,zbiega” do
podprzestrzeni wlasnej P przy czym

tg / (y,ﬁ@, P@) <pkotg s (y(@, Pﬁ) .

7 powyzszej obserwacji wynika, ze gdybySmy realizowali iteracje podprzestrzeni przyjmujac
p = n i startujac z macierzy identycznosciowej Zy := I formatu n X n to mielibySmy zbieznosé
y,f}’ ) do podprzestrzeni whasnych P®) dla wszystkich p = 1,2,...,n.

W przypadku gdy pracujemy na bazach ortogonalnych i startujemy z Zy = I, zbieznoé¢ ta
mozna wyrazi¢ réwniez w nastepujacy sposob. Oznaczmy

V:[évéa"'>gn}a Zk:[z%k),gék),,g(k)]
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Lemat 3.1. Niech By, bedzie macierzq przejicia od bazy (51, e ,En) do (z‘fk), ce z,(f)),

Zy =V By.

Dla 1 <p<n-—1, niech
k) k)
B B
Bk: [ 72) ‘|’
2
k)

gdzie Bil jest podmacierzq formatu p X p, a pozostate podmacierze odpowiednio formatéw p X
(n=p), (n=p) xp, (n—p) X (n—p). Jesli pp = [Aps1l/|Ap| <1 70 <7/2 to

k k
1Bl 1 B8 12 < o - te -
Dowdd. Niech Z;, = [ka), Zék)], V = [V1, Vs, gdzie ka) i V1 sg formatu n x p. Wtedy
z{" =vi BY) + v» BYY).
. , . . T . (k) _ 1,17 (k)
Mnozac to réwnanie z lewej strony przez V5 dostajemy Byj = Vo Z;. Stad
k k k) —
183702 = V5" 272 = sup (V" (2" @)l

Z]l2=1

(k)

Oznaczajac ¥ = Z; ' & zauwazamy, ze § € YV := span(é'(lk), . ,Z}gk)) il = 1. Stad wektor

Vol if zawiera wspélezynniki rzutu ortogonalnego 4 na (PW)+ := span(éﬂ_l, ...,&) w bazie
(&p+1, -+ -+ &n). Z definicji normy drugiej i twierdzenia 3.1 dostajemy wiec

1B e = sup sinz (2" 7 (PP)L) < pf - tg 0.

Z]l2=1

Rozumujac analogicznie i wykorzystujac fakt, ze
sin Z (g, PP)) = sin / (y,i, (P(p))J‘)

dostajemy taka sama nieréwnosé dla ||B§k2) Il2- O

7Z lematu 3.1 wynika natychmiast, ze jesli moduly wartosci wlasnych macierzy A sg parami
rézne to wyrazy pozadiagonalne blk; macierzy Bj zbiegaja do zera, a poniewaz By, jest ortogo-

nalna, to ]bg?] zbiegaja do jedynki. Algorytm (IO) mozna wigc uzupelnié o obliczanie w kazdym
kroku macierzy
A, = ZF Az,

ktora powinna zbiega¢ do A = diag(A1, ..., A,). Fakt ten, lacznie z analiza szybkosci zbieznosci,
pokazemy formalnie w nastepnym podrozdziale.

3.2. Metoda QR

3.2.1. Wyprowadzenie metody

Zalézmy, ze realizujemy algorytm iteracji ortogonalnych (10) z macierza poczatkowa Zy = I.
Wtedy A Z,_1 = Zi Ry, skad

Ay = ZL AZkoy = (Z1 ) Zy) Ry
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Oznaczajac Qy, = Z,z_l Z, widzimy, ze ostatnia réwnos¢ to nic innego jak rozklad ortogonalno-tréojkatny
macierzy A_1,

Ag—1 = Qg Ry
Prawdziwe sg wiec zwiazki rekurencyjne
Ay = ZLAZy = (Z} Zia) (ZE  AZya) (20, Z)
= QZ; Ak:—l Qka
Zy = Zya (211 Z) = Zj—1 Q.

Zaleznosci te prowadza do ALGORYTMU QR, ktory oblicza kolejne macierze Ay i Zp w naste-
pujacy sposob.

Ay:=A;, Zy:=1,;

dla k=1,2,3,...

(QR) Ap—1:= Qi Rg; (ortonormalizacja),
Ap = Rp Qi Zi = Zj—1 Qk;

3.2.2. QR a iteracje ortogonalne

Przypomnijmy, ze w rozkladzie ortogonalno-tréjkatnym macierz ortogonalna jest wyznaczo-
na jednoznacznie z dokladnoscia do znakéw jej wektoréw-kolumn. Dlatego macierze Zj (a tym
samym takze Aj) powstale w wyniku realizacji algorytméw (I0) i (QR) nie musza by¢ takie
same. Algorytmy te sg jednak réwnowazne w nastepujacym sensie.

Lemat 3.2. Niech Zk, Ay i Zi, A bedg macierzami powstatymi w wyniku realizacji odpowiednio
algorytmow (10) i (QR). Wtedy

Zk = Zk Dk oraz /Ik = Dk Ak Dk,
gdzie Dy sq pewnymi macierzami diagonalnymi z elementami +£1 na gléwnej przekgine;.
Dowdd. Zastosujemy indukcj¢ wzgledem k. Dla k£ = 1 mamy Zo=1=Zyoraz Ag = A = A,.
Zalézmy, ze lemat jest prawdziwy dla k — 1, tzn. Z;_1 = Z; Di_1. Wtedy, z jednej strony
Ap-1 = D1 A1 Dyt = Dy_1 Qi Ry Dj_1,
a z drugiej strony N o o
Ap1 = ZL | Zy Ry, = Dy Zi_ | Zy Ry..

Mamy wiec _ o
Di—1 A1 = (Z{1 Zx) Ry = Qi (R Di—1),
przy czym réwnosci te przedstawiaja dwa rozklady ortogonalno-tréjkatne tej samej macierzy
Dy_1 Ag_1. A jesli tak, to czynniki ortogonalne tych rozkladéw réznig sie jedynie znakami
kolumn. Réwnowaznie, istnieje macierz diagonalna Dy z elementami +1 na gléwnej przekatnej
taka, ze N N
Zr | Z, = Q Dy, (oraz Ry = Dy Ry, Dj_1).
Stad B
Zy = Zp—1Qk Dy = Zj Dy,
Dowdéd konczy nastepujacy rachunek:

A, = ZF' AZ, = DF (Z AZ,) Dy, = Dy, Ay, Dy
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Zauwazmy jeszcze, ze jesli przez a(’? i a(k;)

Ay oraz Dy, = dlag(dgk), .. ,dﬁl )) z dgk) =41 to

oznaczymy odpowiednio elementy macierzy Ay i

i = 4P oM

7]

To oznacza, ze dla i # j elementy te réznig sie jedynie znakiem, a dla ¢ = j sa sobie réwne.

3.2.3. Analiza zbieznoSci

Jestesmy juz gotowi do przedstawienia twierdzen o zbieznosci metody QR.

Twierdzenie 3.2. Dia 1 < p < n, niech pp, = |Apy1/Np| < 1 iy, =2 (yk,P@)).
Niech dalej

Ap = l Agg A%k% ] Qr = [ gzl) Qék% ] Ry, = l ngl) ngz) ]
Ag,l A22 g,l) Q22 2)

)

gdzie podmacierze Agkl), g’fl), R(k) sq formatu p X p, a pozostate podmacierze formatow
odpowiednio p x (n — p), (n p) X pi(n—p)x(n—p). Wtedy, przyjmujac
) = pf - tg 0
mamy t < e
y g’yk X Ep oraz
k)
14112 = HAg 1H2 < 26042, (3.2)
1082, 1Q5712 < 2e(, (3.3)
IR < 4eP|Al.. (3.4)

Dowdd. Wobec wykazanej w lemacie 3.2 (teoretycznej) rownowaznosci metody QR i iteracji

(k)

(I0), nier6wnosé tgy, < €p  zostala juz udowodniona w twierdzeniu 3.1. Aby pokazaé (3.3),
zapiszemy Zj, w postaci Zj, = [Z£ ) 7k )} gdzie Z; (k) 4 Zék) sktadaja sie odpowiednio z pierwszych

p iz ostatnich (n — p) kolumn macierzy Zj. Wtedy
T
Qo1 = Z(k 1) Z(k) (VT (k= 1)) (VT ZY?)),

gdzie V = [£1, &, ..., &) Piszac V = [V1, V4], podobnie jak dla Z;, mamy teraz

vT 7% _ Vi Z(k) _. F
1 VT Z(k) G|

Poniewaz ||Vi]|2 = ||Z1 |2 =1to || Fl|l2 < 1, natomiast ||G||2 < 61(3 ),Jak pokazali$my w dowodzie

lematu 3.1.
Piszac z kolei
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w analogiczny sposéb pokazujemy, ze || F'||2 < 11 ||G'||2 < &p (k) . Stad mamy
1812 = IGT F + F Glla < |G 2| Il + | F[l2|Gllz < g1+ < 2-2(F.

Dokladnie tak samo pokazujemy oszacowanie dla ||Q1 2||2.
Aby pokazaé (3.2) zauwazmy, ze wobec Ay = Q) Ry mamy tez Aékl) = Qg 1) Ril. Ale
[B1all2 < I Bill2 = [[Az2ll2 = [[All2,
co w polaczeniu z (3.3) dowodzi (3.2).
W koncu, wobec Ry = Ay, Q;‘g mamy

k k) ~(k O
R = A0 0" + A o).

7

Nier6wno$¢ (3.4) wynika teraz z nieréwnosci ||A 1||2 < | Aklle = [|All2, (3.2), (3.3), oraz
k
@55l < 1. =

7 twierdzenia 3.2 wynika, ze elementy pozadiagonalne macierzy Ay zbiegaja do zera liniowo,
przy czym iloraz zbieznosci zalezy od wartodci p, = [A\p+1|/|Ap|. Dokladniej, dla danego elementu

(k)

a; ; macierzy Ay, gdzie 1 <@ < j <n, prawdziwe jest oszacowanie
(k) . k) _(k k
|al-7j | < min (81( ),ang)l, . 5521)
(gdzie skorzystaliémy takze z faktu, ze modul pojedynczego elementu macierzy jest nie wiekszy
od normy drugiej tej macierzy).
A jaka jest zbiezno$¢ elementéw diagonalnych Ay do wartosci wlasnych macierzy A7 Oznacz-

my
(k)

9 b ::17
éék) = { max (Ez(ok_)l, 6,(3k)) 2<p<n-—1,
k) =
oy p=n.

Twierdzenie 3.3. Dla wszystkich 1 < p < n mamy

0 — 2l < 4- ()" 4]

Dowéd. Wobec Z;, =V By mamy

b,p p p
= VT AVE = 5 AP
2 2
= ()" S ()

Stad i z lematu 3.1 otrzymujemy

(1= (12)°) + 20 (b§f2)2‘ _
2- [ All - ( C
1<p p<t

k
|“z(943 = Ayl

VAN
>
=
+
—~
>
£=
~
[N}
N~
N
W~
>
"33
\_,/
E
w
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(k)

Elementy diagonalne app macierzy Ay zbiegaja wigc do wartosci wlasnych )\, macierzy A
co najmniej jak [do/ 2| dlap =1, [An/An-1[?* dla p = n, oraz min {|Ay/Ap-1[2%, [ Xp 41 /A% }
dla2<p<n—1.

3.3. QR z przesunieciami i deflacja

Tak jak w przypadku metody potegowej, mozna sprobowaé przyspieszy¢ zbieznosé metody
QR poprzez przesuniecie widma macierzy A, czyli zastosowanie QR do macierzy A = A — o I.
Oznaczmy przez A}, kolejne macierze powstajace w tym procesie. Z weze$niejszej analizy metody
QR wynika, ze jesli

|Ai+ — 0| < min |\; — 0]
1£1*
to wyraz ngq)z w prawym dolnym rogu macierzy A, zbiega do \;x — o i zbiezno$é jest tym lepsza
im o jest blizsze \;«. Dlatego wazne jest, aby o wybraé tak, aby dobrze aproksymowala jedna
z wartosci wlasnych macierzy A. Oczywiscie, przesunigcie moznaby w kazdym kroku wybieraé
w zalezno$ci od aktualnie dostepnej informacji. Metoda wygladataby wtedy nastepujaco:

Ay:=A; Zy:=1,;
dla £=1,2,3,...

i Ag_1 — oI := Qi Ry; (ortonormalizacja)
R-shift
@ ) { Ap = Ry Qp + o I;  Zg = Zg—1 Qk;

Jasne, ze

Ap=QF (A1 —on 1) Qp + o1 T = QF Ap_1 Q,

tzn. kolejne macierze Ay sa ortogonalnie podobne. Okazuje sie, ze QR ma jeszcze jedna wazna
wlasnosé. Oznaczmy przez Z;(qk) ostatnia kolumne macierzy Zi, przez rflk% wyraz w prawym
dolnym rogu macierzy tréjkatnej gérnej Ry, oraz przez €, ostatni wersor. Wtedy dla kazdego k
mamy

(A—o, 2P = Z 1 (Apq — o DT 2L 2P
Zy—1 (Q Rp)" ZL_ 2P

= ZyRFzFZ® = z,_ Rl e,
= 7({2 Zk,1€ = T(k 2( 1)

n,n “n )

czyli

To za$ oznacza, ze w kolejnych krokach iteracji QR z przesunieciami oy ostatnia kolumna ma-
cierzy Zj jest taka sama jak wektor Ty w odwrotnej metodzie potegowej z wektorem startowym
€, 1 kolejnymi przesunieciami or. A jesli tak, to mozemy wykorzysta¢ wyniki rozdziatu 2.4 i
stwierdzi¢, ze dobrym wyborem przesuniecia jest

op = (ENTAZR =T 2T A2, ¢, = &, A&, = alF

n,n’

(

Przy tak dobranym oy dostajemy asymptotycznie zbieznosé szeécienng elementu am)l do A+
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Dla informacji podamy jeszcze, ze mozliwy jest tez wybor przesuniecia Wilkinsona, gdzie
jako o} bierze sie ta warto$é wlasng macierzy 2 x 2,

N0 (k)

a

ktora jest najblizsza agf%, a jesli obie sg jednakowo oddalone od a,(l]f% to mniejsza z nich. Wtedy

co prawda nie zwiekszamy szybkosci zbieznosci, ale za to metoda jest zawsze zbiezna.

Pozostate wartoéci wlasne macierzy A mozemy obliczy¢ stosujac deflacje. Mianowicie, gdy
juz jesteSmy dostatecznie blisko wartosci wlasnej A+ (co zwykle osigga sie wykonujac kilka

krokéw QR i sprawdza przez obliczenie residuum ||A zy, Ak ank,)1 #P H

) to uznajemy, ze wyrazy
w ostatniej kolumnie i ostatnim wierszu macierzy Ay, poza wyrazem ak ‘n, sa zerowe i redukujemy
problem do macierzy formatu (n—1) x (n—1). Oczywiscie, ten ogélny przepis wymaga wlasciwej

implementacji.



4. Zagadnienie wtasne 1V

W tym rozdziale zajmiemy si¢ jeszcze innymi nich dotychczas poznanymi metodami znajdo-
wania wartosci i wektoréw wilasnych. Poniewaz duze znaczenie maja w nich obroty ptaszczyzn,
zaczniemy wlagnie od definicji tych przeksztalcen, ich wtasnosci i pierwszych zastosowan.

4.1. Obroty Givensa

4.1.1. Definicja obrotu

Macierz obrotu o kat ¢ w plaszczyzZnie rozpietej na wersorach €;, €, gdze @ < j, jest postaci

-1 -
cos sin ¢
Oij =
—sine cos
L L]
Macierz ta rézni si¢ od jednostkowej jedynie wyrazami o;; = ¢ = 0j,; oraz 0;; = s = —0j ;.

tatwo sprawdzi¢, ze O; ; jest przeksztalceniem ortogonalnym, O; ; OZ ;=1

W obliczeniach numerycznych macierze obrotu stuza najczesciej do wyzerowania okreslonej
wspotrzednej danego wektora. Rzeczywiscie, obracajac wektor @ = [ay, ..., a,]T W plaszczyznie
rozpietej na €; i €; zmieniamy jedynie wspoélrzedne i-tg i j-ta. Dokladniej, O; ;@ = 5, gdzie

a; COS  + a;j sin p, k=1,
by, = —a;sinp + a;cos, k=7,
Qg k 7é 0]
Stad, przyjmujac
a; aj

cos p = sinp =

1/a?+a§’ ,/a%—l—ai’
albo liczby do nich przeciwne, dostajemy b; = ||@||3 albo b; = —||@||3, oraz b; = 0. Z powyzszych
wzordéw wynika, ze kat obrotu ¢ mozna zawsze tak dobraé, aby || < 7/2.

Przeksztalcenia tak okreslone nazywamy obrotami Givensa.

Zauwazmy, ze stosujac obroty Givensa kolejno w ptaszczyznach rozpietych na wektorach €
iejdlaj=2,3,...,n—1mozemy przeksztalci¢ dany wektor @ na kierunek pierwszego wersora,

tzn.
O1p - O13012a = +£||d||3 - &)

Takie operacje wymagaja wykonania 6n mnozen/dodawan i n — 1 pierwiastkowan. Przypomnij-
my, ze ten sam efekt mozna uzyskaé¢ kosztem okolo 2n mnozen/dodawan i jednego pierwiastka

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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stosujac odbicia Householdera. Wydaje sie wiec, ze obroty Givensa oplaca sie stosowaé jedynie
wtedy, gdy wektor @ ma niewiele (proporcjonalnie do n) wspélrzednych niezerowych. Nie jest
to jednak do konca prawda. Istnieje bowiem pewna modyfikacja podanych wzoréw autorstwa
Gentlemana pozwalajaca istotnie zmniejszy¢ koszt, ktéra teraz zaprezentujemy.

4.1.2. Algorytm Gentlemana
Przypus$émy, ze chcemy zastosowac seri¢ obrotéw Givensa O;, j, dla k = 1,2,...,m, gdzie

k-ty obrét jest wybrany tak, ze jp-ta wspolrzedna wektora

k) .—_0. . ...0. .7
a T O'Lkﬂk 0217J1 a

jest zerowa. Pomyst modyfikacji polega na przedstawieniu kazdego z obrotéw w postaci

-1
Oirji. = D Siy i Di—15
gdzie Dy = I, a Dy sa pewnymi nieosobliwymi macierzami diagonalnymi wybranymi tak, by
mnozenie przez S;, j, bylo prostsze niz mnozenie przez O;, j,. Wtedy mamy

Oi'm7jm e Oilajl
= (D Sipnjom Dip1) -+ (D283, Dy) (D1 Siy i Dy ')
= Dm Si’"Laj"L U Si23j2 S’il,jl :

Macierze diagonalne Dy, a tym samym i przeksztatcenia S;, j, , zdefiniujemy indukcyjnie dla
k=1,2,...,m. Zalézmy, ze zdefiniowaliSmy juz Djy_; = diag(d,...,dy,). Niech O;, j, bedzie
obrotem o kat ¢ oraz ¢ = cosp, s = sin ¢.

Dla uproszczenia zapisu podstawimy D := Dj_q, D := Dy, = diag(ci, e ,cin) oraz p := iy,

q := Ji. Dalej mamy Op4 = O;, j, = (Oi,j)zjzl, Spq = Sipjr = (Sw’)?,j:l' Poniewaz Sp, =
D=1 0,,D to
Cdp/‘{p, t=J=p,
qu/‘{tp L=J=q,
Sij = dTJ 0ij = sdy/dp, 1 - p’J.‘ -
d; —sdp/dg,  i=¢,j=Dp,
dj/di,  i=3j#Dp.q,
0, wWpp-
Przypomnijmy, ze obrét O;, j, jest wybrany tak, ze at(]k) = 0. Zauwazmy, ze dla

2:=D'g* V=5

ke1dke1 " i @

mamy

@) = 0,y = (DS, D7) (D) = DSyy .
Stad warunek agk) = 0 jest réwnowazny warunkowi (Sp,q Z), = 0, czyli

5 zpdy = € zqdy.

Jesli teraz z, = 0 to przyjmujemy D:=Di Sp.q = 1. W przeciwnym przypadku, uwzgledniajac
réwnoéé s + ¢ = 1, dostajemy

d?22 d2z2
2 R q7q 2 _ / /. 2882
=1/t t._1+—dgzg, =1/t t ._1+ng§.
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Mamy teraz dwa przypadki. R ) )
(i) Jedli 0 < zgdg < zf,dg to ktadziemy d, = cd,, dg = cdg i d; = d; dla l # p,q. Wtedy s;; =1

dla [ # p, q oraz
Spp Spq | _ | 1 @
Sqp Saq -6 1]’

2
— quq

gdzie
o

6=

= —1,
zpds 2p

(ii) Jesli 0 < 22d2 < z2d? to kladziemy d), = sdy, dy = sd,, i dy = d; dla i # p,q. Wtedy sy = 1

dla [ # p, q oraz
Spp Spg | _ |
Sqp  Sqq -1 8|

gdzie
2
;o Zpdp )
- d2 ’ ﬁ - -
Zqdy Zq

Macierz S, ; ma podobng strukture jak O, ,. Obecno$¢ dwoch jedynek pozwalaja jednak
zaoszczedzi¢ dwa mnozenia przy operacji Sy 4 & w poréwnaniu do O, , Z. Ponadto, co jest waz-
niejsze, obliczanie wielkosci a1 8 (ew. ' 1 #') definiujacych S, nie wymaga pierwiastkowania.
Rzeczywiscie, w kolejnych krokach procesu obliczeniowego wystarczy pamicta¢ wspotczynniki
ci% Wspdlezynniki te wyliczane sg rekurencyjnie zgodnie ze wzorami c?% = d? dla ! # p,q, a dla

l=p,q

a-{ g0 S

di/t jesli (ii).
Zauwazmy, jeszcze, ze takie rozbicie na przypadki (i) i (ii) pozwala nie tylko uniknaé dzielenia
przez zero, ale réwniez uniknaé¢ mozliwego niedomiaru. Wielko$¢ ¢ jedli zachodzi (i) oraz ¢’ jesli
zachodzi (ii) jest w przedziale [1/2,1).

Moznaby sie spytaé¢ gdzie jest zysk obliczeniowy. Na konicu procesu dysponujemy bowiem
jedynie macierza D2, i aby pomnozyé¢ przez D,, nalezy najpierw wykonaé¢ n pierwiastkowar.
Nie jest to jednak zawsze prawda.

Na przyktad, jesli chcemy przeksztalcié dany wektor @ na kierunek wersora €| przy pomocy
obrotéw Givensa to po wykonaniu serii m = n — 1 przeksztatcen

Sin - S1351 20

jedynie pierwsza wspolrzedna otrzymanego wektora nie jest zerowa. Mnozenie przez D, sprowa-
dza sie wiec do operacji na jego pierwszej wspolrzednej, to zas wymaga obliczenia tylko jednego
pierwiastka kwadratowego.

Podobnie, uzywajac obrotéw Givensa mozna kosztem poréwnywalnym do algorytmu bazu-
jacego na odbiciach Householdera przeksztatcié dang nieosobliwa macierz kwadratowa A do
postaci tréjkatnej gérnej (albo, réwnowaznie, znalezé jej rozktad ortogonalno-tréjkatny). Rze-
czywiscie, dokonuje sie tego wykonujac najpierw na macierzy seri¢ m = (n—1)n/2 przeksztalcen

Sn—1n (Sn—2.nSn—2n-1) -+ (S2m -+ S23) (Sim -+ S12) A,

gdzie S; ; jest tak dobrana, aby wyzerowaé¢ wspolrzedna (j,4) aktualnej macierzy, a nastepnie
mnozac kolejne wiersze otrzymanej macierzy tréjkatnej gérnej przez pierwiastki z kolejnych ele-
mentéw diagonalnych macierzy D2,. Caloéé wymaga wiec obliczenia n pierwiastkéw kwadrato-
wych, podobnie jak w algorytmie Householdera. (Nalezy przy tym pamietaé, aby nie wykonywaé
niepotrzebnie operacji na elementach zerowych!)
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4.2. Metoda Jacobiego

Metoda Jacobiego jest najstarszg z istniejacych metod numerycznych znajdowania wartosci
wlasnych macierzy symetrycznych. Ma jednak nie tylko znaczenie historyczne. Chociaz jest
stosunkowo wolno zbiezna to mozna jg stosowaé¢ gdy chcemy obliczy¢ wartosci wtasne z bardzo
dobra dokladnoscia w obecnoéci btedéw zaokraglen.

Zakladamy, ze A € R™" jest macierza symetryczna. Podobnie jak w metodzie QR, me-
toda Jacobiego startuje z macierzy Ay = A i produkuje ciag macierzy podobnych Ay dla
k=1,2,3,..., ktéry zbiega do macierzy diagonalnej

A= diag()\l, )\2, N >\n)

sktadajacej sie z wartosci wlasnych A. Réznica polega na tym, ze pojedyncze kroki metody
wykonuje sie uzywajac obrotow Givensa,
T T T
A = Oiwk A1 0 = Oikajk Oik—lvjk—l A2 0iy, 5, O

= ..=0Y ...0T AgOjy gy -+ O

ik Jk 11,J1

ik Jk Tk—1,Jk—1

U, Jk

Oznaczajac O = O;, j, -+ Oy, j, mamy wiec Ay = OF AO,.
Jako miare odchylenia od macierzy diagonalnej A w naturalny sposéb przyjmiemy potowe
sumy kwadratéw elementéw pozadiagonalnych, czyli

k)\2
wi = w(Ae) = Y (i),
1<J
gdzie (ag? )ijl. Wielkos¢ wy, dobrze charakteryzuje rowniez btad przyblizenia wartosci wtasnych
macierzy A przez elementy diagonalne macierzy Ay. Rzeczywiscie, niech

won)

D, = diag(aglfl), ey Oy

i Rk = Ak — Dk Wtedy
Dy = 0L AO, — Of Oy R, OL Oy = O (A + Ey) Oy,

gdzie F = —Oy Ry, OkT oraz
1ExllF = | RellF = V2w

Wyrazy diagonalne macierzy Dy sa wiec wartoSciami wlasnymi macierzy A+ E},, ktéra mozemy
potraktowaé jako zaburzona macierz A. Korzystajac z twierdzenia Weyla 1.3 dostajemy, ze
istnieje takie uporzadkowanie A,), ..., App) wartosci wlasnych macierzy A, ze dla wszystkich
1 mamy

k
) = Ay | < I Bellz < || Exllr = v/2wr.

Stad wniosek, ze poszczegélne obroty O;, j, powinniSmy wybiera¢ tak, aby maksymalizowac
réznice wi_1 — wg. Aby odpowiedzie¢ na pytanie ktory obrot osiaga ten cel, przeanalizujmy
pojedynczy krok. Dla prostoty zapisu oznaczymy p = ig, q := ji, A = Ap_1, A=A =
O;q A Oy q, gdzie Oy 4 jest obrotem o kat ¢, ¢ = cos ¢, s = sin g, A4+s2=1.

Zauwazmy, ze mnozenie z lewej strony przez obrét O; ¢ Zmienia jedynie wiersze p-ty i g-ty
macierzy, a mnozenie z prawej strony przez O, , zmienia kolumny p-ta i g-ta. Dlatego dla i # p, g
ij# p,q wyrazy a;; i a;; sa sobie réwne. Jesli zag ¢ # p,q i j = p,q to

Qi,p = Qp,i = CQj,p — SQiq, Ujq = Qg = SQjp + Cajq,
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a stad
(&i,p)z + (di,q)2 = (ai,p)2 + (ai,q)z
i podobnie ()% + (aq.4)% = (api)? + (ag:)?. Otrzymujemy

w-1 — wg = w(A) — W(A) = (ap,q)2 - (dp,q>2-

Dla danych p < q wielkosci ¢ i s definiujace obrdt nalezy wiec wybraé tak, aby

apq = 0.
Jedli ap, = 0 to powyzsza réwnos¢ realizuje obrét zerowy. Zalézmy wiec, ze apq # 0.
Bezposredni rachunek pokazuje, ze wtedy
- - 2 2 2 2
App Apg | _ | € ;‘p,p _2 2s5cap,q + 8%aq,q (g —5%)apq + Sc(ag,p — agq)
Aqp Qqyq (¢ = 8%)apg + sc(app = agq) 8 app + 25Capg + agq

Stad réwnosé a,, = 0 zachodzi wtedy gdy
(¢ - 52)ap7q + sc(app — aqq) = 0.

Jesli podstawimy ¢t = s/c = tg ¢ to ostatnia réwnosé jest réwnowazna réwnaniu kwadratowemu
Agqg — Q
t2+26t_120, B: q,9 pap‘

Rozwiazujac otrzymujemy nastepujace wzory:

1 signf

C= —F/—, s=t-c, gdzie t=—"7—/—"—.
V12 1Bl + 1+ 32

Zauwazmy jeszcze, ze taka postaé rozwiazania pozwala obliczy¢ s i ¢ z malym bledem wzglednym
w arytmetyce maszyny cyfrowej.

Pozostaje do ustalenia jak wybiera¢ kolejne (p,q). W oryginalnej wersji algorytmu (p, q)
wybierane sa tak, ze
|ap,q| = max |a; ;.
1<J

Poniewaz wtedy a;q > w(A)/N, gdzie N =n(n—1)/2 to

w(A) = w(A) — a2, <w(A)(1—1/N). (4.1)
Mamy wiec zapewniong zbieznos¢ liniowa, chociaz iloraz zbieznosci jest bliski jedynce dla duzych
wymiaréw n. Taki wybér jest jednak zbyt kosztowny, bo wymaga znalezienia w kazdym kroku
elementu najwiekszego co do modutu wéréd N elementéw. Dlatego stosowane sg inne strategie.
Na przyktad,

(1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(2,4),(3,4),...,(1,4),...,(i = 1,3),...,(1,n), ..., (n— 1,n),

i dalej cyklicznie, az do osiagniecia zadanej doktadnosci. W tym przypadku klopot polega na
tym, ze obroty wykonuje si¢ rowniez wtedy, gdy aiq jest znacznie mniejsze od w(A), co nie
jest oplacalne. Aby temu zapobiec, mozna wprowadzi¢ pewien prég 0 i nie wykonywaé obrotow
gdy a]?),q < 4. Na przyklad, mozemy wzia¢ § = w(A)/N. Wtedy, po wykonaniu kazdego kroku
spelniona jest nieréwnosé (4.1).
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4.3. QR dla macierzy tréjdiagonalnej

Metode Jacobiego stosuje sie do pelnej, rzeczywistej macierzy symetrycznej. W tym pod-
rozdziale zatrzymamy sie na przypadku, gdzie A = AT € R™" jest dodatkowo tréjdiagonalna,

a1 b

bnfl
bn—l Qan

Przypomnijmy, ze kazda macierz symetryczng mozna sprowadzi¢ do postaci tréjdiagonalnej
przez podobienistwa ortogonalne. W rozdziale 2.1.1 pokazaliSmy jak to zrobi¢ przy pomocy
odbi¢ Householdera. Ale réwnie dobrze mozemy uzyé¢ obrotéw Givensa. Rzeczywiscie, najpierw
wybieramy obroty Os; dla ¢ = 3,4,...,n tak, aby mnozenie

03, - 03,053A=A

spowodowalo wyzerowanie kolejno elementéw (3,1),(4,1),...,(n,1). (Pamietamy o algorytmie
Gentlemana!) Poniewaz mnozenie z prawej strony przez Oz ; zmienia jedynie kolumny 2-ga oraz
i-ta to po operacji )

AO230924 -+ Oap,

wyzerowane elementy w pierwszej kolumnie si¢ nie zmienia. Dalej postepujemy indukcyjnie dla
kolejnych kolumn, od 2-giej do (n — 2)-giej, i ostatecznie dostajemy macierz trojdiagonalnag
T =0T A0, gdzie

O =023 -02,034-03p - O0n-2n-10,-2,0n_1n,

przy czym mnozenie z lewej przez OZ ; zeruje element (7 — 1, 7).

Oczywiscie, wszystkie metody dla macierzy pelnej mozna stosowaé¢ réwniez dla macierzy
tréjdiagonalnej. Jednak ze wzgledu na prostsza strukture macierzy niektére metody znacznie
sie upraszczaja. Pokazemy to na przykltadzie metody QR z rozdzialu 3.2.

W oryginalnej metodzie QR (z przesunieciami lub bez) rozklad ortogonalno-tréjkatny ma-
cierzy A = Q R dokonuje sie przy pomocy odbi¢ Householdera. Dla macierzy tréjdiagonalnej T
wygodnie jest uzy¢ do tego celu obrotéw Givensa Og: i+1 zerujacych kolejno elementy (i + 1,1)
dlai=1,2,...,n—1. Wtedy

T T T AT
R = (On—l,n On—2,n—1 02,3 Ol,z)T
jest macierzg trdjkatna gorng. Teraz istotne jest, ze po wykonaniu drugiego kroku metody QR,
czyli mnozenia
(012023 - Op—1n) R

otrzymana macierz T pozostaje tréjdiagonalna. Rzeczywiscie, skoro R jest tréjkatna goérna,
a mnozenie z lewej strony przez O; ;41 kombinuje jedynie wiersze i-ty i (i + 1)-szy to T jest
macierza gérng Hessenberga, a poniewaz jest réwniez symetryczna, to jest trojdiagonalna.

Koszt jednego kroku metody QR dla symetrycznej macierzy tréjdiagonalnej T jest wiec
proporcjonalny do n.

Mamy wtasnosé ogélniejsza. W procesie iteracyjnym metody QR macierz tréjdiagonalna
pozostaje w kazdym kroku tréjdiagonalna niezaleznie od zastosowanego algorytmu rozktadu
na iloczyn ortogonalno-tréjkatny. Wynika to w szczegdlnosci stad, ze, jak pamietamy, rozktad
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taki jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do macierzy diagonalnej z elementami £1.
(Jako ¢wiczenie, mozna to pokazaé¢ bezposrednio w przypadku gdy rozklad dokonywany jest
przy uzyciu odbi¢ Householdera.)

Oczywiscie wszystkie pozostate fakty na temat metody QR pokazane wcze$niej dla macierzy
pelnych, w szczegdlnosci te dotyczace wyboru przesuniecia i szybkosci zbieznosci, pozostaja w
mocy gdy macierz jest tréjdiagonalna.

4.4. Rozklad wedlug wartosci szczegélnych (SVD)

Na koncu serii wyktadow na temat zadania wlasnego zajmiemy sie znajdowaniem wartosci
szczegdlnych danej macierzy, a to dlatego, ze zadanie to i metody jego rozwigzania wiazg sie
Scidle z zadaniem i metodami znajdowania wartosci wlasnych macierzy symetrycznych.

4.4.1. Twierdzenie o rozkladzie

Najpierw przypomnimy twierdzenie o rozktadzie wedlug wartosci szczegdlnych, czyli SVD
(ang. Singular Value Decomposition). Bedziemy zakladaé, bez zmniejszenia ogdlnosci, ze liczba
kolumn macierzy A nie przekracza liczby jej wierszy, co najczesciej wystepuje w praktyce. W
przeciwnym przypadku wystarczy zastosowac ponizsze twierdzenie dla macierzy transponowanej

AT,
Twierdzenie 4.1. Dia dowolnej macierzy A € R™", gdzie m > n, istniejg macierze
ortogonalne U € R™™ ¢V € R™" takie, ze
A=UxVT,

gdzie X € R™" jest macierzg diagonalng,

D) = [ f): ] ; i) :diag(al,ag,...,an) GRn’n,
01209220k > 0y1 = =0, =0, ak jest rzedem macierzy A.

Dowdd. Poniewaz macierz AT A jest symetryczna i nieujemnie okreélona to istnieje baza or-
tonormalna {;}7, jej wektoréw wlasnych, a odpowiadajace jej wartosci wlasne sa nieujemne
(patrz twierdzenia 1.1). Oznaczmy te wartoéci wlasne odpowiednio przez o7,

012"'20k>0k+1:...20n207

przy czym k = rank(AT A) = rank(A). Zauwazmy, ze
AT (4N AT (AT AN 2 (T 0  i#7
(AT)" (A) =00 (AT AT =05 - (0 0) = 2 77
: .

To oznacza, ze wektory @; := AU;/o;, 1 < i < k, tworza uklad ortonormalny i mozna go
uzupetni¢ wektorami @41, ..., Uy, do bazy ortonormalnej w R™.
Zdefiniujmy teraz macierze ortogonalne

V = [V, Vo] € R™™, Vi=[01,...,0] € R™ Vo= [0hg1,..., 0] € R
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U = [Uy,Us] € R™™, Uy = [dy, ... 4] € R™, Uy = [yt ..., 10, € R,

Wtedy, oznaczajac ¥ = diag(o,. .., 0x) € R¥* mamy

T uf uf s | X0
U" AV [ Ul [AVi, AV,] = Ul U1 %, 0] 0 0 =3,
albo, réwnowaznie, A =U X VT, O

Wielkoéci 07, 1 < i < n, to wlasnie wartosci szczegdlne macierzy A. Sa one wyznaczone
jednoznacznie. Rzeczywiscie, jesli mamy dwa rozkltady, Uy 1 Vil = A = Uy Bo V¥, to

viets)=cETsy) v, V=V V.

Poréwnujac wyrazy diagonalne po obu stronach powyzszej réwnosci dostajemy 01(1) = a§2) dla
wszsytkich 7.

Zanotujmy jeszcze, ze majac rozktad SVD mozna np. tatwo rozwigzaé liniowe zadanie naj-
mniejszych kwadratéw, tzn. znalezé wektor #* minimalizujacy ||b— A Z||2 po wszystkich & € R™.
(Jesli istnieje wiele takich wektoréw to bierzemy ten o najmniejszej normie.) Mamy bowiem

Ib—AZ|y = UUT6 - USVT&s = |E= 27,

—

c=UTb, 7=VTZ Stad & = VT jj*, gdzie

x Ci/U,', 1<i<l€,
X

4.4.2. Dlaczego nie pomnozyé AT A?

7 dowodu twierdzenia 4.1 wynika, ze o%,...,02 sa wartoéciami wlasnymi macierzy syme-

trycznej i nieujemnie okreglonej AT A, a kolumny macierzy ortogonalnej V tworza odpowiednio

baze ortonormalng w R” wektoréw wiasnych tej macierzy. Podobnie, 02, ...,02,0,...,0 s war-
——

m—n
tosciami wlasnymi A AT, a kolumny U tworza baze ortonormalng w R™ wektoréw wlasnych.
Wydaje si¢ wiec, ze wartodci szczegblne (i w razie potrzeby caly rozklad SVD) mozna latwo
wyznaczy¢ wykonujac najpierw mnozenie A:=ATAlub A = A AT a nastepnie aplikujac
do macierzy A jedna z rozpatrzonych wczesniej metod dla zadania wtasnego. Nalezy jednak
przestrzec przed takim mechanicznym dziataniem.

11

Przyktad 4.1. Niech A = [ 0

] . Dla ,malych” e wartosci szczegodlne tej macierzy sa bliskie

V21 |e|/v/2. Jedli € jest na tyle male, ze 1 + €% jest w arytmetyce fl reprezentowane przez 1
. 1 1 . . 11 e
to macierz AT A = 1 142 jest reprezentowana przez maclerz l 11 ], ktora jest juz

osobliwa - jej druga wartos¢ szczegdlna jest zerowa.

7 uwagi na mozliwg zmiane rzedu macierzy, jak w przytoczonym przyktadzie, stosuje sie
nieco zmodyfikowane algorytmy znajdowania wartosci wlasnych, ktore unikaja jawnych mnozen
AT A lub A AT. Pokazemy to najpierw, nie wdajac sie w szczegdly, na przykladzie metody
Jacobiego z rozdziatu 4.2.

Przypomnijmy, ze metoda Jacobiego zastosowana bezposrednlo do macierzy A = AT A kon-
struuje cigg macierzy podobnych A = Ag, A1, ..., Ay, ..., gdzie Ay, = OF . A, O; a O;

U Jk ik, Jk Uk



4.4. Rozklad wedlug wartosci szczegdlnych (SVD) 41

jest tak dobranym obrotem Givensa, aby wyzerowaé element (i, ji) i jednoczesnie, wobec sy-
metrii, takze (jg,ix). Oznaczmy Ag = A i Ay = Ap—1 0;,, jk dla k > 1. Wtedy Ay = AT Ay
Pomyst polega na tym, aby zamiast obliczaé jawnie Ay, = Olk r Ak, 1Ak—1 04 s W koleJnych

Jest to mozliwe, bowiem wyznaczenie

krokach oblicza¢ i pamietaé jedynie Ar = Ax_1 O;

U, Jk

rotacji O;, j, wWymaga jedynie znajomosci elementéw
(k=1)  x~, (k—1) 4k N (k- ) i
A(k—1) —1)\2 N
Qi = Z(al,ik ) ’ @i Z Ljk ’ Zky]k Z
=1 =1 =1

ktére mozna obliczyé¢ korzystajac z powyzszych wzordw.

4.4.3. SVD dla macierzy dwudiagonalnych

W tym podrozdziale pokazemy algorytm, ktéry mozna traktowac jako wariant metody QR
zastosowanej do macierzy AT A. Zanim jednak przejdziemy do samego algorytmu, poczynimy
kilka pomocniczych uwag teoretycznych.

Niech Ty bedzie macierza symetryczna i dodanio okteglona, Ty = T¢ > 0. Rozpatrzmy proces
iteracyjny, nazwijmy go LR, ktory startuje z macierzy Ty i w kolejnych krokach k =1,2,...

(i) wybiera przesuniecie 7, mniejsze od najmniejszej wartosci wlasnej Ty_1 (np. 7 = 0),
(ii) dokonuje rozktadu Banachiewicza-Cholesky’ego

Ty—1— - I = Bl By,
gdzie B}, jest macierza tréjkatna gérna z dodatnimi elementami na gtéwnej przekatnej,
(iii) produkuje Ty = By Bf + 12 - 1.
(Przypomnijmy, ze rozkladu Banachiewicza-Cholesky’ego dokonujemy zmodyfikowanym algo-
rytmem eliminacji Gaussa.) Oczywiscie, macierze T}, sa do siebie podobne, bo
Ty =BLBl + 72 T =By (Th1— 17 - 1) By ' + 72 -1 =B Ty_1 B, "
Zachodzi ciekawsza wlasnosc.

Lemat 4.1. Dwa kroki iteracji LR z tym samym przesunieciem T $¢ réownowazne jednemu
krokowi iteracji QR z przesunieciem T.
Dowdd. Bez zmniejszenia ogdlnosci przyjmijmy, ze k = 0 i 71 = 70 = 7. Z jednej strony, z
rozktadu QR mamy (Tp—72-1)? = (Q R)T (Q R) = RT R, gdzie elementy na gléwnej przekatnej
macierzy R sg dodatnie, a z drugiej z rozktadu LR

(To—72-1)* = (B B))(BI'By) = B (1, —*- 1) By

= BI'BI'ByB, = (B, B))T (ByBy).

Wobec jednoznacznosci rozktadu Banachiewicza-Cholesky’ego mamy wiec R = By Bi. Stad
macierz powstata w wyniku jednego kroku iteracji QR wynosi

T = RQ+7 1= (QR)R’H—TZ'I

= R(Ty—72- )R +72.1 = RTyR™!

= (BaBy) (B By +72-1)(ByBy)™!

= ByBiB] BiBy'By' +7%(By By) (B2 By) ™!

= By(BiBN)By'+7* 1 =By (Ty —7*-1)By' + 7% 1
= Bo(BYBy)By'+4 721 =DByBl +7%.1

= (-7 D+721="7,

jak w tezie lematu. O
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Powyzszy lemat pokazuje, ze rozwazania teoretyczne dotyczace iteracji QR mozna prze-
nies¢ na iteracje LR. Dlatego dalej nie bedziemy si¢ juz zajmowaé analiza teoretyczna LR, a
przejdziemy do opisu algorytmu te iteracje wykorzystujacego.

Zakladamy, ze A € R™" jest kolumnowo regularna, czyli rank(A) = n, oraz dwudiagonalna.
Dokladniej, a; j =0dla:z>j+1idlaj>i+ 2,

ar by

a2

Oczywiscie, wobec kolumnowej regularnoéci macierzy mamy a; # 0. Zalozenie o dwudiagonal-
nosci wydaje sie mocno ograniczajace. W istocie jednak tak nie jest, bo kazda macierz mozna
sprowadzi¢ do takiej postaci nie zmieniajac jej wartosci szczegdlnych i kontrolujac odpowiednie
wektory wlasne, co pokazemy na samym koncu.

Algorytm dziata podobnie jak iteracje LR z przesunigciami, ale zamiast tworzy¢ jawnie
macierze T}, podobne do AT A, pracuje bezpoérednio na macierzach By. Przyjmujemy By =
D A, gdzie D € R™™ jest macierza diagonalna z elementami na gtéwnej przekatnej d; = sign(a;),
1< j <n. Wtedy By € R™" jest macierza dwudiagonalng z dodatnimi elementami na gtdéwnej
przekatnej oraz

To=BlBy=AT (DT D)A=AT A

jest macierzg trdojdiagonalng. Zobaczmy teraz jak majac macierz dwudiagonalng Bj mozemy
skonstruowaé Byi1. Poniewaz Ty jest tréjdiagonalna to Bjyyq musi by¢ dwudiagonalna. (W
szczegblnosei, wyniknie to réowniez z dalszych rachunkéw.) Dla uproszczenia zapisu, oznaczmy
elementy przekatniowe mac1erzy By, i By11 odpowiednio przez ajiaj, 1 < j<n,a elementy nad
gléwna przekatng przez b; i bj, 1 < j<n-—1. Przyjmijmy dodatkowo by = bo = by = by, = 0.
Macierze By i Byy1 zwiazane sa réwnaniem

Bl Beyi+ 11 =T, = By B +7¢ - .
Poréwnujac wyrazy przekatniowe po obu stronach tej réwnosci otrzymujemy
af+b] T =af b T, 1<i<n,
a porownujac wyrazy nad przekatna

djbj = aijjz, 1 < j < n—1.

Stad, podstawiajac 6 = T]?_H — 77, mamy nastepujace wzory na a; i Ej. Dlaj=1,2,...,n—1
obliczamy

ij = \/a? + b? - 8]2-_1 - 5, lA)j = aj+1bj/&j

i na koncu a,, := /a2 — 8721—1 — 4.

Poniewaz obliczanie pierwiastkow jest stosunkowo kosztowne, wzory te oplaca si¢ zmodyfi-
kowaé tak, aby nie obliczaé¢ pierwiastkéw w kazdej iteracji, a jedynie na koncu calego procesu
iteracyjnego. MoZna to osiggna¢ pracujac na kwadratach a; i bj. Rzeczywiscie, wprowadzajac
zmienne p; = a igj = b?, otrzymujemy nastepujaca procedure dla jednego kroku iteracyjnego:
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begin
forj=1ton—1do
begin
pj=pj+q — G — 0
G = q; - (¢j+1/;)
end;

Dn = Pn —qn-1—0
end;

Koszt jednego kroku iteracyjnego jest staty. Stad, jesli macierz wyjéciowa A jest dwudiagonalna
to catkowity koszt algorytmu jest proporcjonalny do liczby iteracji.

A co jesli A nie jest dwudiagonalna? Wtedy trzeba ja wstepnie przeksztalci¢é do posta-
ci dwudiagonalnej nie zmieniajac wartosci szczegélnych. W tym celu mozemy uzy¢ np. odbié
Householdera. Najpierw zerujemy wyrazy w pierwszej kolumnie, oprécz wyrazu diagonalnego,
poprzez pomnozenie macierzy A z lewej strony przez odbicie Hr; € R"™"™ przeksztalcajace
pierwszg kolumne A na kierunek €. Oznaczmy A = (@;;) = Hr1 A. Nastepnie wybieramy od-

bicie Hg1 € R" 1! tak, aby przeksztalcato wektor [a19,a13-..,d1,]7 € R"! na kierunek

. L i : I o .

€, € R" ! i mnozymy A, z prawej przez H}?:l = [ i AL € R™". Poniewaz to mnozenie
' R

nie zmienia pierwszej kolumny A;, w powstalej macierzy A; = H L1 AH}?;1 elementy w pierw-
szej kolumnie i w pierwszym wierszu, poza (1,1) i (1,2), sa wyzerowane. Dalej postepujemy
indukcyjnie zerujac na przemian odpowiednie elementy w kolumnach i wierszach. Ostatecznie,
po n — 1 krokach otrzymujemy macierz

A=U, AV, gdzie U =Hp, -~ Hpi, Vi=Hgrp o Hpu,

ktéra jest juz dwudiagonalna. Jesli teraz A=Vl to A= (UTU) S (VI V)T, a wiec A i
A maja te same wartoéci szczegdlne. Ponadto,

A=UXVT gdze U=UlU;,, V=VIW.

Zanotujmy jeszcze, ze dowolng macierz mozna sprowadzi¢ w podobny sposéb do postaci

dwudiagonalnej przy pomocy obrotéw Givensa. Zaréwno w przypadku zastosowania obrotow

Givensa jak i odbi¢ Householdera koszt jest proporcjonalny do m - n?.



5. Proste metody iteracyjne rozwigzywania ukladéw
rownan liniowych

Zajmiemy sie przyblizonymi metodami rozwigzywania uktadoéw rownan liniowych
Ax =10

z nieosobliwg rzeczywistg macierza A. Jak juz sugerowaliSmy we wstepie, wraz z coraz wiekszymi
modelami pojawiajacymi sie w praktyce obliczeniowej, czesciej zachodzi potrzeba rozwiazywa-
nia zadan algebry liniowej o bardzo wielkiej liczbie niewiadomych. Gdy A jest duzego rozmiaru,
metody bezposrednie (wykorzystujace na przyklad rozktad LU metoda eliminacji Gaussa lub
inne rozklady macierzy, np. QR) moga by¢ zbyt kosztowne lub mniej wygodne w uzyciu. Przy-
ktadowo, jesli niewiadomych jest kilka milionéw, a macierz nie ma zadnej specjalnej struktury,
to korzystajac z eliminacji Gaussa musielibyémy wykonaé rzedu 10'¥ dzialan arytmetycznych
(i zarezerwowaé rzedu 10'3 bajtéw — czyli 10000 GB — pamieci na czynniki rozkladu). Zakla-
dajac optymistycznie, ze nasz komputer jest w stanie wykonaé 10'° dziatah na sekunde (czyli
jest w stanie realnie osiagnaé¢ wydajnoéé 10 Gflopéw/s), dawatoby to 10? sekund, czyli okoto 32
lat... Rozsadna alternatywa moze by¢ wtedy rozwiazanie uktadu w sposéb przyblizony, ale za to
znacznie tanszy lub wygodniejszy. Jednym ze sposobéw przyblizonego rozwiazywania uktadow
rownan liniowych sg metody iteracyjne, szczegblnie uzyteczne wowczas, gdy A jest macierza
rozrzedzong.

5.1. Macierze rozrzedzone

Macierze, w ktérych bardzo wiele elementéw jest zerowych, nazywamy macierzamsi rozrze-
dzonymi lub, potocznie, rzadkimi. Dla odréznienia, macierze, ktore nie sg rzadkie, nazwiemy
gestymi — przykladem takiej macierzy jest macierz, ktérej wszystkie elementy sg niezerowe. In-
tuicyjnie mozemy spodziewac sie, ze praktyczne zadania liniowe wielkiego wymiaru beda prowa-
dzity wlasnie do macierzy rozrzedzonej, gdyz zwigzki pomiedzy niewiadomymi w pojedynczym
réwnaniu zadanego ukladu nie beda raczej dotyczyé wszystkich, tylko wybranej (nielicznej)
grupy innych niewiadomych.

Wykorzystanie rozrzedzenia macierzy nie tylko moze doprowadzi¢ do algorytmow istotnie
szybszych od ich analogonéw dla macierzy gestych (jak pamietamy, standardowe algorytmy
oparte na rozkladzie macierzy gestej, np. LU, potrzebuja O(N?) dzialan arytmetycznych), ale
wrecz moze by¢ jedynym realnym sposobem na to, by niektére zadania w ogoble staly sie roz-
wigzywalne przy obecnym stanie techniki obliczeniowej!

Gdy A jest rozrzedzona, mnozenie takiej macierzy przez wektor jest bardzo tanie (koszt
jest proporcjonalny do liczby niezerowych elementéw macierzy). Dlatego, konstruujac metode
przybliZonego rozwiazywania uktadu, warto oprzeé sie na iteracji, ktérych gtéwnym sktadnikiem
jest operacja mnozenia przez A lub jej czesé.

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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5.1.1. Przyklady macierzy rozrzedzonych

Jak zobaczymy ponizej, rzeczywiscie latwo mozna spotkaé realne zadania matematyki stoso-
wanej, w ktorych macierz wymiaru N ma tylko O(N) niezerowych elementéw. Oméwimy tu dwie
klasy takich zadan: dyskretyzacje rownan rozniczkowych oraz tancuchy Markowa z dyskretna
przestrzenia stanow.

Réwnania rézniczkowe czastkowe Jednym ze szczegdlnie waznych zrédet uktadéw réwnan z
macierzami rozrzedzonymi sa réwnania rézZniczkowe czgstkowe (pochodzace np. z modeli pogody,
naprezen w konstrukeji samochodu, przenikania kosmetykéw do glebszych warstw skéry, itp.).

Przyktad 5.1 (Dyskretyzacja jednowymiarowego laplasjanu). Rozwazmy modelowe eliptyczne
rownanie rézniczkowe z jednorodnym warunkiem brzegowym Dirichleta

—u"(z) = f(2) vz € (0,1), (5.1)

w ktorym u jest szukanym rozwiazaniem, a f — zadana funkcja. Aby znalez¢ jego przyblizone
rozwigzanie, mozemy na przykiad zastgpi¢ réwnanie rézniczkowe odpowiadajacym mu réwna-
niem réznicowym,

Ui—1 — 2U; + Uit
_ s
ug = un41 = 0, (5.4)

= f(zy) Vi=1,...,N, (5.3)

gdzie u; ma odpowiadaé¢ wartosci rozwiazania w wezle dyskretyzacji z;, u; =~ u(x;), oraz x; = i-h,
przy czym h = 1/(N +1). Odpowiedzia na pytanie, jak dobrze (i czy w ogéle) takie rozwiazanie
dyskretne aproksymuje rozwiazanie doktadne, zajmujemy si¢ na wyktadzie z Numerycznych réw-
nan rézniczkowych; tutaj zobaczymy, do jakiego zagadnienia algebraicznego prowadzi réwnanie
réznicowe (5.3).

Jest to oczywiscie réownanie liniowe na wspétczynniki Uy = (ug, ..., un)7,
Tn Uy = h?Fy,

gdzie

2 -1

-1 2 -1

Ty = (5.5)
-1 2 -1
12/ nun

oraz Fx = (f(z1),..., f(zn))T. Poniewaz interesuja nas dobre przyblizenia (to znaczy przypa-

dek, gdy h jest bardzo male), znaczy to, ze N bedzie bardzo duze. Nasza macierz jest rzeczywi-
$cie macierza rozrzedzona, bo ma nieco mniej niz 3N niezerowych elementéw. Jej wspotczynnik
wypelnienia (ang. density), czyli stosunek liczby niezerowych do liczby wszystkich elementéw
macierzy, jest rzedu 3/N i maleje ze wzrostem N.

Otrzymana powyzej macierz, aczkolwiek ma bardzo wiele cech charakterystycznych dla
dyskretyzacji ,,powazniejszych” réwnan rézniczkowych, wydaje sie jednak zbyt trywialna, by
traktowa¢ ja metoda inna niz eliminacja Gaussa (uwzgledniajac jej pasmowa strukture): rze-
czywiscie, jest to macierz tréjdiagonalna (a przy tym: symetryczna i dodatnio okreslona), zatem
wlagciwie zrealizowany algorytm eliminacji Gaussa (lub lepiej: rozktadu LDLT) pozwoli nam


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr
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wyznaczy¢ rozwigzanie ukltadu TyUy = h%Fy kosztem O(N), a wiec — z dokladnoécia do
stalej — optymalnym.

Jednak, gdy przejdziemy do wyzszych wymiaréw i by¢ moze dodatkowo regularng siatke we-
ztéw dyskretyzacji zastapimy na przykiad nieregularna siatks elementu skoniczonego, uzyskamy
macierze o znacznie bardziej skomplikowanej strukturze, ktore juz nie tak tatwo poddaja sie
eliminacji Gaussa.

Przyktad 5.2 (Dyskretyzacja wielowymiarowego laplasjanu). Przez analogie z poprzednim
przyktadem, rozwazmy réwnanie Poissona w obszarze Q C RY, z jednorodnym warunkiem Diri-
chleta:

— Au(z) = f(x) V€ Q, (5.6)
-0, (5.7)

Ulon

w ktéorym u : Q — R jest szukanym rozwigzaniem, a f :  — R — zadang funkcja. A oznacza
operator Laplace’a, ) )
0 0
A = 87./1/-% + .. + 87373.

W dalszym ciggu przyjmiemy, dla ominiecia dodatkowych trudnoéci, ze € jest kostka jed-
nostkowa: Q = (0,1)%.

Aby znalez¢é przyblizone rozwiazanie, znéw mozemy na przyklad zastapié¢ réwnanie réznicz-
kowe odpowiadajgcym mu réwnaniem réznicowym. Wybierzemy tu najmniej efektywna, ale za
to koncepcyjnie najprostsza metode dyskretyzacji, opartg na réwnomiernej siatce weztéw w 2.

Przyktadowo, jedli d = 2, to wezmiemy siatke weztéw p;; = (xi,y;) € Q, gdzie x; = ihy,y; =
Jhy, przy czym h, = a/(n, +1) jest krokiem siatki w kierunku « i analogicznie hy = b/(n, +1),
zob. rysunek 5.1.

) €Ty hm TN+1
Rysunek 5.1. Regularna siatka na ).

Zastepujac pochodne ilorazami réznicowymi [8]

1
Au(z, y;) = Apui; = ﬁ(‘lui,j — Uil — Wim1,j — Wi j+1 — Uij—1), (5.8)
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dostajemy réwnanie réznicowe

)

U145 — 2u; 5 + Uig1,j _ Uij-1 — 2uij + U1

n2 h% = fij Vi=1,...,n4, j=1,...,n4.
(5.9)

W pozostalych weztach siatki rozwiazanie przyjmuje warto$¢ réwna zero na mocy warunku
brzegowego Dirichleta. Wigcej na temat metod dyskretyzacji takich i podobnych réwnan réz-
niczkowych mozna dowiedzie¢ sie na wykladzie Numeryczne réwnania rézniczkowe.

W dalszym ciggu, dla uproszczenia zapisu bedziemy zakladaé, ze n, = n, = n i w konse-

kwencji h, = hy = h. W takim ukladzie mamy do wyznaczenia N = n? niewiadomych:
Un = (u1,1,u21,u u Uy 2,U2,2, U u u u u u )
N = (U1,1,U2,1,U31y- -+, UN,,1,U1,2, U2,2, U325+« + s UNL 25+« s UL Ny U2 Ny U Nys + + s UNL, Ny ) -
niewiadome pierwszej kolumny drugiej kolumny ostatniej kolumny

ktore spetniaja liniowy uklad réwnan o postaci macierzowej
Py Uy = h*Fy,
gdzie Py jest tym razem pieciodiagonalng macierza o blokowej strukturze,

T, +21 -1
—1I T, +2I —I

Py

. . (5.10)
-1 T,+21 —1I
—1I Th+21) . n
W kolejnych diagonalnych blokach Py znajdujg sie macierze trojdiagonalne T, +21, gdzie T}, jest
znang juz nam macierza dyskretyzacji jednowymiarowego laplasjanu. Uzywajac wiec symbolu
Kroneckera dla iloczynu tensorowego macierzy mamy przy naszej numeracji niewiadomych

Py=IT,+T,%I.

W przypadku tej macierzy, prosta strategia polegajaca na eliminacji Gaussa (z wykorzy-
staniem dodatkowo faktu, ze Py jest pasmowa, o szerokosci pasma 2n), dalaby nam szanse
rozwiazaé to réwnanie kosztem O(n?), co jest, przy duzych wielkosciach n, wartoécia trudna do
zaakceptowania.

Prowadzac analogicznie dyskretyzacje na jednorodnej siatce trojwymiarowego zadania Pois-
sona na kostce jednostkowej (d = 3), dostalibyémy N = n? oraz zadanie z macierza siedmiodia-
gonalna (o szerokoéci pasma 2n?):

SN =IQIQT,+IQT, QI+T,1x 1. (5.11)

Nawet dla srednich wartosci n, uktad ten trudno rozwiazaé¢ metoda bezposrednia, opartg na
prostym rozkladzie pasmowej macierzy (tutaj na przyklad: rozkladzie Cholesky’ego), zaréwno
ze wzgledu na koszt obliczeniowy, jak i koszt pamieciowy. Rzeczywiscie, koszt rozktadu Chole-
sky’ego uwzgledniajacego to, ze w czynnikach rozktadu poza pasmem nie pojawig sie elementy
niezerowe wyniesie O(n*) w przypadku dwuwymiarowego réwnania Poissona i O(n”) w przy-
padku tréjwymiarowego réwnania Poissona (dlaczego?). To oczywidcie mniej niz pesymistyczne
O(N3) = O(n?), ale gdy n jest duze, moze byé wystarczajaco zachecajace do tego, by poszukaé
tanszych rozwigzan, dajacych sensowne rozwigzanie w sensownym czasie.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr
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Przyktad 5.3 (ewolucyjne réwnanie dyfuzji). Rozwazmy réwnanie

ug(x,t) — Agu(x,t) = f(x,t) dla (z,t) € Q x (0,7,
u(z,t) =0 dla (z,t) € 02 x [0,T).

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze €2 jest kwadratem jednostkowym. Wprowadzajac dyskretyzacje
tego réwnania po zmiennej przestrzennej jak poprzednio, a po zmiennej czasowej — niejawny
schemat Eulera (patrz rozdzial o schematach réznicowych Numerycznych réwnan rézniczko-
wych), otrzymujemy, po uwzglednieniu warunku brzegowego, liniowy uklad réwnan algebraicz-
nych na przyblizenie U ]’f, rozwigzania w chwili {g,

Uk — Uyt

——+ PyUR = I

gdzie Py jest okreslone jak w poprzednim przyktadzie oraz

i = (Fite)

i wezty w  numerujemy zgodnie z regula podang powyzej. Grupujac niewiadome po lewej
stronie, dostajemy réwnanie
(I+7Py)Uy =Ux" + 71N,

a wiec takie, w ktérym macierz uktadu jest dalej rozrzedzona, ale — dla dostatecznie matych 7
— jest ,malym zaburzeniem” macierzy jednostkowej.

Gdy siatka nie jest regularnal, macierze dyskretyzacji takze traca regularng strukture (w
powyzszych przykladach byla ona odwzwierciedlona w tym, ze niezerowe elementy macierzy
ukladaly sie¢ wzdluz nielicznych diagonali). Macierze bez regularnej struktury sa jeszcze trudniej-
sze dla metod bezposrednich ze wzgledu na rosnace ktopoty w uniknieciu wypelienia czynnikow
rozkladu macierzy.

Przyktad 5.4 (Macierz z kolekcji Boeinga). Spdjrzmy na macierz sztywnosci dla modelu silnika
lotniczego, wygenerowana swego czasu w zakltadach Boeinga i pochodzaca z dyskretyzacji pew-
nego réwnania rézniczkowego czastkowego metodg elementu skonczonego. Przykiad pochodzi
z kolekcji Tima Davisa. Jest to mata macierz, wymiaru 8032 (w kolekcji spotkasz réwnania z
milionem i wigcej niewiadomych).

Jej wspdlczynnik wypelnienia (to znaczy, stosunek liczby niezerowych do wszystkich elemen-
téw macierzy) wynosi jedynie 0.006, a wigc macierz jest bardzo rozrzedzona: w kazdym wierszu
sg Srednio tylko 44 niezerowe elementy.

We wspomnianej kolekeji znajdzuje sie jeszcze wiecej macierzy rozrzedzonych, pochodzacych
z najrozmaitszych realnych modeli, nie tylko opartych na réwnaniach rézniczkowych. Choé¢ sporo
z nich — tak jak tutaj przedstawiona — bedzie symetrycznych, nie jest to regula; inne uktady
rownan ze zgromadzonego zbioru nie musza mie¢ zadnej z pozadanych przez numeryka cech: re-
gularnej/pasmowej struktury, symetrii, ani dodatniej okreslonosci. Jedna z nich przedstawiamy
ponizej.

Symulacje dzialania ukladéw elektronicznych Wspdlczesne uktady elektroniczne moga
zawiera¢ miliony czesci (tranzystoréw, rezystoréw, kondensatoréw), a ich projektowania jest
procesem bardzo zlozonym i kosztownym. Co wiecej, w miare postepéw opracowywania, coraz

! Zazwyczaj w zaawansowanych metodach dyskretyzacji réwnan rézniczkowych stosuje sie wilagnie takie
siatki, czesto — adaptacyjnie dopasowane do przebiegu rozwiazania.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch3
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch3
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Rysunek 5.2. Struktura niezerowych elementéw macierzy besstk38.

trudniej o dokonanie w nich powazniejszych zmian projektu. Z tego powodu konieczna jest
komputerowa symulacja ich dziatania. W ogdélnoéci prowadzi to do ogromnego uktadu réwnan
rézniczkowo-algebraicznych, ale takze bada sie¢ modele (prawa Kirchhoffal!), sprowadzajace sie
do rozwiazania uktadu réwnan liniowych wielkiego rozmiaru (/N na poziomie kilku milionéw).

Zobacz ilustracje: Wizualizacja grafu macierzy CircuitbM o roz-
miarze powyzej pieciu milionow, znajdujaca sie na stronie WWW
przedmiotu.

Duze tancuchy Markowa Modele wielostanowych systeméw kolejkowych (np. routera obstu-
gujacego wiele komputeréw) takze prowadza do gigantycznych ukladéw réownan z macierzami
rozrzedzonymi o specyficznej strukturze. Jesli taki uktad moze z danego stanu przejsé tylko do
niewielu innych, macierz reprezentujaca tancuch Markowa bedzie rozrzedzona.

Jednym z zadan, w ktérym rozwaza sie bodaj najwiekszy ,naturalnie” pojawiajacy sie tan-
cuch Markowa jest zadanie wyznaczania tzw. PageRank — wektora warto$ciujacego strony
internetowe w wyszukiwarce Google (zob. artykul , Miara waznosci” K. Diksa w Delcie 8 /2008):
macierz ta jest oryginalnie bardzo rozrzedzona, calkowicie nieregularna i niesymetryczna, a jej
rozmiar jest réwny liczbie indeksowanych stron WWW (a wiec mniej wiecej rzedu 10%).

Cwiczenie 5.1. Wykaz, ze zadanie Tyz = b mozna rozwiazaé, korzystajac z eleminacji Gaussa
bez wyboru elementu gltéwnego kosztem O(N).

Cwiczenie 5.2. Niech macierz A bedzie macierzg pasmowg rozmiaru N x N, o szerokosci
pasma 2k:
aij =0, gdy [i —j| > k.

Wykaz, ze rozktad LU (bez wyboru elementu gléwnego) macierzy A mozna wyznaczy¢ kosztem
O(Nk?) dziatan arytmetycznych. Jak zmieni sie odpowiedz, gdy trzeba bedzie dokonaé wyboru
elementu gléwnego w kolumnie?


http://www.mimuw.edu.pl/delta/artykuly/delta0808/waznosc.pdf
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Rysunek 5.3. Struktura niezerowych elementéw macierzy PageRank dla portalu http://wuw.
mimuw.edu.pl.

Cwiczenie 5.3. Zbadaj koszt rozkladu LU macierzy Py, w ktérym wykorzystuje sie jedynie
informacje o tym, ze Py jest macierza pasmowa.

2

Rozwigzanie. Mamy N = n*® i szeroko$¢ pasma jest rowna n. Zatem na mocy poprzedniego

zadania, koszt jest rzedu O(n?).

5.2. Macierze rozrzedzone: implementacja

Zanim przystapimy do omawiania metod rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych z ma-
cierzami rozrzedzonymi, warto zapoznaé sie ze sposobami reprezentacji (formatami) macierzy
rozrzedzonych. Poniewaz macierze rozrzedzone maja duzo zerowych elementéw, ogdlna zasada
jest zapamietywanie tylko tych réznych od zera, w potaczeniu z informacja o ich lokalizacji w
macierzy. Spoérdéd wielu struktur danych wygodnych dla przechowywania macierzy rozrzedzo-
nych, opisanych m.in. w monografii [13], najwigksza popularnosciag wéréd numerykéw ciesza sie
dwa: format wspétrzednych oraz format spakowanych kolumn (lub wierszy)?. Liczbe niezero-
wych elementéw macierzy A rozmiaru N x M bedziemy oznaczali, przez analogie do funkcji
MATLABa, nnz(A).

Format wspolrzednych Jest to najprostszy sposob reprezentacji macierzy rozrzedzonych. Do
zapamietania macierzy A rozmiaru N x M, liczacej nnz(A) niezerowych elementéw, wykorzy-
stujemy trzy wektory: I, J — oba typu int — oraz V, typu double, wszystkie o dlugosci nnz(A),
przy czym zachodzi

AI[k],J[k] = V[k], Vk = O, ey HHZ(A) — 1,

zob. rysunek 5.4.

2 Mniej popularny format diagonalny spotkamy m.in. w reprezentacji macierzy pasmowych w LAPACKu.
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Rysunek 5.4. Format wspétrzednych reprezentacji macierzy rozrzedzonych.

Przyktad 5.5 (Macierz jednowymiarowego laplasjanu w formacie wspélrzednych). Zdefiniu-
jemy niezbedne struktury danych i nastepnie wypelnimy je tak, by reprezentowaé¢ macierz T
jednowymiarowego laplasjanu (5.5) w formacie wspélrzednych. Macierz Ty jest kwadratowa
rozmiaru N x N, o co najwyzej 3N niezerowych elementach.

Ponizsza struktura:

typedef struct {
int [;

int J;

double V;

} SpElem;

bedzie odpowiadata jednemu elementowi reprezentowanej macierzy. Cala macierz Ty zmiesci
sie zatem w tablicy 3V elementéw typu SpElem, na ktére przydzielamy miejsce:

SpElem %T;

/* alokujemy miejsce na 3N elementéw x/
T = (SpElem ) calloc(3*N, sizeof(SpElem));

Zwroémy uwage na to, ze do przydzielenia pamieci uzyliSmy tym razem funkcji calloc(), a nie
malloc(), jak zwykle. To dla wigkszego bezpieczenstwa, bo calloc() wypelnia zerami przydzielong
pamiec.

Teraz mozemy wypelnié¢ tablice. Jak widzimy z dalszego ciggu kodu, zmienng T_NNZ inkre-
mentujemy od poczatkowej wartosci 0 za kazdym razem, gdy do macierzy T zapisujemy kolejny
element — w ten sposéb bedziemy doktadnie wiedzieli, ile w rzeczywistosci (potencjalnie) nie-
zerowych elementéw wpisaliSmy do zaalokowanej tablicy.

int nnz = 0; /x biezaca liczba wpisanych do tablicy elementéw */

/* wypetniamy macierz x/
for(i=1;i <= N—1; i++)
{

/* element diagonalny x/

T[nnz].l = i;

T[nnz].J =i

T[nnz].V = 2;

nnz—++;

/* element naddiagonalny w i—tym wierszu */

T[nnz].l = i;

T[nnz].J = i+1;

T[nnz].V = -1,
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nnz++;
/* element poddiagonalny w i—tej kolumnie x/
T[nnz].l = i+1;
T[nnz].J =i
T[nnz].V = -1,
nnz—++;
}
/* ostatni element, (N,N) x/
T[nnz].l = N;
T[nnz].J = N;
T[nnz].V = 2;
nnz-+-+;

Nie zawsze taka forma implementacji formatu wspétrzednych bedzie mozliwa: czesto wybor
implementacji bedzie narzucony przez biblioteki, jakich zechcemy uzywac.

Format spakowanych kolumn (lub wierszy) Format wspdlrzednych nie narzucal zadnego
uporzadkowania elementoéw macierzy — mozna bylo je umieszczaé¢ w dowolnej kolejnosci. Z dru-
giej strony, narzucenie sensownego porzadku mogloby wspoméc realizacje wybranych istotnych
operacji na macierzy, na przyklad, aby wygodnie bylo realizowaé dzialanie (prawostronnego)
mnozenia macierzy przez wektor, wygodnie byloby przechowywaé elementy macierzy wierszams.
Tak wlasnie jest zorganizowany format spakowanych wierszy (CSR, ang. Compressed Sparse
Row). Analogicznie jest zdefiniowany format spakowanych kolumn (CSC, Compressed Sparse
Column), ktérym zajmiemy sie blizej.

Podobnie jak w przypadku formatu wspétrzednych, macierz w formacie CSC jest przechowy-
wana w postaci trzech wektoréw. V jest wektorem typu double o dtugosci nnz(A), zawierajacym
kolejne niezerowe elementy macierzy A wpisywane kolumnami, | jest wektorem typu int, takze
o dlugosci nnz(A), zawierajacym numery wierszy macierzy A, odpowiadajacych elementom z
V. Natomiast zamiast tablicy J, jak to bylo w formacie wspétrzednych, mamy krétszy wektor
typu int, P, o dltugosci M + 1, zawierajacy na (j — 1) miejscu indeks pozycji w V, od ktérej w
V rozpoczynaja sie elementy j-tej kolumny macierzy A (zob. rysunek 5.5).

/ i . I
0] 1 k nnz(A)-1
7] nz(A P

0 1 -1 M
Al:} V
0 1 k nnz(A)-1

Rysunek 5.5. Format CSC reprezentacji macierzy rozrzedzonych.

W ten sposob, wartosci kolejnych elementéw j-tej kolumny macierzy A znajduja sie w tablicy
V na pozycjach o indeksach P[j—1]...P[j]—1. Konsekwentnie, zawsze P[0]=0, a ostatni element,
P[M], jest réwny nnz(A). Dzieki temu, takie operacje, jak na przyklad wydobycie jednej ko-
lumny z macierzy A, lub mnozenie przez wektor, sa latwiejsze do implementacji w schludnej,
bezwariantowej petli [13].

Ostatecznie mamy wiec zaleznosé

Ay = VIK], j=1,...,M, k=P[j—1],...,P[j] — L
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Z tego rodzaju formatu reprezentacji macierzy rzadkich (z drobnymi modyfikacjami) korzy-
staja np. pakiety Octave, MATLAB i UMFPACK.

Przyktad 5.6 (Procedura mnozenia macierzy w formacie CSC przez wektor). Majac macierz
w formacie CSC, zadana tablicami I[NNZ], P[M+1], V[NNZ], mozemy napisa¢ zgrabna procedure
mnozenia jej przez wektor x[M]. Wynik bedziemy zapisywac¢ w wektorze y[N]:

for(i=0;i < N; i++)
y[i] = 0.0; /* zerujemy wektor wynikowy */

for(j = 0; j < M; j++)
for(k = P[j]; k < P[j+1]; k++)
Y[IK]] += VIK]sx];

Cwiczenie 5.4. Zapisz w pseudokodzie procedure mnozenia macierzy rozrzedzonej przez wek-
tor, gdy jest ona reprezentowana

1. w formacie wspélrzednych,

2. w formacie CSR.

5.3. Metody stacjonarne rozwigzywania ukltadéw réwnan liniowych

Teraz zajmiemy sie prostymi i historycznie najstarszymi metodami iteracyjnego rozwiazy-
wania ukladu réwnan

Az =b,

gdzie nieosobliwa macierz A jest (zapewne wielkiego) rozmiaru N. Sa one bodaj najprostsze
w analizie i implementacji, ale — jak mozna sie domysli¢c — w praktyce najmniej efektywne.
7 drugiej strony, stanowia one wazny skladnik jednej z najszybszych metod rozwiazywania
niektérych trudnych uktadéw réwnan (por. rozdzial 8.3).

Rozwazane przez nas w tym rozdziale metody opieraja sie na rozkladzie macierzy A na czesé
SJatwo odwracalng”, M, i ,reszte”, Z = M — A. Dokladniej, réwnanie Az = b mozna zapisaé
jako zadanie punktu stalego

Mzx=Zx+b,
a jesli M jest nieosobliwa, to réwnowaznie:
r=M"YZx +b).

Poniewaz jest to zadanie znajdowania punktu stalego postaci z = ®(x), mozna sprébowaé
zastosowaé¢ don metode iteracji prostej Banacha:

Tpy1 = MY Zxy, 4+ b). (5.12)
Takie metody nazywamy stacjonarnymi metodami iteracyjnymi.

Cwiczenie 5.5. Wykaz, ze kazda stacjonarna metode iteracyjna mozna zapisaé¢ w wygodniejszej
(dlaczego?) do praktycznej implementacji postaci

—1
Tht1 = Xk + M1y,

gdzie rp, = b — Axy.
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Rozwigzanie.
Tppr = MY Zxp +b) = MY (M — Az +b) =z + M b — Axy,).

Jest to wygodniejsza postaé, bo wymaga operowania wektorem residuum 7y, na ktérym zapewne
bedziemy opiera¢ kryterium stopu iteracji (wiec i tak wtedy bySmy go wyznaczali)). Nie wymaga
tez jawnego Z.

Metody stacjonarne mozna zapisa¢ w ogélnej postaci

Tpr1 = Bxp + ¢, (5.13)

gdzie macierz B oraz wektor ¢ sa tak dobrane, by punkt staly z* réwnania (5.13) byl rozwia-
zaniem rownania wyjsciowego Ax = b.

Dla stacjonarnej metody iteracyjnej, B = M~'Z =1 — M~'A oraz ¢ = M~'b. Macierz B
nazywamy macierzg iteracji, gdyz zachodzi

Tpe1 — 2% = Blap —2*) = ... = B (g — 2*).
Jasne jest, ze z twierdzenia Banacha o punkcie stalym wynika od razu nastepujacy warunek
zbieznosci:

Stwierdzenie 5.1 (warunek wystarczajacy zbieznosci metody stacjonarnej). Jesli || Bl < 1,
to metoda (5.13) jest zbieina co najmniej liniowo do x* dla dowolnego o € RYN. Tutaj || - ||
oznacza dowolng norme macierzowq indukowang przez norme wektorowq.

Dowdd. Przy naszych zalozeniach, mamy do czynienia z kontrakcja ®(x) = Bz + ¢, ktéra
odwzorowuje kule K = {z € RV : ||z — 2*|| < ||z — 2*||} w siebie:

1®(z) — 27| = [ @(2) = (2")|| = | Bz — Bz"|| <[[Bl|[|lz = 27| <[l — ™[],

Poniewaz, z zalozenia, stala Lipschitza dla ® wynosi ||B|| < 1, to z twierdzenia Banacha o
kontrakeji (por. twierdzenie 9.1) wynika teza stwierdzenia. O

Whiosek 5.1. Jesli |[I — M~1A|| < 1, to cigg okreslony przez stacjonarng metode iteracyjing
jest zbieiny do x* = A™'b oraz

k1 — 2™ < I — M~ Alll|lzg — 2.

Dowéd. Aby stwierdzié zbieznoéé, wystarczy w poprzednim stwierdzeniu podstawi¢ B = M~ (M —
A) =1~ M~'A oraz x = . Oszacowanie bledu jest konsekwencja wtasnoéci kontrakcji. O

Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci tej iteracji dla dowolnego wektora startowego xg
podaje ponizsze twierdzenie. Podkreslmy, ze chodzi nam tu o zbieznos¢ metody do rozwigzania
uktadu, gdy startujemy z dowolnego przyblizenia poczatkowego xg.

Twierdzenie 5.1 (warunek konieczny i dostateczny zbieznosci metody stacjonarnej).
Niech B = I — M~'A bedzie macierzq iteracji metody (5.13). Cigg x), okreslony tq
metodq jest zbieiny do rozwigzania x* dla dowolnego xo € RN wtedy i tylko wtedy, gdy

p(B) = max{|\| : A jest wartoscig wlasng B} < 1.
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Dowdd. Na mocy (5.13) otrzymujemy réwnanie bledu e = xp — z*,
€L = Bek,1 =...= Bkeo.

Konieczno$é warunku jest oczywista: jesli metoda jest zbiezna dla kazdego xq, to w szczegdl-
nosci dla takiego, ze ey jest rowne wektorowi wlasnemu macierzy B odpowiadajacego zadanej
(dowolnej) wartosci wlasnej A. W konsekwencji,

er = Bkeo = /\keg — 0,

a to oznacza, ze |\| < 1.

To, ze warunek wymieniany w tezie twierdzenia jest takze wystarczajacy dla zbieznosci me-
tody, wynika z faktu (zob. [11]), ze dla dowolnego € > 0 istnieje norma macierzowa indukowana
przez norme wektorowa || - || taka, ze

|Ble < pB + €.
Skoro wiec z zalozenia p(B) < 1, to mozna dobraé takie €, by || B|lc < 1 i w konsekwencji
k
lexlle < 1Bll¢lleolle,

skad xp — x*. g

Cwiczenie 5.6. W powyzszym dowodzie, jesli A jest zespolona, to odpowiadajacy jej wektor
wlasny tez jest zespolony, a wiec — formalnie — nie moze by¢ uznany za kontrprzyktad zbiez-
nosci, bo ta ma by¢ ,.dla kazdego zo € RN”, a nie — ,,dla kazdego xo € CN”. Uzupelnij te luke
pokazujac, ze jeSli nawet jesli A jest zespolona, to gdy |A| > 1 mozna wskazaé taki rzeczywisty
wektor xg, ze zbiezno$¢ nie bedzie zachodzié.

Zaleta stacjonarnych metod iteracyjnych jest ich prostota powodujaca, ze sa one wyjat-
kow wdzieczne do szybkiego zaprogramowania. Zobaczymy to na przykladzie kilku klasycznych
metod stacjonarnych: Jacobiego, Gaussa—Seidela i SOR. Wszystkie beda bazowaé¢ na podziale
macierzy A na trzy czesci: diagonalng, $cidle dolng tréjkatna i Scisle gérng tréjkatna:

A=L+D+U, (5.14)
gdzie
0 all 0 a2 a3
as; 0 a2 0 as
L=1|as a3z O , D= . U= 0
) . 0 .
aNl aN2 “ e DY O a/NN

5.3.1. Metoda Jacobiego
Biorac w (5.12) M = D, gdzie D jest macierza diagonalna skladajaca sie z wyrazéw stojacych
na gléwnej przekatnej macierzy A (zob. (5.14)), otrzymujemy (o ile na przekatnej macierzy A
nie mamy zera) metode iteracyjna
Te1 = Db — (L4 U)ay),

zwana metodg Jacobiego.
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Rozpisujac ja po wspélrzednych, dostajemy uklad rozszczepionych réwnan (numer iteracji
wyjatkowo zaznaczamy w postaci gornego indeksu):

ffgkﬂ) = alii b — Zaijwﬁm ;
J#i
co znaczy dokladnie tyle, ze w i-tym réwnaniu wyjdciowego uktadu przyjmujemy za wspdlrzedne
x wartosci z poprzedniej iteracji i na tej podstawie wyznaczamy wartos¢ x;.
Widzimy wiec, ze metoda rzeczywiscie jest banalna w implementacji, a dodatkowo jest w
pelni réwnolegta: kazda wspolrzedna nowego przyblizenia mozemy wyznaczy¢ niezaleznie od
pozostatych.

Twierdzenie 5.2 (O zbieznosci metody Jacobiego). W metodzie Jacobiego warunek
dostateczny zbieznosci, | D1 (L + U)|leo < 1, jest spetniony np. wtedy, gdy macierz A
ma dominujgcg przekgtng, tzn. gdy

lais| > > lagl,  Vi=1,...,N. (5.15)
i

Dowéd. Rzeczywidcie, poniewaz wyraz (i, j) macierzy M ~'Z wynosi 0 dla i = j oraz a;j/a;; dla
i # J, to

N N
—1
M2 = e Yol = max > lagl/las] ~ 1 < 1.
J=Lj#i J=1
przy czym ostatnia nieréwno$¢ wynika z warunku diagonalnej dominacji. O

Niestety, w wielu waznych wypadkach metoda Jacobiego, cho¢ zbiezna, bedzie zbiezna zbyt
wolno, by nas zadowolic.

Przyktad 5.7 (Macierz laplasjanu). Macierz N x N, zwana macierzq jednowymiarowego la-
plasjanu

.. -1
-1 2

pojawia sie w bardzo wielu zastosowaniach (patrz przyktad 5.1), réwniez jako sztucznie wprowa-

dzane podzadanie w niektérych algorytmach numerycznych. Ta macierz jest macierzg tasmowa,

symetryczng i dodatnio okreélona, wiec uktad réwnan z ta macierza mozna bez trudu rozwiazac

metodami bezposrednimi, kosztem O(N). Jak jednak za chwile sie przekonamy, ukltad réwnan

z macierzg T bedzie wyjgtkowo trudny dla klasycznej metody stacjonarnej.

Stosujac do T metode Jacobiego mamy M = 2I oraz Z = T — M. Obliczajac norme
macierzy iteracji Jacobiego dostajemy ||[M~!'Z| s = 1, co — jak wiemy z twierdzenia 5.1 —
nie rozstrzyga jeszcze o jej zbieznosci lub niezbieznosci, ale juz moze stanowié¢ dla nas powazne
ostrzezenie.

Potrzebna bedzie bardziej subtelna analiza. Okazuje sie, ze sa znane wzory na wartosci
wlasne \; macierzy T (por. ¢wiczenie 5.8):

Jjm .. 2 Jm
7 ( COS(NH)) S (2(N+1)>’
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(a wige, 0 < A; < 4) dla 1 < j < N. W konsekwencji, wartociami wlasnymi M 17 = %Z =
%TN — I sa liczby p; = %)\i — 1. Poniewaz —1 < p; < 1, znaczy to, ze metoda Jacobiego jest
zbiezna dla macierzy Th.
Z drugiej strony, nie dajmy sie zwie$¢ optymizmowi matematyka ( ,nie martw sie, jest zbiez-
2

ny...”): nietrudno sprawdzi¢, ze p(M~'Z) = cos(r/(N + 1)) = 1 — 2(]\?7_1_1)2 +O(N™%), co
oznacza, ze metoda Jacobiego — choé zbiezna! — dla duzych N staje sie zbiezna tak wolno, ze

w praktyce bezuzyteczna: na przyktad, gdy N = 100, p(M~1Z) =~ 0.9995, zatem potrzebowali-
bysmy okoto 4600 iteracji, by mie¢ pewnosé, ze poczatkowy blad zredukowaliSmy zaledwie... 10
razy.

Dopiero w rozdziale 8.3 przekonamy sig, jak — przez niebanalne wykorzystanie gltebszych
informacji o samym zadaniu — mozna wykorzysta¢ metode stacjonarna do konstrukeji metody
iteracyjnej o optymalnym koszcie, ktéra bedziemy mogli stosowaé¢ takze do macierzy dwu- i
tréjwymiarowego laplasjanu.

Cwiczenie 5.7. Wykaz, ze wartosci wlasne macierzy dwuwymiarowego laplasjanu Py — zob.

(5.10) — sa postaci
' km
N — 4 [ sin? JT ) 2
ik <sm (2(7% 1) + sin 2(n, + 1) ,

dlaj=1,...,n.,k=1,...,ny. Podobnie pokaz, ze, wartosci wtasne macierzy tréjwymiarowego
laplasjanu Sy — zob. (5.11) — sa postaci

Akt =4 (sin2 (2(7%]511)> + sin? (2(7557;_”) + sin? (2(T:T+1)>> ,

dlag=1,...,n;,k=1,...,ny,l=1,...,n,.

Rozwigzanie. Niech Ty = VAVT bedzie rozktadem macierzy jednowymiarowego laplasjanu
takim, ze A jest macierza diagonalna zawierajaca wartosci wlasne, a V taka, ze VIV = I
zawiera wektory wlasne Ty . Poniewaz macierz Py = I ® Ty + Tn ® I to konsekwentnie

Py =..

Stad wynika teza. Analogicznie postepujemy dla macierzy tréjwymiarowego laplasjanu.

Cwiczenie 5.8. Wykaz, ze jesli b # 0 oraz ¢ # 0, to rzeczywista tréjdiagonalna macierz
Toeplitza?

d b
c d b
T= (5.16)
c d b
¢ d) Nyen
ma jednokrotne wartoéci wlasne, rowne
A = d + 2caccos(kB), kE=1,...,N, (5.17)
gdzie
b T

= — 0: .
@ c’ N+1

3 Macierza Toeplitza nazywamy macierz o stalych wspélczynnikach na diagonalach.
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Zwrdé uwage na to, ze gdy be < 0, wartosci wlasne sa zespolone. Wektor wlasny vy macierzy T
odpowiadajacy A ma wspolrzedne dane wzorem

(vg); = @ 7sin(jk0), j=1,...,N. (5.18)
Wskazéwka. Dla X = diag(a,a?,...,a) zachodzi

T=dl+caX 'TYX = X! (d[ + caTO) X,

gdzie
0 1
1 0 1
T° = : .
1 0 1
1 0 NxN
Znaczy to, ze T jest podobna do macierzy dI + caT® — a wiec ma te same wartosci wlasne.

Nietrudno sprawdzi¢ wprost (ze wzoréw trygonometrycznych), e T® ma wektory i wartosci
wlasne takie, jak przewiduje wzor.

Przykltad 5.8. Niech B bedzie losowa kwadratowa macierza N x N, ktéra ma $rednio 10
elementéw w wierszu (zatem jej wspélczynnik wypelnienia wynosi 10/N) i niech

A=B+pl.

Dobierajac do B warto$¢ p mozemy sterowaé stopniem diagonalnej dominacji macierzy A i,
ostatecznie, zagwarantowaé sobie, ze A jest diagonalnie dominujaca.

W ponizszym eksperymencie komputerowym mozemy naocznie przekonaé sig, jak stopien
dominacji diagonali wplywa na szybkos$¢ zbieznosci metody Jacobiego. Dla poréwnania zoba-
czymy, jak z naszg macierza radzi sobie metoda bezposrednia: oparta na rozktadzie LU macierzy
A i starajaca sie wykorzysta¢ w inteligentny sposéb jej rozrzedzenie.

%

% iazania zadani i d

o rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
%

0

disp("Matematyka obliczeniowa II');

function [x, info, iter, resid] = jacobi(A, b, tol=1e—8, maxit=200, x0)
%

% metoda Jacobiego na macierzy A

%

if (nargin < 5)

To tylko fragment skryptu Octave. MozZesz go uruchomié na http:
//mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Chb.

Cwiczenie 5.9. — Przekonaj sie, czy stopien diagonalnej dominacji (warto$¢ parametru p
w skrypcie) ma istotny wplyw na szybko$é zbieznosci.

— Domyslnie testy prowadzimy dla macierzy rozmiaru 2500. Sprawdz, jak zmieni si¢ czas wy-

konania skryptu, gdy N bedzie jeszcze wieksze: ktora metoda: iteracyjna, czy bezposrednia
zagwarantuje nam sensowny wynik w krétszym czasie?


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch5
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch5
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— Przekonaj si¢, ze gdy rozmiar macierzy jest niewielki, na przyktad N = 100, nie ma
wiekszego sensu stosowaé metody iteracyjnej. Przy jakim poziomie tolerancji tol metoda
iteracyjna staje sie konkurencyjna dla bezposredniej (pod wzgledem czasu dzialania)?

Cwiczenie 5.10. — Uzupelnij powyzszy skrypt o wyznaczenie teoretycznej wartoéci wspél-
czynnika redukeji bledu w normie || - ||« 1 poréwnaj ja z faktyczna szybkoscia redukeji bledu.
— Sprawdz, ze symetria A nie ma wiekszego wplywu na szybko$¢ zbieznoéci.

Przyklad 5.9. Zdarzaja si¢ macierze — niestety, nie sa to sztucznie generowane, akademickie
przypadki — ktére sa patologicznie trudne dla stacjonarnej metody iteracyjnej, a bardzo tatwe
dla metody bezposredniej. Jedna taka macierz juz znamy: jest to macierz jednowymiarowego
laplasjanu 1.

W naszym teécie, dla zadania z macierza A = Tn + pl i ré6znych wartosci parametru p >
0 zbadamy szybkosé zbieznosci metody Jacobiego i poréwnamy czas jej dzialania z metoda
bezposrednia (w przypadku macierzy tréjdiagonalnej jest ona praktycznie optymalna).

%

o rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
% d d

%

disp('Matematyka obliczeniowa II');

function [x, info, iter, resid] = jacobi(A, b, tol=1e—8, maxit=1000, x0)
%

% metoda Jacobiego na macierzy A

%

if (nargin < 5)

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomic¢ na http:
//mst .mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Chb.

|

Tym razem zmiana p wyraznie wplywa na szybkos¢ zbieznosci, a dla p = 0 zbiezno$¢ jest —
jak juz zdazyliSmy sie przekonaé takze analitycznie — jest bardzo wolna.

Cwiczenie 5.11. — Wyjasnij przyczyne szybkiej zbieznoéci metody dla duzych p.

— Domyslnie eksperymenty prowadzimy dla macierzy rozmiaru 25. Sprawdz, jak zmieni sie
czas wykonania skryptu, gdy N bedzie wieksze: ktéra metoda zagwarantuje nam wynik w
krotszym czasie? Jak odpowiedz zalezy od p?

— Jesli zalezaloby nam na obliczeniu doktadnego rozwiazania uktadu, powinnismy znaczaco
zmniejszy¢ warunek stopu metody, tol, na przyktad do poziomu 10716, Jak teraz wypada
poréwnanie metody Jacobiego i bezposredniej, gdy p = 07

Cwiczenie 5.12. Rozwazmy macierz

1N

Il
S QO =
O = Q
= Q Q

Wykaz, ze

— A>0 = —-1<2a<?2,

— metoda Jacobiego dla tej macierzy jest zbiezna, wtedy i tylko wtedy, gdy —1 < 2a < 1.
Czy rezultat o zbiezno$ci metody Jacobiego mozna uogoélni¢ na przypadek, gdy A rozmiaru
N x N ma na diagonali same jedynki, a poza nig wszystkie jej elementy sa réwne a?
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5.3.2. Metoda Gaussa—Seidela

Heurystyka tej metody? opiera sie na zmodyfikowaniu metody Jacobiego tak, by w kazdym
momencie iteracji korzystaé z najbardziej ,,aktualnych” wspoétrzednych przyblizenia rozwiazania
x. Rzeczywiscie, przeciez wykonujac jeden krok metody Jacobiego, czyli rozwiazujac kolejno

réwnania skalarne wzgledem ml(-kﬂ) dlaz=1,...,N:

k+1 1 k
v J#
nietrudno zauwazy¢, ze w czesci sumy, dla j < 4, moglibysdmy odwolywaé si¢ — zamiast do
(k) (

. . . (k1 .
G do ,,dokladniejszych”, $wiezo wyznaczonych, wartosci ), tzn. ostatecznie

nStarych” x j

wyznaczaé

k+1 1 k+1 k
.%l( + ) = — bi—Zaijxg + ) —Zaij$§ )
i Jj<i Jj>i
W jezyku rozktadu macierzy A = M — Z i iteracji x,1 = M1 (Zx, + b) mieliby$my wiec
M = L + D (dolny tr6ojkat macierzy A z diagonala) oraz Z = —U (Scisle gorny tréjkat A) i
konsekwentnie zapis macierzowy iteracji

Tpr1 = (L+ D) Hb—Uxy).

Twierdzenie 5.3 (O zbieznosci metody Gaussa—Seidela). Jesli macierz A jest diago-
nalnie dominujgca, to metoda Gaussa—Seidela jest zbieina do x* dla dowolnego wektora
startowego x.

Inny wariant tej metody dostaliby$my, biorac za M gérny trdjkat macierzy A.

Uwaga 5.1. Obie metody, Jacobiego i (zwlaszcza) Gaussa—Seidela stosuje si¢ takze czasem w
prostych algorytmach rozwiazywania ukladow rownan nieliniowych: ich zalety jest to, ze glow-
nym skladnikiem iteracji jest rozwigzywanie skalarnego réwnania nieliniowego na kazdym kroku
metody.

Metoda Gaussa—Seidela jest w wielu przypadkach rzeczywiscie szybciej zbiezna od metody
Jacobiego, np. tak jest w przypadku macierzy jednowymiarowego laplasjanu, patrz wniosek 5.2.
Wociaz jednak, dodajmy, dla tego zadania jej zbiezno$¢ jest zbyt wolna, by ja stosowaé jako
samodzielna metode.

Przyktad 5.10. Kontynuujac przyktad 5.8, poréwnamy szybkosé¢ zbieznoéci metody Gaussa—Seidela

i Jacobiego na tym samym zadaniu.

%

% rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
%

disp('Matematyka obliczeniowa II');

9% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % Y
function [x, info, iter, resid] = jacobi(A, b, tol=1e—10, maxit=1000, x0)

4 Ciekawostka jest, ze Gauss nie mial z nig nic wspdlnego, a Seidel byt podobno jej przeciwnikiem...

0%%%%




5.3. Metody stacjonarne rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych 61

;

% metoda Jacobiego na macierzy A

To tylko fragment skryptu Octave. MoZesz go uruchomié na http:
//mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Chb.

Cwiczenie 5.13. Poréwnaj szybkoéé zbieznosci metod Jacobiego i Gaussa—Seidela na macierzy
TN jednowymiarowego laplasjanu.

Wskazowka. Mozesz przeprowadzi¢ porownanie, prowadzgc dobrze zaplanowane eksperymenty
numeryczne. W MATLABie latwo utworzysz macierz Ty poleceniem

e = ones(N,1);
TN = spdiags([—e, 2«xe, —¢], [-1,0,1], N, N);

Jesli interesuje Cie wynik teoretyczny, czytaj dalej.

5.3.3. Metoda SOR

Zbieznosé metody Gaussa—Seidela mozna przyspieszy¢, wprowadzajac parametr relaksacji w i
kolejne wspoélrzedne nowego przyblizenia a1 1 wyznaczaé, kombinujac ze soba poprzednie przy-

(k) ~k+1

blizenie ;" oraz wspdlrzedna nowego przyblizenia Z;", uzyskanego metoda Gaussa—Seidela:

7

25 = (1 - w)e® 1wt

—w)x;

Gdyby w = 1, dostalibysmy z powrotem metode Gaussa—Seidela. Poniewaz zwykle wybiera
sie w > 1, powstala metode nazywa si¢ metoda nadrelaksacji (ang. successive overrelazation,
SOR), ktora jest na swdj sposéb szczytowym osiggnieciem wsréd metod stacjonarnych. Rozklad

macierzy A = M — Z odpowiadajacy metodzie SOR z parametrem w jest zadany przez

M=1pir Z:<1—1>D—U.
w

w

Twierdzenie 5.4 (lemat Kahana o dopuszczalnych wartosciach parametru relaksacji
SOR). Jesli A ma niezerowq diagonale, a metoda SOR jest zbiezna, to musi byé 0 <
w < 2.

Dowdd. Wystarczy zbadaé¢ promien spektralny macierzy iteracji metody SOR, ktéra jest rowna
M~'Z = (D+wL)™'((1 —w)D — wU). Poniewaz macierz (D + wL) jest macierza tréjkatna o
diagonali D, to det(D + wL)~! = det(D)™! i w konsekwencji

det(M~12Z) = det(D4wL) t det((1-w)D—wU) = det D~ det((1—w)D) = det((1—w)I) = (1-w)".

Ze wzgledu na to, ze wyznacznik macierzy jest réwny produktowi jej wartoséci wtasnych, docho-
dzimy do wniosku, ze p(M~'Z) > |1 — w|, co kohiczy dowéd. O

Jako ciekawostke odnotujmy ponizsze
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Zauwazmy, ze
J_1=—-L-U
jest  macierza
iteracji metody
Jacobiego dla

macierzy A.
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Twierdzenie 5.5 (Ostrowskiego i Reicha). Jesli A = AT > 0, to SOR jest zbiezna
dla dowolnego w € (0, 2).

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé na przyklad w [15, rozdzial 8.3].

Dla klasy macierzy obejmujacej niektore spotykane w praktycznych zastosowaniach, mozna
wskazaé brzemienny w konsekwencje zwigzek promienia spektralnego macierzy iteracji metody
SOR i metody Jacobiego.

Definicja 5.1. Rzeczywista macierz kwadratowa A rozmiaru N, o niezerowych elementach na
diagonali, nazywamy macierza zgodnie uporzgdkowang, jesli wartosci wlasne macierzy

Ja:af/+ U,

Q|+

gdzie L = D™'L, U = DU, sa niezalezne od o € C \ {0}.

Szczegbdlnym przypadkiem macierzy zgodnie uporzadkowanych sa macierze postaci

(D) U,
A__<L1 Lb)’ (5.19)

w ktérych D1, Do sa nieosobliwymi macierzami diagonalnyms.
Rzeczywiscie, dla macierzy postaci (5.19) mamy

A=L+D+U,

gdzie

i w konsekwencji

L —1 -1
S ~Dy'ts _ (1 DI\ (1
@ O[D;lL]_ al D;lLl al ’

J1

Zatem macierz J, jest podobna do J; i w konsekwencji ma te same wartosci wlasne, co Jp
(niezaleznie od « # 0), a wiec — jest zgodnie uporzadkowana.

Cwiczenie 5.14. Wykaz, ze jesli A jest macierza trojdiagonalna (taka, jak na przyklad Ty)
lub blokowo tréjdiagonalna (taka, jak na przyktad Py) to A mozna poddaé takiej permutacji
P wierszy i kolumn, ze uzyskana macierz PAPT jest postaci (5.19)°.

Rozwigzanie. Rzeczywiscie, w przypadku macierzy tréjdiagonalnej Ty wystarczy wzia¢ naj-
pierw zmienne o indeksach nieparzystych, a potem — o indeksach parzystych: P(1,2,..., N)T =
(1,3,...,2,4,...)T. Dla macierzy Py wybieramy podobnie (tzw. red-black ordering).

5 W rzeczywistoéci, mozna wykazaé wiecej, ze nawet bez tej permutacji macierze T i Pn sg zgodnie upo-
rzadkowane.
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Twierdzenie 5.6 (Vargi o zwiazku pomiedzy zbieznoscia SOR i metody Jacobiego).
Niech A bedzie macierzq zgodnie uporzgdkowang i niech w > 0. Wtedy jesli p jest
wartosciqg wlasng macierzy iteracji metody Jacobiego, to —u tez nig jest. Ponadto,
jesli A\ jest rézng od zera wartoscig wtasng macierzy iteracji metody SOR z parametrem
relaksacjt w oraz zachodzi

(At w—1)2= A (wp)?

to u jest wartoscig wltasng macierzy iteracji Jacobiego. Na odwrot, jesli u jest warto-
scig wlasng macierzy iteracji Jacobiego, to A zadane powyzszym wzorem jest warto$cig
wiasng macierzy iteracji SOR.

Dowdd. Macierz iteracji metody Jacobiego to po prostu
—(L+0)=J(-1)=J(1),

(ostatnia réwnosé na mocy zalozenia). Stad oczywiscie wynika czesé pierwsza tezy.
Macierz iteracji metody SOR ma postaé

Go=(D+wL) ™ ((1=w)D —wU) = (I —wL) Y1 —w)I +wl).
Niech teraz A bedzie wartoscig wlasna macierzy iteracji metody SOR,
det(AI — G,) = 0.
Poniewaz det(I — wL) = 1, mamy réwnowaznie

0 = det (I —wL)(A = G,)) = det (A(I — wL) = (1= w)I —w)
= det (()\—I—w— 1)I—Awl~}—wl~7).

Atw-—1
Zatem A jest wartoScig wlasng G, wtedy i tylko wtedy, gdy Atw—2 jest wartoscia wlasna
w

macierzy AL + U.

A -1
W konsekwencji, jesli tylko A # 0, to M
wVA

mocy zalozenia, .J(v/\) ma te same wartoéci wlasne, co J(—1), co konczy dow6d drugiej czedci
twierdzenia. Dowdd czesci trzeciej pozostawiamy jako ¢wiczenie. O

jest wartoscia wlasna macierzy J(v/A). Na

Whiosek 5.2 (O zbieznosci metody Gaussa—Seidela). Jesli A jest zgodnie uporzadkowana i pro-
mien spektralny macierzy iteracji metody Jacobiego dla A jest réwny p < 1, to promieri spektral-
ny macierzy iteracji metody Gaussa—Seidela jest réwny p?. Znaczy to, ze metoda Gaussa—Seidela
jest dwukrotnie szybsza od metody Jacobiego.

Dowdd. Rzeczywiscie, na mocy twierdzenia Vargi, kazdej niezerowej wartosci wtasnej macierzy
SOR odpowiada wartos¢ wlasna macierzy iteracji Jacobiego p, spetniajaca rownanie

A+ w—1)% = AMwp)?

Dla metody Gaussa-Seidela, w = 1, i w konsekwencji A = 2. O

Korzystajac z twierdzenia Vargi mozna udowodnié
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Twierdzenie 5.7 (Twierdzenie Younga o optymalnym parametrze SOR). Niech ma-
cierz A bedzie symetryczng macierzq zgodnie uporzgdkowang i niech p < 1 bedzie réwne
promieniows spektralnemu macierzy iteracji metody Jacobiego. Wtedy optymalna war-
tos¢ parametru relaksacji w, gqwarantujgca najmmniejszy promien spektralny macierzy
iteracji metody SOR, jest réowna

2
w = .
opt 1+ /;1*M2

Promien spektralny macierzy iteracji SOR z tym parametrem wynosi wtedy
2
S
14+ +/1—p?

Dowd6d powyzszego twierdzenia mozna znalezé na przyklad w [15, rozdzial 8.3].
Jakkolwiek pigkne teoretycznie, nawet twierdzenia Younga i Vargi sa do$¢ bezlitosne dla
metody SOR w wielu praktycznych zastosowaniach.

Przyklad 5.11. Dla macierzy jednowymiarowego laplasjanu rozmiaru N, oznaczajac £ =
/(N + 1), mamy g = cos(§) i w konsekwencji wopr = 2/(1 + sin(§)). Zatem, dla N = 100,
gdy p =~ 0.9995, promien spektralny macierzy iteracji SOR z optymalnym parametrem relak-
sacji jest rowny az (1 —sin(§))/(1 + sin(§)) ~ 0.9396, a wiec jest praktycznie tak samo blisko
jednosci, jak w przypadku metody Jacobiego!

Przyktad 5.12. Kontynuujac przykitad 5.9, poréwnamy szybkos¢ zbieznosci metody SOR,
Gaussa—Seidela (czyli SOR z parametrem w = 1) i Jacobiego na tym samym, ekstremalnie
trudnym dla metod iteracyjnych zadaniu. Na poczatek wezmiemy N = 20 i zbadamy zalez-
noé¢ szybkosci zbieznosci SOR od wartosci w. Korzystajac z wyniku poprzedniego przyktadu,
bedziemy mogli takze uruchomi¢ SOR z optymalnym parametrem.

%

% rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
%

disp('Matematyka obliczeniowa II');

9% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %0 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % o % % % Y
function [x, info, iter, resid] = jacobi(A, b, tol=1e—10, maxit=1000, x0)

%

% metoda Jacobiego na macierzy A

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomié¢ na http:
//mst .mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch5.

dl
Zwréoé uwage na dramatyczna przewage SOR z optymalnym parametrem nad metoda Gaussa—Seidela.
Zbadaj, jak zmienia sie wyniki, gdy wyraznie zwiekszysz N, np. do tysiaca.

Cwiczenie 5.15. Gdy macierz iteracji B metody stacjonarnej

Tht1 = B.Tk +d
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jest daleka od normalnej, numeryczna realizacja iteracji w arytmetyce zmiennoprzecinkowej
ograniczonej precyzji moze napotka¢ na problemy: w poczatkowych iteracjach residuum moze
znaczaco rosnaé, co w efekcie moze doprowadzi¢ do praktycznej utraty zbieznosci.

Zbadaj to na przykladzie-zabawce (por. [2, 10.2.3]),

A1

gdy A € (0.51.0). Wyznacz promien spektralny tej macierzy, jej norme, a takze wykres normy
rp w zaleznosci od k.

Rozwigzanie. Dla A\ ~ 1 (wyraznie wigkszych od 1), macierz iteracji B, cho¢ o promieniu
spektralnym mniejszym niz 1, ma te wlasciwosé, ze norma jej kolejnych poteg poczatkowo
rosnie.

lam = 0.9995; B = [lam 1; 0 lam];
resid=[]; x = [1;1];
for i = 1:100000,

x = Bxx; resid(i) = norm(x);
end:;
semilogy(resid);

Cwiczenie 5.16. Metoda Richardsona z parametrem 7 € R jest okreslona wzorem
Tpy1 = op + 7(b — Awg).

Niech macierz A bedzie symetryczna.
1. Sprawdz, ze jest to stacjonarna metoda iteracyjna oparta na rozszczepieniu A = M — Z,
1
gdzie M = — 1.
T
2. Wykaz, ze jesli A jest nieokreslona, dla zadnego wyboru 7 nie jest prawda, ze metoda
Richardsona jest zbiezna do z* dla dowolnego .

3. Wykaz, ze jesli A jest dodatnio okreslona, to metoda Richardsona jest zbiezna dla 0 < 7 <

2/Amax(A), a dla
2

Topt - )\max(A) + )\min(A) ’

promien spektralny macierzy iteracji M ~'Z jest najmniejszy mozliwy i réwny

k—1 Amax(A)
M='Z2)=||M~1Z|, = , dzie k = 222
pOI'2) = M7 2l =S e e
: At AT . .
Cwiczenie 5.17. Niech Agyp, = — | niech istnieja state 0 < A < A takie, ze dla kazdego
r RN
Mle < 2l Agme oraz |Az]|2 < Az Ay
Wykaz, ze wtedy metoda Richardsona jest zbiezna w normie euklidesowej dla 0 < 7 < 2/A.
Ponadto, jesli 7 = 1/A, to wspoélezynnik zbieznosci p w tej normie mozna oszacowaé przez
A
1——.
A

Cwiczenie 5.18 (Hackbusch). Niech A, M beda macierzami symetrycznymi i dodatnio okre-
$lonymi. Dla dwéch macierzy symetrycznych X,Y bedziemy pisali X > Y, jesli X —Y > 0,
czyli, innymi stowy, gdy 27 X2 > z7Yz dla kazdego x # 0. Wykaz, ze:
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1. Jesli
2M > A,

to iteracja
T =z + M7 (b — Axy,)

jest zbiezna, a dokladniej, macierz iteracji, B = I — M~ A, spelnia
p(B) = ||Blla=B|m < 1.
2. Jedli dla pewnych 0 < A < A zachodzi
AW <A< AW,

to wszystkie wartoéci wtasne B = I — M ! A s rzeczywiste oraz 1 — A < A\(B) <1 — A\

5.4. Metody blokowe

Pewnym remedium na powolna zbieznosé¢ metod stacjonarnych jest stosowanie metod blo-
kowych, w ktérych iteracje konstruuje sie tak jak dotychczas, ale zamiast na elementach, dziata
sie na calych blokach macierzy (naturalnie, jesli trzeba, musimy zalozy¢ ich odwracalnos¢). Dla
poprawienia zbieznosci czesto stosuje sie wariant z zaktadka, zob. rysunek 5.6. W praktyce takie
metody moga by¢ wyraznie skuteczniejsze od dotychczas rozwazanych: rzeczywiscie, w skraj-
nym przypadku, pojedynczego ,bloku” — rozmiaru N — wszystkie wyzej oméwione metody
stacjonarne redukuja sie¢ do metody bezposrednie;j...

Rysunek 5.6. Schemat ideowy blokowej metody Jacobiego z zakladka: zamiast standardowego
D7y = Zf\il eid;; le;fpr wyznaczamy Zfil R;A;; lRZ-Tr, gdzie R; jest macierza operatora obciecia
r do wspélrzednych odpowiadajacych Aj;.
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Ciekawym i nietrywialnym uogélnieniem metod z zaktadka jest addytywna metoda Schwa-
rza: jeden z przedstawicieli klasy tzw. metod dekompozycji obszaru, bedacych bardzo efektyw-
nymi i naturalnie réwnoleglymi operatorami $ciskajacymi (méwimy o nich w rozdziale 7) dla
dyskretyzacji réwnan rézniczkowych czastkowych, [14].

5.5. Metody projekcji

Dotychczas omoéwione metody opieraja sie na czysto formalnym, mechanicznym, podziale
macierzy, bezposrednio zwigzanym z jej strukturg. Tymczasem mozna zdefiniowaé¢ metody ite-
racyjne o podobnym koszcie iteracji, ale w ktorych kolejne przyblizenia rozwigzania bedziemy
wybiera¢ tak, by w jakim$ sensie zminimalizowaé btad.

Metodg iteracyjna bedziemy definiowaé w formie aktualizacji poprzedniego przyblizenia,

Tpy1 = Tf + O
,ldealna poprawka” &, oznaczmy ja 6*, powinna spelnia¢ wiec réwnanie
Ad* =1y,

bo wtedy dostalibySmy zp+1 = x*. Ma ona jednak te wade, ze do jej wyznaczenia musieli-
by$my dokladnie rozwigzaé nasz uklad réwnan (co prawda z nieco inna prawa strona, ale to
bez znaczenia!l) — a wiec wpadliby$my z deszczu pod rynne! Jednak, gdyby mozna bylo tanio
rozwiaza¢ ten uklad réwnan w przyblizeniu, to moze w ten sposéb udatoby sie nam okresli¢
zbiezng metode?

Aby okredli¢ przyblizone rozwigzanie réwnania poprawki, najpierw przeformutujemy je nieco.
Niech dwie macierze: U i V maja te wlasno$é, ze kolumny kazdej z nich tworza baze RY.
Wtedy rozwiazanie doktadne réwnania idealnej poprawki, §*, mozemy reprezentowaé¢ w bazie
V, 8" = Va* dla pewnego a* € RY. Co wiecej, z nieosobliwosci macierzy U i V wynika, ze

Ad* =1, < UTAVa* =UTry.

To daje nam pomyst na definicje przyblizonej poprawki idealnej: niech Uy i Vi beda ma-
cierzami pelnego rzedu, tego samego zadanego z goéry rozmiaru N X di. Wtedy poprawke &
okreélimy jako wektor

5k = Vkak

taki, ze a; € R% spelnia réwnanie
UL AViay, = Ul'ry,. (5.20)

Jest to wlasnie metoda projekcyi.

Poniewaz macierz zredukowana Ay, = U, ,;‘F AV}, jest kwadratowa rozmiaru dj, to d; bedzie tanie
do wyznaczenia, gdy dj jest niewielkie. Nazwa metody bierze sie stad, ze z powyzszej definicji
wynika, ze wektor residualny réwnania poprawki, r, — Adg jest prostopadly do podprzestrzeni
rozpietej przez kolumny Uy:

UL (r, — Ady,) = 0.

7 drugiej strony, d bedzie dobrze okreslone tylko wtedy, gdy macierz zredukowana Ay bedzie
nieosobliwa — co nie zawsze musi by¢ prawda, nawet jesli A jest nieosobliwa (pomy$l o macierzy

0 1\. 1 . . > . :
<1 1) iU, =V, = <O>) Aby zagwarantowaé sobie odwracalno$é macierzy zredukowanej,
zwykle wybiera sie macierz pelnego rzedu Vi 1 w zaleznosci od wtasnosci macierzy A dobiera

sie macierz Uy:
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— Jedli A = AT > 0, to kladziemy U, = V,. Wtedy macierz zredukowana A, = VkTAVk jest
symetryczna i dodatnio okreslona.

— Jesli A jest tylko nieosobliwa, to ktadziemy Uy = AVj. Macierz zredukowana jest postaci
Ay, = VI AT AVy, a wige jest macierzg zredukowang poprzedniego rodzaju, ale dla macierzy
réwnan normalnych, AT A.

Jak mozemy sie domysli¢, metody projekcji sa metodami minimalizacji, co potwierdza po-
nizszy dwuczesciowy lemat:

Lemat 5.1. Niech Vi bedzie zadang macierzg N X dy, pelnego rzedu. Oznaczmy przez Vi, pod-
przestrzen rozpietq przez kolumny Vi.
— Jesli A= AT > 0 oraz Uy = Vi, to 141 okreslone metodq projekcji (5.20) spetnia
la* — zpyla < ||2* —z||a Vo € xp + V.
— Jesli A jest nieosobliwa i Uy, = AVy, to xy1 okreslone metodg projekcji (5.20) spelnia
Hb_AkaﬂH? < Hb—AmHQ Vo € xp + V.
Dowéd zostawiamy jako ¢wiczenie.
Cwiczenie 5.19. Udowodnij lemat 5.1.

Wskazowka. Patrz [13] lub dowdd twierdzenia 6.1.

5.5.1. Metoda najszybszego spadku

Jednym z bardziej prominentnych przyktadéw metody projekcji jest metoda najszybszego
spadku, dziatajaca w przypadku, gdy macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona. W tej
metodzie wybieramy Uy = Vi = rp, = b — Axy. Poniewaz wymiar przestrzeni rozpietej przez
kolumny Uy, jest réwny di, = 1, réwnanie poprawki upraszcza si¢ do jednego rownania skalarnego
na a; € R,

. r%rk
N ri Ary,

i w konsekwencji 11 = xp + agri.
Nazwa metody wywodzi sie stad, ze wektor poprawki w tej metodzie jest proporcjonalny do
residuum, ktére z kolei jest kierunkiem gradientu funkcjonatu ¢(x) = ||2* — z||3 w punkcie xy:

Vo(zk) =b— Az = 1.

Twierdzenie 5.8 (o zbieznosci metody najszybszego spadku). W metodzie najszyb-

szego spadku,
k—1

k+1

lz* — Zpp1|la < lz* — zxll 4,

gdzie k = condz(A) = Anax(A4)/Amin(4).

Dowdd. Latwo wykazaé (por. [13, twierdzenie 5.2]), ze jesli ry # 0,

T T
L Tk T Tk
o = w3 < (1 -t ka> = a3

Teza wynika z lematu, ktérego elegancki dowdd, pochodzacy od Braessa, mozna znalezé w

[2]:
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Lemat 5.2 (Kantorowicza). Niech A= AT > 0. Wtedy dla dowolnego x # 0,

2TAr 2TA 1z
—

1 1,
< - —)°.
x 2T 4(\/E+\/E)

x
Cwiczenie 5.20. Wykaz, ze w metodzie najszybszego spadku zachodzi Tg+1rk =0.
Rozwigzanie. Poniewaz zpy1 = T + agrg, to
Tk+1 =Tk — akA'r’k,
zatem
T T T 2 T
T Tht1 = T, Tk — axT Are = ||rg||3 — arry Arg =0
z definicji ag.

Przyktad 5.13. Kontynuujemy przyktad 5.8. Chcac poréwnywaé trzy metody: Jacobiego,
Gaussa—Seidela oraz metode najszybszego spadku, musimy zadbaé¢ o to, zeby byly spelnione
warunki zbiezno$ci tej ostatniej — a wiec, aby macierz A byla symetryczna i dodatnio okreslona.
Dlatego, tym razem polozymy, dla dodatniego p,

A=B"B+plI.
%
% rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
%
0

disp('Matematyka obliczeniowa II');
9% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %0 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % o % % % Y%
function [x, info, iter, resid] = jacobi(A, b, tol=1e—8, maxit=100, x0)

%

% metoda Jacobiego na macierzy A

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomic¢ na http:
//mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Chb.

Choé A wydaje sie dosy¢ gesta, w rzeczywistosci weiaz jest macierzg rzadka. Zwr6émy uwage
nie tylko na samg szybkos¢ zbieznosci — mierzong liczbg iteracji — ale takze na efektywnosé
metody: ile czasu zajmuje wyznaczenie przyblizenia z zadang dokladnosciag. Metoda najszyb-
szego spadku niewatpliwie ma najtansza iteracje (a najdrozsza — metoda Gaussa—Seidela),
co ostatecznie przeklada si¢ na wicksza efektywno$é metody najszybszego spadku (pomimo
mniejszej szybkosci zbieznosci).

Cwiczenie 5.21. Wyjasnij, dlaczego w powyzszym przykladzie, dla malych wartoéci p, metoda,
Jacobiego czasem nie jest zbiezna.

Rozwigzanie. Bo macierz A nie musi by¢ diagonalnie dominujaca.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch5
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch5
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Przyklad 5.14. Dla macierzy jednowymiarowego laplasjanu, mamy

Amax(A) (Sin(ﬂ'N/Q(N—{— 1))

2
= — 2
B Amin(A) N SID(T('/Q(N + 1)) ) - O(N )7

zatem dla N = 100 mamy wspélezynnik redukeji bledu na poziomie (k — 1)/(k + 1) ~ 0.9995.
Znaczy to dokltadnie tyle, ze metoda nie nadaje si¢ do rozwiagzywania takich zadan, gdy N
jest duze. Szybkoéé¢ zbieznosci metody najszybszego spadku jest w naszym przykladzie porow-
nywalna z szybko$cia metody Jacobiego i gorsza od metody SOR z optymalnym parametrem
relaksacji.

5.5.2. Metoda najmniejszego residuum

Gdy o macierzy A wiemy jedynie, ze jest nieosobliwa, mozemy zastosowaé metode najmniej-
szego residuum. W tej metodzie wybieramy Vi = rp = b— Axy oraz Uy, = AV, = Arg. Rownanie
poprawki znéw upraszcza si¢ do jednego réwnania skalarnego na aj € R,

T,ZATrk

ay =
T
ri AT Ary,

i w konsekwencji 11 = xr + apri.

Twierdzenie 5.9. Zaléimy, Ze macierz Asym = (A+ AT)/2 jest dodatnio okreslona i
oznaczmy ft = Amin(Asym) > 0. Wtedy

9 \ 1/2
7
[Tkt ll2 < (1 - HAH2> [I7%]]2-
2

Agym nazywana jest czescig symetryczng macierzy A.

Cwiczenie 5.22. Przeprowadz dowdd twierdzenia o zbieznosci metody najmniejszego residu-
um.

Wskazowka. Zob. dowdd twierdzenia 5.3 w [13].

Cwiczenie 5.23. Przypuéémy, ze umiemy tanio rozwiazywaé uklady réwnan z (nieosobliwa)
macierza A rozmiaru N x N. Niech bedzie dana macierz

- A v
gdzie u,v € RN oraz § € R.

— Wskaz warunek konieczny i dostateczny na to, by macierz A byla nieosobliwa.
— Podaj mozliwie tani algorytm rozwiazywania uktadu réwnan z macierzg A.

Wskazéwka. A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy 6 —uT A~ v #0.

Cwiczenie 5.24 (wzér Shermana—Morrisona). Przypusémy, ze umiemy tanio rozwiazywaé
uklady réownan z (nieosobliwa) macierza A rozmiaru N x N. Niech bedzie dana macierz

A=A—ovul.

gdzie u,v € RV,



5.5. Metody projekcji 71

— Wskaz warunek konieczny i dostateczny na to, by macierz A byla nieosobliwa.
— Podaj mozliwie tani algorytm rozwiazywania ukladu rownan z macierzg A.

Wskazowka. Zawwaz, ze Ax = b wtedy i tylko wtedy, gdy (‘:) jest rozwigzaniem uktadu

(= 5)0)-6)

Cwiczenia testowe 5.25. Czy metode iteracyjng warto stosowaé do rozwigzywania ukladu
Az = b z macierzag N x N, w przypadku, gdy N jest bardzo duze oraz A jest

1. diagonalna
NIE. Komentarz do odpowiedzi prawidlowej: Oczywiscie, macierz diagonalng mozemy rozwigzaé
bezposrednio kosztem N flopow — a wiec optymalnym. Wiele metod jednak sprowadzitoby sie do metody
bezposredniej — na przyktad metoda Jacobiego.... Komentarz do odpowiedzi btednej: Zastanow sie, ile
kosztowaloby rozwigzanie takiego uktadu réwnan metodq bezposredniq, wykorzystujecq specjalng postac
macierzy.

2. tréjdiagonalna
NIE. Komentarz do odpowiedzi prawidtowej: Rozklad LU macierzy tréjdiagonalnej mozemy wy-

znaczyé bezposrednio kosztem O(N) flopdw, podobnie z rozwigzaniem samego ukladu (macierz L jest
dwudiagonalna, a macierz U — co najwyzej tréjdiagonalna). Stale przy tym nie sq zbyt duze. Komen-
tarz do odpowiedzi btednej: Zastanow sie, ile kosztowaloby rozwigzanie takiego uktadu réwnan metodg
bezposredniq, wykorzystujgcq specjalng postaé macierzy.
3. pelna, tzn. bez zerowych elementéow

TAK. Komentarz do odpowiedzi prawidtowej: Poniewaz macierz jest peina, to jedno mnozenie wek-
tora przez A kosztuje O(N?) flopéw, wiec metoda iteracyjna bedzie miala sens, gdy satysfakcjonujgce
przyblizenie dostaniemy po k < N iteracjach. Komentarz do odpowiedzi btednej: Rozklad LU macierzy
pelnej mozemy wyznaczyé bezposrednio kosztem O(NS) flopow, co zwykle jest ponad sily wspélczesnego
komputera, gdy N jest bardzo duze.

Patrz takze stwierdzenie 11.1.

Cwiczenie 5.26. Czy metode iteracyjng warto stosowaé do rozwiazywania ukladu Az = b z
macierza N X N, w przypadku, gdy N jest bardzo duze oraz A jest rzadka?

Rozwigzanie. Tutaj, jak wynika z naszych dotychczasowych rozwazan, odpowiedz jest zniuanso-
wana. Jedno mnozenie wektora przez A kosztuje zapewne O(N) flopéw, wiec metoda iteracyjna
bedzie miala sens, gdy satysfakcjonujace przyblizenie dostaniemy po k < N iteracjach (a to, jak
wiemy, nie zawsze jest gwarantowane). Z drugiej strony, moze istnie¢ skuteczny reordering ma-
cierzy (czyli zmiana uporzadkowania niewiadomych lub réwnan), pozwalajacy tanio wyznaczy¢
rozwigzanie metoda bezposrednia [13].
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W dalszym ciggu przedmiotem naszego zainteresowania bedzie uktad réwnan Az = b, kté-
rego rozwiazanie oznaczymy (jak zwykle) przez z*. O ile nie bedzie jasno zaznaczone, ze jest
inaczej, bedziemy przyjmowaé ze poczatkowe przyblizenie rozwiazania, xg, jest dowolnie zada-
nym wektorem w RV (na przyktad, zo = 0).

Tym razem rozwazymy pewien wariant metody projekcji, w ktérym rozmiar podprzestrzeni
bedzie powiekszal sie wraz z postepem iteracji. Kolejne przyblizenie z; bedziemy dobieraé¢ w
taki sposob, by zy € xg + Ky(ro, A) oraz spelnialo pewien dodatkowy warunek, na przyklad —
minimalizowalo pewng miare bledu na przestrzeni Krylowa

Ky (ro, A) = span{rg, Aro, . . . ,Ak_lm},

gdzie rg = b — Axg jest residuum poczatkowym. (Zwr6éé uwage, ze przestrzen Krylowa jest
rozpieta przez kolejne wektory metody potegowej, o ktérej wiecej w rozdziale 7?7 — to nie przy-
padek!). Tam, gdzie nie bedzie to prowadzito do nieporozumieni, bedziemy pomijali parametry
przestrzeni Krylowa i pisali po prostu K} zamiast K (rg, A).

Metody zbudowane zgodnie z powyzszym schematem bedziemy ogdlnie nazywaé metodams
Krylowa. Jak za chwile zobaczymy, taki sposéb konstrukeji iteracji pozwoli metodzie samodziel-
nie ,dostosowaé sie” do wlasnosci macierzy, przez co metody Krylowa, w przeciwienstwie do
metod typu relaksacji, beda w stanie wykorzystaé¢ korzystne wlasnosci macierzy do przyspiesze-
nia zbieznosci: co$, czego ani metody stacjonarne, ani proste metody projekcji nie byty w stanie
osiggnad!

Jasne jest, ze przestrzenie Krylowa tworza wstepujacy ciag podprzestrzeni:

KoCK C...CK,CKjy C...CRN.

Latwo pokazaé, ze nie tylko same przyblizenia xj, ale takze bledy i residua na k-tym kroku
metody Krylowa mozna powiazaé z pewnymi przestrzeniami Krytowa:

Stwierdzenie 6.1. Jesli x € xg + Kg(ro, A), to x — 2* € Kgy1(xg — 2%, A) oraz b — Ax €
Kk+1(7’0,z4).

7 tego faktu wynika, ze metody przestrzeni Krylowa sg metodami wielomianowymi: zaréw-
no blad, jak i residuum dadza wyrazié¢ sie jako pewien wielomian macierzy A dzialajacy na,
odpowiednio, btedzie albo residuum poczatkowym:

Whiosek 6.1. Jesli z € xo+Ky(ro, A), to blad x—x* jest postaci (I+c1A+. .. +cpAF)(zo—2a*)
i analogicznie residuum b— Az jest postaci (I —ciA—...—cpAF)rg, gdzie cy,. .., ¢y, sq pewnymi
rzeczywistymi wspotczynnikami.

Cwiczenie 6.1. Udowodnij powyzsze stwierdzenie i wniosek.

Wskazowka. Wystarczy zavwazyé, ze x € xg + Ky(ro, A) jest postaci v = xo + Zi-:ol ciy1Alrg.
Konstrukcja dobrej metody Krylowa powinna wiec (jesli mielibysmy zachowaé¢ ducha metod

projekcji z poprzedniego rozdzialu) zmierzaé¢ w strone wskazania takiego wielomianu, by norma

bledu byla jak najmniejsza — na kazdym kroku iteracji bedziemy wtedy musieli rozwiazaé

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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pewne zadanie optymalizacyjne. W zaleznosci od wyboru sposobu miary btedu i warunku opty-
malnosci, dostaniemy inna metode iteracyjna: CG, GMRES, PCR, BiCG i inne. W niniejszym
wyktadzie oméwimy pokrotce tylko najpopularniejsze: CG dla macierzy symetrycznych i dodat-
nio okreslonych oraz GMRES dla pozostatych. Nalezy pamigtaé, ze w zaleznosci od konkretnego
zadania, inne metody moga okazaé sie bardziej skuteczne od tutaj omawianych.

W praktycznej implementacji, metody przestrzeni Krylowa sg metodami, w ktérych do ich
realizacji musimy jedynie umieé¢ wykonaé mnozenie macierzy przez wektor — nie jest potrzebne
odwolywanie sie do poszczegblnych elementéw lub czesci macierzy (co bylo konieczne w me-
todach opartych na podziale macierzy, takich jak np. metoda Gaussa—Seidela). Metody, ktére
wymagaja wykonywania jedynie mnozenia macierzy przez wektor, a nie odwoluja sie do po-
szczegblnych elementéw macierzy, nazywamy metodami operatorowymi (ang. matriz-free
methods). Sa one szczegdlnie pozadane w przypadku, gdy macierz ma nieregularna strukture
i jest bardzo wielkiego rozmiaru, a takze w przypadku, gdy sama macierz po prostu nie jest
jawnie wyznaczona.

Innym waznym zastosowaniem metod iteracyjnych Krylowa jest szybka realizacja jednego
kroku tzw. niedoktadnej metody Newtona rozwigzywania uktadu réwnan nieliniowych, por.
rozdziat 10.2.4.

Cwiczenie 6.2. Czy metoda
— Jacobiego
— Richardsona
— najszybszego spadku
jest metoda operatorowa?

Na zakonczenie wskazemy ciekawa teoretyczna wiasciwo$é metod Krytowa opartych na mi-
nimalizacji. Przez ||z|p bedziemy oznaczali norme energetyczna wektora x, indukowana przez
symetryczng, dodatnio okreslong macierz B,

|z||p = VaT Bax.

Twierdzenie 6.1 (metody Krylowa oparte na minimalizacji btedu albo residuum w
normie energetycznej). Niech B € RY bedzie pewng macierzq symetryczng i dodatnio
okreslong i niech k-ta iteracja metody Krylowa, x; € xo + Ky, bedzie okreslona przez
jeden z warunkow:

1. minimalizacji bledu:

lzx — 2" < |lx —2*|lp  Va € xo+ K,

albo
2. minimalizacji residuum:

Ikl < b — Az||lp Vo € zo + K.

Wtedy metoda jest dobrze okreslona i znajduje doktadne rozwigzanie x* najpéiniej po
N iteracjach (jest to tzw. wlasnosé skonczonego stopu).

Powyzsze twierdzenie stosuje sie do wielu konkretnych metod Krylowa znajdujacych sie w
powszechnym uzyciu. Przykladowo, w metodzie CG (ktéra doktadniej oméwimy w rozdzia-
le 6.1), zdefiniowanej dla macierzy A symetrycznej i dodatnio okreslonej, iteracje bedziemy
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okresla¢ warunkiem minimalizacji bledu przy B = A, natomiast w metodzie GMRES (opisanej

w rozdziale 6.2) wybierzemy warunek minimalizacji residuum dla B = 1.

Czes¢ druga powyzszego twierdzenia — o skonczonym stopie metody — ma znaczenie gtow-
nie teoretyczne. Wynika to z dwoch przestanek:

— gdy N jest bardzo duze, wykonanie N iteracji, nawet jesli kazda kosztuje tylko O(N) flopéw,
jest zwykle ponad nasze mozliwosci obliczeniowe;

— w implementacji metody stosuje sie rozmaite chwyty stuzace maksymalnemu obnizeniu cza-
sochlonnosci i pamieciozernosci algorytmu, ktére zwykle opieraja sie na subtelnych zalezno-
Sciach pomiedzy wyznaczanymi wartosciami poérednimi; gdy algorytm realizujemy w aryt-
metyce skoniczonej precyzji, z powodu btedéw zaokraglen tracimy te relacje i z postepem
iteracji beda one zwykle coraz gorzej spetnione — co w efekcie doprowadzi takze do utraty
wlasnosci skonczonego stopu algorytmu.

Dowdéd. (twierdzenia 6.1) Rozwazmy najpierw przypadek 1, tzn. minimalizacji normy bledu.
Pokazemy, ze w ogdlnosci xy, jest dobrze okredlony przez warunek minimalizacji, gdyz jest zde-
finiowany jako rozwiazanie pewnego liniowego zadania najmniejszych kwadratow.

Jedli przez Vi, oznaczymy macierz, ktorej kolumnami sa wektory tworzace baze Ky, to kazdy
x € xo+ K}, daje si¢ zapisa¢ w postaci x = xg+ Via, gdzie a jest wektorem o tylu wspoétrzednych,
jaki jest wymiar Ky, (oznaczmy go dj = dim K}). Podstawiajac do minimalizowanego wyrazenia,
dostajemy zadanie znalezienia aj, € R% takiego, ze

|lzo + Viar, — z*||B < ||xo + Via — z*||B Va € R%; (6.1)

(wtedy xp = zo + Viag).

Na mocy zalozenia istnieje macierz B'/2 symetryczna i dodatnio okreslona taka, ze (B1/2)% =
B (dlatego nazywamy ja pierwiastkiem z B), a stad wynika, ze ||z — z*||p = || BY?(z — z*)||2.
Znaczy to, ze zadanie minimalizacji (6.1) mozemy zapisa¢ w réwnowaznej postaci

|BY2 (20 + Viay, — %) < | BY*(z0 + Via — 2*)|2  Va € R%. (6.2)
Jest to standardowe zadanie najmniejszych kwadratow,
[May — g2 = min!,

gdzie M = B'/2Vj, jest macierza prostokatna pelnego rzedu, natomiast g = B1/2(x* —x0). A
zatem xj jest wyznaczone jednoznacznie.

Na mocy wniosku 6.1, dowolny = € xg + Ky spelia z — 2* = p(A)(z¢ — x*), gdzie p jest
pewnym wielomianem stopnia co najwyzej k takim, ze p(0) = 1. Jesli oznaczymy przez P, zbiér
wielomianéw stopnia co najwyzej k o wyrazie wolnym réwnym 1, to warunek minimalizacji
bledu mozemy sformulowaé w réwnowaznej postaci

|2k — 2% p = min [|p(A)(zo — )| - (6.3)
pPEPL

W szczegdlnosci, dla wielomianu py(A) = det(A — M)/ det(A) — bedacego przeskalowanym
wielomianem charakterystycznym macierzy A — mamy, ze py(0) = 1 oraz oczywiscie py
jest stopnia nie wiekszego niz N, a wiec py € Py. Z drugiej strony, na mocy twierdzenia
Cayley’a—Hamiltona, py(A) = 0, skad ||xny — z*||p = 0. Znaczy to, ze przynajmniej dla k = N
zadanie minimalizacji ma (jednoznaczne) rozwiazanie, ktérym jest zy = 2* — a wiec, ze metoda
ma wlasno$¢ skonczonego stopu.

Dowéd drugiej czedci twierdzenia, dotyczacej przypadku, gdy xj jest zadany warunkiem
minimalizacji residuum, zostawiamy jako ¢wiczenie. O
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Cwiczenie 6.3. Uzupelnij powyzszy dowdd.

Rozwigzanie.
Sposéb I Dla dowodu drugiego przypadku zauwazmy, ze zp znéw jest dobrze okreslony jako
rozwigzanie pewnego liniowego zadania najmniejszych kwadratéw postaci

|BY(rg — AVja)||2 = min!
oraz na mocy wniosku 6.1 zachodzi

7kl = min [|p(A)(ro)]|5- (6.4)
PEP;

Dalszy ciag dowodu jest identyczny jak poprzednio.

Sposéb IT Oznaczmy chwilowo macierz indukujaca norme energetyczna, w ktérej minimalizu-
jemy residuum, symbolem B. Wystarczy skorzysta¢ z pierwszej czedci twierdzenia, biorac
B=ATBA™! gdyz

HTkH% = r%Brk = (z* — mk)TA*TBAfl(a:* —xk) = ||lzk — 27| B-

Whiosek 6.2. Jesli po k-tej iteracyi metody Kryltowa o wiasnosci skonczonego stopu nastepuje
stagnacja: Ky = K11, to znaczy, ze wiasnie znaleziono rozwigzanie dokladne, xi = x*.

Dowdd. Jedli Ky = Kj_1, to oczywiscie 1 = T = Zg41 = ... = Ty = .... Poniewaz jednak
musi by¢ zy = z* (skonczony stop po N iteracjach!) to oznacza, ze xp_1 = z*. O

6.1. Metoda gradientéw sprzezonych (CG)

Algorytm CG zostal uznany za jeden z 20 najwazniejszych algorytméw nume-
rycznych opracowanych w XX wieku.

W niniejszym rodziale bedziemy zakladaé, ze kwadratowa macierz rzeczywista A rozmiaru
N jest symetryczna, A = AT, oraz jest dodatnio okreglona,

zTAx >0 Va#0.

Przy tym zalozeniu, mozna okresli¢ norme energetyczna indukowana przez A, zadana toz-
samoscig

2 T
lylla = y" Ay.
Metode gradientow sprzezonych, w skrécie CG (ang. conjugate gradients), zdefiniujemy po-
czatkowo w spos6b niejawny. Kolejne przyblizenie xj okreslimy jako wektor z podprzestrzeni

afinicznej xg + K}, minimalizujacy w tej podprzestrzeni btad w normie energetycznej induko-
wanej przez A:

lzg — 2*)|a < || — 2¥||a Vz € 29 + K. (6.5)

Naturalnie, taka definicja moze budzi¢ w nas nieco watpliwosci, co do jego obliczalnosci (w
sformutowaniu warunku minimalizacji wystepuje szukane przez nas rozwiazanie dokladne, x*).
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Stwierdzenie 6.2 (CG jako metoda bezposrednia). Zadanie minimalizacji (6.5) ma jedno-
znaczne rozwigzanie. Jesli Vi, jest macierzq, ktorej kolumny tworzq baze Ky, to xj jest dane
wzorem Ty = xg + Viak, gdzie ap spelnia uklad rownan

VI AVia = VI A(z* — o) = Vi rg. (6.6)

Ponadto, w arytmetyce dokladnej, metoda CG znajduje dokiadne rozwigzanie w co najwyzej N
iteracjach.

Dowdd. Jest to natychmiastowy wniosek z twierdzenia 6.1, dla przypadku minimalizacji btedu
gdy B = A. Zaleznosé (6.6) to nic innego jak uklad réwnan normalnych dla zadania najmniej-
szych kwadratéw (6.2). O

Z powyzszego lematu wynika (por. (6.6)), ze z, jest istotnie obliczalny: do jego wyznaczenia
nie jest nam efektywnie potrzebna znajomos$é rozwigzania!

6.1.1. Implementacja

Aby wyznaczy¢ xp, nie bedziemy bezposrednio rozwiazywaé ukladu (6.6) — bytoby to, wraz
z postepem iteracji, coraz bardziej kosztowne, ze wzgledu na zwigkszajacy si¢ rozmiar zadania
najmniejszych kwadratéw. Sprobujemy znalezé tanszy sposob wyznaczania xy.
Poniewaz A jest symetryczna, istnieje baza ortogonalna w R zlozona z wektoréw wlasnych
qi,---,4N:
AqZ-:)\Z-qi, iZl,...,N.

Oznaczajac przez () macierz, ktorej kolejne kolumny sa wektorami wlasnymi A,

Q:<Q1 | a2 | - ] QN)7
mamy, ze @ jest macierzg ortogonalna, QTQ = I = QQ7, a ponadto A ma rozktad:
A=QAQT,
gdzie
A1
A p—
AN
Gdyby baza przestrzeni Kj byla A-ortogonalna (z powodéw historycznych, jej elementy
oznaczymy po, - - .,Dk—1 tak, ze Vi = (po | p1 | ... pk_l)), tzn. pl Ap; = 0 dla i # j, to
wtedy macierz réwnan normalnych bytaby diagonalna,
: 5 Apo
VIAV, = |... pFAp; ...|=
: p£_1Apk—1
Wtedy kolejna iteracje mozna wyznaczy¢ z jawnego wzoru:
= oo
Tk = o + ;. (6.7)
;) plAp;

Zatem potrzebna jest nam skuteczna metoda wyznaczania bazy ortogonalnej w przestrze-
ni Kp.... Oczywiscie, ze wzgledu na koszt obliczeniowy i pamieciowy, generowanie i nastepnie
ortogonalizacja oryginalnego zestawu wektoréw {rg, Arg, ..., A¥“1rg} rozpinajacych K} nie ma
wiekszego sensu. W zamian, wykorzystamy specjalne wilasnosci wektorow otrzymywanych w
trakcie dzialania metody.
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Lemat 6.1 (o ortogonalnosci residuéw). Residuum na k-tym kroku, i, jest prostopadle do K.
Ponadto r, € Ki41.

Dowdd. Uzasadnienie pierwszej czesci tatwo wynika z ukladu réwnan normalnych (6.6), okre-
$lajacego posrednio zy. Rzeczywidcie, poniewaz zj, — xg = Viax, to z (6.6) wynika, ze V;I A(xy, —
zo) = VL A(z* — z¢). Upraszczajac wyrazy z zg, dostajemy VI A(x* — ) = 0, czyli Vil 1y, = 0.

Druga czes¢ wynika natychmiast z faktu, ze xp € xo + Ki, skad Axp € Az + AKp i w
konsekwencji, odejmujac stronami od b, dochodzimy do ry € rg + AK}. Tymczasem z definicji
przestrzeni Krylowa rg + AKy C Ky1. O

Z powyzszego wynika, ze jesli rp_1 # 0, to K1 C K, a wiec dopdki nie trafimy w rozwia-
zanie doktadne, x*, kolejne przestrzenie Krylowa w metodzie CG tworza $cidle wstepujacy ciag
przestrzeni, Ko C Ky C ... K1 C Kj; CRY,

W dalszm ciagu zalozymy wiec, ze r_1 # 0 — a wiec, ze x_1 # x*. Przypuéémy, ze mamy
juz zadang baze A-ortogonalna {po,...,pr—1} przestrzeni K;_1 i znamy xp_1, rg—1. Naszym
celem bedzie wyznaczenie xy, i oraz pg. Z zaleznosci (6.7) mamy, ze

Ty = Th—1 + OkDk—1, (6.8)
gdzie
T
Pr_170
p%ﬂ_lApkfl ( )

Obkladajac (6.8) macierza A i odejmujac obustronnie od b dostajemy dodatkowo zaleznosé
rekurencyjng na residua,

e =Tkp—1— OékApkfl. (6.10)

Potrzeba nam jeszcze zaleznosci rekurencyjnej pozwalajacej wyznaczy¢ pp — ostatni wektor
bazy ortogonalnej dla Kj,1 (wczesniejsze znamy z zalozenia indukcyjnego). Poniewaz z lematu
6.1 wynika, ze Ky1 = span{rg, po,-..,Pk—1}, znaczy to, ze

Pk =Tk + BePr—1 + YkPr—2 + ..
Mnozac skalarnie te réwnosé przez Apg_1 dostajemy z zalozenia A-ortogonalnosci

rE Apy_1

B = —EAPRL
pz_lApk—l

(6.11)

i podobnie, ze 7 oraz wszystkie nastepne wspoélczynniki sa réwne zero (poniewaz z lematu o
residuach 7y, jest ortogonalne do Ky, a Ap; € K}, dla j < k — 2). Zatem ostatecznie dostajemy
kolejna elegancka zalezno$é rekurencyjna, tym razem na wektory bazy A—ortogonalnej dla Ky y1:

P =1k + Brbr—1- (6.12)

Poniewaz py = 79, tym samym zaleznosci (6.8)—(6.11) stanowia domkniety uklad: startujac z
zadanego xq, jestedSmy w stanie wyznaczac¢ kolejne przyblizenia.

Okazuje sie, ze powyzsze wzory mozna jeszcze bardziej wymasowaé, otrzymujac w koncu
bardzo zwarty i tani algorytm:

Metoda CG

r=>b— Ax;
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po=|lrl3, 8=0 k=1
while not stop
begin
p=r+pp
w= Ap
_ Pk-1
= Tw
r=x+ap
r=r—aw
pr = [Irll3
Pk
Pk—1
k=k+1
end

Jak widaé, cala iteracje da si¢ wykonaé, przechowujac w pamieci tylko kilka wektoréw (a
nie, jak moznaby sie obawiaé, cala przestrzen Kj), a najdrozszym jej elementem jest mnozenie
macierzy przez wektor.

Cwiczenie 6.4. Opierajac sie na wzorach (6.8)—(6.11), wyprowadz powyzsza postaé algorytmu
CG.

Rozwigzanie. Najpierw wykazemy, ze

_ (=15 _ (6.13)
p;f_lApk—1

Poniewaz z zalozenia x; = xg + Z{;& a;+1p; dla kazdego j < k, to (mnozac obustronnie te
réwnosé¢ przez A i odejmujac stronami od b) zachodzi takze r; = ro — Zg;& ;11 Ap;. Mnozac
skalarnie te réwnos¢ przez p; i uwzgledniajac A-ortogonalnosé¢ kierunkéw p; dochodzimy do
wniosku, ze

p;‘-FTj = p]Tro.

Z drugiej za$ strony, mnozac (6.12) skalarnie przez r; otrzymujemy
T 2 T 2
pjrj = lIrillz = Bi—1pj—ar = lIrjll2,

poniewaz r; jest prostopadte do K, w ktérej zawarty jest wektor p;_;. Ostatecznie wigc pjTro =
7|3 dla kazdego j < k. Biorac j =k — 1, z (6.9) otrzymujemy (6.13).

Teraz wyprowadzimy prostsza reprezentacje wspotczynnika (. Z rekurencyjnej zaleznosci po-
miedzy residuami (6.10) wynika, ze

T T T
T Tk =Tk Tk—1 — OkT) APr—1.

Poniewaz z lematu o ortogonalnosci residudéw r,_1; € Kj oraz ri jest ortogonalne do Kj, to
r,{rk_l = 0, wiec podstawiajac do powyzszego wzoru uzyskane przed chwila nowe wyrazenie na
ay dostajemy
2
[re—1ll3

T p
% Apr—1 = ||76—1125%-
pL  Apr1 " 2

2
Irellz = —
Stad i z (6.13) juz wynika wzér na wspélezynnik Sy,

7% l13
B = ez,
75113
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Dla duzych N, traktowanie CG jako metody bezposredniej nie miatoby wiekszego sensu —
nie dos¢, ze wykonanie az N iteracji mogtoby by¢ zadaniem ponad mozliwoéci naszego kompute-
ra, to jeszcze dodatkowo algorytm wykorzystuje bardzo specyficzne relacje pomiedzy wektorami,
a caloéé jest przeciez w praktyce realizowana w arytmetyce zmiennoprzecinkowej o ograniczonej
precyzji, w ktérej te relacje nie zachodza (w sposéb dokladny). Prowadzi to do tego, ze w miare
postepu iteracji na przyklad wektory pg sa coraz mniej ortogonalne i tym samym metoda nie
musi dotrze¢ do dokladnego rozwiazania.

Dlatego w praktyce znacznie bardziej wlasciwe wydaje sie potraktowanie metody CG (i
innych metod Krylowa) jako ,czystej” metody iteracyjnej i oszacowanie szybkosci redukcji bledu
podobnie, jak czyniliSmy to w przypadku metod stacjonarnych.

Twierdzenie 6.2 (o zbieznoséci CG jako metody iteracyjnej). Po k iteracjach metody

CaG,
k
VR -1
o —alla < 2 <ﬁ+ ko — all.,

gdzie k = conda(A) = Amax(A)/Amin(A).

Dowdd. Skorzystamy z wlasnosci (6.3). Zauwazmy, ze

1p2(A) (2" — zo) |4 < [lpa(A)[l2]l (2" = 20)l|a

Al =
ok (A) |2 e Pk (N)],

zatem wystarczy oszacowaé wartoéci wybranego wielomianu py, € Py (nasza norma bledu jest
i tak nie wigksza). Niech M = Apax(A) 1 m = Apin(A). Jako pr w (6.3) wezmy przeskalowany
k-ty wielomian Czebyszewa,
T (M +m— 22:)
("

M—-—m
T,
k<M—m)

Rzeczywiscie, py € Py. Ponadto, poniewaz wielomiany Czebyszewa spelniaja zaleznoéé

|Ti(z)| < 1 dla z € [-1,1],

to
Ipe(2)| < —37 1
max z = .
setman NS (M+m> . </€+1>
"\M—m Fle—1
1 1
Nalezy wiec oszacowaé Ty, ( i 1). Poniewaz, i > 1, to skorzystamy ze wzoru
K — K —

1 1
Ti(z) = §(x+\/x2—1)k+§(m— z2 — 1)* dla |z| > 1.

1
W szczegoblnosci wiec, biorac x = L+1 mamy
/{_
1 1/ Vr+1\*
Ti(z) > ~(z+ Va2 - 1)F = = :
k@) > 5o+ vt —1) 2<\/E1>
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Stwierdzenie 6.3. Jesli macierz A ma m réznych warto$ci wltasnych, to metoda CG w aryt-
metyce dokladnej znajdzie rozwigzanie dokladne x* w co najwyiej m iteracjach.

Cwiczenie 6.5. Udowodnij powyzsze stwierdzenie.
Wskazowka. Rozwaz odpowiednio przeskalowany wielomian p(A) = (A — A1)+ (A — Ap).

Cwiczenia testowe 6.6. Wskaz lepsza metode rozwiazywania ukladu réwnan ze Zle uwa-
runkowang dodatnio okreslong macierza symetryczna:
1. najszybszego spadku

NIE. Komentarz do odpowiedzi prawidlowej: Szybko$é zbieinosci metody najszybszego spadku jest
proporcjonalna do wspélczynnika vwarunkowania macierzy. Komentarz do odpowiedzi btednej: Zasta-
now sie, jak szybkosé zbieinosci metody zalezy od wspélczynnika uwarunkowania.

2. gradientéw sprzezonych
TAK. Komentarz do odpowiedzi prawidtowej: Szybkos¢ zbieznosci metody CG jest proporcjonalna
do pierwiastka wspotczynnika vwarunkowania macierzy. Komentarz do odpowiedzi btednej: Zastanow
sie, jak szybko$¢ zbieinosci metody zalezy od wspdlczynnika vwarunkowania.

Przyktad 6.1. Kontynuujemy przyktad 5.13. Chcac poréwnywaé cztery metody: Jacobiego,
SOR, metode najszybszego spadku oraz sprzezonych gradientéw, bedziemy korzystaé¢ z macierzy

A= BB +plI,

gdzie p > 0 oraz B jest losowa macierzg rozrzedzona. Zwigkszanie parametru p nie tylko popra-
wia diagonalng dominacje, ale takze poprawia uwarunkowanie A. Jako parametr relaksacji dla
SOR wybraliSmy (strzelajac w ciemno) w = 1.3.

%

% i ia zadani [ d

o rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
%

0

disp('Matematyka obliczeniowa II');
%%%% %% %% %% %% %% % %% % %% %% % % % % % % % % % % % % %o %o % % %o %o % %o %o %o %o %o %0 %0 %0 % % % % % %Yo % %0 % %0
function [x, info, iter, resid] = jacobi(A, b, tol=1e—8, maxit=100, x0)

%

% metoda Jacobiego na macierzy A

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomic¢ na http:
//mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ché.

dl

Zwrbémy uwage na wyrazng przewage metody CG nad pozostatymi. Sprawdz, czy podobnie
jest dla wiekszych wartoéci N.

Cwiczenie 6.7. Sprawdz w przykladzie 6.1, czy faktycznie uwarunkowanie macierzy A wplywa,
na szybkos¢ zbieznosci metody CG i najszybszego spadku. Aby zbadaé uwarunkowanie macierzy,
mozesz skorzystaé z polecenia cond(A), albo wykorzystaé¢ estymator uwarunkowania dostepny w
pcg.

Cwiczenie 6.8. Sprawdz, modyfikujac kod przykladu 6.1, czy jesli A nie bedzie symetryczna,
(lub nie bedzie dodatnio okreslona), wplynie to istotnie na szybko$é zbieznosci metody CG i
najszybszego spadku. Wyprébuj m.in. A = B+ pI dla p > 0 (brak symetrii) tak dobranego, by
Agym > 0 oraz A = BTB + pI dla p < 0 takiego, zeby A mialo i dodatnie, i ujemne wartosci
wlasne.
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Przyktad 6.2. Chcac poréwnywaé cztery metody: Jacobiego, SOR, metode najszybszego spad-
ku oraz sprzezonych gradientéw dla macierzy jednowymiarowego laplasjanu Ty . Jako parametr
relaksacji dla SOR wybraliSmy warto$¢ optymalna, zgodnie z przyktadem 5.11.

%

o rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
% d d

%

disp('Matematyka obliczeniowa II');

%%% % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % % V0 % % % %o
function [x, info, iter, resid] = jacobi(A, b, tol=1e—10, maxit=1000, x0)

%

% metoda Jacobiego na macierzy A

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomic¢ na http:
//mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch6.

Zwr6émy uwage na wyrazna przewage metody CG nad pozostalymi metodami iteracyjnymi.
Jednak i tak nie wytrzymuje ona konkurencji z metoda bezpoérednia. Ta sytuacja dramatycznie
zmieni si¢, gdy bedziemy rozwazali dyskretyzacje dwu- lub tréjwymiarowego operatora Lapla-
ce’a. O ile wtedy metoda CG wciaz ma klopoty z szybka zbieznoscia, to metoda bezposrednia
(typu rozkladu LU) staje sie calkowicie bezuzyteczna.

6.2. Metoda GMRES

Metoda GMRES (ang. Generalized Minimum RESidual) nie wymaga ani symetrii, ani do-
datniej okreslonosci macierzy, jest wiec bardziej uniwersalna, cho¢ tez w realizacji bardziej kosz-
towna od CG. Jej szczegdtowe omowienie, w tym — wyprowadzenie subtelniejszych oszacowan
szybkosci zbieznosci — wykracza niestety poza ramy niniejszego wykladu (zainteresowani moga
skonsultowa¢ m.in. podrecznik [13]).

W tej metodzie, przyblizenie na k-tej iteracji ma minimalizowaé, w przestrzeni afinicznej
xo + K, residuum (stad nazwa) mierzone w normie euklidesowej:

”TkHQ = Hb — AiL'kHQ < ”b— A$H2 Vo € xg + K. (6.14)

Stwierdzenie 6.4 (GMRES jako metoda bezposrednia). Zadanie minimalizacji (6.14) ma
jednoznaczne rozwigzanie. Jesli Vi, jest macierzq, ktorej kolumny tworzg baze Ky, to xi jest
dane wzorem x = xg + Viag, gdzie ay jest rozwigzaniem zadania najmniejszych kwadratow
wzgledem a € RI™ Kk

llro — AVial|2 = min! (6.15)

Ponadto, w arytmetyce doktadnej, metoda GMRES znajduje rozwigzanie x* w co najwyzej N
iteracjach.

Dowdéd. Jest to bezposredni wniosek z twierdzenia 6.1, dla przypadku minimalizacji residuum
gdy B=1. O
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Twierdzenie 6.3 (o zbieznos$ci metody GMRES jako metody iteracyjnej). Jesli ma-
cierz A jest diagonalizowalna (to znaczy A = XAX ™1 i A jest macierzq diagonalng®),
to k-ta iteracja GMRES spelnia

[I7k]l2 < conda(X) min max |p()\)].
pe B, Aea(A)

% Oczywiscie, na diagonali A znajdujg sie wartosci wltasne macierzy A. W ogdélnosci wiec, zaréwno
X, jak i A moga by¢ zespolone.

Dowdd. 7 (6.4) wynika, ze
[relle < min [[p(A)[2 [Iroll2,
PEP

wiec wystarczy oszacowaé ||p(A)||2:

lp(A)l2 = Ip(XAX N ]l2 = [|Xp(A)X 2 < | X [l2llp(A) 2]l X ||z = cond2(X) nax [P(A)]-

O]

Powyzsze twierdzenie jest mato praktyczne, ze wzgledu na to, ze zazwyczaj nie znamy ma-
cierzy X. Ale jesli na przyklad macierz A jest normalna, to znaczy ATA = AAT. to wtedy
Xt = XT i w konsekwencji condz(X) = 1.

Cwiczenie 6.9. Niech A bedzie macierzg diagonalizowalna. Wykaz, ze jesli A ma m réznych
wartosci wlasnych, to GMRES w arytmetyce dokladnej osiagnie rozwiazanie w co najwyzej m
krokach.

Rozwigzanie. Wynika z poprzedniego twierdzenia, wystarczy wzia¢ p(z) = (z — A1) -+ (2 —
Am) /A1 A

6.2.1. Implementacja

Dla ostatecznej skutecznosci metody iteracyjnej wazna jest takze jej efektywna implemen-
tacja. Zalézmy wiec, ze z powodzeniem wykonaliémy k — 1 krokow metody GMRES i teraz
chcemy wyznaczy¢ xy. Oznaczamy, jak zwykle, przez Vi macierz, ktérej kolumny tworza baze
K. Wtedy, jesli nie osiagnieto jeszcze rozwiazania, to dim Kj, = k, zatem Vj, € RNXF. Aby
wyznaczy¢ wspélezynniki ap reprezentacji xp w bazie Vi, xp = x¢ + Viar, musimy rozwiazaé
wzgledem a € R¥ liniowe zadanie najmniejszych kwadratow,

|lro — AViall2 = min! (6.16)

Wydawaé by sie moglo, ze sprawa jest tu prosta, bo AV, mozemy w miare tatwo wyznaczyé, a
potem nalezaloby skorzysta¢ z jednej z metod rozwiazywania standardowego zadania najmniej-
szych kwadratéw. Jednak jedli uwzgledni¢ drobny fakt, ze do wyznaczenia zj potrzebna nam
bedzie znajomo$¢ nie samego ay, ale takze Vi, sytuacja robi sie nieco niezreczna. Dlatego po
raz kolejny sprébujemy spreparowaé baze Vi i jednocze$nie wykorzystaé fakt, ze AVj rozpina
podprzestrzen w Ky (rozpietej przez Viy1).

Zwréémy uwage na to, ze jesli {vi,...,v;} sa baza ortogonalng w K; dla j = 1,...,k, to
aby rozszerzyé ja do K1 wystarczy zortogonalizowaé — zamiast A¥rg — wektor Avy. Stosujac
zmodyfikowany algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta do Awv:
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Metoda Arnoldiego wyznaczania bazy ortogonalnej

vy = 70/l[roll2
for j =1 to k — 1 begin
hij :UZ‘TAUJ', dIaz:l,,]
vjt1 = Avj — Y1_, hyjv; {Aw; to wektor, ktdry bedziemy ortogonalizowac}

hit1; = llvjtall2 _
Vj41 = Uj41/hiy1,; {unormowanie vy}
end

dostajemy wprost z relacji Avg = Ziill hijv; zwigzek:
AVy, = Viy1 Hy, (6.17)

gdzie Hj, jest macierza Hessenberga rozmiaru (k + 1) X k:
Jest to istotny postep na drodze ku efektywnemu rozwiazaniu zadania minimalizacji (6.16),
gdyz podstawiajac don (6.17) mamy, ze

To — kall2 = ||T0 — VEk+141ka|2 = k170 — HAEaj2
lro — AViallz = |lro — Vi1 Hyall2 = [V Hyal|

— w ostatniej réwnosci skorzystaliémy z ortogonalnosdci V1. Ale przeciez ro = [uvy (gdzie
B = ||roll2), zaterm Vkalro = (8,0,...,0)7 = Bey! Tak wiec, zadanie najmniejszych kwadra-
téw (6.16) dla macierzy rozmiaru N x k sprowadziliSmy do zadania najmniejszych kwadratéw:

|Ber — Hyal|z = min! (6.18)

dla macierzy Hessenberga H}, rozmiaru (k + 1) x k (a wiec: prawie-tréjkatne;j!)’.
Stad dostajemy bazowa wersje implementacji algorytmu GMRES:

Metoda GMRES, wersja bazowa

ro =b— Axg, Vi = 1o/[[roll2, k = 0
while not stop
{wykonaj ortogonalizacje metoda Arnoldiego}
hk = VkTAUk
Vg+1 = Avk — thk
Ptk = vkl
Vg1 = V41 /Py i
{rozszerz baze Vi, i macierz Hy}
Vier = (Vi vrg1)
Hy — Hy hi
Pirtk
{znajdz minimum zadania najmniejszych kwadratéw}
Tkl = min, |Ber — Hka||2
{zwieksz licznik iteracji}
k=k+1

end

{rozwiaz ostatnie zadanie najmniejszych kwadratéw}

ax—1 = arg miny || Be; - Hy a2

Tx = o + Vi—1ai—1 {dopiero teraz musimy wyznaczy¢ przyblizone x}

Zwrdéémy uwage na pewien drobiazg obnizajacy koszt iteracji: dopdki nie wyznaczymy roz-
wiazania z zadana dokladnoscia (co mozemy okresli¢ jedynie poprzez analize residuum, ry), nie

! Macierz Hessenberga mozna — przy pomocy (ortogonalnych) przeksztalcen Givensa — doprowadzié linio-
wym kosztem do postaci gérnej tréjkatnej, zob. [9, rozdzial 3.5].

Opisana tu
zmodyfiko-

wana  metoda
Grama—Schmidta
ortogonalizacji
bazy przestrze-
ni Krylowa nosi
nazwe metody
Arnoldiego.
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musimy znajdowaé ani ag, ani xp. Dzieki temu, koszt jednej iteracji GMRES jest tylko rzedu
O(kN) flopéw (gdyby$my wyznaczali ap na kazdej iteracji, dodawatoby to dodatkowe O(k?)
flopéw).

Powyzszy algorytm w praktyce jest poddawany pewnym drobnym modyfikacjom, zwiazanym
z tym, ze choé¢ zmodyfikowany algorytm Grama—Schmidta ma numeryczne wlasnoéci wyraznie
lepsze od klasycznego, to wciaz w realizacji w arytmetyce skonczonej precyzji bedzie tracit
ortogonalno$é¢ kolumn Vj. Dlatego uzupeltnia sie go o warunkowsg reortogonalizacje Vy: szczegdly
opisane sa w [9] (tam takze sa przyklady ukazujace wage tego dodatkowego kroku) oraz w [13].

Cwiczenie 6.10. Przeanalizuj zbieznoséé metody GMRES dla macierzy kwadratowej

ol X
gdzie a, f € R\ {0}, a X jest macierza n x m.

6.2.2. Wersja z restartem: GMRES(m)

Pewng wadg metody GMRES jest konieczno$é¢ zapamietania na k-tym kroku wszystkich
wektoréw bazy ortogonalnej przestrzeni Krylowa K. Znaczy to, ze naklad obliczen i, co gor-
sza, ilo§¢ pamieci potrzebnej na wykonanie jednego kroku metody rosna wraz z liczbg itera-
cji. Aby zniwelowaé te przypadlosé, zwykle stosuje sie restarty metody GMRES co m (rzedu
kilkunastu—kilkudziesiecu) iteracji: po m iteracjach przerywane sa obliczenia, a wyznaczone w
ten sposéb rozwiazanie przyblizone jest uzywane jako poczatkowe przyblizenie do kolejnego
wywotania metody. W ten sposéb co prawda spowalnia sie nieco szybkosé zbieznosci samej
metody, ale za to utrzymujemy w ryzach jej zasobozernosé: to czesto jest rozsadny kompromis.
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Zbieznosé wszystkich dotychczas przez nas poznanych metod iteracyjnych projekcji i Kry-
tlowa zalezy od wtasnosci spektralnych macierzy rozwiazywanego uktadu. Pojawiajace sie w
zastosowaniach macierze czesto maja niestety niekorzystne wiasnosci spektralne (np. bardzo
duzy wskaznik uwarunkowania), przez co metody iteracyjne zbiegaja na nich bardzo wolno.

Przyktadowo, dla wielokrotnie tu przywolywanej macierzy d-wymiarowego laplasjanu dys-
kretyzowanego na siatce o N = n? weztach, jej wspétczynnik uwarunkowania roénie tak szybko z
rozmiarem macierzy (jak n?), ze czyni bezsensownym iteracyjne rozwigzywanie takich uktadéw
gdy n jest bardzo duze. . Zgodnie z twierdzeniem o zbieznosci CG, musielibyémy wykonaé
rzedu O(n) iteracji, by dostatecznie zredukowaé¢ blad. Jasne jest, ze jesli n = 10000, to koszt
iteracji staje sie zaporowy, a w miedzyczasie dodatkowo moga odezwaé sie problemy zwiazane
z realizacja iteracji w arytmetyce skonczonej precyzji.

Dlatego bardzo korzystna moze by¢ wstepna transformacja uktadu

Ax=b
z macierzg o niekorzystnych wlasnosciach, do réwnowaznego uktadu
MAx = Mb, (7.1)

ktorego macierz M A ma znacznie korzystniejsze wiasnosci z punktu widzenia uzywanej
metody iteracyjnej.

Okazuje sig, ze w m.in. przypadku macierzy laplasjanu i podobnych, mozna faktycznie wska-
za¢ taka macierz M, ze iteracja nie jest wiele drozsza, ale za to znacznie szybciej zbiezna. Z
drugiej strony, w innych waznych z punktu widzenia zastosowan problemach, takiej dobrej
macierzy M wciaz nie umiemy wskazac.

W przypadku macierzy symetrycznych widzielidmy, ze kluczowe znaczenie dla zbieznosci me-
tody mialo rozmieszczenie wartoéci wlasnych na osi liczbowej: jedli wartosci wilasne byty bardzo
rozrzucone po prostej, to uwarunkowanie bylo bardzo duze i w konsekwencji zbieznos¢ powolna.
Aby zbieznos¢ byla szybsza, kluczowe jest, by wartosci wiasne M A byly ciasno upakowane w
kilku klastrach (najlepiej — w jednym).

Jesli wiec chcieliby$my przeksztatcié macierz tak, by metoda iteracyjna dla M A zbiegata
szybko, musimy w jakis sposob ,Scisnaé” spektrum macierzy A. Taka operacje nazywamy wiec
Sciskaniem (ang. preconditioning — bo zmiana uwarunkowania), a macierz M — macierzg
Sciskajgcq.

Aby calos¢ miala sens, macierz $ciskajaca M powinna byé¢ tak dobrana, by jednocze$nie
zachodzilto kilka nieco przeciwstawnych warunkdéw:

— macierz M A powinna mie¢ znacznie korzystniejsze wlasnoéci z punktu widzenia szybkosci
zbieznosci (i ostatecznego kosztu) uzywanej metody iteracyjnej,
— macierz M powinna byé latwa w ,.konstrukcji” !,

L W metodach operatorowych (matriz—free) nie jest nam potrzebna macierz M, tylko sposéb obliczania M -z,
wiec to ta operacja w praktyce wymaga ,konstrukeji”. Doskonatym przyktadem byloby M = B~!, gdzie B ~ A;
wtedy M - x to obliczenie rozwiazania uktadu réwnan z macierza B, wigc ,konstrukcja” M byloby znalezienie
rozktadu LU macierzy B.

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.



86 7. Sciskanie macierzy (preconditioning)

— macierz M powinna by¢ tania w mnozeniu przez wektor (gléwnym elementem kazdej metody
iteracyjnej jest mnozenie macierzy przez wektor: tutaj mamy M - (A - z)).

Kilka ekstremalnych propozycji na macierz $ciskajaca to M = I (latwa w konstrukeji i tania
w mnozeniu, ale niestety nic nie polepsza...) oraz M = A~! (rewelacyjnie poprawia szybkosé
zbieznosci metody iteracyjnej, dajac zbiezno$é¢ w jednej iteracji, ale jest droga w mnozeniu i
bardzo droga w konstrukcji). Poniewaz obie skrajnosci sa — ze zrozumialych wzgledéw — nie
do zaakceptowania, wida¢ wiec, ze nalezy poszukiwaé czego$ posredniego: czego$, co niskim
kosztem przybliza (w jakims$ sensie) dzialanie macierzy odwrotnej.

Uogdlnieniem $ciskania lewostronego (7.1) jest $ciskanie obustronne:

My AMpy = Mb, (7.2)
x = MRgy. (7.3)

(jesli powyzej My, = I, to $ciskanie jest oczywiscie tylko prawostronne).

7.1. Proste operatory Sciskajgce

Jednym z powszechniej stosowanych (aczkolwiek nie zawsze dostatecznie skutecznych) spo-
sob6w $ciskania sa te oparte na zastosowaniu jednego kroku klasycznej metody iteracyjnej (lub
jej wersji blokowej). Poniewaz moga one by¢ stosowane zaréwno w wersji lewostronnej (jako
M7p) lub prawostronnej (jako Mpg), operator M w przykladach ponizej, o ile nie zaznaczono
inaczej, bedzie mégl oznaczaé zaréwno My jak i Mg.

Sciskanie metoda Jacobiego Sciskanie metodg Jacobiego mozemy zastosowaé tylko wtedy,
gdy a; # 0 dla wszystkich ¢. Wtedy — przez analogie do metody iteracyjnej Jacobiego —
wybieramy M = diag(A)~!. Oprécz zasadniczej wady, jaka jest najczeéciej kiepska skutecznosé
w redukcji uwarunkowania, $ciskanie metoda Jacobiego ma poza tym wiele zalet:

— generowanie M jest praktycznie darmowe,

— mnozenie przez M jest bardzo tanie (O(N) flopéw), a przy tym pieknie si¢ zréwnolegla.

Metody niepetnego rozkladu Inne sposoby $ciSniecia macierzy obejmujg np. techniki tzw.
niepetnego rozkladu macierzy. Ich idea opiera si¢ na obserwacji, ze ,idealng” macierza Sciskajaca
bylaby M = A~!. Przypomnijmy, ze w takim przypadku mnozenie M -y najlepiej wykonaé,
gdy zawczasu wyznaczymy czynniki rozkladu A = LU (co moze nas drogo kosztowac) i wtedy
My = UYL~ 'y) (tu wykorzystamy fakt, ze uklady réwnan z macierzami L i U sa ,latwiejsze”
do rozwiazania, bo macierze sa tréjkatne). Oczywiscie, taka ,idealna” macierz $ciskajaca ma
wade, ktéra w wiekszoéci przypadkow bedzie ja calkowicie dyskwalifikowaé: mimo, ze A jest
rozrzedzona, macierze L i U mogag — i zazwyczaj faktycznie sg — geste. Oznacza to, ze samo
wyznaczenie rozktadu LU macierzy A bedzie nas kosztowaé zabdjcze O(N3) flopéw.

Inzynierski pomyst na usuniecie tej wady jest taki, by w algorytmie wyznaczania czynnikéw
rozktadu LU wyznacza¢ jedynie te elementy [;; dolnego trojkata L oraz w;; gérnego trojkata
U, dla ktérych a;; # 0. Zatem struktura niezerowych elementéw macierzy L, U bedzie powielac
strukture niezerowych elementéw A — a wiec dostaniemy w efekcie macierze rzadkie!

Jesli wiec ogélnie algorytm rozkladu LU (w miejscu, bez wyboru elementu gléwnego) jest
postaci:

Listing.

fork=1to N -1
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fori=k+1to N
ik = Qik /Al

end

forj=k+1to N
fori=k+1to N

A5 = Q5 — Qik * Afj

end

end

end

to niepelny rozktad LU mialby (formalnie) postac:

Niepelny rozktad LU, wersja bazowa

fork=1to N -1
fori=k+1to N

if QL 75 0
il = Qi QR
end
end

forj=k+1to N
fori=k+1to N

if Qg 75 0
Aj5 = Qi5 — Qik * Ak
end
end
end

end

Opisana powyzej technika nosi nazwe niepelnego rozkladu LU (ang. incomplete LU fac-
torization) o zerowym wypelnieniu (ang. zero fill-in), co oznaczamy ILU(0). Warto zwrdcié
uwage, ze moze zdarzy¢ sie, ze czynnik U uzyskany niepelnym rozktadem macierzy nieosobliwej
sam bedzie macierza osobliwa. Dla pewnych klas macierzy — np. dla tzw. M-macierzy [13] —
wiadomo, ze niepelny rozktad nie prowadzi do takich degeneracji.

Czesto rozktad ILU(0) produkuje czynniki LU, dla ktérych U~'L~! jest tak bardzo odlegte
od A1, 7e nie dajg one dostatecznie silnego éciéniecia macierzy A. Wtedy mozna zastosowaé
ktorys z wariantéw niepelnego rozktadu
— rozklad z progiem, ILUT (ang. treshold ILU), w ktérym zerujemy te elementy czynnikéw

rozktadu, ktére spelniaja pewien warunek progowy — oglednie méwiac, warunek ten dotyczy

wzglednej wielkosci danego elementu (,,pomijamy mate”);

— rozktad wedtug wzorca: w ktérym wprost wskazujemy, jakie elementy L i U moga przyjaé
niezerowe wartosci;

— rozktad wedlug wypelnienia, ILU(p): w ktérym dopuszczamy pewne dodatkowe wypelnienie
czynnikéw rozkltadu.

Szczegdlowe ombwienie réznych technik niepelnego rozktadu macierzy, razem z ich analizg
w niektérych praktycznie uzytecznych przypadkach, znajdziemy w monografii Saada [13].

Metody dopasowane do problemu Najskuteczniejsze operatory $ciskajace dostajemy wyko-
rzystujac do maksimum cala specyfike konkretnego rozwigzywanego zadania. Na przykiad, dla
macierzy pochodzacych z dyskretyzacji niektérych réwnan rézniczkowych czastkowych opraco-
wano kilka klas znakomitych sposobow $ciskania takich, ktére gwarantuja bardzo szybkq zbiez-
nosé¢ metod Krytowa. Wér6d nich znajduja sie metody dekompozycji obszaru (por. rozdzial 5.4,
[14], [16], [?]) oraz metody wielosiatkowe. O tych ostatnich piszemy nieco wiecej w rozdziale 8.3.
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7.2. Macierze spektralnie r6wnowazne

W wielu zastosowaniach, na przyktad w wielokrotnie tu przywolywanych zadaniach dyskre-
tyzacji eliptycznych réwnan rézniczkowych czastkowych, przedmiotem naszego zainteresowania
jest nie tyle jeden ukltad réwnan, ale cala ich rodzina,

Apxp = by,

indeksowana pewnym parametrem h. Rzeczywiscie, w przypadku zadan takich jak réwnanie z
macierza dyskretnego laplasjanu (zob. przyklady 5.1 i 5.2), naszym parametrem h bylby bok
oczka siatki dyskretyzacji.

Powstaje wiec naturalna potrzeba wskazania klasy macierzy Sciskajacych, ktorych uzycie
pozwalatoby uzyskaé szybkosé zbieznosci metody iteracyjnej niezalezng od h. W przypadku,
gdy macierze Ay, sa symetryczne i dodatnio okreslone, macierzy $ciskajacych warto szukaé w tej
samej klasie.

Definicja 7.1. Rodzine macierzy Bj = Bg > ( indeksowang parametrem h nazywamy spek-
tralnie réwnowazng rodzinie macierzy Ay = A:,f > 0, jedli istnieja dwie stale ¢, C niezalezne od
h takie, ze

ca'Byr < 2T Apz < Cx'Bpz Vo € RV. (7.4)

Wazna wlasnoécia macierzy spektralnie rownowaznych jest to, ze na ich podstawie mozna
skonstruowaé¢ rodzine macierzy Sciskajacych, prowadzacych do zadania o wlasnosciach spektral-
nych niezaleznych od h, por. [6].

Twierdzenie 7.1. Jesli By, jest rodzing macierzy spektralnie rownowaznych macierzy
Ay, to wartoSci wlasne )\(BglAh) sq ograniczone niezaleznie od h.

Dowdd. Pokazemy nieco wiecej: jesli zachodzi warunek spektralnej réwnowaznosci (7.4), to dla
dowolnego h
c< (B A, < C.

Poniewaz dla dowolnej macierzy X, jej wartosci wlasne sa tozsame z wartosciami macierzy
B,ll/QXBgl/Z, to w szczegdlnosci B;lAh ma spektrum identyczne z macierza B;l/zAhB,jl/Z. Ta
ostatnia jest symetryczna i dodatnio okreélona, wiec wszystkie jej warto$ci wlasne sa rzeczywiste
i dodatnie.

Podstawiajac z = B~1/2y w (7.4) i dzielac stronami przez y’y dostajemy

Znaczy to, ze wartoSci wlasne macierzy B;l/QAhB}:l/2 leza w przedziale [c, C]. O

Cwiczenie 7.1. Wykaz, ze jesli zachodzi (7.4), to
Amin(Br 1) < MAR) < Chmax(Br 1) VaRY.

(Por. [6, 3.10].)

Wskazowka. Wynika z twierdzenia Couranta—Fishera.
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Cwiczenie 7.2. Wykaz, ze jesli zachodzi (7.4), to jednoczesnie zachodzi

1
ol xTB,Zl:r < xTA,;Ix < p xTB,;Ix VzRY.
Rozwigzanie. Jak wiemy z dowodu twierdzenia 7.1, )\(Bgl/QAhB;l/z) C [¢, C]. Poniewaz war-
tosci wlasne macierzy odwrotnej sa odwrotnosciami wartosci wlasnych macierzy danej, to w
konsekwencji

AB 24 BY?) c [1/C,1/d).

Korzystajac z faktu, ze iloraz Rayleigh jest ograniczony z géry i z dotu przez ekstremalne
wartosci wlasne, dostajemy
1 yTB,ll/2A;LlB,1L/2y 1

— < <= WyRY.
C yTy Y

o

/

Podstawiajac = = Bi 2y otrzymujemy teze.

Przyktad 7.1 (Wykorzystanie szybkiego solvera do $ci$niecia macierzy dyskretyzacji réwnania
rézniczkowego o zmiennych wspélezynnikach). Rozwazmy eliptyczne réwnanie rézniczkowe

—div(C(z)Vu(z)) = f(z), zeQ=10,1]% (7.5)
u(z) =0, x € 01, (7.6)
gdzie C(x) jest rzeczywista i symetryczng macierza rozmiaru d x d, o wspélezynnikach bedacych

ciaglymi, ograniczonymi funkcjami na €, spelniajaca warunek (gwarantujacy eliptyczno$é¢ w/w
réwnania rézniczkowego)

Iy>0 Ve v C(z)v > yoTv Vo € R%.

Stad miedzy innymi wynika, ze forma dwuliniowa okreslona na przestrzeni Sobolewa V =
Hg(Q),

a(u,v) = / C(z)Vu(z) - Vo(z) dx,

0
jest V—eliptyczna, to znaczy,
a(u,u) > Aul}  VueV,

gdzie ||ul|? = [ Vu(z) - Vo(z) dz. Forma a(-,-) jest takze ciagla,

a(u,v) < Tlulv||lullv Yu,v € V.

State ~, I zalezg oczywiscie od C.
Nasze zadanie w postaci wariacyjnej: znalezé v € V' takie, ze

a(u,v) = f(v) = /Qf(x)v(m) dx YoeV

bedziemy aproksymowaé¢ metoda elementu skoniczonego w pewnej podprzestrzeni skonczonego
wymiaru V" C V (por. wyklad z Numerycznych réwnai rézniczkowych). Bedziemy wiec szukaé
ul € VP takiego, ze

a(u, ") = f(o") Vol e VI

Reprezentujac? u” w bazie {V{‘, e u]}{,} przestrzeni V' v/ = i]\il Uz-hyi mamy, ze nasze zadanie
dyskretne jest réwnowazne znalezieniu U, € RY spelniajacego uklad réwnan
ApUp = Fy, (7.7)

2 Qczywiscie, N zalezy od h, ale nie bedziemy tego wyraznie zaznaczaé, by nie mnozy¢ indekséw.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr
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gdzie (Ap)ij = a(z/lh,y]h). (Macierz Aj, nazywana jest macierza sztywnosci.) Gdy d = 3, me-
tody bezposérednie moga by¢é malo efektywne wskutek probleméw z wypelnieniem czynnikéw
rozkladu, nalezy wiec uklad (7.7) rozwigzywaé iteracyjnie. Niestety, w przypadku, gdy baze
wybierzemy jako standardowa baze elementu skoniczonego, macierz Ay, jest bardzo Zle uwarun-
kowana ze wzgledu na h: conda(Ay) = O(h™?) i dlatego konieczne jest solidne jej $ciéniecie.

Niech By, bedzie macierza sztywnosci uzyskana w przypadku, gdy C(z) = I, czyli — ,zwy-
kta” macierza dyskretnego laplasjanu.

Zauwazmy, ze przy zachowaniu wyzej wspomnianej odpowiednio$ci pomiedzy funkcja uy €
VP a jej reprezentacja U, € RN w wybranej bazie zachodzi nastepujacy zwigzek pomiedzy
macierza sztywnosci, a formg dwuliniows;:

UEAhUh = a(up, up),

i w konsekwencji takze
Uy BrUp = |lunlf3-

Na mocy ciaglosci i eliptycznosci formy a w normie || - ||y, macierze Ay, i By, sa spektralnie
réwnowazne.

A wiec, znajac szybka metode rozwigzywania zadania z macierza By, — lub, ogdlniej, dobra
macierz Sciskajaca dla B, — dysponujemy jednoczesnie dobrym (czytaj: niezaleznym od h)

sposobem $cisniecia macierzy Ap,.

Aby jednak troche zbalansowaé nasz poglad na te sprawe warto zauwazy¢, ze swoj wkltad
w uwarunkowanie Ay ma takze stosunek I'/~. Jedli jest on bardzo duzy (a moze tak by¢, np.
w materiatach silnie anizotropowych), wtedy uwarunkowanie B, YA, — choé juz nie bedzie
zalezato od h — jednak wciaz bedzie wielkie: nad tym, jak najlepiej Sciskaé takie macierze sa
obecnie prowadzone badania.

7.3. Metoda PCG

Naturalnym kandydatem na macierz $ciskajaca w metodzie CG (ktéra jest okreslona dla ma-
cierzy A symetrycznej i dodatnio okreslonej) jest inna macierz symetryczna i dodatnio okreslona,
M. Jak widzielidmy w twierdzeniu 7.1 i ¢wiczeniu 7.2, dobrym kandydatem na M mogtaby by¢
macierz spektralnie réwnowazna macierzy A~'. Wydawaé by sie jednak moglo, ze jednostronne
(na przyklad, lewostronne) $ciskanie taka macierza nie powiedzie sig, bo otrzymana przez nas
macierz, M A, w ogblnosci nie musi by¢ dalej symetryczna — wbrew zalozeniom uczynionym w
wyprowadzeniu metody CG.

Na szczescie, macierz M A jest symetryczna, ale w niestandardowym iloczynie skalarnym:
(z,y) = 27 M~'y. Aby uniknaé przeformulowania wynikéw uzyskanych we wczeéniejszych roz-
dziatach, uzyjemy pewnego triku: teoretycznie uzyjemy zadania symetrycznie Sci$nietego obu-
stronnie macierzami M1/2:

MY2ZAMY 25 = MV/?, (7.8)
= M2z, (7.9)

ale implementacje doprowadzimy do takiego stanu, ze bedzie w niej wystepowaé tylko mnozenie
wektora przez macierz M — i to tylko jeden raz w kazdej iteracji!

Rzeczywiscie, $ciSnieta macierz A = MV2AMY/? jest symetryczna i dodatnio okreslona,
mozna wiec do niej zastosowaé bezposrednio algorytm CG, wyznaczajacy kolejne przyblizenia
I € & + Ki(Fo, A). Oznaczajac b = MY2b, na k-tej iteracji wyznaczymy:

— 7 =b— Afy,
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— Pk = Tk + BDr—1

— pe = |73 3
— o= pp_1/Pt_1 APk
— B = pr/pr—1

— Tpy1 = T+ QPr—1

Wprowadzajac oznaczenia r, = b — Axy, gdzie x, = MY/2%;, i przyjmujac p, = M'/2%p,
mozemy zapisaé powyzsze operacje wylacznie w terminach wartosci ,bezfalkowych”:

— 7= MY2(b— Axy) = MY ry,

— pr =Tk + Opr—1 (wynika z pomnozenia odpowiedniej réwnosci z falkami przez M 1/ 2)
e = 7 = rf M

— a=pg1/ ((M_mpk—1)TMl/QAMl/QM_l/QPk—l) = pr—1/Pi_1ADPk—1

— B=pr/pr—1
— Zp41 = Tk + apk—1 (wynika z pomnozenia odpowiedniej réwnosci z falkami przez M 1/ 2).

Znaczy to, ze caly algorytm PCG mozemy w praktyce zaimplementowaé tak, jak algorytm
CG z ta réznica, ze do wyznaczenia pi bedziemy musieli obliczyé¢ dodatkowy wektor Mrg. Tym
samym w implementacji nie pojawi sie nigdzie mnozenie przez M2 — w kazdej iteracji bedzie
potrzebne tylko jedno mnozenie przez M!

Przyktad 7.2. Dziatanie PCG z dobrg macierza $Sciskajaca przesledzimy na przyktadzie ma-
cierzy jednowymiarowego laplasjanu, o losowo zaburzonych elementach:

A=Tny+ S,

gdzie S jest symetryczna, tréjdiagonalng macierza o losowo wybranych elementach z przedziatu
(0,7) (przy czym 7 jest male), a Ty zadano wzorem (5.5).

%

% rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
%

disp('Matematyka obliczeniowa II');

9% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %0 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % o % % % Y%
function [x, info, iter, resid] = jacobi(A, b, tol=1e—10, maxit=1000, x0)

%

% metoda Jacobiego na macierzy A

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomié¢ na http:
//mst .mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch7.

Sprawdz, czy szybkoé¢ zbieznosci PCG zalezy od N i od 7. Zobacz, jak zmienig sie rezultaty,
gdy zaburzenie nie bedzie zachowywaé symetrii lub dodatniej okreslonosci A. A co stanie sie,
gdy S nie bedzie tréjdiagonalna?

Cwiczenie 7.3. Wykaz, ze w metodzie PCG xy, € z¢ + Ki(Mro, M A).


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch7
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch7
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Rozwiqzanie. Poniewaz Ty, € 7o + K k(Fo,fl), to mnozac stronami przez M1/2 mamy, ze x), €
xo + M2 K}, (7, A). Poniewaz
M2 Ay = M1/2(M1/2AM1/2)jM1/2r0
— MYV2 . MV2ZANY2 N2 AMY2 L M2 AN N 2
= (MA) Mr,

to
MY2K (7, A) = K (Mro, MA).

7.4. Sciskanie dla GMRES

Poniewaz metoda GMRES nie wymaga zadnych specjalnych wlasnosci macierzy (z wyjat-
kiem nieosobliwoéci), po obustronnym $ciénieciu® macierzy A nieosobliwymi macierzami M, i
Mpg:

MLAMRy = MLb

wystarczy do macierzy My AMp zastosowaé standardowy algorytm GMRES i pamietaé, by
wyznaczone rozwigzanie przyblizone y; przetransformowaé¢ do rozwigzania oryginalnego uktadu:

x = MRyk.
Wszelkie mnozenia przez macierz $cisnieta bedziemy oczywiscie realizowaé zgodnie z nawiasami:
MpAMpv = M1 (A(Mgv)).

Warto pamietaé, GMRES bedzie obliczal residua réwne r, = My (b — Azy), zatem tylko gdy
stosujemy prawostronne Sciskanie, residua wyznaczone algorytmem GMRES beda identyczne z
residuami ukladu wyjsciowego (co, generalnie, samo w sobie niekoniecznie musi by¢ wartoscia
na ktérej powinno nam zalezec).

7.5. Kryteria stopu metod iteracyjnych

Do tej pory zajmowalidémy sie samymi metodami przyblizonego rozwiazywania rownan, zwra-
cajac uwage na koszt jednej iteracji, sposéb implementacji czy tez szybkosé zbieznosci. Jednak
kazda iteracje musimy kiedys w koncu przerwaé; musimy wiec zadaé sobie pytanie: kiedy i na
jakiej podstawie powinnismy zakonczy¢ dziatanie metody iteracyjnej?

7.5.1. Kryterium bledu

Idealnym kryterium stopu metody iteracyjnej bytaby redukcja bledu ponizej zadanego po-
ziomu, mierzonego w zadanej przez uzytkownika normie. Kryterium bledu zatrzymania metody
iteracyjnej moze wiec mie¢ jedna z trzech postaci:

Bezwzgledne
ka - x*” < €abs;

3 Jednostronne $cigniecie dostaniemy, biorac jedna z macierzy réwna identycznosci.
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Wzgledne

lzx — 2" < € [lzo — 27,

Mieszane
|21 — || < €abs + €ret |0 — 7.
Sek w tym, ze zazwyczaj nie mozemy wyznaczy¢ ||z — x*|| z prostego powodu: nie znamy

rozwigzania dokladnego z*! Z drugiej strony, zawsze dysponujemy przeciez inna, obliczalng
wprost wartoscig: residuum rp = b — Axy.

7.5.2. Kryterium residualne

Poniewaz ry = 0 odpowiada znalezieniu rozwiazania doktadnego, to kryterium stopu moze-
my oprzeé¢ na redukcji residuum ponizej zadanego poziomu. Kryterium residualne zatrzymania
metody iteracyjnej moze wiec mie¢ jedna z trzech postaci:

Bezwzgledne
7kl < €abss
Wzgledne
7]l < €vet [lroll,
Mieszane

7kl < €abs + €rel [|T0]|-

Cwiczenie 7.4. Podaj przyklad takiej normy, w ktérej mozemy doktadnie wyznaczyé ||zj —z*||
na podstawie 7.

Rozwigzanie. Pamietajmy, ze zakladamy zawsze, ze A jest nieosobliwa. Poniewaz rp = b— Az =
A(z* — ), to

Irill = (2" — a)TATA(2" — ax) = [lon — 2|5z 4-

Zatem standardowa norma euklidesowa residuum odpowiada normie energetycznej bledu liczo-
nej w normie indukowanej przez macierz symetryczna i dodatnio okreslona AT A.

Jednak zalezno$¢ miedzy normg residuum a tg samg norma bledu moze nie byé bardzo
wyrazista: po raz kolejny moze tu daé¢ znaé o sobie zle uwarunkowanie macierzy.

Stwierdzenie 7.1 (o oszacowaniu bledu przez residuum). Niech x* bedzie rozwigzaniem ukladu
Ax = b i niech r, = b — Axy dla zadanego xp. Wiedy

L el o Mk — 27|
cond(4) |[bl] [Eal

< cond(A) H‘TZHH ,

gdzie cond(A) = ||A|| - [|[A7Y.

Powyzsze stwierdzenie nalezy interpretowac tak, ze jedynie w przypadku, gdy macierz A jest
dobrze uwarunkowana w danej normie, mata norma residuum jest dobrym indykatorem matlej
(tej samej) normy bledu. Warto wiedzie¢, ze w metodzie CG mozna niskim kosztem (O(k), gdzie
k jest liczba iteracji) wyznaczy¢ (coraz lepsze, wraz z postepem iteracji) dolne oszacowanie na
spektralny wspotezynnik uwarunkowania & = Amax(A4)/Amin(A4) = [|A]l2 - [|A7Y2.
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7.5.3. Kryterium postepu
W praktyce obliczeniowej stosuje si¢ dwa dodatkowe kryteria stopu metody iteracyjnej
Stagnacji
|Zrg1 — 2k || < €abs + el |2k

Cierpliwos$ci
k > kmax.

Rzeczywiscie, musimy przeciez okresli¢é moment, kiedy nalezaloby zakonczy¢ obliczenia, jesli
do tej pory nie przyniosly sukcesu: zrobimy to wiec po knax iteracjach. Ponadto, jezeli poprawka
|xr4+1— k| jest niewielka, to metoda by¢ moze na dobre ugrzezta w jakims przyblizeniu i wtedy,
jesli nadal jestedmy daleko od rozwigzania, nalezaloby sprobowaé czegos innego. To kryterium
nalezy stosowaé z duzym wyczuciem: by¢ moze stagnacja metody byla tylko chwilowa i po kilku
nastepnych iteracjach zbieznos¢ przyspieszy?

Cwiczenie 7.5. Rozwazmy stacjonarna metode iteracyjng
Tpr1 = Mz +c,
przy czym ||M| < 8 < 1. Wykaz, ze jesli

1-p
B )

2 — zp—1l <€

to
ok — 2| <.
Rozwigzanie. Poniewaz w metodzie stacjonarnej z* = Mx* + ¢, to
ler — ™| = [[Mzg—1 + ¢ — 2™ = [|M (zx—1 = 2") || < [M|[[lxr—1 — 27| < B(llwr—1 =zl + [z — 7))
<e(l—=p0)+Bller — x|

Zatem |z — xz*||(1 — B) < (1 — (), skad teza.



8. Przeglad innych metod rozwigzywania wielkich
ukladéw réwnan liniowych

Na szczedcie, nie ma jednej najlepszej metody rozwiazywania wielkich uktadéw réwnan li-
niowych; czyni to oczywiscie zycie znacznie ciekawszym. Doprowadzilo to do skonstruowania
duzej liczby konkurencyjnych metod: zarowno bezposrednich, jak i iteracyjnych. Celem nieniej-
szego rozdzialu jest pobiezne zaznajomienie Czytelnika z niewielka ich reprezentacja. Dobér
tej wlasciwej dla konkretnego zadania nie musi byé oczywisty! Szerszy przeglad takich metod
znajdziemy m.in. w monografii [13], [?].

8.1. Inne metody Krylowa

Na poczatek, na podstawie [1] przedstawimy w pewien systematyczny sposéb uogdlnienie
metody CG na szerszg klase probleméw. Nastepnie zrobimy krotki przeglad wybranych metod
Krylowa, nie opartych na zasadzie minimalizacji.

8.1.1. Uogdlnienia metody CG

Wielka zaleta metody PCG jest to, ze nie wymaga ona pamietania catej bazy przestrzeni
Krylowa K (Mro, MA) = span{Mry, MAMry,...,(MA)*1Mrq}, a iteracja ma prosta formu-
te zxy1 = x) + di, gdzie di € K (Mrog, M A) jest tak dobrany by minimalizowa¢ pewna norme
bledu. Mozna wiec péj$é krok dalej i okresli¢ cala klase metod o podobnej strukturze.

Przyjmijmy wiec, ze
— macierz A jest nieosobliwa (na tym poziomie ogdlnosci nie zaktadamy symetrii ani dodatniej

okreslonosci)
oraz sa dane dwie dodatkowe macierze:

— nieosobliwa macierz lewostronnie $ciskajaca M,
— symetryczna, dodatnio okreslona macierz B, ktéra bedzie definiowaé¢ norme, w ktorej be-
dziemy minimalizowaé btad:
|z = («" Ba)'/2.

Bedziemy zakladali, ze macierz Scisnieta M A jest normalna wzgledem iloczynu skalarnego
indukowanego przez macierz B, co mozemy zapisa¢ w formie warunku

GGT =G1a,
gdzie G = BY2M AB~ /2.
W uogélnionej metodzie CG, ktdéra bedziemy oznaczali GCG(B, M, A), kolejna iteracja
Tpr1 € o + K (Mrg, M A) bedzie okreslona tak, by
lzg+1 — 2%||B < ||z — 2*||B Vo € zg+ Kp(Mro, MA) (8.1)

Cwiczenia testowe 8.1. 1. Czy metoda CG to nic innego jak GCG(I, I, A)?
NIE. Komentarz do odpowiedzi prawidlowej: Oczywiscie, CG to nic innego jak GCG(A, I, A).
Komentarz do odpowiedzi btednej: Sprawdz, w jakiej normie CG minimalizuje blqd.

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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2. Czy metoda PCG z macierza $ciskajaca M to nic innego jak GCG(A, M, A)?
TAK. Komentarz do odpowiedzi prawidtowej: Oczywiscie. Komentarz do odpowiedzi btednej: Zob.

[1].

Twierdzenie 8.1. Przy powyzszych zalozeniach, metoda GCG(B, M, A) jest dobrze
okreslona i w dokladnej arytmetyce osigga rozwigzanie doktadne po co najwyze; N
krokach.

Dowdéd. Kladac 79 = Mry oraz A = MA, mozemy zastosowaé twierdzenie 6.1 do przestrzeni

Krylowa K} = Ky (79, A), ktore zagwarantuje nam spelnienie tezy twierdzenia. O

Twierdzenie 8.2. Przy powyzszych zaloZeniach, blad na k-tym kroku metody GCG(B,
M, A) spelnia oszacowanie

Tzr — 2¥|p < min max M zo — ¥ 5.
ot =2l < min a0 2”11

Dowdd. Na mocy wniosku 6.1,

|z — 2*[|p = min [[p(M A)(zo — z7)| B
pEP;

Poniewaz dla dowolnego y
I(MAY*yllp = (B2 MAB™2)" B2y, (82)

to w konsekwencji |p(MA)yllp = |p(B/2MAB~'/?) B'?y|y < |[p(BY*MAB~?)||2 |ly||5. Z
zalozenia macierz G = BY/2M AB~1/2 jest normalna, jest wiec diagonalizowalna i jej wektory
wlasne sg ortogonalne:

G=XAXT, gdzie XTX = 1.

Stad za$ wynika, ze [[p(G)llz = [ Xp(A)XT]l2 = [p(A)l2 = maxseq(@) [PV, co koticzy dowsd,
gdyz macierze G i M A sa podobne, wiec maja to samo spektrum. O

Cwiczenie 8.2. Udowodnij réwnosé (8.2).

Mozna, postepujac analogicznie jak w przypadku klasycznej metody CG wykazaé, ze GCG(B,
M, A) ma wtasnosci podobne jak jej protoplastka:

Stwierdzenie 8.1. W metodzie GCG(B, M, A) zachodzi:
— T = Tp_1+axpPk, gdzie py tworzq baze B-ortogonalng przestrzeni Krylowa Ky (Mry, M A).
— wP'B(zp — %) = 0 dla kazdego w € Ky(Mry, MA).

Dowdéd. W oczywisty sposéb xy = xx_1 +dy, gdzie di, € Ki(Mro, M A). Jesli przez Vj, oznaczyé
baze w Ky (Mrg, M A), to x = x9+ Viag i na mocy (6.2) ay spelnia uktad réwnan normalnych,

Vk,TB(Vkak — (.%'* — l’o)) =0.
Poniewaz Viap = xp — xg, dostajemy
Vi By —2*) =0,

co dowodzi drugiego punktu.
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Metoda B M Ograniczenia

CG A I A=AT >0

CR A? I A= AT

PCG A M A=AT >0, M =M"
PCR AMA M A=AT M =M" >0
CGNR AT A AT

CGNE I AT

D’yakonov | B B 'ATB7T B=BT>0

Tabela 8.1. Wybrane metody Krylowa dajace si¢ zinterpretowaé jako metoda GCG. W tabeli
zamieszczono zalozenia na macierze A i M gwarantujace poprawnos¢ okreslenia metody.

Metode GCG(B, M, A) moznaby zrealizowa¢ nastepujacym uogélnieniem algorytmu CG,
ktory nazwiemy za [1] algorytmem Odir(B, M, A):

Metoda Odir dla GCG, wersja bazowa

po = Mro; k=0;

while not stop begin

B pr(x* —x)
P} Bpi,

Tk = Tp—1 + QDK

rE =Tp_1 — apApy

e93

e = szMApk
pi Bpk
_ pf BM Api—q
e
pk71Bpk—1
Pry1 = MApy — Vipr — OkPr—1
k=k+1
end

Algorytm ten jeszcze nie jest gotowy do uzycia, albowiem wymaga obliczania B(x* — z) —
a wiec potencjalnie wymaga odwolania sie do nieznanego a priori wektora bledu! Mozliwosé
skutecznego obliczania wspotczynnika oy, ogranicza wiec zbiér B, ktérych mozemy uzy¢ do zde-
finiowania konkretnej metody. Z drugiej strony, wybierajac konkretne B mozemy dalej uproécié¢
powyzszg bazowa implementacje. Na tym etapie nie jest takze oczywiste, czy moze zdarzy¢ sie
pr = 0 — a wiec stagnacja i zalamanie si¢ algorytmu (dzielenie przez zero!).

Wsréd metod, ktére daja sie skutecznie zaimplementowaé na podstawie algorytmu Odir(B,
M, A) — to znaczy: maja obliczalne o — znajduja sie metody wymienione w tabeli 8.1,
ktora przytaczamy za [1, Table 5.2]. Z tabeli wynika m.in., ze PCG wecale nie wymaga dodatnio
okreslonej macierzy Sciskajacej!

Aby otrzymaé dobrg implementacje konkretnej metody opartej na algorytmie Odir, nalezy
zawsze ja dopracowac, wykorzystujac zaleznosci specyficzne dla konkretnej metody.

Warta uwagi jest metoda PCR, ktora dziata w przypadku, gdy macierz A jest jedynie sy-
metryczna — nie musi by¢ dodatnio okreslona. Metoda D’aykonova [6] co prawda dziala dla
dowolnej nieosobliwej, niesymetrycznej macierzy A, ale ze wzgledu na jej podobienstwo do
réwnan normalnych dla B~'A, w wielu wypadkach skuteczniejsza (pod wzgledem szybkosci
zbieznosci, a nie pod wzgledem oszczednosci pamieci) bedzie metoda typu GMRES.
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Uwaga 8.1. Czasami wymaganie, by mozna bylo wykonywaé¢ mnozenie przez AT moze by¢
trudne do spelnienia — na przyklad wtedy, gdy A jest zadana jako operator, tzn. wylacznie
przez procedure mnozenia przez zadany wektor x, tzn. obliczania A - x.

Cwiczenie 8.3. Poréwnaj zbieznoéé metod: PCG i PCR w przypadku, gdy A oraz M sa
macierzami symetrycznymi i dodatnio okreslonymi. Przeprowadz weryfikacje eksperymentalng
swoich przypuszczen.

Wskazowka. W MATLABie dyponujesz gotowg implementacjq zaréwno metody pcg, jak i pcr.

8.1.2. Metody nie oparte na minimalizacji

Zamiast okresla¢ kolejng iteracje metody, jak dotychczas, przez pewien warunek minima-
lizacji, mozemy inaczej potozy¢é warunek na xp. Na przyklad, mozemy wymagaé by oprdcz
xi € o + K (ro, A) zachodzil warunek ortogonalnosci residuéw:

vir, =0 Yo € Ky (ro, AT).

(Zwréé uwage na to, ze residua maja byé ortogonalne nie do K (rg, A), tylko do Ky (rg, AT).)

Tego typu warunek prowadzi m.in. do metody BiCG (ang. Bi-Conjugate Gradient) ktéra
wymaga mnozenia przez AT i nie jest tez zbyt stabilna. Jej modyfikacje: CGS i BiCG-stab —
nie wymagaja juz mnozenia przez AT, BiCG-stab jest tez bardziej stabilna. Niestety, jak na
razie dla BiCG-stab nie ma pelnej i satysfakcjonujacej teorii zbieznoéci.

W przeciwienstwie do metod minimalizacji, kolejna iteracja moze nie by¢ realizowalna mimo,
ze nie osiagnieto jeszcze rozwigzania — méwimy wtedy potocznie o zalamaniu si¢ metody (ang.
breakdown).

W innej metodzie, QMR (ang. Quasi-Minimal Residual) — i jej wariancie bez mnozenia
przez macierz transponowana: TFQMR (ang. Transpose-Free QMR) — kolejna iteracje wybiera
sie tak, by zminimalizowaé (stosunkowo latwa do obliczenia) wielkosé, ktéra ma tylko troche
wspolnego z norma residuum.

Mozna pokazaé [9], ze metoda TFQMR dla macierzy N x N (realizowana w dokladnej
arytmetyce) w ciagu [(IN + 1)/2] iteracji albo zalamie sie, albo osiagnie dokladne rozwiazanie.

8.2. Metody strukturalne

W bardzo wielu przypadkach, w macierzach uktadéw rownan jakie przychodzi nam rozwiazy-
waé w praktycznych zastosowaniach, nie tylko niewiadome sa powiazane jedynie z nielicznymi
innymi niewiadomymi (co wlasnie prowadzi do rozrzedzenia macierzy) ale w dos¢ naturalny
sposéb mozna wskazaé grupy niewiadomych i rownan, ktére miedzy soba nie maja zadnych
powigzan.

W najogolniejszym przypadku, mielibyémy wiec

A Az
A= Aoy Ags (83)
Az1 Asy Ass,

gdzie A;; sa pewnymi macierzami kwadratowymi. Niewiadome i réwnania z grupy ,,1” nie maja
bezposredniego zwiazku z grupa ,2” (sa one powiazane ze soba jedynie poprzez réwnania i
niewiadome grupy ,3”). W dalszym ciagu bedziemy zakladaé, ze macierze Aj; i Ao sa nie-
osobliwe. Strukturalizacja réwnania liniowego to nic innego jak wskazanie pewnej permutacji
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réwnan i niewiadomych, w wyniku ktérej dostajemy uklad postaci (8.3). W rzeczywistosci, dla
macierzy Aq1 i Age moglyby zachodzi¢ podobne relacje!, jak w ponizszym przykladzie.

Przyktad 8.1 (Strukturalizacja dyskretyzacji réwnania rézniczkowego). Rozwazmy dyskrety-
zacje réwnania rézniczkowego

Au=fwQ

z jednorodnymi warunkami brzegowymi Dirichleta. Jedli obszar 2 podzieli¢ na kilka mniejszych
czeéci, podobszaréw, Q0 = UK Q; i przez T' oznaczy¢ zestaw krawedzi (ang. interface) je spaja-
jacych: I' = (Ufilﬁﬁi) — 09, to — ze wzgledu na lokalny charakter dzialania pochodnej (i jej
sensownych aproksymacji) — niewiadome z dwéch réznych podobszaréw €; i 2; nie beda ze
sobg powigzane. Beda za to powigzane z niewiadomymi lezacymi na krawedziach spajajacych
T', por. rysunek 8.1.

L

Rysunek 8.1. Przykladowy podzial obszaru na K = 4 podobszary; wezly wspdlne (nalezace do
I') zaznaczono kolorem niebieskim.

Numerujac niewiadome tak, by U = (U, Us, ..., Uk, Ur)?, gdzie wektor U; zawiera niewia-
dome odpowiadajace wewnetrznym weztom w €2;, a Up — niewiadome odpowiadajace weztom
na interfejsie I', otrzymalibyémy macierz o blokowej strukturze

D1y Dir
Do Dor
Dy, = : (8.4)
Dkk Dkr
Dry Dra -+ Drx Drr/ .y

W pustych miejscach Dy, znajduja sie bloki zerowe, a macierze D;; faktycznie sg nieosobliwe.

Dzieki szczegdlnej postaci macierzy (8.3) mozemy podaé algorytm typu ,dziel i rzadz” roz-
wigzywania ukladu réwnan Ax = b z ta macierza. Wprowadzajac podzial niewiadomych i

! Takg permutacje nazywamy wtedy zagniezdzonym podzialem grafu macierzy (ang. nested dissection).
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wektora prawej strony zgodnie z blokowym podzialem macierzy A zadanym (8.3) mamy do
rozwigzania uktad

An Aiz\ [x1 by
Agyg Apz | [z2] = | b2
Az1 Az Aszz) \x3 b3

Dokonujac blokowej eliminacji Gaussa (najpierw na blokach Aj; i Ag2) dostajemy nastepujacy
algorytm:

1. Oblicz q; = A;'b;, i =1,2.

2. Wyznacz x3 jako rozwiazanie uktadu

Sl'?,:f,

gdzie S = Azz — A1 A7} A1z — AsaAsy) Ags oraz f = by — Az1q1 — Asago.
3. Wyznacz x; = A;l(bi — Ajzzs), i =1,2.

Oczywiscie, wszedzie tam, gdzie wystepuja odwrotnosci macierzy, w praktyce bedziemy roz-
wigzywali uklady réwnan z tymi macierzami.

Zwroéémy uwage na kilka charakterystycznych cech tego algorytmu:

— Zar6owno w kroku 1. jak i w kroku 3. algorytmu, oba uktady mozemy rozwiazywac niezaleznie
od siebie (co daje mozliwo$é réwnoleglej implementacji).
— Macierze A;; sa rozrzedzone (bo A taka byla), ale w ogélnosci S jest macierza gestsza.

Jesli wymiar macierzy S jest niezbyt wielki, mozemy ja wyznaczy¢ explicite i rozwiagzaé¢ metoda
bezposrednia. Jednak jesli S wciaz jest zbyt wielka (lub zbyt gesta), by potraktowaé ja metoda
bezposrednia — wtedy mozemy zastosowaé do niej metode iteracyjna operatorowa (matriz-free).
Rzeczywiscie, mnozenie macierzy S przez wektor z mozna zrealizowaé bez wyznaczania niej
samej:

Sz = A33Z — A31 (Al_ll (Algz)) — A32(A2_21 <A23Z)>.

(Nawiasy wskazuja kolejno$¢ mnozenia.) Mozemy wiec wyznaczy¢ iloczyn Sz kosztem rozwia-
zania ukladéw réwnan z macierzami Aq; i Asge (co i tak musielibySmy umieé zrobié!) oraz
niewielkim dodatkowym kosztem pomnozenia pewnych wektoréw przez rozrzedzone macierze
trzeciej kolumny i trzeciego wiersza A.

Cwiczenie 8.4. Przedyskutuj, jak rozwiazywaé uklad réwnai postaci (8.4).

8.3. Metody wielosiatkowe

Macierze rozrzedzone, ktore otrzymuje sie z dyskretyzacji réwnan rézniczkowych czastko-
wych metoda réznic skonczonych lub elementu skoficzonego, maja wiele specjalnych cech, ktére
pozwalajg na konstrukcje optymalnych metod rozwiazywania takich zadan. Jedng z takich klas
metod sa metody wielosiatkowe (ang. multigrid).

Omoéwimy jej idee na przykltadzie macierzy T dyskretyzacji jednowymiarowego laplasjanu
(5.5): wszystkie istotne wady metod iteracyjnych ujawniaja sie juz w jej przypadku, podob-
nie jak zasadnicze cechy metody wielosiatkowej. Oczywiscie, w praktyce metode wielosiatkowa
stosowalibyémy dopiero do dyskretyzacji dwu- lub tréjwymiarowego laplasjanu.

Gdyby przyjrzeé sie metodzie Jacobiego dla T zobaczymy, ze niektore sktadowe bledu sa
w niej szybciej redukowane niz inne. Dokladniej, rozwazmy metode Jacobiego z parametrem
relaksacyjnym w,

w
Th+l = Tk + 57“1«
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(w macierzy T diagonala jest stala réwna 27). Macierz iteracji tej metody ma postaé

w
G=1--Ty.
5 tN
Wyrazajac blad e, = x, — 2* w bazie wektoréw wlasnych macierzy G (sa dane wzorem (v;); =
sin(l\;‘]:l) — por. (5.18)) dostajemy, ze

€o = E a;V;
i

i w konsekwencji,

€L = ero == Z)\l(G)kal’Ul

Jasne jest wiec, ze najszybszej redukcji ulegna te sktadowe btedu, ktére odpowiadajg najbliz-
szym zera wartosciom \;(G), najwolniej za$ beda znikaé te, dla ktérych |\;(G)| bedzie duzy.
Rysunek 8.2 przedstawia wykres

s
ANi(G)=1—w(1l—cos
(@) (1= cos(5 )
w zaleznosci od parametru relaksacyjnego w.
N =100
1 T T T T T
1
3/4
12
. 114
"4
05 |-
T4
U - - ]
t
+‘
R 1 1 1 1 I I L 1 Ot
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Rysunek 8.2. Wartosci wlasne macierzy iteracji metody Jacobiego z parametrem w &
{1, %, %, %}, zastosowanej do macierzy Tigp.

Jak mozemy zauwazy¢, gdy w = 1 (tzn. gdy uzywamy standardowej metody Jacobiego),
najstabiej sa redukowane sktadowe szybkozmienne i wolnozmienne (jedynie te ,Sredniozmienne”
sa redukowane blyskawicznie).

Ale juz dla w = 1/2, najmocniej sa redukowane wszystkie szybkozmienne sktadowe bledu —
zatem po kilku iteracjach takiej metody blad zostanie wygiadzony. Jesliby wiec wspomoc taka
prosta iteracje poprawka, ktéra redukowataby pozostale — wolnozmienne — sktadowe bledu,
mogliby$my otrzymaé szybko zbiezna iteracje. Jak pamietamy z wcze$niejszego wyktadu, me-
tody projekcji zastepowaly idealng poprawke Ad* = ry poprawka przyblizona §, wyznaczang
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przez rozwiazanie zadania zmniejszonego wymiaru. W metodzie dwusiatkowej poprawke wyzna-

czymy podobnie: rozwiazujac metoda bezposrednia (np. eliminacji Gaussa) réwnanie poprawki

na rzadsze] siatce — wszak bedzie ono tylko gorsza aproksymacja (o mniejszej rozdzielczosci!)

tego samego rozwigzania rownania Poissona, ktére ma aproksymowaé z*.

W metodzie wielosiatkowej zadanie na rzadszej siatce (potrzebne do wyznaczenia poprawki
na siatce najdrobniejszej) potraktujemy rekurencyjnie w ten sam sposéb, otrzymujac sekwen-
cje zadan coraz mniejszego rozmiaru, ktérg w pewnym momencie oczywiscie bedziemy musieli
przerwaé i rozwiazaé¢ zadanie bardzo malego wyniaru metoda bezposrednia.

Oto wiec kolejne etapy jednej iteracji metody wielosiatkowej, wyznaczajacej kolejne przybli-
zenie rpy1 na podstawie xg:

1. Wygtadzenie (ang. pre-smoothing) — zaczynajac od xy, wykonujemy kilka iteracji (zwykle
jedna lub dwie) prostej metody typu Jacobiego lub Gaussa—Seidela z wlasciwie dobranym
parametrem w. Dostajemy przyblizenie poérednie a:,(glll, ze zredukowana szybkozmienng skta-
dowa btedu.

2. Restrykcja — sformutowanie na rzadszej siatce zadania na poprawke d. dla :U,(;le

3. Gruba poprawka (ang. coarse grid correction) — wyznaczenie poprawki d. na rzadszej siatce
— przez iteracje taka, jak ta! (Jako przyblizenie poczatkowe dla §. sensownie wziaé zero.)

4. Przedtuzenie — wyrazenie poprawki obliczonej na rzadszej siatce w terminach wartosci na
gestej siatki. Uwzglednienie poprawki i aktualizacja przyblizenia: x,(f_gl = x,(cl_gl + 4.

5. Dodatkowe wygladzenie (ang. post-smoothing) — ewentualnie. Znéw kilka iteracji jak na
pierwszym etapie, z przyblizeniem poczatkowym réwnym :L‘](fll, zakonczone wyznaczeniem
Zr11- Gdy ten etap jest pominiety, za xj1 bierze sie J;,(izl
Okazuje sie, ze w ten sposéb uzyskujemy metode, ktorej szybkoséé zbieznosci na modelowym

zadaniu nie zalezy od parametru dyskretyzacji h (a wiec i od rozmiaru zadania). Przypomnijmy,

ze byto to zmora wszystkich dotychczas rozwazanych metod iteracyjnych; aby to przezwyciezy¢,
musieliSmy tam uzy¢ spektralnie réwnowaznej macierzy Sciskajacej. Metoda wielosiatkowa nie
potrzebuje tego, co wiecej, mozna pokazaé, ze koszt jednej iteracji metody jest rzedu O(N) —

a wiec (z dokladnoscia do stalej...) taki sam, jak koszt np. jednej iteracji metody CG.

Pelna metoda wielosiatkowa Idac dalej tym tropem mozemy zauwazy¢, ze jako dobre przy-
blizenie poczatkowe dla (iteracyjnej) metody wielosiatkowej mozna byloby wybraé przyblizone
rozwigzanie na rzadszej siatce: wtedy jedynymi istotnymi sktadowymi btedu na gestej siatce
bytyby sktadowe szybkozmienne — a te wyeliminowaliby$my w kilku iteracjach! Oczywiscie,
wymagane przyblizenie na rzadszej siatce uzyskalibySmy w ten sam sposob z jeszcze rzadszej
siatki; na siatce o najwiekszych oczkach moglibysmy uzy¢ jakiej§ metody bezposrednie;j.

Pamietajac, ze rozwigzywane przez nas zagadnienie — ukltad rownan liniowych — pochodzi
z dyskretyzacji pewnego réwnania rézniczkowego musimy zdaé sobie sprawe z tego, ze nie ma
sensu rozwigzywaé go z dokladno$cig wieksza niz dokladnosé aproksymacji samej dyskretyzacji!
Dlatego iteracje mozna przerwaé¢ po osiagnieciu z géry zadanego poziomu bledu aproksymacji
rozwiazania zadania rézniczkowego. Gdy bedziemy startowaé z przyblizenia wyznaczonego me-
toda opisana powyzej, okazuje sie, ze czesto wystarczy tylko niewielka, niezalezna od h, liczba
iteracji by osiagnaé zadany poziom bledu.

Taka metoda wyznaczania rozwiazania zadania powstatego po dyskretyzacji réwnania r6z-
niczkowego — ktéra tutaj tylko zasygnalizowaliSmy w uproszczeniu — nazywa sie pelng metodq
wielosiatkowq (ang. full multigrid). Choé wciaz jest to metoda iteracyjna, ma ona cechy metody
bezposredniej. Okazuje sie, ze koszt wyznaczenia rozwiazania ta metoda jest rzedu O(N) (kilku
iteracji metody wielosiatkowej na finalnej, najdrobniejszej siatce) — a wiec optymalny co do
rzedu, gdyz samych niewiadomych w zadaniu jest N.
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Zajmiemy sie teraz nowa, trudniejsza klasg zadan: metodami rozwigzywania uktadéw rownan
nielintowych

gdzie F: RN 5 D — RV,

W matematyce stosowanej bardzo wiele modeli zyskuje na realizmie, gdy uwzgledni¢ w nich
zjawiska nieliniowe. Takie modele sg jednak znacznie trudniejsze — zaréwno w analizie, jak i w
komputerowych symulacjach. Nieustanny wzrost mocy obliczeniowej komputeréw, jaki obserwu-
jemy w ciggu ostatnich kilkudziesieciu lat powoduje, ze rozwiazywanie duzych ukladéw nawet
silnie nieliniowych réwnan stalo sie mozliwe nawet dla posiadaczy ,zwyklych” komputerow
osobistych.

Od razu zauwazmy, ze juz na poziomie matematycznej poprawnosci tego zadania mozemy
napotkaé klopoty, albowiem to zadanie moze nie mieé¢ rozwigzan, moze mie¢ dokltadnie jedno
rozwigzanie, albo skonczenie wiele rozwiazan, albo nieskonczenie wiele izolowanych rozwigzan,
albo... i tak dalej, i tak dalej.

Aby wiec szukaé jakiegokolwiek rozwigzania powyzszego réwnania, musimy najpierw mieé
pewnosé, ze ono istnieje. Nie bedziemy sie ta kwestig tu zajmowac, traktujac ja jako domene
matematyki czystej, bez numerycznego zaciecia.

7 kursu Matematyki obliczeniowej I znamy kilka metod rozwiazywania nieliniowego réw-
nania skalarnego, f(x) = 0: metode bisekcji, stycznych, siecznych, .... Okazuje sig, ze niektére
z nich da sie w mniej lub bardziej naturalny sposéb uogélni¢ na przypadek wielowymiarowy.
W niniejszym rozdziale wyjasnimy, jak metode stycznych (Newtona) uogélni¢ na przypadek
wielowymiarowy.

9.1. Szybkos$¢ zbieznosci

Rozwazmy ciag (z3,) C RV taki, ze 3, — 2* € RY gdy k — oo.

Definicja 9.1 (Zbiezno$¢ wykladnicza). Powiemy, ze x — x* wykladniczo z rzedem co naj-
mniej ¢ > 1, jesli

IJC>03K €N |laprs —a*|| < Cllak —2*||7 Yk > K. (9.1)

Jedli wyktadnik zbieznoéci ¢ = 2, méwimy wtedy o zbieznosci kwadratowej; gdy ¢ = 3,
zbieznos$¢ nazywamy szescienna (albo: kubiczna). W praktyce, zbiezno$é kwadratowa uznaje sie
za satysfakcjonujaco szybka, a zbieznos¢ kubiczng — za bardzo szybka. Jednak nie zawsze taka
szybkosé zbieznosci mozna uzyskaé; rozsadnym praktycznym minimum jest zbieznosé liniowa,
w ktérej btad w kazdym kroku maleje o staly czynnik:

Definicja 9.2 (Zbiezno$¢ liniowa). Powiemy, ze xj — x* przynajmniej liniowo, jesli

W<a<1IKeEN |rgy — 2" < allzg — 27 Vk > K.

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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Jednak gdy a ~ 1, zbieznos¢ liniowa moze by¢ w praktyce nieakceptowalnie wolna.
Oczywiscie powyzsze nie wyczerpuje wszystkich mozliwych szybkosci zbieznosci. Mianowicie,
ciag moze by¢ zbiezny szybciej niz liniowo (choé niekoniecznie zaraz kwadratowo):

Definicja 9.3 (Zbieznosé superliniowa). Powiemy, ze x; — x* superliniowo, jesli

ka1 — 2| _

lim sup =0.

k—oo  ||TK — ¥

Czasem trudno o samym ciggu powiedzieé, jaki ma wykltadnik zbieznosci, natomiast tatwiej
jest wskazaé ciag o znanym wykladniku zbieznosci, ktéry majoryzuje blad popelniany na kazdej
iteracji.

Definicja 9.4 (r—zbiezno$¢). Powiemy, ze xp — x* r—wykladniczo/r-liniowo/r—superliniowo,
jesli istnieje ciag (&) C R taki, ze
o) — 2" < &

oraz & — 0, odpowiednio, wyktadniczo/liniowo/superliniowo.

Aby méc poréwnywaé (jakosciowo) rézne metody iteracyjne rozwiazywania rownan nielinio-
wych — o réznych kosztach jednej iteracji i o réznych wyktadnikach zbieznosci — wprowadza
sie pojecie wskaznika efektywnosci metody.

Definicja 9.5 (Efektywnosé metody iteracyjnej). Wskaznik efektywnosci F metody iteracyjnej,
zbieznej wyktadniczo z wykltadnikiem ¢, ktérej jedna iteracja kosztuje m flopéw, definiujemy
jako [17]

E = g'/™.

Wskaznik efektywnosci metody stuzy szybkiemu jakoSciowemu poréwnywaniu metod. Mo-
tywacja dla takiej definicji jest wymaganie, by przy zadanym (tym samym) caltkowitym koszcie
iteracji W obu metod, poréwnaé uzyskane wyktadniki redukeji btedu. Jesli bowiem metoda jest
rzedu ¢ > 1, to blad poczatkowy po k iteracjach zostanie zredukowany do poziomu ||zg — z* qu.
Poniewaz calkowity koszt k iteracji wynosi W = km, to ¢* = ¢W/™ = (¢!/™)" = EW . Definiujac
w ten sposob efektywno$é¢ metody iteracyjnej, czynimy jednak pewne oproszczenie, polegajace
na tym, ze pomijamy wplyw stalych na redukcje btedu (patrz oszacowanie (9.1)). Z tego powodu
na przyklad (formalnie) kazda metoda zbiezna liniowo formalnie miataby taka sama efektywnosé
— réwng 1 — choé oczywiscie realna sprawnosé réznych metod liniowych moze by¢ rézna, m.in.
wlasdnie w zaleznosci od statej redukcji btedu.

Rozwazmy dwa przyktady duzych uktadéw réwnan nieliniowych, motywowanych — podob-
nie jak juz kilka razy wczeéniej w trakcie tego przedmiotu — zadaniami z réwnan rézniczkowych
czastkowych.

Przyktad 9.1 (stacjonarne réwnanie Allena—Cahna). Rozwazmy réwnanie

— Au+ su(l —u?) = g(z,y) w Q,
u=20 na 0.

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze €2 jest kwadratem jednostkowym. Wprowadzajac dyskretyzacje
tego réwnania najprostsza! metodg — metodg réznic skonczonych na jednorodnej siatce — patrz

L Po raz kolejny przypomnijmy, ze (z wyjatkiem trywialnych przypadkéw) najprostsze metody dyskretyza-
cji, cho¢ bardzo utatwiajg programowanie, to jednak sa zwykle najmniej efektywnym sposobem rozwigzywania
réwnan rézniczkowych, jesli wzigé pod uwage koszt obliczeniowy potrzebny do uzyskania satysfakcjonujacego
przyblizenia rozwiazania.
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przyktad 5.2 — otrzymujemy, po uwzglednieniu warunku brzegowego, nieliniowy uklad réwnan
algebraicznych,

PyUn + f(Un) =0,

gdzie Py jest operatorem liniowym zdefiniowanym w przykladzie 5.2, natomiast dla zadanej
macierzy U € RV*N

(F(U))ij = ougg(1 —ug;) — gij-

(Przypomnijmy, ze dokonujemy tutaj utozsamienia macierzy N x N z wektorem dtugosci N2,
ktorego elementami sa kolejne wiersze macierzy.)

Przyktad 9.2 (ewolucyjne réwnanie Allena—Cahna). Rozwazmy réwnanie

ug — Au+ du(l — u?) = g(z,y) w Q,
u=20 na 0€).

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze €2 jest kwadratem jednostkowym. Wprowadzajac dyskretyzacje
tego réwnania najprostsza metoda — metoda réznic skonczonych na jednorodnej siatce po
zmiennej przestrzennej oraz niejawnym schematem Eulera po zmiennej czasowej (patrz wyktad
z Numerycznych réwnan rézniczkowych, otrzymujemy, po uwzglednieniu warunku brzegowego,
nieliniowy uktad réwnan algebraicznych z niewiadoma U]’f,,

Uk — Ur!

T

gdzie Py jest operatorem liniowym zdefiniowanym w przyktadzie 5.2, a f jest zadane jak w
poprzednim przykladzie. (Przypomnijmy, ze dokonujemy tutaj utozsamienia macierzy N x N z
wektorem dlugoéci N2, ktorego elementami sg kolejne wiersze macierzy.) Zostawiajac po lewej
stronie tylko wyrazy z niewiadomymi, dostajemy réwnanie

(I+7Py)Uk+7f(Uf)=UN",

a wiec takie, w ktérym — dla dostatecznie malych 7 — cze$é¢ nieliniowa staje sie mala w
poréwnaniu z Uy .

9.2. Metoda Banacha

Wiele réwnan nieliniowych mozna w naturalny sposéb sformutowaé jako zagadnienie punktu
statego,

z = &(x),

dla ktérego najprostsza metoda iteracyjna jest doskonale nam znana metoda Banacha (iteracji
prostej),

Th+1 = (I)(xk)

Przypomnijmy (bez dowodu) twierdzenie o zbieznosci tej metody:
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Twierdzenie 9.1 (o zbieznoéci metody Banacha). Niech D C RN bedzie niepusty,
ograniczony i domkniety, ¢ niech ® : D — D bedzie kontrakcjg, tzn.

Iy <1 [|@(@) -2yl <ylle—yl  Va,yeD.

Wtedy ® ma dokladnie jeden punkt staly x* = ®(z*) € D oraz dla dowolnego x¢ € D
iteracja
Tr+1 = D(zk)

jest zbiezna do x*, przy czym dla kazdego k = 0,1, ...,

k41 — 2| <Allze — 2.

7 powyzszego twierdzenia wynika wiec, ze iteracja Banacha jest zbiezna przynajmniej liniowo
ze wspolczynnikiem redukcji btedu v < 1.

Przyklad 9.3. Stosujac niejawny schemat Eulera?

Yn+l = Yn + TF<tn+17 yn-‘rl)
do przyblizonego rozwiazania ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych ' (t) = F(t,y) € RY
musimy dla znanego y,, znalezé y,11 jako punkt staly odwzorowania
O () = yn + 7F (tns1, ).

Jesli F jest lipschitzowska ze stala L w normie || - || ze wzgledu na drugi argument (por. twier-
dzenie Picarda—Lindel6fa), to

|2(2) = 2(y)ll = 7| F(x) = F(y)|| < 7Lllz =yl Va,y e RY,

zatem ® jet kontrakcja na RY, gdy 7L < 1, czyli gdy krok czasowy 7 schematu Eulera jest
dostatecznie maty wzgledem h.

Czasami wygodniej jest skorzystaé z ,lokalnej” wersji twierdzenia o zbieznosci metody Ba-
nacha:

Twierdzenie 9.2 (o lokalnej zbieznosci metody Banacha). Niech ® : RN > D — RV,
gdzie D jest otwarty i niepusty, i niech dla zadanego xy € D istnieje kula B = {x €
RN : ||z — x0|| < 7} taka, Ze B C D oraz ® jest na B kontrakcjg ze stalq .

Jesli dodatkowo ||xg — ®(z0)|| < (1 —7)r, to w B istnieje dokladnie jeden punkt
staty x* € B odwzorowania ®, a metoda iteracji prostej jest dor zbiezna przynajmniej
lintowo ze stalq redukcyi bledu .

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze ®(B) C B i skorzysta¢ z poprzedniego twierdzenia. Na mocy
warunku kontrakcji w B, dla x € B mamy

1@ (2) = zol| < [[®(2) = ®(20)|| + |(z0) = zol| < vl = ol + (1 = 7)r <7+ (L =A)r=r,
zatem faktycznie ®(x) € B. O

2 Por. np. wyktad z Numerycznych réwnan rézniczkowych. Podobna metoda — pod nazwa metody tamanych
Eulera — bywa wykorzystywana w dowodzie twierdzenia o istnieniu rozwiazania réwnania rézniczkowego. Nas
tutaj interesuje ona wytacznie jako metoda numeryczna.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr
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9.3. Metoda Newtona

W przypadku réwnania skalarnego, f : R — R, metoda stycznych (zwana tez metoda New-
tona) rozwiazywania réwnania f(z) = 0 jest zadana wzorem

f(@k)

TRt =R fxy)

Przez analogie, gdy F : RV 5 D — RY mozna wiec byloby zdefiniowaé¢ wielowymiarowq
metode Newtona wzorem

Thtl = Tk — F’(wk)_lF(a:k), (9.2)

gdzie F'(xy) oznaczaloby macierz pochodnej F' w punkcie xj. Jak za chwile sie przekonamy,
jest to rzeczywiscie bardzo dobry pomyst, a tak okreslona metoda zachowuje (z zachowaniem
wlasciwych proporcji) wszystkie cechy metody Newtona znane nam z przypadku skalarnego!

9.3.1. Analiza zbiezno$ci metody Newtona

Wielowymiarowsg metode Newtona i rézne jej warianty bedziemy analizowali przy pewnych
doéé ogdlnych zalozeniach dotyczacych funkcji F' : RV > D — RN. W skrécie, bedziemy je
nazywali za [9] zaloZeniami standardowymi:

1. Zbiér D jest otwarty i niepusty, a F' jest rézniczkowalna w D.
2. Istnieje rozwiagzanie x* € D:
F(z*) =0.
3. Pochodna F’: D — L(RY) jest lipschitzowska ze stala L:
AL>0 [F'(z) - F'(y)| < Lllz—yll  Va,y €D,

przy czym norma po lewej stronie nieréwnosci jest norma operatorowa indukowana przez
norme wektorowg w RV obecna po prawej stronie, tzn. dla liniowego operatora A : RV —
RN
[Az||
|A[l = sup :
w£0 |1

4. Macierz pochodnej w rozwiazaniu, F’(z*), jest nieosobliwa.

Lematy techniczne

Przez K(z*,§) bedziemy oznaczali kule otwartg o srodku w z* i promieniu 6,
K(z*,0) = {z e RN : ||z — z*|| < 6}

Lemat 9.1 (uzyteczna wersja twierdzenia o wartosci §redniej). Niech bedq spelnione zaloZenia
standardowe © niech K bedzie otwartg kulg w D. Wtedy dla kazdego x,y € K,

1
F(y) - F(z) = /O F'(x +ty — ) (y — ) dt.

Dowdd. Ustalmy z,y € K. Poniewaz K C D jest wypukly, to z +t(y —x) dla ¢t € [0,1] i dla
t € [0,1] jest dobrze okreslona funkcja g(t) = F(x + t(y — z)).

Na mocy zalozen standardowych F’(-) jest ciagla na K, zatem takze ¢/(t) = F'(z + t(y —
x))(y — ) jest ciagla na [0,1] (i calkowalna). Teza lematu wynika wiec z podstawowego twier-
dzenia rachunku rézniczkowego, ze
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Lemat 9.2 (o lokalnym oszacowaniu funkcji i pochodnej). Przy zalozeniach standardowych,
istnieje dostatecznie male § > 0 takie, Ze dla dowolnego x € K(x*,9) zachodzi:

1F' ()] < 2| F' ("),

2. || F' ()M < 201F (@) I,

3. W”x — ™| < [[F(2)]| < 2([F'(z) |||z — 2],
Cwiczenie 9.1. Wykaz, ze przy zalozeniach standardowych z* musi by¢ izolowanym rozwia-
zaniem réwnania F'(z) = 0.

Rozwigzanie. Z lematu 9.2 o oszacowaniu funkcji, istnieje otoczenie U > z* takie, ze
1
2| F" ()~
Jesli wiec dla Z lezacego w tym otoczeniu F(Z) = 0, to znaczyloby to, ze ||z — z*|| < 0, a wiec
T = x*. Czyli w U nie ma innych rozwiazan niz x*.

[ = 2| < [[F(2)]-

Twierdzenie 9.3 (o zbieznosci metody Newtona). Przy standardowych zalozZeniach,
istniejg C > 0 (dostatecznie duze) i & > 0 (dostatecznie male) takie, Ze jesli
xg € K(z%,0), to cigg (xr) zadany metodg Newtona (9.2) jest dobrze okreslony,
xp € K(x*,9), oraz xy, — x*. Co wiecej, cigg ten jest zbiezny kwadratowo:

logss —2* < Cllag — "2 VkEN. (9.3)

Dowdd. Dowdd bedzie opieral sie na wykazaniu oszacowania (9.3), pozostale elementy tezy beda
jego konsekwencja.

Na wstepie wybierzmy ¢ takie, by zachodzil lemat 9.2 o oszacowaniu funkcji i pochodne;j.
Oznaczajac e = zp — x* mamy ze wzoru Newtona

err1 = e — F'(ax) 7 F ().
Na mocy zatozen standardowych i lematu o wartosci sredniej,
1 1
F(xg) = F(z) — F(2¥) = / F'(z* + t(xg, — %)) (xp — 2*) dt = / F'(z* + teg)ey dt,
0 0
zatem
1 1
epy1 = er — F'(zp) ™! / F'(z* 4 teg)ep dt = F'(x) 7 / (F'(zy) — F' (2" + tey)) ey dt.
0 0

Korzystajac z lipschitzowskosci pochodnej i raz jeszcze z lematu 9.2 o oszacowaniu pochodnej,
dostajemy

1
Jensall < 1P () [ 19 (@) = P/ + tei) el de
/ 1 2 ! 2
<2AF @) Lledl? | (1= ) dt = Cllea]*

Stad wynika, ze jesli Cd < 1 oraz x € K(x*,9), to takze xx1 € K(z*,6), a wiec ciag (xy) jest
dobrze okreélony. Co wiecej, gdy Cd < 1 to
lexr1ll < Cllexl® = Cllex|l llexll < Céllexl,

a wiec ciag ey jest zbiezny (co najmniej liniowo — a w rzeczywistosci co najmniej kwadratowo)
do zera. O
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Cwiczenie 9.2. Wykaz, ze jesli w zalozeniach standardowych zastapi¢ warunek lipschitzow-
skosci pochodnej warunkiem

Ja € (0,1]3L>0 |F'(z) - F(y)ll < Lz —y|*  Va,y € D,

(czyli zalozy¢, ze F' jest w swej dziedzinie holderowska z wykladnikiem «), to metoda Newtona
bedzie lokalnie zbiezna z wykladnikiem zbieznosci co najmniej 1 + a.

Wskazowka. Wrystarczy powieli¢ dowdd twierdzenia przy standardowych zatozZeniach, modyfiku-
jac oszacowanie ||F'(xy) — F'(z* + tey)||.

Cwiczenie 9.3. Jak, przy zalozeniach standardowych, oszacowaé norme bledu, ||z —z*||, przez
norme residuum, ||F'(xg)||?

9.3.2. Implementacja metody Newtona

Implementujac metode Newtona, nie bedziemy rzecz jasna nigdy explicite wyznaczali ma-
cierzy odwrotnej F'(x;)~!, tylko rozwiazywali uktad réwnan z macierza F'(x) — te jednak
bedziemy juz musieli wyznaczyé¢. Pamietajac takze o tym, ze metoda Newtona jest metoda ite-
racyjna, stosujac ja bedziemy musieli zadba¢ o postawienie sensownego kryterium zatrzymania
metody. Odkladajac na bok pytanie o konkretny warunek stopu (por. rozdzial 7.5), mozemy
schematycznie zapisa¢ algorytm realizujacy metode Newtona w nastepujacy sposob:

Schemat metody Newtona

function Newton(x, F, stop)
while not stop do begin
oblicz macierz pochodnej F'(x);
rozwiaz F’'(z)s = F(z);

X=X —s;
end
return(x);

Cwiczenie 9.4. Macierzowe zadanie wlasne dla symetrycznej macierzy A € RV*N | znajdowa-
nia pary (z,) € RV x R spelniajacej

Az = Az, x#0

mozna potraktowaé¢ jako kwadratowe réwnanie nieliniowe dla F : RN+t — RN+ danej na

przyktad wzorem
Ax — Az

Zdefiniuj metode Newtona dla F'. Wykaz, ze je$li A jest jednokrotng wartoécia wlasna, to metoda
Newtona dla F' bedzie lokalnie zbiezna kwadratowo.

Rozwigzanie. Mamy

—X

Flz,\) = <A_?I ‘Ox> |

Zatem metode Newtona mozna — jesli tylko F’(z, \) nieosobliwa — zaimplementowaé, korzy-
stajac na przyklad ze wzoru Shermana—Morrisona (por. é¢wiczenie 5.23).
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Zauwazmy, ze F' jest funkcja gtadka, jej pochodna jest lipschitzowska ze stata Lipschitza rowna...
no wtlagnie, ile? Mamy

F(a,\) ~ F'(y, 1) = ((” I ) ,

(y — )
zatem
1F" (2, A) = F'(y, 1)1 = max{[p = Al +[(y =2, [ly — 21}
€z Yy
< ly — — Al = - .
ly =l + = Al =] </\> <#> h
A wiec — w normie indukowanej norma || - |1 — F” jest lipschitzowska ze stala réwna 1.

Pozostaje jeszcze sprawdzié, czy w rozwigzaniu — parze wlasnej ¥, \* — macierz pochodnej jest
nieosobliwa. Poniewaz dla macierzy symetrycznej A = QAQ”, gdzie A jest macierza diagonalna
z warto$ciami wlasnymi macierzy A, a kolumny macierzy ortogonalnej () sa wektorami wlasnymi
odpowiadajacymi tym warto$ciom wlasnym, to

QT , Q A=X QTx
() e ()= (L %)

Niech A\* = \;. Wtedy z* = C¢; dla pewnej statej C. Mamy wiec, ze A — \*I jest macierza
diagonalna, ktéra na diagonali ma zero jedynie na i-tej pozycji (na mocy zalozenia, ze A*
jest pojedyncza wartoscig wlasna) oraz Q7x = Ce;, gdzie e; oznacza i-ty wektor jednostkowy.
Nietrudno sprawdzi¢ wprost, ze taka macierz jest pelnego rzedu.

Cwiczenie 9.5 (Metoda Schultza wyznaczania macierzy odwrotnej, [15]). Niech A bedzie ma-
cierzg nieosobliwg i rozwazmy iteracje

X1 = Xg + Xk(I — AXk),

startujaca z macierzy kwadratowej Xo. Wykaz, ze jedli ||[I — AXg|| < 1, to X — A~™! gdy
k — oo.

Wskazéwka. Wykaz, ze |I — AXjpi1|| = |[I — AXg|?, @ metoda jest w rzeczywistosci metodg
Newtona zastosowang do réwnania macierzowego F(X)=A— X1 =0.

Przyklad 9.4 (Metoda Newtona dla réwnania Allena—Cahna). Przypomnijmy (zob. przy-
klad 9.1), ze r6wnanie nieliniowe, ktére nas interesuje w przypadku stacjonarnym ma postacé

F(Un) = PnUy + f(Un),
a w przypadku ewolucyjnym —
F(Uy) =Un + 7(PnvUn + f(Un)).
Oba przypadki mozemy zatem ogarnaé, definiujac funkcje
F: o(Un) = aUn + 7(PnUn + f(Un)),

ktéra dla o« =11 7 <« 1 daje nam przypadek ewolucyjny, a dla « = 0 i 7 = 1 redukuje si¢ do
przypadku stacjonarnego réwnania Allena—Cahna.
Wystarczy wiec tylko wyznaczyé pochodna FT”a(U ~). Poniewaz (traktujac f jako funkcje
na RV?)
FUN); = 6uj(1 —u) + gj,
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to
9f;
ouy,

1 — 3u? k=
(UN) _ { u]’ ]7

0, k # j,
zatem ostatecznie

F (UN)V = (ol + 7(Py + diag(1 — 3u3))) V.

Przyktad 9.5 (Numeryczne eksperymenty z metoda Newtona dla réwnania Allena—Cahna).
Dla uproszczenia, w eksperymentach numerycznych dotyczacych dziatania réznych metod roz-
wigzywania rownania Allena—Cahna opisywanego w przykladzie 9.1, bedziemy rozwazaé dys-
kretyzacje jednowymiarowego stacjonarnego rownania Allena—Cahna,

gdzie § = 10 oraz g; = j/(N +1).

%

0 o : :

% rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
%

disp('Matematyka obliczeniowa II');

%%% % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % % % % % % % %% % % % % % V0 % % % %o
function [x, resid, info, output] = newton(nazwa_f, nazwa_df, x0, atol, rtol, step, maxit)

%

% [, resid, info, output] = newton(nazwa_f, x0, atol, rtol, step, maxit)

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomic¢ na http:
//mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch9.

Cwiczenie 9.6. Przeprowadz podobne eksperymenty numeryczne dla réwnania Allena-Cahna,
w kwadracie, jak to opisywano we wczesniejszych przyktadach.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch9
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch9

10. Wariacje na temat metody Newtona

Podstawowy element metody Newtona — rozwiazywanie rownania zlinearyzowanego — w
przypadku, gdy N jest duze, moze stanowi¢ waskie gardto catego procesu iteracyjnego. Dla-
tego w tym i nastepnym rozdziale poszukamy skutecznych metod ominiecia tego ograniczenia;
jednak na poczatek przytoczymy inna wersje twierdzenia o zbieznosci, ktéra (przy silniejszych
zalozeniach) zagwarantuje nam takze istnienie rozwiazan.

10.1. Twierdzenie o istnieniu rozwigzan

W dotychczasowej analizie zakladali$my, ze rozwiazanie x* réwnania F'(x) = 0 istnieje. Oka-
zuje sie, ze nieco modyfikujac zatozenia standardowe mozna udowodni¢ i istnienie rozwigzania,
i lokalng zbiezno$¢ metody Newtona do tego rozwigzania.

Twierdzenie 10.1 (Kantorowicza, o istnieniu i zbieznoéci). Niech F : RY > D — RV,
przy czym D jest niepusty, otwarty i wypukly, i niech F bedzie rozniczkowalna w D
oraz istnieje L > 0 takie, Ze

IF'(z) = F'(y)ll < Lllz -yl Vz,y € D.

Niech istnieje xo € D takie, zZe F'(xq) jest nieosobliwa oraz dla pewnych dodatnich 3,n
zachodzi

IF (o) ' F(@o)| < B, [1F(zo) I <,
przy czym o = LBn < 1/2. Okreslmy 6 = (1—+/1 —2a)/(Lp) i zatézmy, ze K(z0,0) C
D.

Wowczas cigg xy, zdefiniowany metodg Newtona jest dobrze okreslony, co wiecej
xi € K(zg,9d) oraz ma granice x*, ktdra jest jedynym miejscem zerowym F w K (xg,6).

Ponadto .
e — 27| < (L52)(200)°
dla k > 0.
Dowdd. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé np. w [12, rozdzial 12.6.1]. O

10.2. Obnizanie kosztu iteracji

Z punktu widzenia praktycznej realizacji, kazdy krok metody Newtona ma pare potencjalnie
kosztownych momentéw, ktore teraz przedyskutujemy.

— Wyznaczenie wzoru na F’(x) moze by¢ trudne: na przyklad, gdy F jest zadana bardzo skom-
plikowana procedura (a nie jednolinijkowym wzorem), wtedy ani reczne, ani automatyczne

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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rézniczkowanie F' moze nie prowadzi¢ do poprawnych czy zadowalajacych rezultatéw. Moze
tez by¢ bardzo zmudne.

— Wyznaczenie wartoéci F(x), a zwlaszcza: F'(x), moze by¢ kosztowne. Rzeczywicie, F'(x)
to N? elementéw macierzy pochodnej, a dodatkowo — poza najprostszymi przypadka-
mi — pochodna jest zwykle dana bardziej skomplikowanym wyrazeniem niz sama funk-
cja. Rozsadne jest wiec przyjeciel, ze w praktyce koszt wyznaczenia F’(z) bedzie rzedu
¢ - N - (koszt obliczenia F(z)), z raczej duza stala c. Nawet wyznaczenie pojedynczej war-
tosci F(z) moze byé w niektérych zadaniach bardzo kosztowne. W [3] wspomina sie o
F : R — R ktérej jedna wartoéé kosztowata 100 godzin pracy éwczesnego szybkiego
komputera.

— Rozwigzanie ukladu z F’(x) jest potencjalnie najbardziej kosztownym fragmentem iteracji.
Rzeczywiscie, gdy F'(x) jest macierza gesta bez zadnych szczegdlnych wlasnosci, to koszt
rozwigzania uktadu

jest rzedu O(N3).

Te obserwacje prowadza do kilku heurystycznych sposobéw modyfikacji metody Newtona
tak, by obnizy¢ koszt jednej jej iteracji. Czasem — choé nie zawsze, i dlatego te sposoby sa
wazne! — obnizenie kosztu iteracji bedzie skutkowalo pogorszeniem szybkosci zbieznosci metody,
ale nawet 1 woéwczas moze okazaé sie, ze ostatecznie metoda wolniej zbiezna, ale tansza, bedzie
bardziej efektywna od metody Newtona.

10.2.1. Uproszczona metoda Newtona

W uproszczonej metodzie Newtona, najdrozszy fragment iteracji Newtona — wyznaczenie
rozktadu tréjkatnego macierzy pochodnej — usuwamy poza petle:

Tp1 = ap — F'(w0) "' F ().

Rzeczywidcie, jedli bowiem na samym poczatku iteracji dokonamy kosztem O(N?3) flopéw
rozktadu LU (lub QR) macierzy F’'(zg) i zapamietamy czynniki rozkltadu, to potem kazdy z
uktadéw réwnan:

F'(wo)s = F(xx)

bedziemy mogli rozwiazaé juz tylko kosztem nie wyzszym niz O(N?)! Oznacza to, ze koszt
jednej iteracji spada nam do O(N?), jest wiec N-krotnie mniejszy niz w przypadku oryginal-
nej metody Newtona. Cena za przyspieszenie jest wyrazne zmniejszenie szybkosci zbieznosci
metody:

Twierdzenie 10.2 (o zbieznosci uproszczonej metody Newtona). Przy standardowych
zalozeniach, istniejq stale dodatnie C i 0 takie, Ze jesli xog € K(x*,0), to uproszczona
metoda Newtona jest zbiezna przynajmniej liniowo do x* oraz

|lzkr1 — 2¥|| < Cllzo — 2*||||xk — =¥ VEk € N. (10.1)

Dowdd. Zostanie podany pézniej, gdy bedziemy dysponowali wygodnym narzedziem do badania
tego typu metod. O

! Oile F'(z) nie jest macierza rozrzedzona.
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Cwiczenie 10.1. Zaimplementuj uproszczona metode Newtona.

Rozwigzanie. Wystarczy zmodyfikowaé algorytm realizujacy metode Newtona:

Uproszczona metoda Newtona

function simplerNewton(x, F, stop)
oblicz macierz pochodnej F'(z);
wyznacz rozktad F'(x), np. QR = F'(x);
while not stop do begin
rozwiaz ukfad z macierza tréjkatna, Rs = Q7 F(x);

X=X—F5;
end
return(x);

Cwiczenie 10.2. Metoda Szamanskiego to metoda, w ktérej po m krokach uproszczonej meto-
dy Newtona dokonujemy wyznaczenia i rozktadu macierzy pochodnej (czyli restartujemy metode
uproszczona, biorac za przyblizenie poczatkowe ostatnio wyznaczone przyblizenie rozwiazania).
Jest to wiec co$ posredniego pomiedzy prawdziwa metoda Newtona (w ktérej w kazdej iteracji
wyznacza si¢ i rozklada macierz pochodnej) a uproszczona metoda Newtona (gdzie macierz
pochodnej wyznacza sie tylko jeden raz).

Formalnie mozemy wiec przyjaé, ze m krokow uproszczonej metody Newtona to jest ,jeden
duzy krok” i okredli¢ iteracje Szamanskiego nastepujaco:

Tpyl = Tp = F' ()" F ()

oyttt = Ty d —

Zmajdz wyktadnik p taki, ze
k41 — 27| < Cllay, — 277

Rozwigzanie. 7 definicji metody, z;+1 wyznaczamy jako m-ta iteracje uproszczonej metody
Newtona startujacej z xp. Na mocy oszacowania btedu uproszczonej metody Newtona mamy
wiec

|

) —_ < C Lk o
|2y i1 — 2™ < Cllag = 2™[lllzyy 5 — 2

skad

k12"l < Cllee—a* ey mos —2*) < (Cllzi—a [)lzy mez —2*] < - < C™lag—a® ™.

A wiec metoda ma wykltadnik m + 1.

Cwiczenie 10.3. Poréwnaj efektywno$é metody Szamanskiego i Newtona w zaleznoéci od
rozmiaru zadania N, przy nastepujacych modelowych zatozeniach:
— koszt wyznaczenia F'(x) jest réwny coN
— koszt wyznaczenia F'(x) jest réwny c; N2
— koszt wyznaczenia rozktadu F’(z) jest réwny ¢, N3
— koszt wyznaczenia rozwiazania ukladu z macierza F'(z) o danym rozkladzie jest réwny
cs N2
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Rozwigzanie. Oczywiscie musimy zalozy¢ m > 1, w przeciwnym razie obie metody sa tozsame.
Dla metody Newtona mamy

3 2
ENewton = 21/(CTN +(c1+es)N —i—coN)7

a dla metody Szamanskiego

Eszamanski = (m + 1)1/(CrN3+(Cl+mCs)N2+mcoN).

St@d ESzamaﬁski > ENewton Wtedy 1 tylkO WtedY7 gdy 10g2 ESzamaﬁski > 10g2 ENewton- Dalej prze-
ksztalcajac, dostajemy warunek wiazacy ze sobg m i N:

1 O(+
loga(m+1) > L(IN)

1+0(x) ’
co zachodzi dla N dostatecznie duzych wzgledem m.

Cwiczenie 10.4 (liniowa niezmienniczo$¢ iteracji Newtona). Rozwazmy réwnanie F'(x) = 0 i
jego liniowa transformacje

G(y) = AF(B™'y) =0,

gdzie A, B sa nieosobliwymi macierzami rozmiaru N x N. Wykaz, ze jesli tylko yo = Bxg, to
iteracja Newtona dla G,

ykr1 = yk — G'(yx) "' Glyr)
jest rownowazna metodzie Newtona dla F' w tym sensie, ze zawsze zachodzi y, = Bxy.
Rozwigzanie. Iteracja Newtona dla F' to
Tpt1 = Tk — F’(xk)_lF(xk).
Mnozac lewostronnie przez B i podstawiajac gdzie trzeba x, = B~ ly; mamy
k1 =Yk — BF'(B™ly) T F(B™ yy) =y — BF'(B™'y) T AT AF(B” ).
Na zakoficzenie wystarczy zauwazy¢, ze BF' (B~ lyy) A~ = (AF/ (B lyx) B~H) 1 = G’ (yx) L.

Cwiczenie 10.5. Wykaz, ze jesli spelnione sg zalozenia standardowe oraz metoda Newtona
jest zbiezna, to dla dostatecznie duzych k zachodzi

()™ Fag) < IF (@) ™ )|

Moze to wiec by¢ do§é prosty test (niezmienniczy ze wzgledu na liniowe transformacje zmiennej

niezaleznej i zaleznej!), pozwalajacy przypuszczaé, ze nie zachodzi zbieznosé: na przyklad, gdy na
3

pewnym kroku metody stwierdzimy || F'(x) ' F (x| > Z|]F’(a:k)_1F(ack)H, mozemy wtedy

uznaé prawdopodobny brak zbieznosci i zakonczy¢ iteracje.
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10.2.2. Wplyw niedokladnosci wyznaczenia pochodnej lub funkcji na zbiezno$¢
metody Newtona

Twierdzenie 10.3 (o lokalnej stabilnosci metody Newtona). Przy standardowych
zatozeniach, istniejq stale dodatnie C, 6 oraz ¢ takie, ze jesli xy € K(x*,8) oraz
Akl <6, to

he1 =z — (F' (k) + Ak) ™ (F () + ) (10.2)
jest dobrze okreslony oraz
lexsall < C (llexl® + 1Akl lexll + lexll) (10.3)

gdzie e, = xp — ™.

Dowdd. Dowdd znajdziemy np. w [9]. O

7 twierdzenia o lokalnej stabilno$ci metody Newtona mozna wywnioskowaé wiele twierdzen
o zbieznosci tych modyfikacji metody Newtona, ktore sprowadzaja sie do zaburzenia oryginalnej
metody Newtona, na przyktad twierdzenia o zbiezno$ci uproszczonej metody Newtona.

Dowdéd. (Twierdzenia 10.2, o zbieznosci uproszczonej metody Newtona.) Jeden krok uproszczo-
nej metody Newtona
Tht1 = Tk — F,(SUQ)_IF(.%‘k)

mozemy zapisa¢ w jezyku twierdzenia o lokalnej stabilno$ci metody Newtona, gdzie
Ay = F'(zg) — F'(zp), e = 0.

Niech wiec § bedzie dostatecznie male tak, by dla zj zachodzito twierdzenie o lokalnej stabilnosci
metody Newtona w kuli K (z*,0). Dodatkowo zal6zmy, ze zo € K(x*,0). Wtedy

1Akl = [ F'(z0) = F'(x)ll < Lllwo — all < L ([lwo — 2™ + [l — *[])
i na mocy wtasnie tw. o lokalnej stabilnosci,
lex+1] < € (Hekll2 + L ([leoll + llexl]) IIGkH) < Clleollllex]l
Poniewaz z zalozenia ||eo|| < d, to z powyzszego wynika, ze
llerrall < Collex]]

jesli wiec 0 jest na tyle male, by dodatkowo C§ < 1, to ciag =) zawiera sie w K (x*,d) oraz ey,
musi by¢ zbiezny do zera przynajmniej liniowo. O

10.2.3. Metoda z przyblizong pochodng

Jak juz wspominaliSémy, innym klopotliwym momentem w realizacji metody Newtona jest
wyznaczanie macierzy pochodnej. Opracowanie dokladnej formuly obliczania F'(z) moze byé¢
zmudne, podatne na ludzkie pomytki. Uzyskany wzér moze by¢ ciezki w implementacji i kosz-
towny w uzyciu.
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Ale, poniewaz metoda Newtona jest jedynie metodg przyblizona, mozna zaryzykowaé uzycie
przyblizonej pochodnej — najlepiej: przyblizonej niskim kosztem. Jednym z pomystéw mogtoby
by¢ wyznaczenie przyblizenia pochodnej na podstawie ilorazéw réznicowych, zgodnie z poniz-
szym twierdzeniem.

Twierdzenie 10.4 (o réznicowej aproksymacji pochodnej kierunkowej). Przyjmijmy,
ze sq spetnione zalozZenia standardowe. Niech x bedzie ustalonym punktem w D i niech
w € RN, Niech h € R bedzie na tyle male, by x + hw € D. Wtedy

F(z + hw) — F(x)
et

L
= Fl@)wll < S llw]* - [hl.

Twierdzenie to gwarantuje wiec, ze pochodng w kierunku wektora w mozna aproksymowac
ilorazem réznicowym

F(x + hw) — F(z)

F' A
(@ .

z bledem rzedu O(h).

Dowod. Twierdzenie jest prosta konsekwencja twierdzenia o wartosci Sredniej i zalozenia lip-
schitzowskoéci pochodne;j:

% (F(x + hw) — F(z)) = % /01 F'(2 + thw) - hwdt = /01 F'()w + (F'(z + thw) — F'(2))w dt

1
— Flla)w+ /0 (F'(2 + thw) — F'(z))wdt.
Stad
7

1 L L L
I+ (F(z + hw) = F(z)=F'(z)w| </0 ||F’(:Cthhﬂv)—F’(fﬂ)||||w||dt</0 [t [lw] dt = = [[w]| Al

O]

7 powyzszego wynika pomysl na przyblizenie calej macierzy pochodnej ilorazami réznico-
wymi: wystarczy wzia¢ F'(zy) ~ Ay, gdzie j-ta kolumna Ay, (Ag);, jest wyznaczona jako iloraz
réznicowy

(F(x + hey) - F(x)) = F'(2)e;.

SRS

(4); =
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Twierdzenie 10.5 (o zbieznosci metody z pochodna przyblizong ilorazami réznico-
wymi). Przy standardowych zalozZeniach, istniejg dodatnie § i h (dostatecznie male)
takie, Ze jesli (hy) jest ciggiem takim, Ze 0 < |hi| < h oraz xg € K(x*,9), to cigg
zdefintowany wzorem

T1 = T — Ay F(z),

w ktorym kolumny macierzy Ay zadane sq ilorazami réznicowymi:
1 .
(A)j = 5 (F(zx + heej) = Fax)),  j=1,....N,

jest dobrze okreslony i zbiezny przynajmniej liniowo do z*. Co wiecey,
— jesli hy, — 0, to xp, — =* superliniowo;
— jesli |hy| < M|z, — z*|| dla pewnej stalej M, to xp — x* przynajmniej kwadra-
towo;
— jesli |hy| < M||F(xk|| dla pewnej stalej M, to xy, — x* przynajmniej kwadratowo.

Dowdd. Dla wygody, dowdéd poprowadzimy w normie || - ||; — tzw. kolumnowej normie ma-
cierzowej (w przestrzeni skonczenie wymiarowej i tak wszystkie normy sa réwnowazne). Mamy
wiec

14kl = max[|(Ax); 1,

oraz
A = F'(zp) |1 = max 1(A); — F'(x)e;]l1-

Tymczasem, na mocy lematu o réznicowej aproksymacji pochodnej,

L L
Sl 31l = 5 I

1(Ax); — F'(zr)e;llr <
, L o Lo
Oznaczmy Ay = A — F'(xy), wtedy [|[Ag]l1 < §|hk| Na mocy twierdzenia o lokalnej stabilnosci

metody Newtona z (dla §, h dostatecznie matych) mamy, ze Ay jest nieosobliwa oraz zachodzi

lexsalln < C (llexl3 + lllellr)

Stad juz wynika teza twierdzenia. Ostatni warunek kwadratowej zbieznosci wynika z oszacowa-
nia residuum przez btad,
1 (i)l < 201F (@)1 ]lex]l1,

gdy tylko zp jest dostatecznie blisko x*. O

10.2.4. Niedokladna metoda Newtona

Jak pamietamy, najkosztowniejsza czescia jednej iteracji Newtona jest rozwiazywanie uktadu
rownan z macierzg pochodnej. Alternatywa dla metody bezposredniej rozwiazywania réwnania
poprawki

F'(z1)s = F(x)
mogtaby by¢, zwlaszcza w przypadku gdy N jest duze, metoda iteracyjna (mieliby$my zatem do
czynienia z iteracja wewnatrz iteracji). Na k-tym kroku metody Newtona mogliby$my zatrzymy-
waé wewnetrzng iteracje stosujac np. residualne kryterium stopu z parametrem wymuszajacym

s
1P () = F' ()|l < el | F (i)
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Taka modyfikacje metody Newtona nazywa si¢ niedoktadna metoda Newtona.

Twierdzenie 10.6 (o bledzie niedokladnej metody Newtona). Przy standardowych
zalozeniach, istniejg dodatnie stale C i § takie, Ze jesli x) € K(xz*,0) oraz s spelnia
warunek

1F (zk)s — F ()| < mill F (i),

to nastepna iteracja niedokladnej metody Newtona dana wzorem
Tkl =Tk — 8

spetnia
lex+1ll < C (llexll +m) [lexll-

Dowdd. Niech § bedzie na tyle male, by zachodzil lemat 9.2 o oszacowaniu funkcji i pochodnej,
a takze by zachodzilo twierdzenie 9.3 o zbieznosci metody Newtona z punktem startowym xj.
Aby udowodnié¢ twierdzenie, najpierw postaramy sie wyluskaé¢ zwigzek pomiedzy nasza metoda,
a prawdziwa metoda Newtona (o ktorej juz sporo wiemy). Mamy bowiem

Tpp1 = ap — s = o — F'(2) 7 F(ap) + F'(z) 7 F(ay) — s = 2y + F'(x) 7',
gdzie r jest residuum rozwiazania rownania na poprawke,
r = F(x) — F'(zg)s.

Stad wynika, ze
Tpp1 — TF = Tpy O — 2 + Fl(xp) " tr

i konsekwentnie
ks — || < [Japsy o — o[ + || F (z) " 7).

Poniewaz na mocy twierdzenia o zbiezno$ci metody Newtona mamy [z} 7™ — 2*|| < C|z), —

x*||2, to wystarczy oszacowaé ostatni czlon nieréwnoéci. Z definicji r mamy
1F" (o) "l < NF (o) THINE (o) —F (i) s < 201 F7 (@) 7 el F () | < 4 cond (B (@) )| e —a]|-

(W ostatniej nieréwnosci skorzystaliSmy z lematu o oszacowaniu funkcji i pochodnej.) O

W powyzszym dowodzie dostalismy rezultat, w ktérym stata C' w oszacowaniu btedu zalezala
od uwarunkowania F’(z*), skad mogliby$my wysnué¢ wniosek, ze jesli F'(z*) jest zle uwarun-
kowana, to m; nalezy braé patologicznie male. W rzeczywistosci nie jest az tak zle i mozna
ostabié¢ zalozenia na ciag (), ale pod warunkiem zmiany normy, w ktérej badamy blad, tak,
by uwzgledniaé¢ zachowanie si¢ pochodnej: || - || = ||[F'(z*) - || (zob. [9]).

Whniosek 10.1 (twierdzenie o zbieznosci niedokladnej metody Newtona). Przy standardowych
zalozZeniach, istniejg § i m (dostatecznie male) takie, zZe jesli xg € K(x*,0) oraz 0 < np < n to
niedoktadna metoda Newtona z parametrem wymuszajgcym ny jest zbiezna przynajmniej liniowo
do x*. Ponadto,
— jesli n — 0, to zbieznosé jest superliniowa;
— jesli g < My||F ()| dla pewnego ustalonego M, to zbieinosc jest przynajmniej kwadra-
towa.

Cwiczenie 10.6. Udowodnij powyzszy wniosek.
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Niedokladna metoda Newtona jest bardzo popularna metoda w przypadku, gdy N jest
bardzo duze: wowczas trudno mysle¢ o sposobach rozwigzywania réwnania poprawki innych
niz jaka$ metoda iteracyjna. Dodatkowym plusem tej metody jest to, ze znakomicie mozna ja
taczy¢ z przyblizaniem pochodnej kierunkowej ilorazami réznicowymi; rzeczywiscie, gtéwnym
skladnikiem metody iteracyjnej jest mnozenie F'(x;)w, co mozna tanio przybliza¢ w spos6b
opisany w rozdziale 10.2.3. W ten sposéb oszczedzamy na kilku polach na raz:

— nie musimy wykonywaé, zazwyczaj bardzo kosztownego, rozktadu macierzy pochodnej;

— nie musimy nawet wyznacza¢ macierzy pochodnej, lecz w zamian wystarczy, ze w kazdej
wewnetrznej iteracji, jedna dodatkowa warto$é F'(zy + hw);

— poniewaz po kilku iteracjach zblizamy sie do rozwiazania, ze xx41 ~ xk, W ten sposéb od razu
dysponujemy dobrym przyblizeniem startowym dla iteracji wewnetrznej: w sprzyjajacych
okolicznosciach metody Krylowa moga z tego zrobi¢ dodatkowy pozytek;

— mozemy ograniczy¢ koszt rozwiazywania uktadu z macierza pochodnej (liczbe iteracji we-
wnetrznych), stosujac tagodne kryterium stopu, gdy jestesmy daleko od rozwiazania.

Przyktad 10.1 (Numeryczne eksperymenty z wariantami metody Newtona dla réwnania Al-
lena—Cahna). Poréwnamy jakosé pracy kilku metod:

— klasycznej metody Newtona

— uproszczonej metody Newtona

— metody Szamanskiego o m = 4 krokach

— metody Newtona z pochodna przyblizong ilorazami réznicowymi (ze stalym, ale bardzo
malym krokiem, h ~ /€, gdzie € to precyzja arytmetyki.

Do poréwnania wybierzemy:
— wykresy uzyskanego rozwiazania, u(z), dla kazdej z metod
— wykresy residuum, |F'(u(z))|, dla kazdej z metod
— historie zbieznodci metody, || F(u;)]|2
— liczbe iteracji, czas pracy, koncowa wartos¢ residuum.

%

o rozwiazania zadania z macierza rozrzedzona
% d d

%

disp('Matematyka obliczeniowa II');

%%% % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % %% % % % % % V0 % % % %o
function [x, resid, info, output] = newton(nazwa_f, nazwa_df, x0, atol, rtol, step, maxit)

%

% [, resid, info, output] = newton(nazwa_f, x0, atol, rtol, step, maxit)

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomic¢ na http:
//mst .mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch10.

dl

Zwrdé uwage na to, ze odpowiednio dobierajac czestosé uaktualniania macierzy pochodnej,
mozna znaczaco poprawié efektywno$é metody (w poréwnaniu do metody Newtona). Z drugiej
strony, zbyt rzadka aktualizacja moze przeszkodzi¢ w uzyskaniu zbieznodci, jak to dzieje sie w
naszym przykladzie w przypadku uproszczonej metody Newtona.

Cwiczenie 10.7. Sprawdz, jak zmienia sie wyniki (uzyskane rozwiazanie, jego dokladnosé, a
takze — koszt metody i szybko$é jej zbieznosci), gdy zmienisz jeden z ponizszych parametréw
— ostabisz nieliniowos¢, biorac § = 1,


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch10
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch10
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— nieco wzmocnisz nieliniowo$¢, biorac § = 15,
— zwiekszysz rozmiar zadania N do 400,

— zmniejszysz N do 20,

— zmniejszysz tolerancje btedu do 10712

Wskazowka. Zdaje sie, ze dla N = 20 mamy niejednoznacznosé rozwigzania? Jak to zweryfiko-
wac?

Cwiczenie 10.8. Zaimplementuj niedokladng metode Newtona i wykorzystaj ja w skrypcie
rozwiazujacym (najlepiej: dwuwymiarowe) réwnanie Allena—Cahna. Jak wplynelo to na efek-
tywno$¢ metody, w poréwnaniu do standardowej metody Newtona?

Przyktad 10.2. Monografii Kelley’a towarzyszy zestaw skryptow, pozwalajacych przetestowaé
dzialanie r6znych metod iteracyjnych w kilku praktycznych zadaniach [9].

Ponizszy skrypt, ktérego podstawowe kody zrédlowe pochodza ze strony http://wwwé.
ncsu. edu/"ctk/newton, umozliwi Ci zapoznanie sie z zadaniem rozwiazania réwnania Chan-
drasekhara [9, rozdzial 5.6].

disp("s#sxxxx Using C.T.Kelley functions, see the URL sssststotsonnnns’);

baseurl = "http://www4.ncsu.edu/"ctk/newton/SOLVERS/";
files = {'nsold.m’,"nsoli.m’,'brsola.m'};
for i = 1:length(files)

url = [baseurl,files{i}]

S = urlread(url);

fid = fopen(files{i}, 'w');

fprintf(fid, '%s’, S);

fclose(fid);

To tylko fragment skryptu Octave. Mozesz go uruchomic¢ na http:
//mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2&part=Ch10.

dl

Aby w pelni wykorzysta¢ mozliwoéci skryptu, zachecamy do uruchomienia go na wlasnym
(podlaczonym do internetu) komputerze i nastepnie do wnikliwej obserwacji zmiany wynikéw
przy zmianie, czy to parametréw zadania, czy to parametréw pracy solvera.
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11. Metoda Broydena

W przypadku jednowymiarowym, metoda siecznych:

flar) = f@r-1)

Tk — Tp—1

>_1 f(zg)

Tpr1 = T — <

jest interesujaca alternatywa dla metody Newtona: jej zbiezno$é jest superliniowa (doktadniej:
1++5
2

stycznych), a za to istotny koszt jednej iteracji ogranicza sie do wyznaczenia tylko jednej nowej
wartosci funkcji! (Pochodna jest niepotrzebna).

Uogoblnienie pomystu metody siecznych na przypadek wielowymiarowy tak, by zachowaé jej
dwie gléwne cechy: superliniowa zbieznos$é oraz niski koszt iteracji (nie wymagajacy w szczegdl-
nosci wyznaczania pochodnej ani obliczania dodatkowych wartosci funkeji) nie jest trywialne i
zostalo zrealizowane w metodzie Broydena. Iteracje Broydena okreslimy wzorem

wykladnicza z wyktadnikiem p = ~ 1.61... — a wiec tylko troche gorsza niz metody

Thil = T — A;lF(xk),

gdzie Ag = F'(x¢) (lub jest jej przyblizeniem wyznaczonym za pomocy ilorazéw réznicowych),
a kolejne macierze Ay wyznaczamy wedlug wzoru

1
A1 = A + ——F(2p41)s},,
Sk Sk

Sk = Th+41 — Tk-
(Zauwazmy, ze s jest jawnie wyznaczane w trakcie algorytmu, gdyz si jest rozwiazaniem réw-
nania poprawki, Agsy = —F(xy).)
Jak widzimy z powyzszej definicji, koszt jednej iteracji metody Broydena jest niewygoro-
wany. Rzeczywiscie, jedli z poprzedniego kroku znamy rozktad LU lub QR macierzy Ay 1, to
wyznaczenie rozktadu Ay, ktéra jest postaci Axy1 = Ap + UkU;?, jest zadaniem wyznaczenia

rozkladu dla modyfikacji macierzy rzedu 1 — a na to sa znane (tanie!) algorytmy [7], [10],
dzialajace kosztem O(N?) flopéw!, o czym szerzej méwimy w ponizszym rozdziale.

11.1. Realizacja metody Broydena

Oczywiscie, gdybysmy tylko skorzystali wprost ze wzoru

1
A1 = Ap + ——F(zp41) 51,
Sk Sk

to co prawda wyznaczenie Ay kosztowatoby nas tylko O(N?) flopéw, ale za to rozklad macierzy
Ay musialby nas kosztowaé¢ O(N?). Jednak, jako ze macierz Ay, rézni sie¢ od A tylko o

! W metodzie Broydena nie ma wiec — whbrew pozorom — potrzeby jawnego wyznaczania macierzy Ay!

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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macierz rzedu jeden, bedziemy mogli od razu przykltadaé odwrotnosé macierzy Aj do wektora
na podstawie rozkladu macierzy Ag, kosztem jedynie O(N? + kN).

Algorytm dzialajacy w oparciu o aktualizacje macierzy odwrotnej do Ax moze by¢ mniej
stabilny numerycznie od algorytmu uzywajacego aktualizacji rozktadu QR (zob. [10, 10.3.1,
Algorytm 2]) macierzy Ay i dlatego wskazuje sie sposoby kontrolowania przebiegu pracy tej
metody [4], ktérymi tutaj nie bedziemy sie zajmowac.

Aby tanio odwracaé kolejne macierze Aj, wykorzystamy wzér Shermana—Morrisona, ktérego
wyprowadzeniu bylo poswiecone ¢wiczenie 5.24.

Stwierdzenie 11.1 (wzér Shermana-Morrisona). Niech B = A + uwv’, gdzie A jest macierzq
nieosobliwg N x N oraz u,v € RN. B jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy 14+ vT A= u # 0

1 wowczas Lo
A )
B l=|(I- (7 AL
< 1+ UTA_1u>

T
Ak+1 = A+ URVE

U nas

gdzie up = F(zr41)/|skll2, vk = sk/||skll2. Oznaczajac dodatkowo

_ _ Zk
2 = Ay tuy, = Ale($k+1)/||3k||2a Wk = m»
k
ze wzoru Shermana—Morrisona mamy wiec
A,;il = (I —wpi)A = ... = (I —wpol) - (I —wovd)Ag (11.1)

Wydawaloby sie wiec, ze by skorzysta¢ z powyzszego wzoru, nalezaloby pamietaé¢ dodatkowe
wektory u;, wj,v; dlaj =0,..., k. W rzeczywistosci jednak mozemy dalej wymasowac powyzsze
zaleznosci 1 wyeliminowac te wektory, ograniczajac sie jedynie do pamietania sekwencji poprawek
S0y -5 Sk-

Rzeczywiscie, w metodzie Broydena interesuje nas przeciez nie sama macierz A,;il, tylko

nowa wartos¢ poprawki, sx11 = —A,;ilF(ka). Tymczasem, korzystajac z definicji 2z 1 vy,
_ _ 2k
—skr1 = A o) = (- wop) A F(aea) = llsill2(0 — ——7—vi )z
—_——— 1+ Vg 2k
=llskll22x
T

Vi 2k 1

= ||sg]lozr (1 — —E5—) = ||sp|lozp ——— = ||5k|[2w-

skl 22k ( 1+U}{Zk) [[skll2 T 0T [[skl|2wk

Stad dostajemy elegancka zaleznos$é wy = —sg41/||sk||2, ktéra mozemy podstawié¢ z powro-

tem do (11.1) i otrzymaé

T
— Sk+1S —
—sp1 = Ayl Fags) = <1+ H;”%’f ) A F (240). (11.2)

Na tej podstawie (sg1+1 wystepuje po obu stronach tej réwnosci!) konkludujemy, ze

—Sk+1 — AEIF(xk+1)/ (1 + H5k||2
2

Cwiczenie 11.1. Wykaz, ze je$li Aiy1 jest nieosobliwa, to wyrazenie pojawiajace si¢ w mia-
nowniku wzoru na sx41 jest rozne od zera.
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S%A;lF(SEk+1)

> = vl A Ywy, i skorzystaj ze wzoru Shermana—Morrisona.
lIskll3 k Tk

Wskazowka. Zauwaz, ze

Cwiczenie 11.2. Zaimplementuj metode Broydena z zastosowaniem wzoru Shermana—Morrisona.

Rozwigzanie. Aby sensownie wyznaczaé sii1, musimy zastanowi¢ sie chwile, jak wyznaczac
wektor

Pe = A F(2p41),

wystepujacy we wzorze (11.3). Zauwazmy, ze na mocy (11.1),

k-1 sj+1sT
At = H<I+ J) At

=0 55113

a wiec wyznaczenie pr daje sie zrealizowaé w petli polegajacej na kolejnym mnozeniu przez
T
8j+18j
112
155113
explicite, a w zamian wyznaczaé iloczyn (I + uv’)p zgodnie z wzorem

macierze postaci [ I + . Pamietajmy, by macierzy postaci I + uv” nigdy nie formowaé

p+u(v’p),

co bedzie kosztowalo tylko O(N) flopéw. Szkielet algorytmu moégtby wiec wygladaé nastepujaco:

Bazowa implementacja metody Broydena

r=ux9, k=0;
Ay = F'(z);
wyznacz rozktad LU lub QR macierzy Ay;
rozwiaz, korzystajac z gotowego rozktadu, Agsy = —F'(x);
while not stop do
begin
r=x-+Ss;
oblicz F(z);
k = k+1;
rozwiaz, korzystajac z gotowego rozktadu, Ags = —F(z);
for j =0 to k—1
begin
s =5+ s541(s]5)/lls513:
end
s=s/(1+sT_ys/Isi-l3)
Sp = S;
end

Jak wida¢, musimy pamietaé¢ czynniki rozktadu Ay (samego Ay juz nie) oraz wszystkie posrednie
poprawki sq, s1, .. ..

11.2. Zbieznos$¢ metody Broydena

Ponizsze twierdzenie gwarantuje superliniowa zbiezno$¢ metody Broydena nawet w przypad-
ku, gdy Ao ~ F'(20).
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Twierdzenie 11.1 (o zbiezno$ci metody Broydena). Przy standardowych zaloze-
niach, istniejg 6 oraz Oy (dostatecznie male) takie, Ze jesli xy € K(z*,0) oraz
|Ag — F'(2*)|| < do, to metoda Broydena startujgca z zo i Ay jest dobrze okreslona
oraz T — ¥ superliniowo.

Dowdd. Zobacz np. [9]. O

Cwiczenie 11.3. Wykaz, ze jesli Ag = F'(xq) oraz xq jest dostatecznie blisko x*, to powyzsze
twierdzenie zachodzi.

Rozwigzanie. To oczywiste, gdyz
|40 = F'(a")l| = [|F'(w0) — F'(z")|| < Lo — 2"|| < L.

Biorac 6, dp z twierdzenia o zbieznosci metody Broydena i ewentualnie dodatkowo zmniejszajac
0 tak, by jednoczesnie L < &g, dostajemy

[ Ao — F'(2")|| < Ld < do,

co gwarantuje spelnienie wszystkich zalozen twierdzenia 11.1.

Cwiczenie 11.4. Wykaz, ze macierze A, generowane w metodzie Broydena spelniaja rownanie
stecznych,
Aps1(zpg1 — ) = F(@p41) — F(a).
Rozwigzanie. 7 definicji
1
Apr1 = Ap + TiF(ffk—H)Sz’
55, Sk

wieC mMNozac przez Tiy] — Tk = S Mmamy

Agi1sk = Agsk + F(xp1) = —F(xr) + F(xg41).

Cwiczenie 11.5. Niech A € RV*N oraz s,y € RN przy czym s # 0. Wtedy

min |A — B2
BeRNXN: Bs=y

jest osiagane dla
(y — As)s”

B*=A+ =

st's
Znaczy to, ze metoda Broydena generuje ciag macierzy Ay taki, ze Agy1 jest najblizsze Ay w

normie spektralnej wéréd wszystkich macierzy spetniajacych réwnanie siecznych
Ak(xk — xk—l) = F(:Ek) — F(:L‘k_l).

Rozwigzanie. Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej innej macierzy B spelniajacej Bs = y, norma
roznicy B — A nie jest mniejsza niz dla B* — A. Mamy
y — As)sT  (Bs— As)sT (B — A)ssT

sTs sTs sTs ’
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skad
1B* — Al < [|B = All2lss™ || /1513 = | B — All2.

Ostatnia réwnoéé wynika z faktu, ze ||zy” |2 = |22 [|y||2.

Na zakonczenie wspomnijmy, ze — podobnie jak w przypadku modyfikacji metody Newtona
— rozsadne jest wykonac¢ co pewna liczbe iteracji restart metody Broydena, to znaczy: urucho-
mié procedure na nowo, biorac za punkt poczatkowy ostatnio wyznaczone przyblizenie. W ten
sposoby spowodujemy aktualizacje macierzy pochodnej (tej z ,zerowego” kroku) oraz zmniej-
szymy liczbe czynnikéw iloczynu macierzy rzedu jeden koniecznych do obliczenia poprawki.



12. Globalizacja zbieznoSci

Zaréwno metoda Newtona, jak i omawiane przez nas jej modyfikacje, moga zawie$¢ (to
znaczy: moga nie by¢ zbiezne lub dobrze okreslone), gdy poczatkowe przyblizenie xg bedzie zbyt
daleko od rozwiazania i zalozenia standardowe nie beda spelnione w xzy. Poniewaz zwykle trudno
wiedzie¢ a priori, czy jestedSmy dostatecznie blisko rozwigzania, opracowano szereg mniej lub
bardziej heurystycznych technik globalizacji zbieznoéci metod typu Newtona, pozwalajacych w
koncu dotrze¢ w takie poblize rozwiazania, w ktérym juz nastapi szybka zbiezno$é.

Podobny charakter ma inny — jakze czesto spotykany w zastosowaniach — problem: réw-
nanie nieliniowe z parametrem, w ktérym celem jest wyznaczenie nie jednego, jak dotychczas,
ale calej rodziny rozwigzarn (w zaleznosci od parametru). Przykladowo, moglaby nas intereso-
wacé charakterystyka pradowo—napieciowa pewnego ukladu elektronicznego o nieliniowych wta-
snosciach: wtedy dla zadanych wartosci napiecia musieliby$my rozwigzaé¢ réwnanie nieliniowe,
okreslajace prad w obwodzie. Poniewaz aby narysowa¢ doktadny wykres takiej charakterystyki,
nalezaloby prébkowaé wartosci natezenia w bardzo wielu (powiedzmy, kilkuset) podanych na-
pieciach — dobrze byloby te kilkaset uktadéw réwnan rozwiazaé mozliwie efektywnie. Pokazemy
wiec pozyteczna metode wyznaczania bardzo dobrych punktéw startowych xg w przypadku, gdy
zalezno$¢ rozwigzania od parametru jest dostatecznie regularna.

Co ciekawe, te technike mozna wykorzystaé takze w celu globalizacji zbieznosci metody typu
Newtona dla pojedynczego réwnania nieliniowego!

12.1. Metoda nawrotéow

Przypomnijmy, ze rozwazane przez nas metody iteracyjne sa postaci
Tyl = Tk — S.

Zacznijmy od prostej obserwacji, ze — gdy zj jest daleko od rozwiazania — poprawka s =
F'(x1,) "1 F(21) jest co prawda stuszna co do kierunku (idziemy wszak w strone, w ktéra funkcja
lokalnie maleje), ale by¢ moze przesadna co do wielkosci i spowodowaé, ze w nastepnej iteracji
warto$¢ residuum wzrosnie, a nie zmaleje...

Metoda nawrotéw (ang. backtracking) reprezentuje prosta strategie, polegajaca na zachowa-
niu kierunku poprawki i nastepnie na ewentualnym jej skroceniu tak, by residuum w xy41 bylo
mniejsze od residuum w xy: dzieki temu zawsze bedziemy redukowaé ||F(x)|| w nadziei, ze tym
samym bedziemy zblizaé si¢ do rozwiazania.

12.1.1. Prosta metoda nawrotéw

W swojej najbardziej podstawowe] (raczej nie stosowanej) postaci, metoda nawrotéw wy-
znacza poprawke s nastepujaco:

Metoda nawrotéw, wersja bazowa

s = F'(zx) "' F(xy); {zaczynamy od standardowej poprawki z metody Newtona}
TEST: © = xx — s; {wyprébowujemy poprawke}

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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if | F(z)]| < ||F(xx)|| then
Tp+1 = x; {akceptujemy poprawke}

else begin
s = 8/2; {skracamy poprawke i ponownie sprawdzamy}
goto TEST;

end

W praktyce powyzsze kryterium akceptacji poprawki [[F(x)| < ||F'(zx)| moze by¢ zbyt
tagodne i dlatego raczej stosuje sie tzw. regule Armijo:

Metoda nawrotéw z reguta Armijo

s = F'(zp) " F(xy);

A=1; {mnoznik poprawki}

TEST: z =z, — As; {wyprébowujemy poprawke}

if [|F(z)] < (1 = aM)||F(zy)] then
Tp+1 = ; {akceptujemy poprawke}

else begin
A = M\/2; {zmniejszamy mnoznik i ponownie sprawdzamy}
goto TEST;

end

Parametr relaksacyjny a dobiera si¢ na wyczucie, zwykle troche ponizej jednosci. Oczywiscie,
nie mozna daé sie zwariowaé i stosowaé zbyt malych mnoznikéw A, bo prowadziloby to do
stagnacji metody (lepiej potraktowaé to jako informacje o klopotach ze zbieznoscia i nastepnie
restartowa¢ metode z zupelnie innym x).

Metoda nawrotow, jakkolwiek czesto istotnie poprawia charakter zbieznosci metody New-
tona, moze takze zalamac sie, gdy F’(x) stanie sie osobliwa. Nie musi takze gwarantowaé
zbieznosci do prawdziwego rozwiazania, gdyz moze zdarzy¢ sie, ze na przykltad
— iteracje z daza do lokalnego ekstremum F', a nie do miejsca zerowego;

— |jzk|| — oo (bo na przyklad F(z) — 0 dla ||z|| — o).

12.1.2. Wielomianowe nawroty

Zamiast stosowaé do$¢ prymitywna regute wyznaczania nowego mnoznika poprawki: A =
A/2, mozna wybiera¢ nowe A jako argument minimalizujacy warto$¢ wielomianu interpolacyj-
nego dla funkcji g(\) = ||F(zr — As)||, opartego na weztach bedacych poprzednio wybieranymi
wartosciami \. Taka strategie nazywa si¢ strategia nawrotéw wielomianowych. Inna metoda
— obszaru ufnosci (ang. trust region) — pozwala dobraé¢ nie tylko mnoznik poprawki, ale do-
datkowo nieco zmieni¢ jej kierunek; jest wiec nieco bardziej elastyczna, ale za cene wyzszego
kosztu.

Przyktad 12.1 (Metoda wielomianowych nawrotéw oparta na dwéch punktach). Wybierajac
g(\) = || F(ag — As)[l3,
po tescie A = 1, dysponujemy nastepujacymi trzema(!) wartosciami g:
9(0) = ||F(x)||3 (2 poprzedniego kroku),
9(0) = g'(N)|,_, = —2F ()" F'(x1)s,
g(1) = | F(zx — 9)]l5.

Zauwazmy, ze jeSli s bylo wyznaczone metoda Newtona, to wtedy faktycznie ¢’(0) < 0, a
wiec F(xp) maleje w kierunku s. Na podstawie tych trzech wartosci mozemy skonstruowaé
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wielomian interpolacyjny (Hermite’a) drugiego stopnia oraz wyznaczy¢ Apowe, minimalizujace
ten wielomian:
N g'(0)
T 29(1) — g(0) — ¢'(0)

Cwiczenie 12.1. Wyprowadz powyzszy wzor na Apowe-

Wskazowka. Wspominany wielomian interpolacyjny Hermite’a dla g to

w(X) = g(0) +¢'(0)A + (g(1) — g(0) — ¢'(0))A%.

Dla metody Broydena takze mozna sformutowaé regute podobna do reguly Armijo dla me-
tody Newtona, [9].

Jeszcze innym sposobem globalizacji zbieznosci metody Newtona moze by¢ wykorzystanie
metody kontynuacji — o czym w nastepnym rozdziale.

12.2. Metody kontynuacji

W wielu praktycznych zastosowaniach mamy do czynienia nie z jednym réwnaniem nielinio-
wym, ale z cala rodzing réwnan, indeksowana pewnym parametrem (lub zestawem parametréw).
Dla ustalenia uwagi, rozwazmy wiec rodzine réwnan indeksowana parametrem ¢ € [0, 1],

H(z,t) =0, (12.1)

gdzie H : D x [0,1] — RY, gdzie D jest otwartym niepustym podzbiorem R¥.

W ogdélnosci zbidr wszystkich rozwiazan (12.1) moze byé dziwaczny, ale my zajmiemy sie re-
gularnym — spotykanym w niektérych zastosowaniach — przypadkiem, kiedy mozemy lokalnie
jednoznacznie okresli¢ funkcje t — x(t) taka, ze

H(x(t),t) = 0.

Dokladniej, zatézmy, ze H € C(D x[0,1]) i dla pewnego parametru t* € (0,1) i dla pewnego
x* € D zachodzi
H(z*,t*) = 0.
Jesli dodatkowo zalozymy, ze pochodna czastkowa H,(z*,t*) jest nieosobliwa, to na mocy twier-

dzenia o funkcji uwiklanej istnieje U = (t* — €,t* + €), gdzie € > 0, takie, ze dla t € U jest
jednoznacznie wyznaczone rozwiazanie x(t),

H(z(t),t) =0.
Ponadto, x € C*(U) oraz
2’ (t) = —Hy(2(t), t) " Hy(2(t), 1) dlateU. (12.2)
Moéwimy w takim przypadku, ze x(t) jest regularng galezig rozwiazan (12.1), przechodzaca

przez (x*,t*). W dalszym ciagu zajmiemy sie wladnie metodami wyznaczania takiej regularnej
galezi rozwiagzan.
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12.2.1. Wyznaczanie dobrego przyblizenia poczatkowego dla metody typu
Newtona

Przypu$émy, ze dla parametru t* wyznaczyliSmy juz rozwiazanie z* = x(t*). Naszym zada-
niem jest wyznaczenie z(t* + h), gdzie h > 0 jest mate!. Odpowiada to wzietej z zycia sytuacji,
gdy chcemy przesledzié przebieg galezi x(t), probkujac jej wartosci dla kolejnych (zapewne gesto
rozmieszczonych w U) wartosci parametru t.

Naturalnie, do wyznaczenia z(t* + h) mozemy uzy¢ dowolnej z wezeéniej opisywanych metod
— ale czy nie udatoby sie wykorzystaé¢ informacji uzyskanej dla t* w celu wyznaczenia przy-
blizenia z¢ dla x(t* + h) tak, by metoda Newtona od razu startowala z dobrego przyblizenia
poczatkowego? Ze wzgledu na regularny charakter galezi z(¢) nietrudno zgadnaé, ze niezlym
przyblizeniem dla z(t* 4+ h) mogloby by¢ z¢ = z*. Rzeczywiscie, niech

l= ma ' (]|
te[t*,t*x—l—h]H @l

Wtedy (na mocy lematu o wartosci éredniej 9.1)
[(t" +h) = 2| < I[n],

wigc jesli h jest dostatecznie mate wzgledem [, to xo bedzie dostatecznie blisko z(t* 4 h), by za-
gwarantowaé szybka (kwadratowa) zbiezno$é metody Newtona (pod oczywistym warunkiem, ze
spelnione sa zalozenia standardowe, por. rozdzial 9.3.1). Ten sposéb wyboru x(, zaproponowany
przez Poincaré’go, nazywa sie klasyczng metodg kontynuacyi.

Mozna jednak, niewiele wiekszym kosztem, uzyskaé jeszcze lepsze przyblizenie poczatkowe
dla metody Newtona (lub podobnej).

Poniewaz zachodzi (12.2) z warunkiem poczatkowym x(t*) = z*, to przyblizona wartosé
z(t*4+h) moznaby uzyskaé, stosujac jaki$ schemat réznicowy dla (12.2). Na przyklad, korzystajac
dla (12.2) z jawnego schematu Eulera z krokiem h, jako xg = x(t* + h) polozymy

zo = x(t*) + ha'(t*) = 2% — h- Hp(a*, t*) " Hy (2%, t%).

Ten sposéb wyznaczania poczatkowego przyblizenia z(t* + h) nazywa si¢ kontynuacjq wzdluz
stycznej. Aby wiec wyznaczy¢ o, musimy rozwiazaé uklad rownan z macierza pochodnej H, (x*, t*)
(wyznaczona dla poprzednio znalezionego rozwiazania — to przeciez macierz wystepujaca w ite-
racji Newtonal!) no i wyznaczy¢ wartosé Hy(z*,t*) — co zwykle nie jest zbyt trudne analitycznie
(w przeciwnym przypadku, mozemy zadowolié¢ sie, jak zwykle, réznicowa aproksymacja).

Jedli x € C2(U), to jako$é tak uzyskanego przyblizenia jest znacznie wyzsza niz w przypadku
klasycznej metody kontynuacji. Rzeczywiscie,

2(t* + ) — @0 = 2(t* + h) — 2(t) — ha'(t*) = /01 h (@'t + rh) — 2'(t")) dr,

skad, oznaczajac | = maxcpp =41 [|2” ()], dostajemy na mocy lematu o wartosci redniej osza-
cowanie

h?.

DN | =~

1
(" + h) — a0 </ | ||2 (¢ + 7h) — 2/ (#%)]| dr <
0

Cwiczenie 12.2. Dlaczego w metodzie kontynuacji wzdluz stycznej, zastosowanie schematu
niejawnego do rozwiazywania (12.2) nie mialoby wickszego sensu?

L W szczegblnosei, t* + h € U.
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Rozwigzanie. Bo, po pierwsze, wymagaloby rozwiazania podobnego réwnania nieliniowego, a
po drugie — byloby niepotrzebnie kosztowne. Przeciez nas i tak interesuje tylko wykonanie
jednego kroku takiego schematul!

W $wietle powyzszego, nabiera znaczenia kwestia doboru wtasciwej wielkosci kroku konty-
nuacji h. Na razie dysponujemy jedynie informacja jako$ciowa, ze ,,dla h dostatecznie matego”,
dostaniemy zbieznosé. Jednak w praktyce chcielibySmy uzywaé rozsqgdnie malych (czytaj: nie za
malych) h — bo obniza to koszt wyznaczenia aproksymacji x(t) dla t € U. Istnieja na szczescie
strategie kontroli kroku kontynuacji h [4], analogiczne jak w przypadku réwnan rézniczkowych,
ale dostosowane do tej konkretnej sytuacji: zagwarantowania (kwadratowej) zbieznosci metody
Newtona startujacej z .

Warto takze wiedzieé, ze istnieja bardziej wyrafinowane techniki kontynuacji, ktore pozwa-
laja przej$¢ przez punkty krytyczne galtezi (w ktérych pochodna po t jest nieokreslona)

12.2.2. Metoda homotopii

Jedli trudno znalezé dobry punkt startowy dla metody Newtona dla réwnania

mozemy sprobowaé sztucznie wprowadzi¢ parametr ¢ € [0, 1] i okresli¢ réwnanie (12.1) tak, by
H(z,1) = F(x)

oraz

H(x70) - F($)7
przy czym dla F jestedmy w stanie latwo wygenerowaé dobry punkt startowy. Jesli tak, to
postepujac zgodnie z metoda kontynuacji — rozwiazujac H (z,t;) = 0 dla kolejnych wartosci ¢,
poczynajac od zera — dojdziemy w koncu do ¢t; = 1, i tym samym wygenerujemy dlan dobre
przyblizenie startowe.

Taka metoda globalizacji zbiezno$ci metody Newtona — przez wykorzystanie kontynuacji dla
odpowiednio spreparowanej rodziny zadan z parametrem — nosi nazwe metody homotopii, gdyz
w sposéb ciagly przeprowadzamy zadanie ,tatwe” na zadanie ,trudne”. Nalezy jednak pamietac,
ze w praktyce ta metoda moze, ale nie musi sie sprawdzié¢, gdyz znalezienie dobrej homotopii
H moze by¢ sprawa znacznie trudniejsza niz znalezienie dobrego xg! Zazwyczaj ,naturalne”
pomysly na H, np. wziaé¢ ,bardzo latwg” F (z) 1 okresli¢

H(z,t) = tF(z) + (1 —t)F(z),
albo potozy¢ jeszcze prostsza
H(z,t) =tF(z9) + (F(x) — F(z9)) dla zadanego xo,

sa zbyt proste, aby byly skuteczne.



13. Kwadratury interpolacyjne w wielu wymiarach

13.1. Sformulowanie zadania

Ostatnie trzy wyktady po$wiecimy numerycznemu catkowaniu funkcji wielu zmiennych. Do-
kladniej, dla danej funkcji f : [0,1]¢ — R chcemy obliczyé (przyblizyé) wartoéé

1 1 1
Id(f):/ f(@)di = / / / f(@1, 22, .. 24) dzrdzs - - - dzg.
[0,1]4 0 Jo 0
d

Zakladamy, ze powyzsza calka istnieje. W ogdlniejszym sformutowaniu, chcieliby$my obliczyé
catke z wagg w funkcji f : R — R, ktéra jest postaci

Lio(f) = [, 1@ w(@) di

Waga w jest tutaj nieujemna i catkowalna.

Zauwazmy, ze ograniczenie si¢ w ostatnim przypadku do R? nie zmniejsza ogélnoéci, gdyz
catke po dowolnym mierzalnym obszarze D C R? mozna wymodelowaé przyjmujac, ze waga
w(Z) = 0 dla wszystkich Z ¢ D.

Zadanie calkowania funkcji wielu zmiennych ma ogromne znaczenie praktyczne i dlatego
warto znaé skuteczne metody numeryczne jego rozwiazywania.

Przyklad 13.1. Wycena obecnej wartosci wielu instrumentéw finansowych, w tym tzw. opcji,
opiera si¢ na zatozeniu, ze przyszte ceny podlegaja losowym zmianom kolejnych odcinkach czaso-
wych. Obecna warto$é opcji obliczana jest jako warto$é oczekiwana funkcji wyptaty. Odpowiada
to obliczaniu calki oznaczonej funkcji d zmiennych, gdzie d jest liczbg odcinikéw czasowych. Jest
to czesto calka ze standardowa d wymiarowa waga gaussowska postaci

)2 [ fEn e (- 3@+ ) der o dea

przy czym f jest (zwykle skomplikowana) funkcja wyplaty na koncu okresu, a §; reprezentuja
czynniki losowe w kolejnych odcinkach czasu. Wymiar d moze wynosi¢ nawet kilka tysiecy.

7 podstawowego wyktadu z metod numerycznych kazdy z nas wie jak numerycznie catkowaé
funkcje jednej zmiennej. Stosowane metody w znakomitej wigkszosci przypadkéw sprowadzaja
sie do scatkowania funkcji, ktora jest kawatkami wielomianem okreslonego stopnia interpoluja-
cym funkcje podcatkows. Pomyst ten moze byé uogdlniony na przypadek funkcji wielu zmien-
nych. Aby jednak méwi¢ o kwadraturach interpolacyjnych w wielu wymiarach, musimy najpierw
zastanowi¢ sie nad rozwiazywalnoécia odpowiedniego zadania interpolacyjnego.

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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13.2. Interpolacja na siatkach regularnych

13.2.1. Postaé¢ wielomianu interpolacyjnego

Niech
a<ty <ty <---<t.<b

Jesli f jest funkcja jednej zmiennej, f : [a,b] — R, to wielomian
pr(a) =Y f(t;) (),
j=1

gdzie [; jest j-tym wielomianem Lagrange’a,

Lo —t ,
)= 11 7= 1<is<r
jF=1"

(przy czym ly = 1 dla r = 1) jest stopnia co najwyzej (r — 1) i interpoluje f w punktach ¢;,
tzn. przyjmuje w tych punktach te same wartosci co f. W przypadku d > 2 mozemy podobnie
zdefiniowaé ,wielowymiarowe” wielomiany Lagrange’a.

W tym celu zakladamy, ze na kazdej wspolrzednej dany jest przedzial, a w nim uktad r
punktéw

k)

a® <™ <t < <t® <p® 1<k <d

Oznaczajac przez lj(.k) odpowiednie wielomiany Lagrange’a jednej zmiennej dla k-tego podziatu,
definiujemy wielomiany Lagrange’a d zmiennych jako

1 2 d
U1, yza) = B0 (@) 8D (22) - 18D (2q)
dla wszystkich 1 < jx < r, 1 < k < d. Dla skrécenia zapisu, bedziemy dalej uzywaé zapisu
wektorowego j = (j1,...,J4), a 1 < j < d bedzie oznaczaé, ze nieréwnosci zachodza dla kazdej
wspolrzednej ji, 1 < k < d. Podobnie, ty = (tﬁ),tg), .. 7t§'j))-

Wielomiany l; nalezg do przestrzeni P} wielomianéw d zmiennych postaci
7) = g il i2 Z'd
p(ai)—p(ml,...,xd)_ Z a{-xle...xd’
0<i<r—1

gdzie ay sa dowolnymi wsoolczynnikami rzeczywistymi. Zauwazmy, ze p € Py wtedy i tylko
wtedy gdy p jest wielomianem stopnia co najwyzej (r — 1) ze wzgledu na kazda zmienna x.

—

Lemat 13.1. Jesli wielomian p € P} zeruje si¢ we wszystkich r punktach t;, 1<y3<r, top
jest wielomianem zerowym.

Dowod. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na wymiar d. Dla d = 1 lemat jest
oczywiscie prawdziwy, bo na podstawie zasadniczego twierdzenia algebry niezerowy wielomian
stopnia co najwyzej (r — 1) nie moze mieé¢ r réznych zer.

Niech d > 2. Niech az beda wspotczynnikami wielomianu p. Dla ustalonej k zdefiniujmy
wielomian py € P)_; jako

d
pk(xl) cee 7xd—1) = p(xla cee 7‘Td—17t]g ))

Wielomian ten zeruje si¢ w 7(d — 1) punktach ¢;,,_;, ,. Zapisujac go w postaci

_ (k) i1 tq—1
pk(x17"'7$d_1) - Z bil,...,id,1 .7)1 xd—l’
0<i1,eeyig—1<d—1
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gdzie wspoélczynniki

(k) _ (d)yi
biy iy, = Z az- ()",
0<ig<d—1
oraz stosujac zalozenie indukcyjne mamy, ze bz('f,)...,id,l = 0. A wiec dla wszystkich wyboréw
indeksow i1, ...,14_1 wielomian jednej zmiennej Z?d_zlo az - t'd zeruje sie w r punktach t = tgd).
To za$ wymusza a; = 0 dla wszystkich 0 < i<d—1liw konsekwencji p = 0. O

Lemat 13.1 wykorzystamy do pokazania nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 13.1. Wielomiany l;., 1< j< r, tworzq baze przestrzeni Pj. W szcze-

gdlnosci, dim(Py) = rd.

Dowdéd. Zauwazmy, ze podobnie jak w przypadku d = 1,

L) = | L desti i=j,
] 0, w przeciwnym przypadku.

Stad, jesli kombinacja liniowa p = Z;. a;.l]f jest wielomianem zerowym to dla wszystkich i

0=p(t; = Z aslz (t7) = o,
J

czyli uktad {l;: 1< i < r} jest liniowo niezalezny. 7 drugiej strony, uklad ten rozpina P}, bo
dla dowolnego wielomianu p z tej przestrzeni mamy

p= Z p(t;) l;. (13.1)

1<5<r

Rzeczywiscie, w przeciwnym przypadku réznica wielomianu p i prawej strony (13.1) bytaby
niezerowym wielomianem w P}, ktory zeruje si¢ we wszystkich r¢ punktach t=. To zas przczyloby
lematowi 13.1. 0

Stad juz jeden krok do nastepujacego wniosku podsumowujacego nasze dotychczasowe roz-
wazania. Niech

D = [aW, bW] x [a® 6@ x ... x [aD pD)]
bedzie d wymiarowym prostokatem.

Whniosek 13.1. Dla dowolnej funkcji f : D — R wielomian

pr(@) = Y ft)50)

0<j<r

jest jedynym wielomianem w P} interpolujgcym f w punktach tz tzn. takim, ze
pr(ts) = f(t5)

dla wszystkich 1 < ; <.
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13.2.2. Btlad interpolacji

Zastanéwmy sie teraz jaki jest blad otrzymanej interpolacji. Dla uproszczenia bedziemy od
teraz zaktadaé, ze D jest kostka d wymiarowa, tzn. wszystkie krawedzie maja ta sama diugosé,
ktéra oznaczymy przez H, a wezlty na kazdej wspotrzednej

W =a® puH,  1<j<r

gdzie
Oy <us < <upr <1

jest pewna ustalong siatka na odcinku jednostkowym.
W przypadku skalarnym, o ile funkcja f jest r-krotnie rézniczkowalna w sposéb ciagty, to

(r)
1) = psla) = (@~ )@~ 1) (o 1) T,
przy czym £ € [a,b] zalezy od x. Stad w szczegdlnodci mamy
b _ T
£@) ~ps)] < L0, (132)

gdzie || £ o = maxa<icp | £ (1)|. Aby wyprowadzié¢ formute na btad interpolacji w przypadku
wielowymiarowym, bedziemy potrzebowaé¢ pewnego prostego uogélnienia ostatniego wzoru.

Zalézmy, ze zamiast dokladnych wartodci f(t;) mamy jedynie wartosci przyblizone y; takie,
ze blad

lyi — f(t)] <6, 1<i<m (13.3)

Niech dalej py bedzie wielomianem stopnia co najwyzej (r — 1) interpolujacym dane przyblizone
y; w punktach t;. Poniewaz (p; — py) jest wielomianem interpolujacym dane f(t;) — y;, na
podstawie wzoru (13.1) mamy

Ips(2) — By(@)| < 63 Jl@)] < 8-S,
=1

gdzie S1=1,adlar > 2

T T

Sr = ] Z
SES =1 itg=1

Z—Uj

U; — Uy '
Stad i z formuly na btad interpolacji dla doktadnych danych otrzymujemy

@) — 55@)] < 1f(@) - pp(@)| + Ipp(a) —pp@)] < ED YO0 1505, (13.4)

7!

Wprowadzimy jeszcze klase F,.(D) funkcji f : D — R, ktére w calej swojej dziedzinie
sa r-krotnie rézniczkowalne w sposéb ciagly ze wzgledu na kazda zmienna. Dla f € F,.(D)
definiujemy

o f }
o0

T
ox’

o f
oz,

ey

B(f) = max {\

1<i<d

)
(e 9]
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Twierdzenie 13.2. Niech D = [aV),a) + H] x - -- x [aD oD + H]. Jesli f € F,(D)
to dla kazdego ¥ € D bled interpolacji

T

H
1@ = pr(@)| < = CraBr(f),

gdzie Cig=d, a dlar > 2

54-1
Crd = 53

Dowod. Rozpatrzymy tylko r > 2 pozostawiajac przypadek » = 1 jako proste éwiczenie.

Dla d = 1 nieréwnos$é¢ w tezie jest réwnowazna (13.2). Zalézmy wiec, ze d > 2. Poniewaz
dla kazdego ustalonego t,id) wielomian (d — 1) zmiennych pg(z1,. .. ,xd,l,t,gd)) jest wielomia-
nem interpolacyjnym dla funkcji (d— 1) zmiennych f(z1,...,24-1, t,(gd)), na podstawie zalozenia
indukcyjnego mamy

d d H" Sd-1_ 1
f(@1s. a1 D) = pr(zr, . wgor, £ < 7B (5—1 . (13.5)
N T
Zauwazmy, ze dla ustalonych z kolei pierwszych (d — 1) wspélrzednych zy, ..., x4-1 wielomian
pr(x1,...,2q-1,t) jest wielomianem jednej zmiennej ¢ interpolugcym funkcje jednej zmiennej
f(x1,...,24-1,t) w punktach t,(cd) na podstawie danych zaburzonych na poziomie ¢ réwnym

prawej stronie (13.5). Stad i z (13.4) ostatecznie otrzymujemy

HT’
7@ @ < B 465,

H" Sd=1 1

H" Sd—1
= ?B’r(f) (Sr_1>'

13.3. Kwadratury interpolacyjne

13.3.1. Kwadratury proste

Jestedmy juz dobrze uzbrojeni w mechanizm interpolacyjny i mozemy zdefiniowaé wielo-
wymiarowe kwadratury interpolacyjne dla caltkowania funkcji f : D — R zdefiniowanych na
kostce

D= [a(l),a(l) +H] x--- % [a(d)’a(d) + H].

Kwadratury te dane sa rownoscia
Qralh) = [ ps(@ . (13.6)

gdzie py € P} jest wielomianem interpolujacym f w punktach t, 1<ji<r.
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Chociaz postaé¢ (13.6) kwadratury znakomicie nadaje sie do rozwazan teoretycznych, nie jest
jednak praktyczna ze wzgledu na obliczenia. Zauwazmy, ze

Qalh) = [ S i@z = ¥ty [ 1@z

d
He. %:f(tj) kl;[l (/Olzjk(u) du> :

gdzie l; jest j-tym wielomianem Lagrange’a dla punktéw uq,usg,...,uq. Stad, wprowadzajac
oznaczenie

1
ap = A lk(u) du7

kwadrature interpolacyjng mozna zapisa¢ w postaci
d 1) 2 d)
Qr,d(f) = H"- Z ajlan"'ajd'f(tgl)atgé)w-wt;'d )
1<g1,00dasr

Zauwazmy, ze aj, sa wspOlczynnikami jednowymiarowej kwadratury interpolacyjnej Q,(f) =
> h—1axf(tr) opartej na punktach wuy, przyblizajacej calke fol f(u) du. Méwiac inaczej, zdefi-
niowana przez nas wielowymiarowa kwadratura interpolacyjna jest d-produktem tensorowym
wybranej kwadratury jednowymiarowe;j.

Na koniec tego podrozdziatu podamy oszacowanie btedu kwadratury @, 4. Poniewaz

[ 1@ 47 = Quath) = [ (7@ ~py(@) dz.
z twierdzenia 13.2 natychmiast otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 13.2. Jesli f € F.(D) to bled kwadratury interpolacyjnej Q. q jest ograniczony przez

’/Df(:ﬁ’)d:z— Qr,d(f)‘ < H;d Cyra Br(f).

13.3.2. Kwadratury zlozone

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, definiujemy kwadratury ztozone dla
funkcji wielu zmiennych. Dla uproszczenia zaktadamy, ze catkujemy po kostce jednostkowej
[0, 1]4.

Dla danego n wprowadzamy podzial kostki na n® podkostek

L L
{“ ,“}x[” ,”]x...[“ “] 1<ip<n, 1<k<d.
n n n n n n

Nastepnie na kazdej podkostce stosujemy prosta kwadrature interpolacyjna oparta na siatce
regularnej sktadajacej sie z r¢ punktéw. Skonstruowana w ten sposéb kwadrature zlozona ozna-

czymy przez ngi)
Przyktad 13.2. Jesli bazows kwadratura jednowymiarows jest reguta punktu srodkowego,

Q) = -0 (57),

to wynikowa kwadratura ztozona na [0,1]¢ jest po prostu reguta prostokatéw

Q’E'q,/ii)(f): <1>d. Z f<i1_1/2’...,id_1/2>‘

n . . n n
ISP N
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Nasze rozwazania wienczy twierdzenie o bledzie kwadratury zlozonej, ktére natychmiast
wynika z wniosku 13.2 oraz sposobu konstrukeji kwadratury.

Twierdzenie 13.3. Kwadratura ztozona Qgg korzysta z co najwyzej
N = (rn)?

wartosci funkeji f. Jesli f € F([0,1]%) to jej blad

|/[07de(f) di — QU)(f)| < (;,)T/d (:,) Cra Br(f).

13.4. Przeklenstwo wymiaru

Ztozone kwadratury interpolacyjne moga by¢ z powodzeniem stosowane dla niskich wymia-
row, powiedzmy d = 2, 3. Dla duzych wymiaréw d maja one bowiem tg niepozadana wtasnosé,
ze liczba wezléw rosnie wyktadniczo szybko wraz z zageszczaniem siatki. Nawet jesli weZmiemy
po 2 punkty na kazdej wspdlrzednej to caltkowita liczba punktéw siatki regularnej wyniesie
24 Pamictamy, ze w wielu praktycznych zastosowaniach d moze siega¢ nawet kilku tysiecy. W
takich przypadkach obliczenie wartoéci kwadratury jest zadaniem praktycznie niewykonalnym.

To jednak nie koniec ztych wiadomoéci. Przyjrzyjmy sie jeszcze btedowi ztozonej kwadratury
interpolacyjnej. Twierdzenie 13.3 moéwi, ze blad ten jest ograniczony z géry proporcjonalnie
do N77/4 gdzie N jest liczbg wszystkich uzytych punktéw. To drugi powéd do niepokoju,
uzasadniony ponizszym przykltadem.

Przyktad 13.3. Zalézmy, ze chcemy catkowaé funkcje 360 zmiennych i jako kwadrature bazowa
stosujemy kwadrature Simpsona, dla ktérej r = 4. Gérne ograniczenie bledu sugeruje, ze aby by¢
pewnym wyniku z doktadnoécig 10~2 to musimy obliczyé wartoéci funkeji w az 1080 punktach.
Czy naprawde jest az tak zle?

Rzeczywiscie jest tak zle, a nawet gorzej. Okazuje sie, ze rzedu zbiezoéci N~7/4

poprawi¢ w klasie funkeji F,([0,1]¢). Méwi o tym nastepujace twierdzenie.

nie da sie

Twierdzenie 13.4. Istnieje ¢ = c¢.q > 0 o nastepujgcej wlasnosci. Dla dowol-
nej aproksymacji catki wykorzystujgcej N wartosci funkcji mozna znalezZé funkcje
f € F.([0,1]%) dia ktérej B.(f) = 1, a bled aproksymacji calki wynosi co najmniej
eN~—T/d,

Dowdd. Zatézmy, ze dana aproksymacja calki oblicza wartosci funkcji w punktach fj, 1<j<N.
Dowdéd twierdzenia polega na konstrukeji dwoch funkcji, fy i f—, ktére zeruja si¢ we wszystkich
t; (atym samym ich calki sa aproksymowane ta sama liczba), dla ktérych B,.(f1) = 1 = B,.(f-),
ale réznica catek

[ = @ > 2N,
[0,1]¢

dla pewnej c¢ niezaleznej od f i d. Wtedy, przynajmniej dla jednej z tych funkcji btad aproksy-
macji calki wynosi co najmniej ¢N "/
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Wybierzmy n taka, ze n? > N i skonstruujmy na [0, 1] regularna siatke sktadajaca sie z n?
kostek, kazda o krawedzi dtugosci h = 1/n.
Niech dalej ¢ : R — R bedzie dowolng funkcja r-krotnie rézniczkowalng w sposob ciagly
spelniajaca nastepujace warunki:
1. ¢(x)=0dlax ¢ (0,1),
2. ¢U(0)=0=¢W(1)dla0<j<r,
3. Jy ¢(t)dt =:a >0,
Kazdej kostce
Kz :=[(iy — 1)h,i1h] x --- x [(ig — 1)h,igh]

naszej regularnej siatki przyporzadkujemy funkcje

d

¢x(w1,...,2q) = h" H d(xp/h — ).

k=1

Zauwazmy, ze B.(¢z) = 1 oraz

(/@@ﬁzwmﬂ
Kz

Jasne jest, ze istnieje co najmniej n¢ — N multi-indekséw i (kostek) takich, ze zaden z
punktow f; nie nalezy do wnetrza K. Oznaczmy zbior takich indeksow przez S i zdefiniujmy
funkcje

I+ :Zﬁbza f-==f+

ies

Wtedy obie funkcje zeruja sie w ¢;, B.(fy) = 1 = B,.(f-), oraz

| p@dE == [ @i > - et
[0,1]¢

[0,1]¢
Podstawiajac n = [NY%(1 4 d/r)'/4] dostajemy ostatecznie

_ da?
Cp2rtd(1 4 d/fr)Ltr/d

/[0 i fe@di’ = e N7/ gdzie ¢

Opisane zjawisko nosi nazwe przeklenstwa wymiaru.
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14.1. Wstep, metody niedeterministyczne

Poprzedni wyktad zakonczyliémy pesymistycznym twierdzeniem 13.4, ze nie istnieja efektyw-
ne metody numerycznego catkowania funkcji wielu zmiennych, poniewaz ma miejsce zjawisko
przeklenstwa wymiaru. Zwréémy jednak uwage na to, ze fakt istnienia przeklenstwa wymiaru
stwierdziliémy przy zalozeniach, ze:

(i) model obliczeniowy jest deterministyczny,

(ii) funkcje podcalkowe sa r-krotnie rézniczkowalne po kazdej zmienne;.

Mozna mieé¢ nadzieje, ze przeklenstwo wymiaru zniknie, albo zostanie ztagodzone, gdy przynaj-
mniej jedno z tych zalozen nie bedzie spetnione.

Ten wyklad poswiecimy (klasycznej) metodzie Monte Carlo numerycznego catkowania, ktéra
jest przyktadem metody niedeterministycznej, tzn. takiej, ktéra oblicza wynik wykorzystujac
zjawiska losowe. Chociaz moze to brzmie¢ dziwnie, to wtasnie niedeterministyczne zachowanie
metody pozwala pokonaé przeklenstwo wymiaru.

Opisana dalej klasyczna metoda Monte Carlo zwigzana jest $cisle ze Stanistawem Ulamem,
uczniem Stefana Banacha i reprezentantem Lwowskiej Szkoly Matematycznej. Ulam zastosowal
metode Monte Carlo do obliczania skomplikowanych catek w ramach ,Manhattan Project” w
Los Alamos (USA), w czasie II Wojny $wiatowej.

14.2. Klasyczna metoda Monte Carlo

14.2.1. Definicja i blad

Tak jak w poprzednim rozdziale chcemy obliczy¢ catke
11 1
La(f) 5:/ f(f)df:/ / / f(z1,22,...,2q4) dvidry - - - d2g.
[0,1]¢ 0 Jo 0
—_———
d

Zakladamy przy tym, ze f : [0,1] — R jest funkcja, ktérej kwadrat jest catkowalny,
/ (@2 dF < oc.
[0,1]¢

Definicja 14.1. Klasyczna metoda Monte Carlo polega na przyblizeniu I;(f) $rednia arytme-
tyczna wartosci funkcji f w losowo wybranych punktach, tzn.

1

MCd,N(f) = MCd,N(f;{lat_)?a" . 7t_'N> = N ’ Zf(t_;)a
j=1
gdzie t_i, fg, .. ,f ~ sa punktami wylosowanymi niezaleznie od siebie, kazdy zgodnie z rozkladem

jednostajnym na [0, 1]¢.

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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Konsekwencja zastosowania losowosci jest to, ze przy réznych realizacjach metody otrzymu-
jemy rézne wyniki, w zaleznoéci od wyboru punktéw t_; Wynik MCyn(f) jest wiec zmienna
losowa, ktérej warto$é¢ oczekiwana wynosi

E(MCyn(f) = / MCyn(fiTh,... In) ds - diy
[0’1}d»N

1 Y .
Y /Wf(ﬂ df = Li(f).

Poniewaz réznica Ig(f) — MCqn(f) jest tez zmienna losowa, za btad metody Monte Carlo dla
danej funkcji f przyjmiemy odchylenie standardowe,

e(f; MCan) = \/E (Is(f) — MCyn(f))>

Twierdzenie 14.1. Dla danej funkcji f blgd metody Monte Carlo wynosi
a(f)

e(f;MCqn) = N

gdzie

o(f) = \1a(f?) = I3(f)

jest wariancjg funkcji f.

Zanim przystapimy do dowodu zauwazmy, ze o(f) jest dobrze zdefiniowana wielkoscia, bo-

wiem nierownosé
a(f)l < +/1a(f?)

jest szczegdlnym przypadkiem znanej nierownosci Schwarza dla catek.

Dowdéd. Oznaczmy, dla uproszczenia, zmienng losowa X = MCq n(f). Wtedy
E(X -E(X))? = E(X(X-E(X)) - EX)(X - E(X))) = E(X?% - E*X). (14.1)

Ponadto

N 2 N
B = B+ (Z f@)) = %E (Z () +Zf(5)f(fj>)
j=1 Jj=1 i#]
1

s (VL) + (V= D) = 1)+ (1= 1) 106

N

gdzie skorzystaliémy z niezaleznosci zmiennych losowych f(¢;) i f(t;) dla i # j. Stad i z (14.1)
dostajemy

P MCuy) = BX = BOOP = L L(r)+ (1= ) D= 130 = 3 (1) = 13(9))

co konczy dowdd. O

Uwaga 14.1. Zauwazmy, ze w dowodzie pokazaliSmy przy okazji nieréwnosé¢ Schwarza postugujac
sie narzedziami rachunku prawdopodobienstwa.
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Twierdzenie (14.1) méwi, ze btad metody Monte Carlo jest proporcjonalny do N —1/2 przy

bardzo stabych wstepnych zalozeniach na funkcje (jedynie catkowalnoéé kwadratu funkeji). Jest
to istotna poprawa w poréwnaniu do btedu N="/¢ dla metod deterministycznych. W szczegdl-
noéci wazne jest, ze wyktadnik 1/2 przy N~! jest niezalezny od wymiaru d, a konsekwencja
tego pokonanie przeklenstwa wymiaru.

Dziwnym moze wydawaé sie, ze przeklenstwo wymiaru mozna zlikwidowaé¢ uzywajac metod
niedeterministycznych (losowych). Jednak niczego nie ma za darmo. Nalezy pamietaé, ze jest to
mozliwe za ceng niepewnosci wyniku. O ile bowiem metoda deterministyczna produkuje zawsze
ten sam wynik, metoda niedeterministyczna (taka jak Monte Carlo) produkuje rézne wyni-
ki zaleznie od konkretnych realizacji zmiennych losowych. Dlatego, mimo iz btad oczekiwany
jest proporcjonalny do N~1/2 to nie mamy calkowitej pewnosci, ze przy konkretnej realizacji
otrzymany wynik jest tego samego rzedu. Z tego punktu widzenia warto przytoczyé nastepujaca
réwnosé, ktora wynika z centralnego twierdzenia granicznego; mianowicie, dla dowolnych ¢y < cg
mamy

L (aol) ) ol 1 [ _pp
&WP®(¢N<QW M%Mﬂ<wﬁ>—%h46 dt,

gdzie Prob oznacza prawdopodobiefistwo wzgledem rozktadu jednostajnego na [0, 1]4V.

14.2.2. Calkowanie z waga

Deterministyczne metody interpolacyjne z poprzedniego rozdzialu mozna stosowaé jedynie
do catkowania na d-wymiarowych prostokatach. Metoda Monte Carlo ma oprécz wymienionych
réwniez i ta zalete, ze latwo ja uogolni¢ na przypadek calkowania z waga. Dla przyblizenia
wartosci

Lin(f) = / F(@Hw(@) dE,  gdre / W(@) dZ = W < oo,
R Rd
mozemy bowiem zastosowaé¢ wzor

—

f(t5),

N
MCin(f) =
j=1

przy czym t1, ..., Ly sa tym razem punktami wybranymi losowo i niezaleznie od siebie, zgodnie
z rozktadem na R o gestosci w/W.

Adaptujac odpowiednio dowdd twierdzenia 14.1 otrzymujemy nastepujace wyrazenie na btad
uogdblnionej metody Monte Carlo.

Twierdzenie 14.2. Niech I, (f?) = [ga f2(ZF)w(F) dT < co. Wtedy

ou(f)

gdzie

0u(F) = /W Liw(f2) — 13,(f)-
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14.3. Redukcja wariancji

Zauwazylismy, ze zaleta metody Monte Carlo jest nie tylko jej prostota, ale réwniez to,
ze blad éredni wynosi o, (f)N~'/2. Naturalnym jest teraz pytanie, czy bledu tego nie mozna
poprawi¢. Temu celowi stuza metody redukcji wariancji, ktére polegaja w ogdlnosci na redukcji
czynnika o, (f). Sposrod wielu technik redukeji wariancji skupimy uwage na dwéch: losowaniu
warstwowemu oraz funkcjach kontrolnych. Dla uproszczenia bedziemy zakltadaé, ze catkujemy
z waga jednostkowa na kostce

D =10,1).

14.3.1. Losowanie warstwowe

Podzielmy obszar catkowania D na K roztacznych podzbioréw D; tak, ze
K
D =] D;
i=1

i zastosujmy Monte Carlo do calkowania po kazdym D;, tzn. calke [ f(Z)dZ przyblizymy
wielko$cia

MCan(f) = > MCYN. ().

R
1=1

gdzie M Cc(lf}\h jest metoda Monte Carlo zastosowang do calki
190() = [ 1@z 1<i<K
oraz N = 3K N,

Oznaczmy przez |D;| objetosé d-wymiarowa podzbioru D;. Poniewaz zmienne losowe I ng‘) (f)—

M Cg\a( f) sa parami niezalezne dla 1 < i < K, na podstawie twierdzenia 14.2 mamy

K 2
E((L(f) = MCun(f)?) = E ((Zféz)(f) —MCd,NL-(f)) )
i=1

I
.MN

@
I
—

E ((1(f) - MCY,(1)?)

= (1D 1) ~ 19 (9))

I
.MN

N
Il
i
Iy

Przyjmijmy teraz, ze

przy czym dla uproszczenia (ale bez utraty ogdlnosci) zakladamy, ze wielkosci te sa calkowite.
Wtedy otrzymujemy

K .
(. TTCun) = < Jw% -2 ;Z,‘ (15 (1)) (14.2)

Btad tak zdefiniowanej metody MCy n nie jest wigkszy od btedu klasycznej metody M Cy n
z Twierdzenia 14.1.
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Twierdzenie 14.3. Dla dowolnej funkcji f takiej, ze Iy(f?) < oo mamy
e(f7 MCd,N) < e(f? MCd,N)7

przy czym réwnos$é zachodzi tylko wiedy gdy iloraz I C(li)( f)/|D;| jest staly, niezaleznie
od 1.

Dowdd. Rzeczywiscie, oznaczajac

13°(f)
a; =\/|Di|, b= d|D,|’

oraz wykorzystujac nierownos¢ Schwarza dla ciggdw mamy

K 2 K K K
I3(f) = (Zaibi> < (Zaf) (be) =
i=1 i=1 i=1 i

bQ_K 1 7% 2

przy czym réwnoéé zachodzi tylko wtedy gdy wektory (ai,...,ax)" i (by,...,bx)" sa liniowo
zalezne, co jest réwnowazne warunkowi w tresci twierdzenia.
Prawdziwosé tezy pokazuje teraz poroéwnanie wzoréw na btedy obu metod. O

Widzimy, ze stosujac losowanie warstwowe z ustalonym podziatem na K podzbiory D; mo-
zemy co prawda zmiejszy¢ blad, ale szybkoéé zbieznosci N~1/2 pozostaje ta sama. A czy mozna
poprawié¢ zbiezno$¢ stosujac rézne podzialy dla réznych wartosci N7 Okazuje sig, ze tak, o ile
zalozymy pewna regularno$é funkcji f.

Aby to uzyskad, najpierw przeksztalcimy wzoér (14.2) na btad metody MCy v do postaci

K .
e(f,MCyy) = jﬂ ;fé”«f —¢)?). (14.3)

gdzie
C; = IdZ) (f)
D

Zalozmy teraz, ze f spelnia warunek Lipschitza ze stala L,

I1<i< K.

@) =) < L7 = Yllo,  Z,5€D.
Wrtedy istnieja #; € D; takie, ze f(%;) = ¢;, a stad i z lipschitzowskosci f mamy, ze dla dowolnego
reDbD;
|f(Z@) —ci] < L-||Z—Zilloo < L-diamee(D;),
gdzie
diameo (D;) := sup{[|Z — #llo : Z,7 € Di}

jest érednica zbioru D; w normie max. W konsekwencji, ze wzoru (14.3) dostajemy nastepujace
oszacowanie bltedu:

K
e(f,MCqyn) < \/LNJ ; | D;| diam?(D;).
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Ustalmy teraz réwnomierny podzial kostki D na K = N podkostek D;, kazda o krawedzi
dlugogci N—1/4 (zakladamy, bez zmniejszenia ogélnosci, ze N 1/d jest catkowita) tak, ze nasza
metoda aproksymuje caltke na D; uzywajac tylko jednej wartosci. Wtedy diam(D;) = N —1/d
oraz

e(f,MCyy) < L-N~1/2+1/d),

Ostatecznie, otrzymany w ten sposéb wariant losowania warstwowego jest zbiezny z wyktad-
nikiem wigkszym niz 1/2. Oczywiscie, moze to mieé¢ praktyczne znaczenie jedynie dla malych
wymiaréw d, bowiem dla duzych d wykladnik 1/2 4+ 1/d jest wlasciwie réwny 1/2.

14.3.2. Funkcje kontrolne

Podobny efekt zwiekszenia szybkosci zbieznosci mozna uzyskaé stosujac klasyczng Monte
Carlo bezposrednio do funkcji f — g, gdzie g jest pewna specjalnie dobrang funkcja, zwana
funkcjq kontrolng.

Rzeczywiscie, przedstawmy f w postaci f = g+ (f — g). Wtedy

1a(f) = 1a(g) + 1a(f — 9),

co sugeruje zastosowanie nastepujacej metody:

MCan(f) = Ia(g) + MCan(f — g).

Poniewaz

Li(f) = MCyn(f) = (Lalg) + La(f — 9)) — (La(g) + MCyn(f - 9))
= Li(f—9)—MCyn(f—9),

z twierdzenia 14.1 natychmiast wynika, ze btad

e o(f—g
e(f;iMCqyn) = e(f —g;MCyn) = (\/TV)
Pozostaje kwestia doboru funkeji g tak, aby istotnie zmniejszy¢ wariancje o(f — g). Wezmy
najpierw funkcje schodkows postaci

K
9(7) = ZcilDl<f)a
i=1
gdzie
o 1 T e Di, .
(T) = <i<
1D’L(x) { 0 f¢ Di7 ) 1 (A K7

jest funkcja charakterystyczng zbioru D;, a ¢; = f(&;) dla dowolnych #; € D;. Oczywiscie,
najlepiej byloby wziaé #; tak, aby ¢; = I U(;)( 1)/ D;, ale jest to niemozliwe, bo nie znamy calek
Ic(ll) (f). (Znajomos¢ tych calek nie byla konieczna w przypadku losowania warstwowego!) Wtedy
dostajemy ten sam efekt jak dla MCy n, tzn. dla lipschitzowskiej f

K

o*(f —9) < La((f — 9)*) < C*-)_ |D;| diam*(D;) (14.4)
i=1

i dla g odpowiadajacej rownomiernemu podziatowi na N podkostek otrzymujemy btad propor-
cjonalny do N—(1/2+1/d)
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W ogdlnosci, funkcje g nalezy w praktyce wybieraé tak, aby dobrze aproksymowata funkcje
f. OczywiScie, wybdr ten musi bazowaé na informacji jaka posiadamy o f.

Na przyklad, dla funkcji r-gladkich, tzn. dla f € F,.(D) mozna w ten sposéb dostaé jeszcze
lepszy wyktadnik. Rzeczywiscie, niech g = g; bedzie kawaltkami wielomianem stopnia najwyzej
r — 1 po kazdej zmiennej interpolujacym f, dla réwnomiernego podziatu kostki jednostkowej na
N1/d podkostek. Z rozdzialu 13 wiemy, ze wtedy dla funkeji f € F-(D) blad interpolacji jest
postaci (zob. twierdzenie 13.2)

Cr,dBT’(f) 'N—r/d

rl

[F(#) = g5(@)] <

W konsekwencji, dla tak skonstruowanej metody dostajemy nastepujacy blad oczekiwany.

Twierdzenie 14.4. Dla f € F.(D) mamy

e(f; M0z ) < P =ty

Dodajmy, ze J\%d, N jest w istocie metoda mieszana, gdyz uzywa wartosci funkcji f oblicza-
nych w N punktach wybranych deterministycznie oraz w N punktach wybranych losowo.

Zbieznosci N~(1/2+7/d) pie da sie juz poprawi¢ w klasie F, (D). Doktadniej, mozna pokazaé
nastepujace twierdzenie, ktore jest odpowiednikiem twierdzenia 13.4 dla algorytmdéw niedeter-
ministycznych.

Twierdzenie 14.5. Istnieje ¢ > 0 o nastepujgacej wilasnosci: dla dowolnej (deter-
ministycznej lub niedeterministycznej) aproksymacyi calki wykorzystujacej N wartosci
funkcji istnieje f € F.([0,1]%) dla ktérej B.(f) = 1, a blgd oczekiwany aproksymacii
calki wynosi co najmniej ¢ N—(1/2+7/d)

14.4. Generowanie liczb (pseudo-)losowych
Dotychczas milczaco przyjmowaliSmy, ze umiemy generowaé ciagi
X1, X0, Xs,..., X, ...

niezaleznych liczb losowych zgodnie z danym rozkladem prawdopodobienstwa. Nie jest to jed-
nak zadanie trywialne. W praktyce obliczeniowej liczby losowe uzyskujemy przez zastosowanie
specjalnych programéw. Poniewaz komputer jest urzadzeniem deterministycznym, tak uzyskane
ciagi nie sa idealnie losowe juz choéby dlatego, ze sa okresowe. Fakt ten wplywa na pogorszenie
jakosci wyniku i w szczegblnoéci powoduje, ze ich uzycie pozwala uzyskaé jedynie kilka liczb
znaczacych, przy czym im wiekszy wymiar d zadania tym gorsza graniczna doktadnosé. Z tych
wzgledéw mowimy raczej o generatorach liczb pseudo-losowych.

Generowanie liczb pseudolosowych jest bardzo obszernym tematem, my tylko zwrdcimy uwa-
ge na podstawowe metody.
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14.4.1. Liniowy generator kongruencyjny

Liniowe generatory kongruencyjne stuza generowaniu ciagéw losowych U; o rozkladzie jedno-
stajnym na odcinku [0, 1] i zdefiniowane sa w nastepujacy prosty sposob. Startujemy z Uy = xg
i kolejno obliczamy dla i =1,2,3,...

x; = (axi—1 + c)modm,
UZ' = x,»/m,

Jakos¢ takiego generatora zalezy istotnie o wyboru liczb catkowitych a, b i m. W szczgdlnosci
pozadane jest, aby generator mial maksymalny okres m. Jesli ¢ # 0 to warunkami dostatecznymi
na to sa:
(a) c¢im sa wzglednie pierwsze,
(b) jesli p dzieli m to p dzieli a — 1,
(c) jesli 4 dzieli m to 4 dzieli a — 1.

Dostep do dobrego generatora liczb losowych o rozkladnie jednostajnym U ~ Unif([0, 1])
jest wazny réwniez z tego wzgledu, ze jest on zwykle podstawa dla konstrukcji generatoréw
ciagdéw o bardziej skomplikowanych rozktadach prawdopodobienstwa.

14.4.2. Odwracanie dystrybuanty i ,,akceptuj albo odrzué”

Jedli znana jest dystrybuanta zadanego rozktadu, czyli funkcja
F(x) := Prob(X < z),
oraz tatwo obliczy¢ jej odwrotno$¢ zdefiniowang jako
F7l(u) == inf{z : F(z) > u},
to potrzebne ciagi losowe moga by¢ wygenerowane wedtug wzoru
X = FY(U), U ~ Unif([0, 1]).
Rzeczywiscie, mamy
Prob(X < z) = Prob(F~Y(U) < z) = Prob(U < F(z)) = F(z).

Na przyklad, jesli F(z) = 1 — e**/2 to mosma zastosowaé wzér X = \/—2In(0).

Niestety, dla wielu rozktadéw dystrybuanta nie moze byé¢ doktadnie obliczona. Wtedy jako$é
metody zalezy od jako$ci zastosowanej numerycznej aproksymacji funkcji F~1(x).

Inna uniwersalna metoda generowania liczb losowych o dowolnym rozktadzie na R, zwana
akceptuj albo odrzué, polega na wykorzystaniu istniejacego ,,dobrego” generatora liczb innego
rozkladu na R. Dokladniej, zalézmy, ze dysponujemy generatorem liczb losowych Y zgodnie z
rozktadem o gestodci g, a interesuja nas liczby X pochodzace z rozktadu o gestosci f. Zalézmy
ponadto, ze

f(2) < c-g()
dla pewnej stalej ¢ > 0. Wtedy mozemy uzy¢ nastepujacego algorytmu:

{ repeat
generuj Y zgodnie z g;
generuj U ~ Unif ([0, 1])
until U < f(Y)/(cg(Y));
return X :=Y
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Aby pokazaé poprawnos¢ takiego generatora zauwazmy, ze

Prob(X € A) = Prob(Y € A: U< f(Y)/(cg(Y)))
Prob(Y € A, U < f(Y)/(cy(Y)) )
P(U< f(Y)/(eg(Y)) ) '

Poniewaz dla a € [0, 1] prawdopodobienstwo, ze U < a wynosi a to

Prob(U < f(¥)/(eg(¥)) = [ LD gayda = X
R cg() ¢
i w konsekwencji dostajemy
Prob(X € A) = c¢-Prob(Y € A,U < f(Y)/(cg(Y)))
f(
2 co(a x)dr = / f(x)dx.

14.4.3. Metoda Box-Muller dla rozkladu gaussowskiego
Normalny rozktad gaussowski na R o funkcji gestosci

_ L —t2/2
g(t) - m €

jest najczeéciej stosowanym rozkladem niejednostajnym. Dla rozkiadu gaussowskiego bardzo
efektywne okazuja sie algorytmy bazujace na odwracaniu dystrybuanty. Uzywajg one dosé skom-
plikowanych aproksymacji funkcji £~1

Prostsza i najbardziej popularng jest metoda Boz-Muller. Generuje ona od razu dwie nieza-
lezne liczby Z1 i Zo (albo, réwnowaznie, punkt (Z1, Z3) € R? zgodnie z rozktadem normalnym
w R?), na podstawie dwéch liczb losowych o rozkladzie jednostajnym.

Przedstawmy (z,y) € R? we wspoéhrzednych biegunowych,

T = T-Cosp,
y = 7r-sing,

gdzie r € [0,00) 1 ¢ € [0,27). Metoda polega na wygenerowaniu zmiennych ¢ i r, a nastepnie za-
stosowaniu powyzszego wzoru. Generowanie ¢ jest proste, bo ma rozktad jednostajny. Policzmy
dystrybuante roktadu zmiennej r. Mamy

1 1 2r rR
Prob(r< R) = — e (@ H9?)/2 dz,y) = — / TG_T2/2dT'd(p
27 Ju2442<R2 2 Jo Jo

R R
2 2 2
= / re " 2dr = —e" /2’ = 1-—e /2
0 0

Stad, stosujac metode odwracania dystrybuanty mamy R = v/—2InU, U ~ Unif([0,1]). Ra-
chunki te prowadza do nastepujacego generatora.
{ generuj Uy, Uy ~ Unif([0, 1]);

R := -2InU;; V := 27Uy;

Z1 = VRcos(V); Zy := VRsin(V);

return 21, Zo
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15.1. Co to sa metody quasi-Monte Carlo?

Metody Monte Carlo potrafia pokona¢ przeklenstwo wymiaru, maja jednak réwniez swoje

wady. Najwazniejsze z nich to:

(i) niepewno$¢ wyniku (ktéry ma charakter probablistyczny),

(ii) stosunkowo wolna zbieznosé (praktycznie N—1/2),

(iii) konieczno$é stosowania (niekiedy skomplikowanych) generatoréw liczb losowych.

Mozna powiedzieé¢, ze skoro uzywamy z powodzeniem generatoréw liczb pseudo-losowych, to
implementacje Monte Carlo sa w istocie deterministyczne. Dlatego, wybierajac punkty deter-
ministycznie, ale tak, aby w jakis sposéb ,udawaly” i ,usrednialy” wybér losowy, powinnismy
dosta¢ metode deterministyczna o zbieznosci co najmniej N™Y2. A przy okazji usuneliby$my
dwie z wymienionych wad Monte Carlo.

Takie intuicyjne myslenie wydaje sie nie mie¢ racjonalnych podstaw, bo przeciez metody
deterministyczne podlegaja przeklenstwu wymiaru. Pamietajmy jednak, ze twierdzenie 13.4 o
przeklenstwie zachodzi w klasie F,.(D) funkcji rézniczkowalnych r razy po kazdej zmiennej.
ZwrociliSmy na to uwage juz na poczatku rozdziatu 14. Dlatego zasadne jest poszukiwanie
pozytywnych rozwigzan dla funkcji o innej regularnosci.

Quasi-Monte Carlo jest deterministycznym odpowiednikiem klasycznej metody Monte Carlo
dla aproksymacji catek na kostkach,

La(f) = /D f@dz, D=0,

Definicja 15.1. Metoda quasi-Monte Carlo polega na przyblizeniu I4( f) Srednia arytmetyczna,

N
- - 1 -
QMCd,N(f) = QMCd,N(tlv s 7tN) = E : Z f(tj)v
j=1
gdzie . ta, .. tn sg pewnymi szczegdlnymi punktami w D wybranymi w sposob determini-
styczny.

Przez dlugi czas od swojego powstania uwazano, ze metody quasi-Monte Carlo sa efek-
tywne jedynie dla calek o niskich wymiarach. Dopiero pod koniec lat 90-tych ubiegtego wieku
zauwazono, ze daja istotnie lepsze wyniki niz Monte Carlo w obliczaniu wartoéci niektorych
instrumentéw finansowych. Obecnie quasi-Monte Carlo jest powszchnie uznang i bardzo po-
pularna metoda, ktorej znaczenie trudno przeceni¢ mimo, ze dotychczas nie udato sie znalezé
pelnego teoretycznego wyttumaczenia jej efektywnosci.

15.2. Dyskrepancja
Rozwazania na temat quasi-Monte Carlo zaczniemy od zdefiniowania pojecia dyskrepancyi,

ktére odgrywa fundamentalna role w analizie efektywnoéci tych metod.

Matematyka obliczeniowa II (¢) P.Krzyzanowski, L.Plaskota, Uniwersytet Warszawski, 2014.
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Dla # = [z1,...,74)" € D niech

[0,Z) := [0,21) X -+ X [0,24)

-,

oznacza d wymiarowy prostokat w D, ,zakotwiczony” w zerze. Zakladamy przy tym, ze [6, 0)

0.

Definicja 15.2. Dyskrepancja (z gwiazdka) danego zbioru N punktéw £; € [0,1)%, 1 < j < N,
nazywamy wielko$¢

DISC(t1,...,ty) = sup |DISCy(Z;11,...,tN)
zeD

gdzie

DISCd(f;ﬂ,...,FN) = T1...Tg —
a # A oznacza liczbe elementéw zbioru A.

Poniewaz x1 - - - x4 jest d-wymiarowa objetodcia prostokata [6, ¥), dyskrepancja pokazuje jak
dobrze danych N punktéw aproksymuje objetosci tych prostokatéw. Réwnowaznie, oznaczajac
przez 1 - funkcje charakterystyczna prostokata [0, ) mamy

RS L. #{j:te0,F
/Dl[ﬁ,f)(t) dt =z, x4 oraz N;l[ﬁ’f)(tj) _ { ;\7 [ )}
J:

Stad dyskrepancje mozna réwniez interpretowaé jako maksymalny btad aproksymacji funkcji
charakterystycznych prostokatéw przez odpowiedni algorytm quasi-Monte Carlo.

Pojecie dyskrepancji zilustrujemy najpierw na przyktadzie jednowymiarowym d = 1. Nie-
trudno pokazaé, ze dla dowolnych ¢;

1
DISCj(t1,...,tn) > ——. 15.1
Rzeczywiscie, DISCq(z;t1, ..., tn) jako funkcja  ma na kazdym z przedziatéw [0,t1), [tj—1,t;),
2 < j < N, pochodng réwng 1, oraz przyjmuje zero dla x = 0. Zatem, jesli dyskrepancja bytaby

mniejsza od 1/(2N) to mielibySmy

1 1 .
tl<ﬁ’ tj—tj_1<N, 2<]<N,
a stad
t —t+§:(t‘ t~)<1+N71—1 !
MEUTEN Y RAN TN TN
Otrzymujemy sprzecznos$¢, bo dla ty <z <1—1/(2N)
DISCy (x5t t)<<1 1> 1= L
1\ &T5tl1, .- UN ON = N

Z dowodu wynika, ze réwnos¢ w (15.1) zachodzi jedynie dla réwnomiernego rozmieszczenia
punktow,

t] — N 5
W tym przypadku algorytm QMC; y redukuje si¢ do zasady punktu srodkowego.

1<j<N.
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7 punktu widzenia praktycznych obliczenn dobrze byloby mieé ciag nieskonczony
t1,to, .. s tn, ... C[0,1)

i konstruowaé kolejne aproksymacje uzywajac N poczatkowych wyrazow tego ciggu. Ciekawe,
ze wtedy zbieznoé¢ N~! nie moze byé zachowana. Dokladniej, mozna pokazaé istnienie ¢ > 0
takiego, ze dla kazdego ciggu nieréwnosé
In N

N

DISCi(ty, ... ty) > ¢

zachodzi dla nieskonczenie wielu N.
Analiza dyskrepancji w wymiarach d > 2 just duzo bardziej skomplikowana. Na razie ogra-
niczymy sie do zauwazenia, ze siatka réwnomierna jest fatalnym wyborem. Dokltadniej, niech

—

e = [, t)0, 1<i<n,1<i<d,

bedzie réwnomiernym rozkladem N = n¢ punktéw w D. Rozpatrzenie prostokata

[0,5) x [0,1) x --- x [0,1)
d—1

wystarcza, aby sie przekonaé, ze wtedy dyskrepancja wynosi co najmniej % = %N —1/d,

15.3. Blad quasi-Monte Carlo

15.3.1. Formula Zaremby
Jesli f:[0,1] — R jest funkcja rézniczkowalna to dla kazdego = mamy

f@) = 10~ [ F@de = 1)~ [ 10 50 (15.2)

Wzo6r ten uogdlnimy na przypadek funkcji wielu zmiennych w nastepujacy sposéb.
Najpierw wprowadzimy kilka niezbednych oznaczen. Dla podzbioru indekséw U,

04U C{1,2,....d},

niech Dy = [0, 1]IY1, gdzie |U] jest liczbg elementéw w U. Niech dalej Zyy € Dy bedzie wektorem
powstatym z wektora & = [x1, 29, ...,24]" € D poprzez usuniecie wspéhrzednych zjzj¢U,a
(Zy; 1) € D wektorem, ktorego j-ta wspotrzedna wynosi z; dla j € U oraz wynosi 1 dla j ¢ U.
Na przyklad, jesli d = 5 i U = {1,4} to dla & = [x1, 72, 23,24, 75)7 mamy Ty = |21, 24]7 i
(Fy; 1) = [21,1,1, 24, 1] 7.
W koncu, niech
olulf
HjeU Ou

bedzie skrotowym zapisem odpowiedniej pochodnej mieszanej funkcji f.

fo =

Lemat 15.1. Jesli funkcja f : D — R ma ciggle pochodne czqstkowe mieszane f{; dla wszystkich
0#UC{1,2,...,d} to
£@) = £ + SO [ 1 G oG d,  GeD (153)
U U

T=11,1,...,1] € R?).
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Dowdd. Dowéd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem d. Dla d = 1 réwnosé (15.3) jest
réwnowazna (15.2). Niech wiec d > 2. Stosujac zalozenie indukcyjne do f z ustalona ostatnia
wspolrzedna x4 mamy

f( ) = f .TU{d}, Z |V| D, 1(5‘/71“/](5\/) f{/(,?v,xd; 1) dzy,

gdzie sumowanie jest po wszystkich () # V C {1,2,...,d — 1}. Stosujac dalej wzér (15.2) ze

wzgledu na z4 odpowiednio do f(Z(q);1) 1 fi,(Zv, xa; 1) dostajemy

—,

@ = 1@ - [ e ] () Tha (1) do

+(-1)lV! L, Yt () Fir(Fvi 1) day

VUi ) ) SN
+V§{:d}( D Dyuiay L@y o Tvoga] (zVU{d}) Fogay (ZVU{d}, 1) dZyyay-

Teraz wystarczy poréwnaé otrzymana formule do prawej strony (15.3). Drugi sktadnik odpowia-
da U = {d}, trzeci skladnik podzbiorom U # () do ktérych nie nalezy d, a czwarty podzbiorom
U takim, ze d € U i |U| > 2. O

Zauwazmy, ze rozwijajac f(Z) i f(f;) zgodnie ze wzorem (15.3) mamy

/D () dz +Z Y (/Dl@U,fU]wU)df) fr(Fu31) dzy,

1 Y 1Y
¥ S0 = 10+ D0 [ (5 S g s
j=1 Py =1

-

Poniewaz warto$¢ funkcji charakterystycznej odcinka (@,b] w punkcie € jest réwna wartosci
funkcji charakterystycznej odcinka [0, ¢) w punkcie @ to

/ l(zUJU](ZU )dz = / 10U,ZU)(:UU) dy = H 255

jeUu

N L@@ = y#{i s @ el = p#li: GeliEm)}
]:
Stad otrzymujemy nastepujaca formute Zaremby na blad quasi-Monte Carlo:

La(f) = QMCy N (f) = D (=1 / DISCy ((Zu3 )i frs- - in) - fr(Brs D) dZ. (15.4)

U

15.3.2. Nieré6wnosé Koksmy-Hlawki

Oznaczmy przez Vy(D) klase funkeji f : D — R, ktérych pochodne mieszane f{; istnieja i sa
ciagle dla wszystkich ) £ U C {1,...,d}.

Definicja 15.3. Wahaniem (w sensie Hardy-Krause) funkcji f € V4(D) nazywamy wielko$é

- ;/D (55 1)| 2.
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Zauwazmy, ze dla d = 1,

1 k
Vi(f) :/0 |f/(z)|dz = sup{Z]f(zj)—f(zj_l)] : k>1,0:zo<z1<...<zk:1}
j=1

jest wahaniem funkcji w klasycznym sensie. Nastepujace bardzo wazne oszacowanie bledu me-
tody quasi-Monte Carlo nosi nazwe niercwnosci Koksmy-Hlawk:.

Twierdzenie 15.1. Jesli f € V(D) to blad metody quasi-Monte Carlo

—

| N
QMC, n(f) = N )
=

dla aproksymacji calki Iy = [}, f(Z) dZ szacuje sie przez

|Ta(f) = QMCyy (f)| < DISCi(E, ..., En) - Valf):

Dowdéd. Nieréwnosé wynika natychmiast z formulty Zaremby (15.4), bowiem
() = QMCy (N < X [ |DISCa (s i) |- 11 G 1) i
U U
< DISCiE i) Y [ s 1) d.
u 7 Pu

O]

W nieréwnosci Koksmy-Hlawki czynnik bledu Vy(f) zalezny jedynie od funkcji jest od-
dzielony od czynnika bledu DISC}(f,. .., tx) zaleznego od wyboru punktéw. O ile nie mamy
wplywu na wahanie funkcji, mozemy staraé¢ sie wybraé punkty t_; tak, aby zminimalizowaé¢ ich
dyskrepancje. Zasadnicze pytanie brzmi: jak mata moze byé dyskrepacja? W szczegdlnosci, czy
mozna wybraé nieskonczony ciag punktéw tak, ze oparte na nim algorytmy quasi-Monte Carlo
pokonuja przeklenstwo wymiaru w klasie Vg(D)?

Na miejscu jest teraz uwaga, ze dzigki obecnoéci pochodnych mieszanych rozumowanie ana-
logiczne do tego z dowodu twierdzenia 13.4 prowadzi w klasie funkeji f € V4(D) z V(f) < 1
jedynie do oszacowania z dotu bledu przez ¢N~! (a nie cN~"/9).

Okazuje sig, ze pelne odpowiedzi na zadane pytania nie sa znane. Najlepsze ciagi nieskon-

czone tq,ty,...,¢t

ny - - - Spelniaja nieréwnosé

In¢ N
N )

DISCj;(ﬂ,...,FN) < Oy N=1,23,...,
gdzie Cy > 0 nie zalezy od N.

Wydaje sie wiec, ze w klasie V(D) metody quasi-Monte Carlo daja istotnie lepsze wyniki
od Monte Carlo, bo blad nie tylko jest deterministyczny, ale tez dla f € Vy(D) zbiega do
zera duzo szybciej, tzn. blad jest rzedu N~!¢ dla dowolnego € > 0 w przypadku quasi-Monte
Carlo, oraz N~Y2 w przypadku Monte Carlo. Nie do kofica jest to prawda. Zauwazmy bowiem,
ze w praktycznych obliczeniach wnioski asymptotyczne nie maja zastosowania, gdy wymiar
d jest bardzo duzy. Wtedy czynnik CyIn® N moze mieé istotne znaczenie i wrecz sprawiad,
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ze nieréwnos¢ Koksmy-Hlawki staje sie bezuzyteczna. Dodatkowo, dobre oszacowanie Cy jest
wyjatkowe trudne.

A jednak metody quasi-Monte Carlo sa z powodzeniem stosowane w praktyce obliczeniowej
nawet dla duzych wymiaréw d. Istnieje wiele hipotez tworzonych w celu wyjasnienia tego pozor-
nego paradoksu. Jedna z najbardziej popularnych i juz dosé¢ dobrze uzasadnionych teoretycznie
moéwi, ze w praktyce mamy co prawda do czynienia z funkcjami bardzo wielu zmiennych, ale
istotnych jest jedynie kilka zmiennych albo grupy kilku zmiennych. Matematycznie oznacza to,
ze w odpowiadajacych tym zalozeniom przestrzeniach zachodza duzo mocniejsze odpowiedniki
nieréwnosci Koksmy-Hlawki.

15.4. Ciagi o niskiej dyskrepancji

Definicja 15.4. Ciag nieskoficzony t1, %2, t3, ... nazywamy ciggem o niskiej dyskrepancji jesli
istnieje Cy > 0 taka, ze dla wszystkich N
In? N

N

DISC; (1, v) < Cq

Istnieje bardzo duzo efektywnych konstrukeji ciaggdw punktéw o niskiej dyskrepancji. Teraz
poznamy jedynie kilka najbardziej popularnych z nich.

15.4.1. Cigg Van der Corputa

Niech b > 2 bedzie ustalona liczba naturalna. Wtedy dowolna liczbe naturalng n mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

n = Zaj(n)bj,
j=0

gdzie a; € {0,1,...,b—1} i tylko dla skonczonej liczby indekséw j mamy a; # 0. Méwiac inaczej,
a; s3 kolejnymi cyframi rozwinigcia liczby n w bazie b. Wykorzystujac powyzsze rozwinigcie
funkcje radykalnej odwrotnosci iy : {0,1,2,...} — [0,1) definujemy jako

Py(n) = iaj(n) p=U+D,
Jj=1

Na przyktad, dla bazy b = 2 mamy 13 = 2° 422 423 = (1101)2, czyli ¥»(13) = %—i— % + % = %.
Kolejne wartosci radykalnej odwrotnodci,

wb(1)7 wb(2)7 R wb(n)7 A
tworza, jednowymiarowy ciag Van der Corputa. Dla b = 2 kolejne punkty ciagu wynosza wiec

11315371 9 5 13 3 11 7 15 1 17
27474788 88 16 16" 16° 16" 16’ 16" 16’ 16 32’ 32" "~
Ciag Van der Corputa jest ciggiem o niskiej dyskrepancji dla dowolnie dobranej bazy b, tzn.

dyskrepancja N poczatkowych wyrazéw szacuje sie z gory przez CyIn N/N. Zauwazmy jednak,
ze dla N = b* — 1, k > 1, dostajemy réwnomierne rozmieszczenie punktéw, tzn. tworza one
zbiér {j/(N +1) : 1 < j < N}, ktérego dyskrepancja wynosi (N + 1)~!. Stad, pozadane sa
raczej mniejsze bazy b; im wicksze b tym rzadziej ze wzgledu na N osiagana jest dyskrepancja
proporcjonalna do 1/N.
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15.4.2. Konstrukcje Haltona i Sobol’a

Jednowymiarowy ciag Van der Corputa jest podstawa konstrukcji wielu ciagéw w wyzszych
wymiarach d. Jedna z nich prowadzi do ciagu Haltona {hj}r>1, ktérego k-ty punkt wynosi

]_ik = [¢b1 (k)v Vb, (k)’ R ¢bd (k)]T :

Liczby b1,...,bq sa tu danymi bazami. Od razu zauwazamy, ze wybér by = --- = by nie jest
dobry, bo prowadzi do siatki réwnomiernej w [0, 1)%, zob. rozdzial 15.2. Jedli jednak b; sa liczbami
plerwszymi to {ﬁk}k>1 jest juz ciggiem o niskiej dyskrepancji.

Minusem konstrukcji Haltona jest to, ze dla duzych wymiaréw d bazy by tez sa duze co,
jak wczesniej zauwazylidémy, nie jest korzystne. Problemu tego unika bardziej skomplikowana
konstrukcja Sobol’a, gdzie na kazdej zmiennej pracujemy z ta sama baza b = 2.

Idee konstrukcji ciagu Sobol’a {5 }r>1 przedstawimy najpierw zakladajac d = 1. Niech

a(k) = [ao(k),...,ar_1(k)]"
bedzie wektorem kolejnych bitéw w rozwinieciu dwéjkowym liczby k,

k = ao(k) + 2a1(k) + -+ 2r_1ar_1(k).

Wtedy
(k) | ye(k) yr(k)
S — 9 + 4 + + or P
gdzie
y1(k) ao(k)
k a1(k
va(k) =V. IF ) mod 2,
yr (k) ar—1(k)

a 'V jest specjalnie dobrana macierza o elementach 01 1, zwana macierza generujaca. (Zauwazmy,
ze jesli V jest identycznoscia to otrzymany ciag jest ciagiem Van der Corputa.)
Oznaczajac V = |17, ..., ¥U,] mozemy réwnowaznie zapisaé

y(k) = ao(k) - 01 @ - ® ar—1(k) - ¥y,
gdzie @ jest operacja XOR, czyli dodawaniem bitéw modulo 2,
0p0=0, 0pl=1, 100=1, 1d1=0.

Dla d > 2, kolejne wspolrzedne punktu § wyliczane sg wedlug powyzszej recepty, ale uzy-
wajac réznych macierzy generujacych V. I wlasnie problem wyboru macierzy generujacych tak,
aby otrzymacé cigg o niskiej dyskrepancji jest istota konstrukcji Sobol’a. Dodajmy, ze jest to
problem wysoce nietrywialny.

15.4.3. Sieci (t,m,d) i ciagi (¢,d)
Dla b > 2 definiujemy b-prostokat w [0,1)? jako

ar a; —1 ag ag—1
pi e )T a T pia )
gdzie j; € {0,1,2,...}, a; € {0,1,...,0/i71} 1 < i < d. Na przyklad, jeslid = 1ib = 2

to przedzialty [3/4,1) i [3/4,7/8) sa b-prostokatami, ale nie jest nim [5/8,7/8). Zauwazmy, ze
objetosé¢ b-prostokata wynosi b~ U1 t+ia),
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Definicja 15.5. Niech b > 210 < ¢t < m. Siecia (¢, m, d) w bazie b nazywamy zbi6r b punktéw
w [0,1)% o wiasnosci, ze w kazdym b-prostokacie o objetosci '™ znajduje sie dokladnie b*
punktow tego zbioru.

Moéwiac inaczej, sie¢ (t,m,d) dokladnie pokazuje objetosci b-prostokatéw poprzez iloraz
bt /b™ liczby punktéw, ktére naleza do prostokata do liczby wszystkich punktéw.

Definicja 15.6. Ciag nieskofczony iy,ty,... w [0,1)? nazywamy ciagiem (t,d) w bazie b jesli
dla wszystkich m >¢ij=0,1,2,... segment

{ti:pm<i<(G+10m}
jest siecia (t,m,d) w bazie b.
Nastepujace twierdzenie jest podstawa wielu konstrukeji ciagéw o niskiej dyskrepancji.

Twierdzenie 15.2. Kazdy cigg (t,d) w bazie b jest ciggiem o niskiej dyskrepancji.

Pokazanie konkretnych konstrukeji ciagdéw (¢, d) wykracza poza ramy tego wykladu. Powiemy
tylko, ze szczegdlne wybory macierzy generujacych w konstrukcji Sobol’a prowadza do ciaggéw
(t,d). Inne konstrukcje naleza do Faure’a, Niederreitera, Tezuki i in.
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