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Streszczenie. W skrypcie przedstawiano rozszerzony materiat z wyktadu Nu-
meryczne Réwnania Rézniczkowe o metodach numerycznych (przyblizonych)
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rownan rozniczkowych czastkowych. W szczegélnosci przedstawimy metody
jednokrokowe i wielokrokowe rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych oraz metode réznic skoniczonych i metode elementu skonczonego rozwia-
zywania rownan rézniczkowych czastkowych. Wyktad Numeryczne Réwnania
Rézniczkowe zawiera tylko cze$¢ materiatu zawartego w skrypcie. Material ze
skryptu starano si¢ przedstawi¢ w sposéb mozliwie elementarny, tak wiec do
zrozumienia wyktadu jak i materialu ze skryptu wystarcza wiedza z podsta-
wowych kursowych wyktadéw z pierwszych dwéch lat studiéw, w szczegdlnosci
nie trzeba znaé¢ materialu z wykladu z réwnan rézniczkowych czastkowych.
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1. Wprowadzenie

W skrypcie przedstawimy niektére metody przyblizone, inaczej zwane numerycznymi, roz-
wigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych i czastkowych. Skrypt zawiera rozszerzony ma-
terial z semestralnego wyktadu Numeryczne Réwnania Rézniczkowe na wydziale Matematyki,
Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. Na koncu skryptu zamieszczono dodat-
kowy rozdzial 16 z materialem wykraczajacym w wiekszosci poza zakres wykladu. Material
w skrypcie starano sie przedstawi¢ w sposob mozliwie elementarny, tak wiec do zrozumienia
wyktadu jak i skryptu wystarcza wiedza z podstawowych kursowych wykladéw z pierwszych
dwdch lat studiow, w szczegdlnoéci nie trzeba znaé materiatu z wyktadu z réwnan rézniczkowych
czastkowych. Wszystkie potrzebne wiadomosci o réwnaniach rézniczkowych zostana podane w
czasie wyktadu.

Semestralny wyktad powinien koniecznie objac¢ rozdziaty 3-5, 7, 11-12 i 14-15. Ewentualnie
mozna oméwi¢ ktores z nastepujacych zagadnien: rownania sztywne z rozdziatlu 6, elementy
teorii metody elementu skonczonego, tzn. rozdzial 13, teorie metody réznic skoniczonych dla
réwnan eliptycznych, tj. rozdziat 8 lub w wersji rozszerzonej takze ktorys z rozdziatow 9 lub 10.
Rozdzial 16 zawiera materiat tylko dla osob zainteresowanych teorig metody elementu skonczo-
nego.

7 uwagi na to, ze rozwiazywanie numeryczne réwnan réozniczkowych to obszerny dzial nauki,
przedstawiliSmy wyboér podstawowych zagadnien rézniczkowych, jak i metod ich numeryczne-
go rozwiazywania. Jedli chodzi o réwnania czastkowe rozwazamy tylko modelowe zagadnienia
liniowe.

Skrypt zawiera réwniez ¢wiczenia teoretyczne i laboratoryjne, jak réwniez wyniki prostych
eksperymentow komputerowych potwierdzajacych niektére wyniki teoretyczne.

Rozdziat 2 krotko omawia rézne typy rownan rézniczkowych, ktorych metody rozwiazywania
omawiamy w kolejnych rozdziatach.

W rozdziatach 3, 4, 5 i 6 przedstawiono niektére metody rozwiazywania zagadnien po-
czatkowych dla rownan rézniczkowych zwyczajnych, czyli dwie podstawowe klasy schematéw -
schematy jednokrokowe i wielokrokowe liniowe wraz z teorig zbieznoéci tychze schematéw. Opi-
sano réwniez schematy dla waznej klasy zagadnien sztywnych, idee konstrukcji schematow ze
zmiennym krokiem dyskretyzacji, oraz idee metody strzatéw stuzacej rozwiazywaniu zagadnien
brzegowych. Obszerniejsze informacje dotyczace numerycznego rozwiazywania réwnan zwyczaj-
nych mozna znalezé w pozycjach w jezyku polskim w [22], [23], [14], [19], a w jezyku angielskim
w monografiach [5], [12] i [13]. Dobrym podrecznikiem w jezyku angielskim, poswieconym w
duzej cze$ci numerycznemu rozwiazywaniu réwnan zwyczajnych jest np. cze$é druga [20], czy
rozdzial 11 w [25].

W rozdziatach 7, 8, 91 10 przedstawiono metode r6znic skoniczonych (MRS) dla modelowego
zagadnienia eliptycznego drugiego rzedu w jednym i dwoch wymiarach, wraz z teoria zbieznosci
i metodami badania stabilnoéci, zaréwno w dyskretnych normach typu maksimum jak i typu L?.
Metoda réznic skonczonych rozwigzywania zagadnien rézniczkowych czastkowych jest najprost-
sza zaréwno koncepcyjnie, jak i w praktycznej implementacji. Dotyczy to szczegdlnie sytuacji,
gdy obszar w ktérym postawione jest zagadnienie rézniczkowe posiada prosta geometrie, np.

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
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jest kostka, czy kwadratem. Wiecej informacji dotyczacych MRS mozna znalezé w pozycjach w
jezyku polskim w [10], a w jezyku angielskim np. w podrecznikach: [20] lub [27].

W kolejnych rozdzialach 11, 12 i 13 zaprezentowano metode elementu skonczonego (MES),
ponownie dla modelowego zagadnienia rézniczkowego eliptycznego drugiego rzedu w jednym i
dwdch wymiarach wraz z elementami teorii zbieznoéci. Metoda elementu skonczonego jest dzisiaj
podstawowa metodg rozwiazywania rownan rézniczkowych czastkowych, z uwagi na uniwersal-
nosé, jak i rozwinieta teorie zbieznosci. W dodatkowym rozdziale 16 przedstawiono kilka definicji
i wlasnosci przestrzeni Sobolewa, jak rowniez niezbednych do zrozumienia niektorych szczegdtéw
dowoddéw zawartych w rozdziale 13. W jezyku polskim sporo informacji o metodzie elementu
skonczonego mozna znalezé w [10], a w jezyku angielskim np. w obszernych podrecznikach: [2],
[26], [16] (reprint oryginatu z 1987 roku [15]), czy monografiach np. [4], [6].

W rozdziale 14 oméwiono metody konstrukeji schematéw rozwigzywania rownan parabolicz-
nych i hiperbolicznych drugiego rzedu. Ogdlnie rzecz ujmujac najpierw wprowadzamy dyskre-
tyzacje po zmiennej przestrzennej (np. metoda réznic skonczonych lub elementu skonczonego)
i otrzymujemy uktad réwnan zwyczajnych, ktérego rozwiazanie przybliza wyjéciowe zadanie
ewolucyjne, nastepnie powyzszy uklad rownan zwyczajnych mozemy rozwiaza¢ korzystajac z
jakiejs metody zaprezentowanej w rozdzialach 3,4, 5 tego skryptu. Wiecej informacji na ten
temat w jezyku polskim mozna znalezé w [10], a w jezyku angielskim np. w [20], [26] lub [16].

W rozdziale 15 krétko omoéwiono kilka prostych metod réznicowych rozwiazywania mode-
lowego rownania rézniczkowego hiperbolicznego pierwszego rzedu. Wiecej informacji o nume-
rycznych metodach rozwiazywania réwnan hiperbolicznych mozna znalezé np. w [26], [27], lub
w [16].



2. Réwnania rézniczkowe - wprowadzenie

Przy pomocy réwnan rézniczkowych modelowanych jest wiele roznych zagadnien. Réwna-
niami rézniczkowymi nazywamy takie réwnania, w ktérych szukang niewiadoma jest funkcja
lub wektor funkcyjny, ktérych pochodne i same funkcje muszg spetniaé¢ odpowiednie réwnania.

2.1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne

Najprostsza klasa réwnan sa réwnania rézniczkowe zwyczajne, (ang. ordinary differential
equation), czyli rownania postaci:

du d*u
F(t,u,dt,...,dtk_>—0 (21)

na funkcje u € C*((a,b), R") dla F : D — R™ i D zbioru otwartego w R+ " Takie réwnanie
zwyczajne nazywamy réwnaniem rzedu k.
Przy zalozeniu, ze g—i(f, 9) # 0 dla (t,9) = (t,90,...,9k), otrzymujemy réwnanie da-

dbu
< dtk
(t,90,-..,0x—1) taka, ze F(t,y0,...,Yk—1, f(t,Y0,--.,Yk—1)) = 0 na D;. Zatem po rozwiklaniu

otrzymujemy nowe réwnanie:
d*u B du dr1
w—f tauvaa"'awu ;

ktérego rozwiazaniem jest funkcja u € CF((a,b),R"™) i ktére tatwiej numerycznie rozwiazaé.
Od tej pory bedziemy zakladaé, ze réwnanie rézniczkowe jest w tej postaci. Wiecej informacji
na temat metod numerycznych rozwiazywania rownan rézniczkowych zwyczajnych podanych
w spos6b niejawny, tzn. w postaci (2.1) (zwanymi tez réwnaniami rézniczkowo-algebraicznymi)
mozna znalez¢ w [1] lub [3].

Zauwazmy, ze przez proste podstawienie z = y; i () = yjr1dlaj=1,...,k—1 otrzymujemy
nowy uktad réwnan pierwszego rzedu:

jace sie rozwiktaé¢ wzgledem tzn. istnieje funkcja f okreslona na otoczeniu D; punktu

dy1

ddt =Y2
Y2 _
o = Y3
i (2.2
dyr : t
dt f1<7y17"'7yk)7
ktéry jest szczegdlnym réwnaniem pierwszego rzedu postaci:
dx

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
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2.1. Rownania rézniczkowe zwyczajne 9

gdzie funkcja f : (a,b) x G C R x R™ — R™ jest zadana funkcja ciagta. Tutaj G jest zbiorem
otwartym.
Zagadnieniem poczatkowym (zagadnieniem Cauchy’ego) nazywamy réwnanie z warunkiem

poczatkowym:
dx
{ z(to) = o 24

gdzie tg € (a,b), o € G jest ustalone.
Rozwigzaniem réwnania (2.3) nazwiemy funkcje ¢ klasy C'' okreélona na podzbiorze otwar-
tym (c,d) C (a,b) taka, ze
do
O =fte@)  Vte(ed)
Jesli dodatkowo ty € (¢, d) i ¢(tg) = xo, czyli ¢ spelnia warunek poczatkowy to ¢ jest rozwia-
zaniem zagadnienia poczatkowego (2.4). W przyszlosci czesto bedziemy oznaczaé rozwiazanie
(2.3) jako x(t).
Podamy teraz kilka prostych przykladéw zagadnien fizycznych, czy ogdlnie przyrodniczych
modelowanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi.

Przyktad 2.1. Najprostszy model populacji danego gatunku zwierzat:

%:CLN t> 1o

N(to):x0>0

gdzie N(t) - stan populacji w momencie czasu t i a jest stala wigksza od zera, szybkos$cia namna-
zania si¢ osobnikow, zalezna od gatunku. Tu mozemy podaé rozwiazania N (t) = exp(a (t —1o)).

Oczywiscie ten model jest nierealistyczny, poniewaz populacja - nawet izolowana - nie moze
rosnac do nieskoniczonosci. Podajmy wiec bardziej skomplikowany model wzrostu logistycznego:

Przyktad 2.2. Model logistyczny populacji.

W =aN(1-N/K) t>t

N(to):l‘o>0

gdzie a, K sa stalymi wiekszymi od zera. K oznacza pojemnos¢ populacji, czy gérnag granice
populacji. Tu tez mozemy podaé rozwiazania, ale pozostawimy to jako zadanie.

Przyktad 2.3. Rozpad radioaktywnego wegla. Wiemy, ze w czasie T polowa atomow wegla
rozpada sie. Ilos¢ atoméw modelowana jest réwnaniem:

G = —ax t > to

gdzie a jest szybkoscia rozpadu, stala wieksza od zera. Rozwiazaniem tego réwnania jest x(t) =
xo exp(—a (t —to)).

Przyklad 2.4. Roéwnanie Newtona.
Rozpatrzmy ruch czasteczki w przestrzeni. Oznaczmy wektory:
— z(t) € R? potozenie czasteczki w przestrzeni w czasie t,
— v = % predkosé czasteczki,

— a= % = % pochodna predkosci, czyli druga pochodna potozenia, tj. przyspieszenie.
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Rysunek 2.1. Ruch czasteczki.

Jesli ruch czasteczki sterowany jest jakas zewnetrzna sity
F:DCR®—R?
to - zgodnie z prawem dynamiki Newtona - zachodzi nastepujacy zwiazek:
ma = F(x(t)),

gdzie m jest masa czasteczki. W ten sposob otrzymalidémy rownanie rézniczkowe zwane rowna-
niem Newtona:

d*x _ F(x)

a2 m

Jesli dodatkowo znamy polozenie i predkosci czasteczki, tzn. z(tg) i v(tg) = ‘é—f(to) w danym
momencie czasu, to mozemy wyznaczy¢ jej polozenie po jakim$ czasie.

W najprostszym przypadku zalézmy, ze dziata sita grawitacji skierowana w dot, czyli wzdtuz
osi OX3 (jest to duze uproszczenie, ale do$é dobrze modeluje ruch): tzn. sila stala F(z) =
(0,0, —m g)T. Otrzymujemy wéwczas réwnanie

d2

gr =0

d“rs __ 0

ey _

azt = —mg.

Znajac polozenie i predkos¢ w chwili t = 0 tatwo je rozwiazaé: z1(t) = x1(0) + v1(0) ¢, z2(t) =
22(0) 4+ v2(0) t i 23(t) = 23(0) + v3(0)t — 0.5m g 2.

m*g*sin(@)

m¥*g

Rysunek 2.2. Wahadto.
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Przyklad 2.5. Rownanie wahadta.

Wyprowadzamy réwnanie zgodnie z Rysunkiem 2.2. Ruch powoduje sita F'(§) = —sin(6) m g,
gdzie m jest masa, g to przyspieszenie ziemskie, a 6 jest katem wychylenia sie wahadla. Diugosé
huku:

s=10
gdzie [ to dtugos¢ wahadla, stad
d? d*0
ma:mgj :mﬁl = —sin(f)myg
zatem otrzymujemy réwnanie:
@ = —sin(0) g/I
iz e

Sprowadzajac je do réwnania pierwszego rzedu otrzymujemy:

i ()= ()= Cangr) =2 ((2))

Mozemy naszkicowaé pole wektorowe tego réwnania. Tzn. ogdlnie jakakolwiek trajektoria roz-
wiazania {(0(t),v(t))} jest styczna do pola wektorowego zadanego przez prawa strone réwna-
nia f((6,v)7), czyli w naszym przypadku pole wektorowe w punkcie (6, v) przyjmuje wartosé
(v, —sin(6) g/1)", por. Rysunek 2.3.

Rysunek 2.3. Pole wektorowe réwnania wahadta.

2.2. Roéwnania rézniczkowe czastkowe

Ogdlnie moéwigc, rownania rézniczkowe czastkowe to réwnania, ktérych rozwiazania sg funk-
cjami wielu zmiennych, i w ktérych pojawiaja sie pochodne czastkowe. Przy niektérych typach
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réwnan wyrédznia si¢ jedna ze zmiennych i oznacza jako czas t; o takich réwnaniach méwimy
czesto jako o rownaniach ewolucyjnych.

W tym rozdziale wymienimy podstawowe typy rownan rézniczkowych czastkowych, ktére
pojawia sie w tredci tego skryptu.

Po wiecej informacji na temat podstawowych idei i poje¢ dotyczacych dziedziny matematyki
zwanej rownaniami rézniczkowymi czastkowymi odsylamy do obszernego podrecznika Lawren-
ce’a Evansa [11].

2.2.1. Réwnania eliptyczne

W przypadku réownan eliptycznych nie mamy wyrdznionej zmiennej, poniewaz opisuja one
czesto stany stacjonarne zjawisk fizycznych.
Podstawowym przykladem réwnania eliptycznego jest
rownanie Laplace’a:
—Au(z) = f(z) r€eQCR",

gdzie A =377 % i €2 jest obszarem.
k
Jedli dotozymy warunek brzegowy, to otrzymamy klasyczne réwnanie Poissona. Szukamy tu
u € C?(Q) N C(NQ) takiego, ze

—Au(z) = f(x) x €
{ u(s) = g(s) s €00 (2:5)

Zagadnienie z laplasjanem moze mie¢ tez inne warunki brzegowe.

To jest podstawowy przyklad zagadnienia eliptycznego, zwanego tez zagadnieniem stacjo-
narnym, czy zagadnieniem brzegowym. W szczegdlnosci rownanie Laplace’a modeluje rozktad
potencjalu elektrycznego w R3.

Zachodzi prawo fizyczne Gaussa:

divE = p/e,

gdzie div u = Y5_, ggz - to operator dywergencji (rozbieznosci) pola, E - to natezenie pola

elektrycznego, pg - to gestos¢ tadunku elektrycznego, €g - to przenikalnosé elektryczna.
Minus gradient potencjalu V' daje natezenie pola elektrycznego, tzn.
E=-VV
z tego wynika, ze otrzymujemy
divE = div(-VV) = -AW.
Jedli tadunek rowny zero, to otrzymujemy réwnanie Laplace’a:

AV =0.

Podamy teraz ogdlniejsza definicje réwnania (operatora) eliptycznego drugiego rzedu. Roz-
wazmy rownanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu dla ogdélnego operatora liniowego drugiego
rzedu L, okreslonego dla u € C?(G) dla G C R™:

n o%u n ou
== k%l akl(m)@xkﬁxl (z) + kz_:l bk(lﬁ)aTyk(x) + c(@)u(z) = f() (2.6)

gdzie ay, by, ¢, f sa danymi funkcjami (zazwyczaj ciagltymi) okreslonymi na obszarze G C R™.
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Definicja 2.1. Réwnanie (2.6) (operator L) jest eliptyczne w punkcie z, gdy macierz A(x) =
(ari(x))ki=1,...n jest dodatnio okreslona: tzn.:

EAZ)E>0  VEeR"
Operator L jest eliptyczny w obszarze € jesli L jest eliptyczny w kazdym punkcie obszaru §2.

Warto wspomnieé, ze w praktyce pojawiajg sie takze réwnania eliptyczne czwartego rzedu,
np. réwnanie bi-harmoniczne, ktére modeluje np. wygieta cienka membrane (czy plytke) poprzez
zewnetrzna site:

Ny =f w Q C R?,

gdzie A2 = AA - to operator bi-harmoniczny, u - to odchylenie membrany od polozenia zero,
f - to sita wyginajaca membrane pionowo do géry. Tutaj tez moga zachodzi¢ warunki brzegowe
réznego typu:

u=g1 Opu=go na o9

dla plytki przygietej (tutaj n - to wektor normalny zewnetrzny do brzegu ), czy
U=y na o0

dla zadania podpartej ptytki.

2.2.2. Réwnania hiperboliczne pierwszego rzedu

Ogodlnie za rownanie rézniczkowe hiperboliczne pierwszego rzedu uwazamy rownanie postaci:
ou ou

0z’ Ozn

dla funkcji F: Q@ x G € Q@ x R x RV — R i obszaru Q ¢ RY.
Dodatkowo dodaje sie warunek brzegowy na brzegu lub czesci brzegu ) np.:

F<:U,u, >:0 reQCRY

u =g,
gdzie g - to dana funkcja.
Beda nas w szczegdlnosci interesowaé¢ réwnania liniowe:
F(x,u,Vu) = d(z)" Vu + b(z)u + c(x) (2.7)
dla danych funkcji ag,b,c: Q — R.
Waznym przyktadem jest rownanie:

ou ou_
ot or

gdzie a - to stata, dla ktérego znamy rozwigzanie:

0 teR zeR

u(t,x) = F(at — z)

dla dowolnej funkcji rézniczkowalnej w sposéb ciagly F.
Dodajac warunek poczatkowy

u(0, ) = ¢(x)

dla ¢ € C*(R) otrzymujemy jednoznaczne rozwiazanie

u(t,x) = ¢(at — ).
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2.2.3. Réwnania hiperboliczne drugiego rzedu
Ogodlnie réwnaniem liniowym hiperbolicznym drugiego rzedu nazwiemy réwnanie:
0%u

dla operatora L eliptycznego w Q C RN, Tutaj uy = %
Klasycznym przykladem takiego réwnania jest réwnanie falowe:
82
a—;—Au:f reQcRY N=1,23

Dla prawej strony réwnej zero, tj. f = 0, nazywamy je jednorodnym réwnaniem falowym, a w
przeciwnym przypadku nazywamy je niejednorodnym réwnaniem falowym.

Odpowiada ono drganiu struny (N = 1), membrany (N = 2) i elastycznej bryly (N = 3).
Wartosci u(t,z) odpowiadaja polozeniu np. struny w momencie czasu ¢, jako ze zmienna ¢
odpowiada czasowi - jest to rownanie ewolucyjne.

Aby zadanie posiadalto jednoznaczne rozwiazanie nalezy:

— Podaé¢ warunki brzegowe np. typu Dirichleta

u(t,s) = g(t,s) 5 €00

dla danej funkcji g : [0,7] x 02 — R. Zakladamy, ze na brzegu znamy polozenie struny.
Gdyby g(t,s) = g(s), to struna czy membrana bylaby zaczepiona.
— Podaé¢ warunki poczatkowe:

u(0,z) = é(t)
ou
S0,2) = b(0)

dla danych funkcji okredlonych na 2. Warunki poczatkowe oznaczaja, ze znamy potozenie i
predkosci np. struny w momencie startowym t = 0.

2.2.4. Réwnania paraboliczne

Réwnaniem liniowym parabolicznym drugiego rzedu nazywamy réwnanie:

?;:—Lu:f t>0 ze€Q, (2.9)

gdzie L operator eliptyczny w Q C RV,
Klasycznym réwnaniem parabolicznym jest réwnanie przewodnictwa ciepta:

E—Au:f t>0, zeQcRY N=1,23

opisujace rozchodzenie sie ciepta w precie (N = 1), cienkiej plytce (N = 2), czy bryle (N = 3).
Wartosci u(t, x) odpowiadaja temperaturze w punkcie z w momencie czasu t. Jest to réwnanie
ewolucyjne. Aby zadanie bylo dobrze postawione nalezy dodaé¢ warunek poczatkowy u(0,x) =
¢(x) w Q oraz warunki brzegowe np. typu Dirichleta

u(t,s) = g(s) s € 00

dla danej funkeji g : [0,7] — 09 co oznacza, ze znamy temperature na brzegu i temperature
poczatkowa.:

u(0, ) = ¢(x)
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dla danej funkcji ¢ okreslonej na €.
Mozemy tez na brzegu €2 postawic¢ inne warunki brzegowe np. z pochodng, ktére odpowiadaja
temu, ze znamy strumien energii wplywajacej do ptytki, czyli

Onu(t,s) = h(s) s € 0N

L) i dla réwnania ze wspélezynnikiem stalym a > 0 i

W jednym wymiarze, tzn. dla = (0,
= u(L) = 0 i warunkiem poczatkowym ug = sin(kt /L)

f = 0, warunkami brzegowymi u(0)
tzn.:

ou d%u

o~ "ox?
u(0) = wu(L)=0,

w(z,0) = sin(rz/L) x € (0,L)

w  (0,T) % (0,L)

znamy rozwigzanie: u(t, z) = exp(—a (/L)% t)sin(r z/L), czyli rozwiazanie gaénie wraz z upty-
wem czasu.

2.3. Zadania

Cwiczenie 2.1. Rozpatrzmy zadanie poczatkowe autonomiczne (tzn. prawa strona réwnania
nie zalezy od t):

dy
a - g(m,y)
dx
E = f(x7y)
r(to) = w0 y(to) = yo

dla f,g € CY(G), G - to obszar, i | f(xo,y0)| > 0 dla pewnego (g, y0)” € G. Pokaz, ze istnieje
otoczenie U,, punktu xg takie, ze na tym otoczeniu réwnanie

dy/dx = f(x,y)/9(x,y) y(x0) = Yo

ma rozwiazania ¢ (z) takie, ze krzywa catkowa tego réwnania, tzn. zbidr {(z,¢¥(z) : © € Uy}
zawarta jest w trajektorii wyjsciowego réwnania, tzn. w zbiorze {(x(t),y(t))} dla x, y rozwiazan
wyjéciowego réwnania.

Rozwigzanie. 7 tego, ze %(to) = f(xo,y0) # 0 i z twierdzenia o funkcji odwrotnej wynika, ze
istnieje otoczenie Uy, na ktérym okreslona jest funkcja ¢(z) odwrotna do z(t), ktérej pochodna
réwna sie dt/dx = 1/(dx/dt) = 1/f. Wtedy szukana funkcja jest zlozeniem y(t) i t(z), czyli
Y(x) :=y(t(z)) 1 zawieranie sie krzywej calkowej w trajektorii jest oczywiste.

Cwiczenie 2.2. Wyprowadz réwnania ruchu wahadla w postaci:

d2x
a2 = f(xay)
dzy
a2 :Q(l“ay)-

dla (x,y) polozenia wahadla (przyjmujemy, ze dla § = 0 zachodzi x = y = 0).
Narysuj powyzsze pole wektorowe wahadla w Octavie (funkcja quiver()).
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Wskazowka. Trzeba dokonaé rozkladu ma odpowiednie skladowe jedynej sity, ktora powoduje
ruch wahadla czyli —mg sin(@) stycznej do toru ruchu. Nastepnie skorzystac z tego jak wyraza
sie polozenie punktu w terminach 6.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze (z,y)T = (sin(f),cos(#))T i sita dzialajaca poziomo jest réwna
—m g sin(#) cos(f) = —m gxy a dzialajaca pionowo: —m g sin(#) sin(f) = —m g 2.

Cwiczenie 2.3 (Metoda Fouriera). Rozwazmy réwnanie paraboliczne jednowymiarowe:

ou 0%u
5 (1) =g (ta) w (0.7)x (0,1)

z warunkami brzegowymi u(¢,0) = u(¢,1) = 0 i poczatkowym u(0,z) = ug(z). Zalézmy, ze
szukamy rozwiazania postaci:

u(t, z) = f(x)g(t).

Wstaw u takiej postaci do powyzszego réwnania i pokaz, ze dostajemy dwa niezalezne réwnania
rozniczkowe zwyczajne na f i g. Rozwiaz te réwnania tzn. znajdz rozwiazania uogoélnione i
sprawdz dla jakich ug mozemy wyznaczy¢ rozwiazanie wyjsciowego problemu.

Cwiczenie 2.4 (Metoda Fouriera). Rozwazmy réwnanie hiperboliczne jednowymiarowe:

0%u 0%u

@(t,x) = @(t,x) w (O’T) X (0’ 1)

z warunkami brzegowymi u(0,¢) = u(1,t) = 01i poczatkowymi u(x,0) = up(x) i %(m, 0) = vo(z).
Zalézmy, ze szukamy rozwiazania postaci:

u(t, x) = f(x)g(t)-

Wstaw u takiej postaci do powyzszego réwnania i pokaz, ze dostajemy dwa niezalezne réwnania
rozniczkowe zwyczajne na f i g. Rozwiaz te réwnania, tzn. znajdz rozwigzania uogélnione, czyli
rodzine rozwiazan zalezna od statej, i sprawdz dla jakich ug, vg mozemy wyznaczy¢ rozwiazanie
wyjéciowego problemu.

Cwiczenie 2.5 (Metoda charakterystyk). Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu
F(xz,u,Vu) =0 dla funkcji F': G x R x R™ — R i G C R™. Przyjmijmy, ze szukamy krzywych
Z: (a,b) — R™ na ktérych mozna wyznaczy¢ rozwiazanie. Przyjmijmy oznaczenia

w(s) = u(xz(s))

zj(s) = ggj(w(s)) j=1,...,m.

Rézniczkujac ostatnie réwnanie otrzymujemy:

de n dl‘l
2.1
Z axj(?xz (5)) ds (2.10)
a rézniczkujac po x; wyjSciowe rownanie widzimy, ze
oF oF 0%u
ach(f”’“’W) ow (7, u, VU Z (x,u, Vu) 8317]'8561' =0 (2.11)

Trescig zadania jest wykazanie, ze definiujac krzywa x(s) jako krzywa spelniajaca réwnanie:

dv; OF
i Fw, ) i=1,...,m, (2.12)

& o5,




2.3. Zadania 17

i korzystajac z powyzszych rownan otrzymujemy, ze Z, w, Z spetniajg nastepujacy uktad réwnan
zwyczajnych:

— = -@w?Z i=1,...

ds 8zj(x’w’z) J=1L....m

dw mo9F

% = ;zlafzz(l‘,w,z)

C(liisj e ng(f7w7g)zjgu(f’w’g) J:17,m

Réwnania te nazywamy rownaniami charakterystyk dla wyjsciowego réwnania pierwszego rzedu,
a krzywe & - charakterystykami tego réwnania.

Wskazowka. Drugie rownanie na pochodng, tzn. w, uzyskujemy rozniczkujgc po zmiennej s row-
nanie w(s) = u(z(s)), a ostatnie réwnanie otrzymujemy eliminujgc czton z drugimi pochodnymi
u z (2.10) korzystajgc z (2.11).

Cwiczenie 2.6. Wyprowadz réwnania charakterystyk dla réwnan liniowych pierwszego rzedu
(2.7) jednorodnych tzn. z ¢(x) = 0. Oblicz rozwiazania dla réwnania liniowego w dwéch wy-
miarach dla d@(x) = (1,a2) 1 a2 stalej, b = ¢ = 0 1 warunku brzegowego u(0,z) = sin(z) dla
z e R



3. Metody dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

W tym i kilku nastepnych rozdziatach zajmiemy si¢ schematami rozwigzywania réwnan
rozniczkowych zwyczajnych. Ten rozdzial jest poswiecony wprowadzeniu najprostszych metod
(schematéw) rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

3.1. Wprowadzenie

Zalézmy, ze rozpatrujemy zagadnienie poczatkowe pierwszego rzedu (zagadnienie Cauchy’ego)

{Zlﬂt& = /o) (3.1)

x(tg) = xo

gdzie G C R™, f: (a,b) x G — R™ jest funkcja ciagla, a ty € (a,b),zo € G jest ustalone.
Z ogdblnej teorii rownan rézniczkowych, por. [23] wiadomo, ze

Twierdzenie 3.1 (Peano). Jesli f jest funkcjq ciggla na otoczeniu (tg, xg), to istnieje
rozwigzanie (3.1) okreslone na pewnym otoczeniu tg.

Jesli dodatkowo zalozymy, ze f jest funkcja lipschitzowska na otoczeniu (tg, zp) wzgledem
zmiennej x, to mozemy pokazaé jednoznacznosci rozwigzania, tzn. zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie 3.2 (Picarda-Lindelofa). Jesli f jest funkcjq ciagla na otoczeniu (tg, xo)
oraz [ jest funkcjq lipschizowskq wzgledem x w pewnej kuli B((to,xo),0), tzn.

3L >0 V(t,l‘), (t)y) € B((thwO)aa) Hf(t,l‘) — f(tv y)” < LH:E — y”v

to istnieje ¢ > 0 i x € C1((to — ¢, to + ¢), R™) takie, Ze x jest jednoznacznym rozwigza-
niem (3.1).

Od tej pory bedziemy przyjmowaé, ze funkcja f, zwana tez polem wektorowym, spetnia
zalozenia twierdzenia Picarda-Lindelofa, tzn. Twierdzenia 3.2, czyli ze istnieje jednoznaczne
rozwiazanie zadania Cauchy’ego na odcinku [tg, T'.

Zauwazmy, ze kazde rozwigzanie jest krzywa styczng do pola wektorowego.

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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3.2. Rownania liniowe ze stalymi wspoétczynnikami

W tym podrozdziale krétko przypomnimy teorie dla waznej klasy réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, tzn. jednorodnych réwnan liniowych ze stalymi wspoélczynnikami, czyli réwnan
postaci:

dx
— = Ax
dt
gdzie A - to stala macierz n x n, dla ktérych znamy rozwiazania zadania Cauchy’ego:
dx
— = Ax z(ty) =« 3.2
g (to) = zo (3:2)
Znamy wzér na rozwigzanie tego zadania:
x(t) = e t=to) g0

gdzie eksponent od macierzy zdefiniowany jest wzorem

< gk
_ B _
exp(B) =e —I;)ﬂ.

Skorzystamy ze znajomosci postaci rozwigzania tej klasy rownan w rozdziale 6.

W zaleznosci od postaci Jordana macierzy A mozna wypisaé postaé exp(At), w szczegélnosci
jesli macierz A jest diagonalizowalna, tzn. istnieje baza wektoréw wlasnych, ktére zapisane jako
kolumny macierzy V daja:

VAV I=4

gdzie A - to macierz diagonalna z wartoSciami wlasnymi macierzy A na diagonali:

A1
A=
An
Wtedy wiadomo, ze
e/\lt
M=V vl
eAnt
W szczegolnosei jesli Re A\, < 0 dla wszystkich k£ = 1,...,n to kazde rozwiazanie spetnia
Jim[la(0)] =0,

a z kolei jesli istnieje A\ takie, ze ReAr > 0, to istnieje rozwigzanie zagadnienia Cauchy’go z
niezerowym warunkiem brzegowym, dla ktérego

Jim[l#()]] = +oo.
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3.3. Kilka prostych schematéw

Zatézmy, ze rozpatrujemy zadanie skalarne tzn. m = 1. Chcemy w jakis sposéb przybli-
zy¢ rozwiazanie réwnania (3.1). Przyblizamy pochodna poprzez iloraz réznicowy dla pewnego
parametru h > O:

r(t+h)—x(t) dr
h T odt

i otrzymujemy otwarty schemat Eulera:

xh(t + h) — :Eh(t)
h

= f(tv $h(t))

czy inaczej:

ap(t+h) = xp(t) + h f(E, 2n(t))

znajac rozwiazanie w punkcie ty xp(tg) = xo mozemy wyznaczyé przyblizone rozwiazanie xj,
w kolejnych punktach ¢, = tg + nh z powyzszego wzoru. Ale mozna tez przyblizyé pochodng
biorac parametr —h w tyt:
zp(t) —wp(t —h) dx
h Todt

i wtedy zastepujac pochodna przez taki iloraz otrzymujemy zamkniety schemat Eulera:

i (t) - ih(t =M it mn®)

czy inaczej:
JIh(t + h) = xh(t) + h f(t, xh(t + h))

Prosze zauwazy¢, ze jesli znamy rozwiazanie w punkcie tg, tzn. zp(tg) = g, to aby wyznaczy¢
kolejne przyblizenia rozwiazania w punktach ¢t = ¢,, = tg+nh nalezy rozwiazaé rownania postaci:

g(y) =y —hf(t,y) —an(t) =0 (3.3)

wzgledem y, co sprawia, ze zamkniety schemat Eulera moze wydaé sie mato praktyczny w pordw-
naniu z otwartym schematem Eulera. Dla niektorych réwnan jest to pozorne. Zauwazmy tylko,
ze im h mniejsze, tym potencjalnie réwnanie (3.3) jest latwiejsze do rozwiazania (dlaczego?).
Przyjrzymy si¢ temu problemowi doktadniej w kolejnych rozdziatach.

W dalszej czesci wykladu zatozymy, ze chcemy przyblizy¢ rozwiazanie z(t) na odcinku [to, 77,
na ktérym x € C¥([tg, T]), w dyskretnych punktach czasu:

tnEtZ:t0+nh h > 0.

Czesto bedziemy opuszczali indeks h, o ile to nie bedzie powodowalto niejasnosci. Wartosé roz-
wiazania w punkcie t”, czyli 2(t,,) bedzie przyblizana przez xz, spetniajace odpowiedni schemat.
Wygodnie jest tez oznaczaé f(t!, 2!) = f*. Gérny indeks h bedziemy czesto opuszczali, jesli h
bedzie ustalone.

Tak wiec otwarty schemat Eulera mozemy zapisaé jako:

Tpyl =Tn+hfp n >0 xTo = x(to), (3.4)
a zamkniety schemat Eulera mozemy zapisaé jako:

Tntl = Tn + D fri1 n>0 xo = x(to). (3.5)
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Kolejnym wyprowadzeniem otwartego schematu Eulera (3.4) jest obciecie rozwiniecia szeregu
Taylora rozwigzania:

xr 2ZE
x(t+h):x(t)+%(t)h+%%(t)h2+... (3.6)

Zostawiamy tylko pierwsze dwa czlony i otrzymujemy

x(t+h) = x(t) + Cc%(t) h =ax(t)+ f(z(t),t) h
czyli wstawiajac @, za przyblizenie x(t,), a x,,11 za przyblizenie x(t, +h) = x(t,+1) otrzymuje-
my znéw otwarty schemat Eulera (3.4). Analogicznie mozemy wyprowadzi¢ zamkniety schemat
Eulera (3.5) rozwijajac rozwiazanie w ¢ dla h < 0.

Jeszcze innym intuicyjnym wyprowadzeniem schematu otwartego Eulera jest podgzanie za
polem wektorowym. Jak wiemy, wykresem rozwiazania rownania rézniczkowego jest krzywa
styczna do zadanego pola wektorowego f(¢,z) spelniajaca odpowiedni warunek poczatkowy.
Zatem znajac rozwiagzanie przyblizone dla ¢, tzn. majac x,, mozemy wyznaczy¢ Ty, przybli-
zenie rozwiazania x(t,+1), biorac poprawke w kierunku pola wektorowego tzn.:

Tntl = Tp + hf(xnatn)

Czyli znéw otrzymujemy otwarty schemat FEulera.

Zadajmy pytanie, czy takie schematy sa wystarczajaco doktadne. Czy one dziataja stabilnie
na dtuzszych odcinkach czasu, na ktérych istnieje rozwiazanie?

Sprawdzmy, co sie dzieje dla modelowego zadania:

d
d—i =ax z(0) =1,
ktérego rozwigzaniem jest z(t) = e.

Otwarty schemat Eulera daje nam ciag:
xz =xp_1+har,_1=1+ha)zp—1 =1+ ha)".
Ustalmy ¢ = hn, czyli h = t/n. Wtedy

= (1+ha)" =0 +ta/n)" — ¥ n — oo.

n pr—
Dla zamknietego schematu Eulera otrzymujemy analogicznie:

h

Ln

=2 | +hazh,

czyli
. Y 1 T,
n=1—=ha)" " zp_1=(1—ah) :(1—at/n)"_)e*at:€ .

Popatrzmy jak te dwa schematy dzialaja (w praktyce) na wykresach dlaa =11 z(0) = zp = 1,
por. rysunki 3.1 - 3.4 dla otwartego schematu Eulera i rysunki 3.5 - 3.8 dla zamknigtego schematu
Eulera.

Zauwazmy, ze wykres rozwiazania ze schematu Eulera otwartego jest ponizej wykresu do-
ktadnego rozwigzania, a dla schematu zamknietego - powyzej, co widaé¢ lepiej na rysunku 3.9.
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2.8 T

schemat Eulelra otwarty
exp(t)
26 b

24 b

1 = ' 1 L I 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 3.1. Otwarty Fuler - cztery punkty.

2.8 T T T T T
schemat Eulera otwarty
exp(t)

26 b

24 | e .

1 == 1 1 1 L 1

0 0.2 0.4 0.6 08 1

Rysunek 3.2. Otwarty Euler - 10 punktow.

Popatrzmy na przypadek dwuwymiarowy. Wezmy modelowe zadanie wahadta. Dla matych
predkosci mozemy przyjaé, ze sin(z) ~ x, stad otrzymujemy réwnanie liniowe ze stalymi wspoét-

czynnikami (zlinearyzowane réwnanie wahadta):
d*x
dt?

= —az,

gdzie x to predkosé¢ katowa, a a = g/l > 0 dla g wartosci przyspieszenia ziemskiego i 1 dtugosci
wahadta.
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2.8 . T
schemat Eulera otwarty
exp(t)
26 / B
24 - 7 -
7
//
22 - d g
2 - -
1.8 E
16 E
"///
14 F 7 4
12+ _— ,
1 — . 1 I I 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Rysunek 3.3. Otwarty Euler - 100 punktéw.
I I schemat Euletl'a otwarty
exp(t)
20000 + =
15000 | B
10000 - /A
5000 | -
///
0 1 A - - — 1 1
0 2 4 6 8 10

Rysunek 3.4. Otwarty Euler - na [0,100], 100 punktéw.

Zapisujac to réwnanie jako uklad dwéch rownan pierwszego rzedu otrzymujemy:

a =Y
E:—ax.

Przyjmijmy, ze a = 1.
Znamy rozwiazania:
x(t) = ¢1 sin(t) + c2 cos(t),
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schemat Eulera Izamkniety
exp(t) e

1 = 1 L I 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 3.5. Zamkniety Fuler - cztery punkty.

schemat‘EuIera zamknie 2
28 - exp(t) —

24 / i

1 = 1 1 1 I 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 3.6. Zamkniety FEuler - 10 punktow.

czyli trajektorie rozwiazania zawarte sa w okregach.
A teraz zastosujmy otwarty schemat Eulera do tego rownania z warunkiem poczatkowym
(2(0),y(0))T = (0,1)T, ktérego rozwigzaniem jest x(t) = sin(t) z y(t) = cos(t):

Tyl = Tn + hyn
Yn+1 = Yn — hxn

dla ustalonego h > 0i7T = N h.
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2.8

26

24

schemat Eulera Izamkniety
exp(t) 7
VA

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000

0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 3.7. Zamkniety FEuler - 100 punktéw.

schemat Eulera zlamkniety
exp(t)

0 2 4 6 8 10

Rysunek 3.8. Zamkniety Euler - na [0,100], 100 punktéw.

Zatem: x, ~ z(t,) =sin(nh), a y, = y(t,) =cos(nh) zxg=01iyp =1
Dla zamknietego schematu Eulera jest analogicznie:

czy rOwnowaznie

Tott =T F M1 gy N
Yn+1 = Yn — hxn—i—l

xn—&—l_hyn—I—l:xn n=0.1 N
yn—|—1+hxn+1:yn s Ly ey
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2.8 T

schemat Eulera Izamknit—:‘ty
schemat Eulera otwarty

26 L expt)

24 —

1 " 1 | 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 3.9. Schematy Euler - na [0,1], 20 punktéw.

czyli w kazdym kroku dla ustalonego n musimy rozwiaza¢ uktad dwdch réwnan liniowych.
Popatrzmy teraz na rysunki 3.10 - 3.12.

1 I ' I h|=1.00e-03 olvlvany Euler I ]
zamkniety Euler
sin(t)
05 |- i
/
//
0 7
_05 - -
ElS 4
1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Rysunek 3.10. Schematy Eulera dla rownania 2-wymiarowego - rozwiazanie.

Widaé, ze mimo matego kroku rzedu (h = 1le—2) wyniki sa wyraZznie gorsze niz w przypadku
skalarnym, mimo ze wyj$ciowe rownanie rézniczkowe jest liniowe.

Rozwazmy wyjsciowe rownanie wahadta, por. Przyklad 2.5. Znéw przyjmijmy, ze g = 1 i
warunek poczatkowy x(0) = 01 y(0) = 1. Wtedy schematy Eulera przybieraja odpowiednio
forme:
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' ' ' h=1.00e-03 olwarly Euler —
zamkniety Euler
L cos(t) -
N )
05 - .
0+ \\ / )
\ /
\\
.05 ,
N o

q - 4

1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6

Rysunek 3.11. Schematy Eulera dla réwnania 2-wymiarowego - pochodna rozwigzania.

I h=1 .UOe-Oé otwarty Euler I
_— zamkniety Euler
1k o — [sin(t),cos(t)] A
e
N
05/ N\ b
0 H B
05 F i
AN /
,1 - - -
1 1 Il Il 1
1 0.5 0 05 1

Rysunek 3.12. Schematy Eulera dla réwnania 2-wymiarowego - trajektoria.

schemat otwarty Eulera:

Tn+1 =z, +hyn
. n=0,1,...,N
{ Yn+1 = yn+h Sln(xn)
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z 2o =2(0) =01yg =y(0) = 1. Znajac x,, y, otrzymujemy natychmiast wzor na 41, Yn+1-
W przypadku schematu zamknigtego Eulera:
mn+1:xn+hy.n+1 n=01, . N

Ynt1 = Yn — h sin(zpi1)

zxo=x(0) =01iyp =y(0) = 1, musimy w kazdym kroku rozwiaza¢ uktad réwnan nieliniowych:

Tt = Myni1 = Tn n=0,1,...,N
Yn+1 + b sin(Tp41) = yn

Im h jest blizsze zera, tym uklad jest tatwiejszy do rozwigzania.

Mozna pokazaé, ze rozwiazanie wyjsciowego réwnania ma trajektorie okresowe, co potwier-
dza wykres na rysunku 3.15 (tu wyliczony przy pomocy duzo dokladniejszego schematu niz
schematy Eulera). W kolejnych rysunkach 3.10- 3.13 - prezentujemy przyblizone rozwiazania
dla nieliniowego réwnania wahadla, otrzymane przy pomocy obu schematéw Eulera.

1 b I h|=3.956-02 ‘mwany Eulér B
zamkniety Euler
x(t)
05 + B
0 - -
-05 - B
_1 =
1 1 | 1 1 | |
0 1 2 3 4 5 6 7

Rysunek 3.13. Schematy Eulera dla réwnania 2-wymiarowego - rozwiazanie.

3.3.1. Absolutna stabilno$é schematéw Eulera

Rozpatrzmy ponownie modelowe zadanie skalarne, ale na dlugich odcinkach czasu:
dx
— =aur, z(0) =1 a < 0.
o (0)
Rozwiazaniem jest z(t) = exp(at) i wtedy lim;— 4o 2(t) = 0. Im |a| wigksze, tym rozwiazanie
szybciej zbiega do zera.

Rozpatrzmy teraz zastosowanie otwartego i zamknietego schematu Eulera do rozwigzania
tego zagadnienia. Dla otwartego schematu Eulera wiemy juz, ze:

zn = (14+ah)".
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' h-3.95¢-02  otwarty Euler

zamkniety Euler
1| X S
05 - / E
0+ \ 4

\\

205 - A |
4k ]

1 1 1 1 1 1 Il

0 1 2 3 4 5 6 7

Rysunek 3.14. Schematy Eulera dla réwnania 2-wymiarowego - pochodna rozwiazania.

Schematy Euler -2 wymiary trajektoria x vs y

I ‘ h=3,‘95e-02 mwanglf Euler

zamkniety Euler

(x(t) y(t)]
1 - -
0.5 4
0 - -
-0.5 + -
-1+ -

| 1 1 | 1

-1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5

Rysunek 3.15. Schematy Eulera dla réwnania 2-wymiarowego - trajektoria.

Zauwazmy, ze przy ustalonym h cigg przyblizen x, jest dodatni i zbiega do zera dla n — +oo
o ile zachodzi warunek:

h < —1/a.

W przypadku gdy parametr a jest ujemny i o duzym module, warunek ten wymusza to, ze
musimy wziaé bardzo male h, aby otrzymaé schematem otwartym Eulera rozwigzanie przybli-
zone, ktore jest dodatnie i malejace do zera, czyli zachowujace sie jak rozwigzanie zagadnienia
poczatkowego: exp(at).
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Natomiast dla zamknietego schematu FEulera widzimy, ze:
Tp=1—ah)™".

Otrzymujemy wtedy, ze dla dowolnego a < 0 zachodzi x, > 01i x, — 0 dla n — 400, czyli nie
otrzymujemy zadnego ograniczenia na krok h, co jest istotne, jesli chcemy rozwiazywaé réwnanie
na dlugim odcinku czasu.

Schemat zamkniety Eulera mozna uznaé za lepszy od schematu otwartego dla tego zagadnie-
nia dla ujemnego a o bardzo duzym module, szczegdlnie na dtugim odcinku czasu, poniewaz nie
wymusza zadnych ograniczen na krok h. Wrécimy do tego problemu w nastepnych rozdziatach.
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3.4. Zadania

Cwiczenie 3.1. Czy rozwigzanie y(x) zagadnienia poczatkowego:

dy 2/3

— =z 0) =0.

. y(0)
jest wyznaczone jednoznacznie? Znajdz wszystkie rozwiazania y(z) tego zagadnienia poczatko-
wego. Wskazdwka. Jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych (autonomiczne) % = f(y)g(z) z
warunkiem poczgtkowym y(xo) = yo, wiec w postaci uwiklanej rozwigzanie ma postac fyyo 1/f(y)dy =

Jo g(x)dz.

Cwiczenie 3.2 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octavie otwarty schemat Eulera i zastosuj
go do réwnania:

dy _ /3

— =z 0) =0.

o y(0)

na r6znych odcinkach czasu np. [0, 1] lub [0, 10] i r6znych wartosci h np. h = le—1,le—2, le—4.
Zmniejszajac h sprawdz, czy ten schemat znajdzie rozwigzanie rézne od zera. Nastepnie wez
przyblizenie startowe na poziomie bledu zaokraglen np. g = 10716 i sprawdz, jakie schemat
znajduje rozwigzania; w szczegdlnosci, czy sg one roézne od zera.

Cwiczenie 3.3. Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne liniowe jednorodne rzedu n o
statych wspoélczynnikach:

d"x d" 1z
1. Poprzez podstawienie xy(t) = ‘gZ—,f k =0,...,n — 1 sprowadz to rownanie do roéwnania

liniowego jednorodnego ze stala macierza:

dx R
i AZ,
2. Znajdz wielomian charakterystyczny A oraz dla n = 2 posta¢ Jordana tej macierzy w
zaleznosci od tego, jakie wartosci wlasne ma A,
3. Przy zalozeniu, ze A ma n jednokrotnych wartoéci wlasnych rzeczywistych, znajdz et i
dla n = 2 znajdz rozwiazanie zadania poczatkowego dla tego réwnania z warunkami poczat-
kowymi: CCIII;—,";“"(O):b;g k=0,...,n—1

Cwiczenie 3.4 (czesciowo laboratoryjne). Dla n = 2 i macierzy A kolejno [a, 1;0,a], [a,0;0,0],
[a, —b; b, a] dla roznych wartosci parametréw a, b, np. a = 1,b = 10, naszkicuj na kartce portrety
fazowe (wykresy trajektorii) réwnania jednorodnego:

dz
— =AZ
dt
w otoczeniu zera. Naszkicuj pole wektorowe na ekranie korzystajac z funkcji octave’a quiver() i
portrety fazowe z pomoca funkcji Isode().

Cwiczenie 3.5 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octavie otwarty schemat Eulera i zasto-

suj go do réwnania % = ay z y(0) = 1 dla réznych wartoSci parametru a np. a = —le —

3,—100,—1,1,10. Narysuj na monitorze wykresy przyblizonych rozwiazan razem z wykresem
rozwiazania doktadnego y(t) = exp(at).
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s . . . ) . —-20 1 .
Cwiczenie 3.6 (czesciowo laboratoryjne). Rozpatrzmy réwnanie % = <_ 21 1) y. Policz war-
, . . —-20 1\ . , . o . . .
tosci wlasne macierzy A = | 91 1] 1porownajz wynikiem obliczonym w octavie z uzyciem

odpowiedniej funkcji np. eig(). Znajdz rozwiazanie ogdlne tego réwnania. Przy pomocy otwar-
tego schematu Eulera i funkcji octave’a Isode() rozwiaz to réwnanie z y(0) = (1,1)” na odcinku
[0,100] z h = 0.1. Poréwnaj wyniki rysujac wykresy na ekranie obu rozwiazan i rozwiazania
doktadnego, ktore nalezy tez wyznaczyc¢.

Wskazowka. Rozwigzanie ogdlne - to exp(At) ¢, gdzie c wektor stalych a funkcja expm() octave’a
pozwala obliczycé eksponent macierzy.

Cwiczenie 3.7 (czesciowo laboratoryjne). Udowodnij, ze przyblizenia rozwiazania ukladu réw-
nan ‘fl—f =y; % = —z z z(0) = 1,y(0) = 0, otrzymane za pomoca otwartego (lub zamknietego)
schematu Eulera, maja norme druga zbiezna do jeden, tzn. \/(z,)? + (yn)? zbiegaja do jeden,
dla ustalonego czasu t = nh z h dazacym do zera. Zaimplementuj oba schematy Eulera dla
tego réwnania w octave (w przypadku zamknietego schematu Eulera uzyj operatora backslash:
w kazdym kroku czasowym do rozwigzania odpowiedniego ukladu dwéch réwnan liniowych).
Naszkicuj na ekranie monitora portret fazowy przy pomocy plot(), Isode() i obu schematéw dla
réznych wartosci h. Policz wartoéci normy drugiej rozwigzan otrzymanych przy pomocy tych

schematéw i Isode() dla ustalonego czasu np. t = 1 czy ¢t = 1000 i ré6znych wartosci h.

Cwiczenie 3.8 (laboratoryjne). Naszkicuj na ekranie monitora portrety fazowe réwnan linio-
wych % = Ay = [a, b; ¢, d]y dla macierzy A o réznych postaciach Jordana przy pomocy plot(),
Isode().
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rzad schematéow

W tym rozdziale zajmiemy sie pewnymi wlasnosciami schematow dla réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. W szczegdlnosci przedstawimy pojecie rzedu schematu oraz zdefiniujemy,
co oznacza zbieznoéé¢ schematu z odpowiednim rzedem.

4.1. Kilka kolejnych schematéow

Mozna postawié¢ pytanie, czy istnieja schematy o wyzszej doktadnosci niz schematy Eulera.
Okazuje sie, ze tak jest i w tym rozdziale przedstawimy kolejne schematy, ktére dokladniej
przyblizaja rozwiazanie wyj$ciowego problemu rézniczkowego.

Dos¢ niska dokladnosé schematéw Eulera, ktora zaobserwowalismy w eksperymentach z roz-
dziatu 3 wynika z tego, ze pochodna rozwiazania przyblizyliSmy najprostszym ilorazem rézni-
cowym. W schematach Eulera przyblizamy pochodng poprzez iloraz réznicowy dla parametru
h > 0 i otrzymujemy:

. - =0 (4.1)

z(t+h) —x(t) dx ’

o ile x ma ciagta druga pochodng w otoczeniu t.
Jesli x jest bardziej regularna, to pochodna mozna przyblizyé¢ doktadniej, np. poprzez iloraz
réznicowy centralny (pochodna réznicowa centralna)

x(t+h)—xz(t—h) dx 9
— —(t)| = O(h?). 4.2
- 0| = o) (42)
Dowdd pozostawiamy jako zadanie.
Otrzymujemy w ten sposob:
Tptl = Tp—1 + 2 h fn (4.3)

czyli schemat kroku $rodkowego (midpoint) dla (3.1) .

Schemat midpoint, czyli kroku srodkowego, jest dwu-krokowy, tzn. ze aby obliczy¢ x,41
musimy znaé x, i T,_1, czyli trzeba znaé¢ xg i x.

Policzmy przy pomocy tego schematu rozwiazanie zagadnienia poczatkowego:

Z—f =ax z(0) =1
Na poczatek wezmy a = 1 i poréwnajmy z rozwigzaniem; za x1 do naszych testéw schematu
midpoint wezmiemy dokladna warto$é rozwiazania: exp(h), por. rysunek 4.1. Wyraznie doktad-
niejszym okazuje sie schemat midpoint.

Mozna sie zastanowié¢, co sie stanie na dluzszym odcinku czasu, por. rysunek 4.2. Okazuje
sie, ze schemat midpoint dokladniej dziala takze w tym przypadku.

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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2.8 T T

midpoint
otwarty Euler /
exp(t) ra

22 i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 4.1. Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,1].

' ' h=1.00e-01  midpoint

otwarty Euler

exp(t)
20000 + A
15000 | R
10000 -
5000 -

/')
D 1 B - 1 1
0 2 4 6 8 10

Rysunek 4.2. Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,10].

Schemat ten nie jest jednak w ogdle uzywany. W kolejnym rozdziale wyjasnimy dlaczego.
Inng droga wprowadzenia nowych schematéw jest skorzystanie z rozwiniecia rozwigzania w
szereg Taylora: (3.6), tak jak dla schematu Eulera, ale z wieksza iloScia cztonéw. Otrzymujemy
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w ten spos6b np. schemat Taylora:

i 2117
z(t+h) =~ z(t)+ Z—t( )h+ %%(t) h?
2
= at)+ 7 a0) h+ o L2ty (2 + X1, 20))).

Skorzystaliémy tu z tego, ze dt2 =4 f(t,z(t) = %(t,x(t))%(t) + 5 o7 +(t, (1))

Schemat Taylora, a doktadniej schemat Taylora rzedu dwa, Wygl@da nastepujaco:

h2
Tn+1 :$n+hfn+?(axfnfn+atfn)a (4'4)

gdzie O, f, = %(tn, Tp) 1 0ifn = %(tm xy). W przypadku réwnania autonomicznego (f (¢, x) =
f(x)) schemat sie upraszcza i otrzymujemy:

h2
Tptl = Tp + hfn + ? (&vfn fn)

Prosze zauwazy¢, ze ogélnie 0, f(t, x) jest macierza m x m, a 0, f(t,z) jest wektorem wymiaru
m, czyli koszt schematu Taylora w przypadku wielowymiarowym dla m > 1 jest dos¢ duzy.
Musimy obliczyé¢ w kazdym kroku dwa wektory tzn. f,, i 0y f, oraz macierz 0, f,, wymnozy¢ te
macierz przez f, i przemnozy¢ odpowiednie wektory przez h, h? i dodaé je do siebie. Mozemy w
ten sposob tworzy¢ kolejne schematy Taylora o coraz wiekszej doktadnosci - jesli f jest funkcja
dostatecznie gltadka. Beda to schematy coraz drozsze, szczegdlnie w przypadku duzego wymiaru
m.

Na rysunkach 4.3 i 4.4 widaé¢, ze podobnie jak dla schematu midpoint, schemat Taylora jest
doktadniejszy niz schemat Eulera otwarty.

2.8 T T
exp(t)
sch. Taylora
26 - sch.otwarty Euler |
24 i
22+ |
2 F 4
18 + 4
16 + 4
14 + i
1.2 + ]
1 ! L I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 4.3. Rozwiazanie doktadne ¢y = y z y(0) = 1, rozwiazanie schematem Taylora i otwar-
tym schematem Eulera na [0,1] z h = 0.1.
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T T T T exp(t)

sch. Taylora

sch.otwarty Euler
20000 + H
15000 R
10000 |- f
5000 B

0 1 L — 1 — 1
0 2 4 6 8 10

Rysunek 4.4. Rozwigzanie doktadne ¢ = y z y(0) = 1, rozwiazanie schematem Taylora i otwar-
tym schematem Eulera na [0,10] z h = 0.1.

4.1.1. Zbieznos¢ metod - idea

Blad schematu (ang. global error) np. Eulera otwartego, czy zamknietego, czy schematu mid-
point zastosowanych do rozwiazywania przyblizonego (3.1) mozemy zdefiniowaé dla ustalonego
t € [to, T] jako

dla h = (t — tg)/n, x rozwiazania (3.1) na [tg, T]. Zbadajmy, jak zachowuje sie blad Ej(t) wraz
ze zmniejszaniem h w ustalonym t. W szczegdélnosci, czy maleje do zera.

Popatrzmy, co pokazuja eksperymenty - zastosowaliSmy otwarty schemat Eulera z réznymi
krokami do policzenia przyblizenia rozwigzania réwnania dx/dt = z z x(0) = 1 dla czasu t = 1,
czyli znamy dokladna warto$¢ rozwiazania x(1) = e. Ustaliliémy hy = 0.5, a nastepnie kolejno
je potowiliémy tzn. 2 1hg,...,27°ho. Wyniki sg w tabeli 4.1.

h otwarty Fuler | midpoint Taylor
5.0e — 01 —4.7¢ — 01 —7.8¢ —02 | —7.0e — 02
2.5e — 01 —2.8¢e — 01 —23¢—02 | —2.4e—-02
1.2e — 01 —1.5e — 01 —6.4e — 03 | —6.6e — 03
6.2e — 02 —8.0e — 02 —1.7¢—03 | —1.7¢e — 03
3.1le — 02 —4.1e — 02 —4.3e —04 | —4.4e — 04
1.6e — 02 —2.1e — 02 —1.1le—04 | —1.1e — 04
7.8¢ — 03 —1.1e — 02 —2.7e — 05| —2.8¢ — 05

Tabela 4.1. Blad dla schematéw: otwartego, Eulera, schematu midpoint i schematu Taylora,
przyblizajacych rozwiazanie dx/dt = x z x(0) = 1 dla t = 1 czyli exp(1).

Widaé, ze dla schematu Eulera btad dla zmniejszonego dwukrotnie h maleje dwukrotnie co
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sugeruje, ze blad zachowuje sie jak O(h), gdy dla schematé$w midpoint i schematu Taylora blad
maleje czterokrotnie, czyli zachowuje sie jak O(h?).
W schemacie midpoint przyblizamy pochodng réznica centralna, dla ktorej zachodzi:

dz

(x(t+h) = w(t =)/ (2h) = =

(t) + O(h?)
dla dostatecznie gltadkiej funkcji, a w przypadku otwartego schematu Eulera - zwyktym ilorazem
réznicowym
dx
(2(t+h) —2())/(h) = - () + O(h).

Przy konstrukcji schematu Taylora wykorzystujemy wiecej czlonéw z rozwiniecia rozwiaza-
nia w szereg Taylora (3.6). Kazdy dodatkowy czlon z szeregu Taylora powinien podwyzszy¢
doktadnosé danego schematu.

Dlatego tez wprowadza sie pojecie rzedu lokalnego bledu schematu (ang. local truncation
error), czyli rzedu schematu. Badamy lokalny btad schematu wzgledem parametru h, jesli wsta-
wimy za x, dokladna warto$¢ rozwiazania x(t,). Najpierw zdefiniujmy samo pojecie schematu
rozwiazywania (3.1), potem zbieznosci schematu i rzedu schematu.

Definicja 4.1. Schematem k krokowym rozwiazywania zadania poczatkowego (3.1) ze stalym
krokiem h > 0 na odcinku [tg, T]) nazywamy réwnanie réznicowe:

T = P(hyty, Tnk -y Tn-1,Tn) n>k (4.5)

z warunkami startowymi xg,...,xr_1 dla t, = tg + nh. Jedli ® nie zalezy od z,, to schemat
nazywamy otwartym (ang. explicit). W przeciwnym razie - schemat nazywamy zamknietym
(ang. implicit).

Schematy konstruujemy tak, aby dla ustalonego h zachodzilo z, ~ z(t,).

Definicja 4.2. Niech x € C!([tg,T)) rozwiazania zagadnienia poczatkowego (3.1). Blad sche-
matu k krokowego postaci (4.5) dlat =ty +nh € [to,T] definiujemy jako

En(t) = |z —2(®)]  (t=to+nh),
a blad globalny (ang. global error) na [to, T| jako

Ep = max Ep(th)

n=0,...,N
dla N = (T —t9)/h. Schemat jest zbiezny na [to, T, jesli
Ep,—0 h — 0,

a jest zbiezny z rzedem p (ang. convergent with order p) (rzad bledu globalnego wynosi p), jesli
dodatkowo
E, < ChH

dla pewnej stalej C' > 0 niezaleznej od h (zazwyczaj zaleznej od rozwiazania x (3.1) i T — t).

Definicja 4.3. Niech z € C'([tg,T)) bedzie rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego (3.1). Dla
parametru h > 0 i schematu k krokowego postaci (4.5) btad lokalny (ang. local truncation error)
definiujemy jako

= —(t,... .
en = max, [ kD) — Ottt kR, a(t), . a(t+ k)
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Definicja 4.4. Schemat (4.5) jest rzedu p (ang. local truncation error is of order p), jesli dla
x € CPTY([tg, T)) rozwiazania zagadnienia poczatkowego (3.1) zachodzi

e, < C hPH!

dla pewnej dodatniej statej C' niezaleznej od h.

Dla otwartego schematu Eulera lokalny btad schematu jest réwny:

en =, gax [a(t+h) —a(t) - hf (@)

7 rozwiniecia w szereg Taylora widzimy, ze:

er—h  max z(t+h)—az(t) do

ar _ 2
te[to,T—h] h dt ®) o)

o ile x rozwigzanie (3.1) jest klasy C?, czyli schemat ma rzad jeden. Analogicznie mozna pokazaé,
ze rzad zamknietego schematu Eulera jest tez jeden, a rzad schematow midpoint i Taylora wynosi
dwa. Wykazanie tego, pozostawimy jako zadanie.

4.1.2. Schematy Adamsa

Mozemy tez wyprowadzié¢ schematy korzystajac z réwnowaznej catkowej wersji zagadnienia
poczatkowego (3.1):

t+h t+h

x(t+h)=xz(t) + /t dx/dt(s)ds = x(t) + t f(s,z(s))ds. (4.6)
To prowadzi do konstrukcji calej rodziny schematéw (tzw. schematéw Adamsa). Jesli wprowa-
dzimy siatke réwnomierna z krokiem h > 0, tzn. wprowadzamy {t;}5_, dla t! = t; = to + k h,
to mozemy przyblizy¢ warto$¢ rozwiazania x(ty) zastepujac w (4.6) calka z jakiej$ aproksy-
macji funkeji f, ktéra daje sie wyliczyé znajac wartoéci fr, = f(tx,zr) dla ustalonej ilosci
k=n+1,nn—1,..,0p. k=n,n—1,n— 2. Wtedy

tnt1
Tn+l = Tp + \ P(S)d$7

gdzie P(s) jest jakim§ wielomianem przyblizajacym f(s,z(s)) zdefiniowanym poprzez wartosci
odpowiednie f dla k <n + 1.

W przypadku schematéw Adamsa, P(t) definiujemy jako odpowiedni wielomian interpola-
cyjny Lagrange’a dla funkcji f z wezlami w punktach t,4; dla j = 1,0,—1,.. dla schematu
zamknietego (lub j = 0,—1,.. dla schematu otwartego), spelniajacy odpowiednie warunki in-
terpolacyjne:

P(tn+j) = fotj = f(tntjs Tnts)
dla p 4+ 1 kolejnych indekséow j < 1 dla schematéow Adamsa zamknietych i j < 1 dla schema-
tow Adamsa otwartych. Wtedy otrzymujemy klase zamknietych schematéw Adamsa-Moultona
postaci:

1
Tpt1 = Tn + Z Bj fr+;
J=—p+1

lub otwartych schematéow Adamsa-Bashfortha:

0
Tp41 = Tp + Z Bj fn+j

Jj=-p
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Przenumerowujac indeksy uzyskujemy schemat zamkniety Adamsa-Moultona p krokowy:

p
Tptp = Tntp—1+ N1 Z Bj frtj
J=0

lub otwarty p + 1 krokowy Adamsa-Bashfortha:

p
Tntptl = Tn4p T h Z ﬂjfn-f—j'
7=0

Oczywiscie w obu przypadkach 3; nie zalezg od rozwigzania z, ani od f.
W szczegblnosdei dla p = 1, P(t) jest wielomianem interpolacyjnym stalym, zdefiniowanym
przez wartos¢ w jednym punkcie odpowiednio ¢, czy t,_1. Dla

p=1 P (5) = fns
otrzymujemy schemat otwarty Eulera:

tn“l‘h
Tptl = Tp + fnds =x, +h fp
tn

Biorac warto$¢ w punkcie ¢,,41 uzyskujemy schemat zamkniety Eulera. A dla p = 2, P(s) jest
wielomianem liniowym interpolujacym f w punktach ¢, i t,4+1. Wtedy otrzymujemy schemat
trapezéw (ang. trapezoidal scheme):

P(S) =h! ((tn+1 - 3) fn+ (3 - tn) fn+1)>

czyli
tn+h
Tntl = Tn + t P(s)ds = xp +0.5h (fn + frot1). (4.7)
Mozna pokazaé, ze schemat trapezow jest rzedu dwa.

W przypadku, gdy punkt ¢,,41 czyli f,41 nie jest uwzgledniony w definicji P(s) tzn. 8,41 =0
rozpatrujemy otwarte schematy Adamsa, ktore tez nazywamy schematami Adamsa-Bashforda,
np. schemat otwarty Eulera. W przeciwnym przypadku otrzymujemy schematy zamkniete, ktére
nazywamy schematami Adamsa-Moultona: np. schemat zamkniety Eulera lub schemat trape-
z6wW.

4.2. Schematy liniowe wielokrokowe

Definicja 4.5. Dla zadania poczatkowego (3.1) schematem liniowym wielokrokowym (ang.
linear multistep) - dokladniej k krokowym dla stalego kroku dla h = % nazywamy réwnanie
réznicowe:

k k
Zaszﬂ- =h Zﬁj ﬁn n>0 (4.8)
j=0 j=0

2 #01 1 = f(ty.ah) dlaty = to+ j b

Jedli B # 0, to schemat nazywamy zamknietym, a w przeciwnym wypadku méwimy o
schemacie otwartym.
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Jesli znamy af, 2, ..., 2} | to mozemy wyliczy¢ rozwiazanie schematu :JU;‘ ~ x(t;) dlat; =
to+7h1ij >k (oileono istnieje, co w przypadku schematéw zamknietych nie jest oczywiste).
Zgodnie z Definicja 4.4 schemat liniowy k-krokowy ma rzad p > 1 jesli dla z € CP*([to, T))
rozwiazania zagadnienia (3.1) dla t € [to,T]) takich, ze ¢t + kh < T lokalny btad schematu
spelnia
k k

en(t) == S az(t+jh) — thﬂh<mﬁl (4.9)
Jj=0 J=0

ze stala niezalezng od C, czyli e, = O(hPT1).

Jedli za x, wezmiemy wartosci rozwigzania w punktach czasu t,, to btad schematu wynosi
O(hP*1) (dla gladkiego rozwigzania).

Oczywiscie schematy Adamsa opisane w rozdziale 4.1.2 sg szczegdlnym przypadkiem sche-
matéw liniowych wielokrokowych. Tak wiec schematy: otwarty i zamkniety Eulera, schemat
midpoint, lub schemat trapezéw sa schematami wielokrokowymi liniowymi - w mys$l naszej
definicji.

4.3. Schematy jednokrokowe

W tym podrozdziale wprowadzimy pojecie schematu jednokrokowego:

Definicja 4.6. Dla zadania poczatkowego (3.1) schematem jednokrokowym dla statego kroku
h= % nazywamy réwnanie roznicowe:

Tnt1 = Tp + hd(hyty, Ty, Tpi1) n=0,...,N (4.10)

gdzie t; = to+j h a ¢ jest funkcja ciagla okreslong na [0, H) x [tg, T') X Uy, x Uy, dla Uy, otoczenia
xo. Dodatkowo, jesli ¢ nie zalezy od z,41, to schemat jednokrokowy nazywamy otwartym, a w
przeciwnym wypadku méwimy o schemacie zamknietym.

W przypadku schematéw otwartych mozemy wyliczyé 11 znajac xz,, natomiast w przy-
padku schematéw zamknietych musimy rozwiazaé¢ liniowy, badz nieliniowy uktad réwnan. Do
tej pory poznaliSmy dwa schematy jednokrokowe (ktére zarazem sa schematami liniowymi wie-
lokrokowymi) - czyli oba schematy Eulera i schemat trapezow.

Analogicznie do przypadku schematéw liniowych wielokrokowych, zgodnie z Definicja 4.4,
schemat jednokrokowy ma rzad p > 1, jedli dla z € CP*L([tg, T')) rozwiazania zagadnienia (3.1)
dla 1 < p, h = I i ¢ € [tg, T]) lokalny btad schematu spelnia:

N
en(t) = a(t + 1) — a(t) ~ ho(h,t, oo (1), %21 4 my)| < O,

ze staly C niezalezng od t, czyli e, = O(hP*!) dla dostatecznie gtadkiego rozwiazania.

4.3.1. Schematy Rungego-Kutty

Podstawowa klasa schematéw jednokrokowych sa tzw. schematy Rungego-Kutty lub - mé-
wigc krotko - schematy Rungego. Idea ich jest prosta.
Zatézmy, ze znamy x,, i chcemy wyliczy¢ wartosé¢ x,41 ze wzoru uwzgledniajacego wartosé
pola wektorowego nie tylko w x,, ale réwniez w dodatkowym punkcie . Wtedy
Tny1 = F(h,tp, xn, T).

Biorac schemat otwarty Eulera z krokiem h otrzymujemy punkt

&= xn+h ft, (1)),
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ktory, jak wiemy, przybliza (¢t + B), ale niedoktadnie. Mozemy policzyé wartos¢ pola wekto-
rowego f w tym punkcie i nastepnie, wykorzystujac wartos¢ y, = f(tn,xn) 19 = f(tn + h, z),
znalezé lepsze przyblizenie x(t,11) - czyli np. za przyblizenie pola wektorowego wziaé wazona
$rednia obu wartosci by, + cy dla pewnych ustalonych wag b, c. Mozliwosci jest wiele. Pojawia
sie pytanie: jak oceniaé rézne konstrukcje F'?7 Mozna tak dobiera¢ F', aby rzad schematu byt
mozliwie duzy.

Zalézmy, ze h = a h. Wtedy szukamy schematu postaci:

Tpi1 =Tp +b0h fn+chf(tyn+ah,z,+ahf(tn, x,)) (4.11)

tak, aby schemat mial maksymalny rzad.
Rozwijamy rozwiazanie x w szereg Taylora:

aruw—aﬂ:h§?w+a5#§gayuxm)

i rozwijajac ostatni z czlonéw (4.11) w punkcie (¢, x) otrzymujemy:

ft+ah,x+ahf(t,z)) = f+ahf.f+ahf
= f+ah(faf+[t)
dj +a @z
dt dt?’
Skorzystalismy z tego, ze % = %f(t,a:(t)) = fz [ + fi. Zatem, wstawiajac dwa ostatnie row-
nania do (4.11) otrzymujemy warunki na to, aby schemat byl rzedu dwa:

b+c =1
ca = 0.5
28 T T
otwarty Euler
Heun
26 L exp(t) i
24 4
22 —
2 - -
18 —
16 + —
14 + —
1.2 -
1 el 1 ! ! ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 4.5. Schemat Heuna w poréwnaniu ze schematem otwartym Eulera na [0,1] z h = 0.1.

Tak wiec otrzymalismy cala rodzine schematéw Rungego-Kutty rzedu dwa, np.:
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28 T T
zmodyfikowany Euler
otwarty Euler
26 L exp(t) |
24 - ‘ / ]
22 | i
2 - -
18 9
16 B
14 E
1.2 B
1 -~ | ! I |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rysunek 4.6. Zmodyfikowany schemat Euler w poréwnaniu ze schematem otwartym Eulera na

[0,1] z h =0.1.
1. Zmodyfikowany schemat Fulera
h h
Tni1 zxn+hf(tn+2,xn+2fn) (4.12)
dlac=1,b=0,a =0.5,
2. Schemat Heuna "
Tn+1 :xn+§ (fn+f(tn+1axn+hfn))v (413)

dlab=c=0.5a=1.

Warto zauwazy¢, ze w niektérych publikacjach wszystkie schematy otwarte Rungego-Kutty
rzedu dwa nazywane sa zmodyfikowanym schematem Eulera.

Na rysunkach 4.6 i 4.5 pokazano rozwigzania uzyskane tymi dwoma schematami dla zadania
dx/dt = z z £(0) = 1 na [0, 1]. Widaé, ze wykresy sie pokrywaja z wykresem rozwiazania. W
poréownaniu do otwartego schematu Eulera widzimy znaczaca poprawe. Zobaczmy, co sie dzieje
na dtuzszym odcinku czasu w przypadku schematu Heuna, por. rysunek 4.7.

Graficzne wytltumaczenie zmodyfikowanego schematu Eulera

Na rysunku 4.8 zawarliSmy graficzne wytlumaczenie jednego kroku zmodyfikowanego sche-
matu Eulera.

Punkt A - oznacza (¢, z), czyli wezesniej obliczone przyblizenie dla czasu t. Chcemy wyzna-
czy¢ przyblizenie dla czasu t+ h. Otwarty schemat Eulera w jednym kroku przyjmuje za réznice
miedzy kolejnymi punktami h f(¢, ), czyli idzie w kierunku pola wektorowego w punkcie ¢, czyli
na naszym rysunku daje to punkt C. Z kolei w zmodyfikowanym schemacie Eulera przyjmujemy
za réznice h pomnozone przez kierunek pola wyznaczonego w dodatkowym pomocniczym punk-
cie & = x + 0.5 f,, oznaczonym jako B, tzn. idziemy w kierunku f(t+ 0.5 h, &) i otrzymujemy w
efekcie punkt D.

Na rysunku widaé, ze jesli nachylenie pola wektorowego mocno sie zmienia, to pole w punkcie
B powinno mie¢ lepszy kierunek niz w A, czy w E. Jest to oczywiscie argument heurystyczny.
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2.5e+43 T T T
zmod Euler
exp(t)
2e+43 5
1.5e+43 B
1e+43 - i
5e+42 - 1
0 Il 1 e ——— 1 Il
90 92 94 96 98 100

Rysunek 4.7. Schemat Heuna na [0,100] i exp(t). Wykres dla ¢ bliskich 100.

/ /.C

.
N
.

{ t+h/2  t+h

Rysunek 4.8. Graficzne wyttumaczenie zmodyfikowanego schematu Eulera.

Analogicznie konstruuje si¢ schematy Rungego wyzszych rzedéw poprzez wprowadzenie wigk-
szej iloéci krokéw posrednich, jak rowniez schematy zamkniete Rungego - dopuszczajac wartosé
fn+1 W schemacie.
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2.8

26

24

/

Heuna
rk4
exp(t)

/
/

/]

0.2 0.4 0.6

0.8

1

Rysunek 4.9. Schematy Rungego rzedu cztery i schemat Heuna rzedu dwa na [0, 1].

1e+20

1e+15

1e+10

100000

Rysunek 4.10. Schematy Rungego rzedu cztery i schemat Heuna rzedu dwa na [0,50] w skali

Podamy kilka wzoréw na powszechnie uzywany otwarty schemat Rungego-Kutty czwartego

rzedu.

rk4
Heun

exp()

10 20 30

pét-logarytmiczne;j.

40

50
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Najpierw definiujemy cztery wartosci:

Kl - f(tn7$n>
Ky :f(tn+ %7xn+%K1)
n i (4.14)
K3 :f(tn+ §7xn+§K2)
K4 = f(tn + h,xn + th)
i otrzymujemy ostateczny wzoér:
h
Tp+1 :xn+g(K1+2K2+2Kg+K4) (4.15)

schematu rzedu cztery (co oczywiscie wymaga dowodu).

Istnieje oczywiscie cala rodzina otwartych schematéw Rungego-Kutty rzedu cztery. Tu po-
dalismy tylko przykladowy schemat z tej rodziny.

Popatrzmy jak dziala ten schemat w poréwnaniu ze schematem Heuna dla naszego modelo-
wego zagadnienia dx/dt = x z x(0) = 1.

Na odcinku [0,1] dla & = 0.1 oba schematy praktycznie pokrywaja sie z rozwiazaniem, por.
rysunek 4.9. Na rysunku 4.10 widaé¢ wykresy rozwiazan na [0, 50] (w skali p6t-logarytmicznej),

4e+21 ' ‘ rka
Heun
exp(t)

3.5e+21 | .

3e+21

2.5e+21

2e+21 .

1.5e+21

1e+21

5e+20 .

D 1 1 I Il
45 46 47 48 49

Rysunek 4.11. Schematy Rungego rzedu cztery i schemat Heuna rzedu dwa na [44, 50].

a na rysunku 4.11 wykres na odcinku [44, 50] - tu juz widaé, ze schemat rzedu cztery jest jednak
znacznie lepszy.

W rozdziale 5.4 przedstawimy metode eksperymentalna badania rzedu schematu. Przy okazji
zobaczymy ogromng réznice w doktadnosci obu schematéw, por. Tabela 5.2.

4.4. Zadania

Cwiczenie 4.1. Udowodnij, ze wzory (4.1) i (4.2) sa prawdziwe dla funkcji dostatecznie glad-
kich.

Wskazowka. Rozwin funkcje w szereg Taylora.
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Cwiczenie 4.2. Pokaz, ze rzad schematéw Eulera wynosi jeden, o ile rozwiazanie zadania
Cauchy’ego jest klasy C?.

Cwiczenie 4.3. Pokaz, ze rzad schematu kroku érodkowego wynosi k, o ile rozwiazanie zadania
Cauchy’ego jest klasy C*¥*1 dla k = 1,2.

Cwiczenie 4.4. Znajdz rzad schematu Taylora (4.4) dla rozwiazania dostatecznie gladkiego.
Cwiczenie 4.5. Znajdz wzoér na schemat Taylora rzedu trzy.

Cwiczenie 4.6. Rozpatrzmy rodzine schematéw:

Tptl = Tp + h(afn + bfn—l—l)

Okredl rzad schematu w zaleznosci od wartoéci parametrow a, b. Dla jakich a,b rzad jest naj-
wiekszy? Dla jakich wartosci parametréw schemat bedzie zamkniety, a dla jakich otwarty?

Cwiczenie 4.7. Wyprowadz otwarty dwukrokowy schemat Adamsa bazujacy na wielomianie
interpolacyjnym stopnia jeden (zeby policzy¢ x,12 potrzebujemy h,t,, Tpi1, fn i fnt1, tak jak
opisano w rozdziale 4.1.2). Zbadaj rzad schematu.

Rozwigzanie. Zgodnie z zasada konstrukeji schematow Adamsa musimy scatkowaé¢ na odcinku
[tn, tn, + h] wielomian liniowy interpolacyjny Pi(s) = f, + %h (fn— fn—1)(s — tn). Otrzymujemy
schemat x, 11 =2, + 0.5h (3 fr, — fn—-1)-

Cwiczenie 4.8. Wyprowad# otwarty trzykrokowy schemat Adamsa bazujacy na wielomianie
interpolacyjnym stopnia dwa (zeby policzy¢ x, 3 potrzebujemy h,tp, ni2 1 fn, fnt1, fnt2, tak
jak opisano w rozdziale 4.1.2). Zbadaj rzad schematu.

Cwiczenie 4.9. Wyprowadz zamkniety dwukrokowy schemat Adamsa bazujacy na wielomianie
interpolacyjnym stopnia dwa (zeby policzy¢ x,,19 potrzebujemy h,t,, Tp+1 1 fn, fo+1, fare, tak
jak opisano w rozdziale 4.1.2). Zbadaj rzad schematu.

Cwiczenie 4.10 ($rednio trudne). Rozpatrzmy rodzine schematéw:

Tpy2 = Tpy1 +h(a fn+b fop1 + ¢ fuy2).

Okresl rzad schematu w zaleznosci od wartosci parametréow a, b, c. Dla jakich wartosci rzad jest
najwiekszy? Dla jakich wartosci parametréw schemat bedzie zamkniety, a dla jakich otwarty?

Cwiczenie 4.11 (trudne). Udowodnij, ze schemat (4.15) ma rzad cztery.

Cwiczenie 4.12 (laboratoryjne). Zbadaj eksperymentalnie metoda polowienia krokéw rzad
lokalnego btedu schematu dla schematéw:

— otwartego schematu Eulera (3.4),

— zamknietego schematu Eulera (3.5),

— schematu midpoint (4.3),

— schematu Taylora (4.4),

— schematu Heuna (4.13),

— schematu trapezéw (4.7),

— zmodyfikowanego schematu Eulera (4.12),

— schematu Rungego rzedu cztery (4.15).

zastosowanych do modelowego zadania ‘fl—f =1+ 2% z 2(0) = 0 z rozwiazaniem x(t) = tan(t).

Tzn. dla ustalonego ¢, np. ¢ = 1 i kolejnych potowionych krokéw hy = % =27%hy 2z hg =

le — 1 liczymy lokalny blad schematu ey, (), por. (4.9), i nastepnie stosunek eny (1) Jesliby

€y ()
ten stosunek wynosit w przyblizeniu 2P, to lokalny blad schematu zachowuje si¢ jak O(hP*1),
oznacza to, ze schemat posiada rzad p przynajmniej dla tego zadania poczatkowego.



5. Metody dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych -
teoria zbieznosci

W tym rozdziale przedstawimy teorie zbieznosci schematéw jednokrokowych i wielokroko-
wych. Rozpatrzymy tylko przypadek skalarny, ale teoria dla uktadéw réwnan jest analogiczna.
Wystarczy tylko modut zastapié¢ przez jakas norme w R™ np. norme euklidesowa.

5.1. Teoria zbieznosci schematéw jednokrokowych

Teoria zbieznosci schematéow jednokrokowych jest teorig odrebna od teorii dla schematdéw
wielokrokowych liniowych.

Okaze sig, ze kluczowym pojeciem jest tu zgodnos$¢ schematu jednokrokowego - inaczej kon-
systentnosé, ktora definiujemy nastepujaco:

Definicja 5.1. Schemat jednokrokowy (4.10) jest zgodny (konsystentny), (ang. consistent) jesli:
— ¢ jest ciagla ze wzgledu na wszystkie zmienne
— ¢(0,t,x,z) = f(t,z) dla wszystkich (¢, ).
— ¢ jest lipschitzowska ze wzgledu na zmienne x,, i z,41 tzn. istnieje L > 0 takie, ze dla
wszystkich z1, 22, y1,y2 € Uy,

2
|¢(h,t,$1,$2) - ¢(hat7y17y2)| < L Z ’.Ik - yk‘|
k=1

Twierdzenie 5.1 (o zbieznosci schematéw jednokrokowych). Jesli rozwigzanie zagad-
nienia poczgtkowego (3.1) x € CPTY([tg,T)), schemat jednokrokowy jest zgodny i jest
rzedu p > 1, to ten schemat jest zbiezny z rzedem p.

Dowod. Dowdd zostanie tutaj przedstawiony dla prostoty tylko dla schematéw otwartych z
rzedem p tj. ¢(h,t,z,y) = ¢(h,t,x). Dowdéd w calej ogblnosci mozna znalezé np. w [23].
Oznaczmy przez E,, = x, —x(t,), czyli blad pomiedzy obliczonym schematem przyblizeniem
rozwiazania dla czasu t,,, a dokladng wartoscia rozwiazania xz(t,, ). Niech 7, = ep(t,) = z(tn+1)—
x(tn) — ho(h, tn, z(ty)), czyli 7, to lokalny blad schematu dla czasu t,,. Wtedy otrzymujemy, ze

En =Lp_1+ h(¢(h> tnfla xnfl) - ¢(h7 tnfla iv(tnfl))) — Tn—1,

a stad, korzystajac ze zgodno$ci schematu, a doktadniej lipschitzowskoéci funkcji ¢, por. Defi-
nicja 5.1, otrzymujemy
|En| < (1+ h* L)|Ep_1| + |Tn-1]-

Dalej, poprzez indukcje matematyczna otrzymujemy:

n—1
|En| < (14 hxL)"|Eo| + > (1 + h* L)" ]
k=0
Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,

2011.
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Korzystajac z tego, ze (|1 4 z| < el*l)
(1 + h*L)n < en*h*L < eL*(T—to)

dla n takich, ze h *n <1 — ty widzimy, ze

n—1

| Bul < P T (| Bol + 3 7))
k=0

Zauwazmy, ze Fy = 0. Widzimy tez, ze
|7-n| < ep.

Poniewaz schemat ma rzad p i z € CPT!, to e, = O(hP*!) zatem

T—-1
E,| < LHT—t0) g o) < eL*(Tfto)TOO(thrl) = O(h?).

W szczegdlnosei zbieznos$é z rzedem p oznacza dla ustalonego ¢ € [to,T] inxh =t, ze
|zt — z(t)] = O(hP) — 0 h—0 (n— o0).

Przykltad 5.1. Zgodnos$¢ otwartego schematu Eulera. W zasadzie sprawdzenie konsy-
stentnosci (zgodnosci) schematu jest w tym przypadku oczywiste, poniewaz funkcja ®(h, t, z,y) =
f(t,x), czyli spelnia zalozenia zgodnosci. Dodatkowo wiemy, ze schemat ma rzad jeden, wiec jesli
x rozwigzanie zadania poczatkowego (3.1) nalezy do C?, to |z, —x(t)| = O(h) dla nxh =t —tq,
co potwierdzaja wyniki eksperymentéw z tabeli 4.1 w przypadku skalarnym dla réwnania Z—f =z

z z(0) = 1.

5.2. Teoria zbieznosci schematéw liniowych wielokrokowych

Teoria zbieznosci dla schematéw wielokrokowych liniowych rézni si¢ od teorii zbieznosci dla
schematéw jednokrokowych. Precyzyjniej piszac - uzywamy tak samo jak w przypadku schema-
téw jednokrokowych pojecie rzedu schematu, ale rownie wazne jest pojecie stabilnosci schematu.
Uzywajac nieformalnego jezyka - stabilnos¢ schematu oznacza to, ze btedy z poprzednich krokow
sie nie kumuluja, a wrecz zanikaja.

5.2.1. Stabilno$é, zgodnosé
Na poczatku rozwazmy dowolny schemat liniowy wielokrokowy (4.8) zastosowany do réw-

nania z polem wektorowym réwnym zero tzn. do zagadnienia poczatkowego:

dx
— =0 0)=1
- #(0) =1,

ktorego jedynym rozwiazaniem jest rozwiazania stale z(t) = 1. Nasz schemat staje sie wtedy
réwnaniem réznicowym liniowym jednorodnym o stalych wspétczynnikach:
QTpik + - .. qoxy = 0. (5.1)

Wprowadzajac wielomian

k
PN = ;N (5:2)
=0
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otrzymujemy, ze jesli £ # 0 jest zerem (pierwiastkiem) wielomianu p()), to ciag
Tp =& n=0,1,2,...,00

jest rozwiazaniem réwnania réznicowego. Jesli zero jest dwukrotne , to otrzymujemy nowe roz-
wiazanie zwiazane z tym pierwiastkiem tzn.:

Yp =k EVL n=20,1,2,...,00.
i tak dalej - jedli zero jest trzykrotne, to kolejne rozwiazanie:
Zn=mnx(n—1) %2

W kazdym razie - co wazne - jesli jaki§ pierwiastek p(\) ma modutl |{] > 1 lub [¢] =1, ale
krotnos¢ pierwiastka jest wieksza od jeden, to istniejg rozwigzania nieograniczone, a doktadnie,
zachodzi dla pewnych rozwiazan:

|| — 400 n — 00.
Jesli pierwiastek [£| < 1 to zawsze wszystkie rozwiazania z nim zwiazane spelniaja
|zn| — 0 n — 00.

Podsumowujac: jesli jakis pierwiastek ma modul mniejszy od jeden, albo ma modutl jeden i
krotnoé¢ jeden, to rozwiazania z nim zwiazane sg ograniczone. Wydaje sie, ze wymaganie zeby
wszystkie rozwiazania schematu zastosowanego do réwnania z prawa stronag réwna zero byly
ograniczone jest jak najbardziej uzasadnione.

Dlatego w ten spos6b definiujemy stabilno$é (ang. stability) schematu liniowego wielokroko-
wego (4.8):

Definicja 5.2. Schemat (4.8) jest stabilny, jesli kazdy pierwiastek £ wielomianu p(\) = Z?:o ajN
spelnia
§1< 1,

a w przypadku jesli || = 1, to krotnosé¢ pierwiastka & wynosi jeden.
Dodatkowo wprowadzamy pojecie silnej stabilnosci schematu (ang. strong stability):

Definicja 5.3. Schemat (4.8) jest silnie stabilny, jesli spelnia Definicje 5.2 stabilnodci, i jesli £
jest zerem wielomianu p(A) takim, ze [¢| =1, to £ = 1.

Pojecie silnej stabilnosci nie wplywa na samag teorie zbieznosci schematéw, ale mozna sie
spodziewaé, ze schematy silnie stabilne zachowuja sie lepiej, por. rozdziat 5.2.2.

W praktycznych obliczeniach wszystkie uzywane schematy liniowe wielokrokowe sa silnie
stabilne.

Zgodnos$¢ schematu

Mozemy oczekiwaé, ze jednym z rozwiazan naszego réwnania réznicowego (5.1) bedzie roz-
wiazanie stale: x,, = 1, czyli oczekujemy zeby £ = 1 bylo pierwiastkiem wielomianu p(\), tzn.
p(1) = 0. Ten warunek nazwiemy prezgodnoscig (ang. preconsistency) schematu.

Dodatkowo rozpatrzmy drugie proste réwnanie z warunkiem poczatkowym:

dx
— =1 0)=0
- #(0) =0,
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ktérego rozwiazaniem jest x(t) = t. Jesli zastosujemy schemat do tego réwnania (zawsze f, = 1),
to otrzymujemy nastepujace liniowe réwnanie réznicowe o stalych wspoétczynnikach:

k k
ajah i —hx> B;=0 n>0.
j=0 j=0

Dodatkowo wprowadzimy wielomian:
k .
o(A\) =D BiN.
j=0

Zakladajac, ze schemat jest doktadny w t,, = n x h dla tego zagadnienia poczatkowego tzn.
wstawiajac x, = x(n * h) = n * h otrzymujemy:

k k
S ajn+5) =Y Bj=nxp(1) +p(1) - o(1) =0.
j=0 J=0

Jedli zatozymy, ze schemat jest prezgodny, to powyzsze rownanie daje nam:
p1)=0  J(1)=a(1)=0. (5.3)
Wprowadzamy pojecie zgodnosci (konsystentnosci) schematu liniowego wielokrokowego:

Definicja 5.4. Schemat liniowy wielokrokowy (4.8) jest zgodny (konsystentny), (ang.consistent)
jesli zachodzi (5.3).

Nie jest trudno pokazaé, ze ten warunek jest réwnowazny temu, ze rzad schematu jest co
najmniej jeden, tzn. prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 5.1. Schemat liniowy wielokrokowy (4.8) jest zgodny wtedy i tylko wtedy, gdy
rzqd schematu wynost co najmniej jeden.

Dowdéd pozostawiamy jako zadanie, por. ¢wiczenie 5.14.

Zbieznosé

Twierdzenie 5.2 (o zbieznosci schematéw wielokrokowych). Jesli rozwigzanie zagad-
nienia poczgtkowego x € CPY1([to,T)]), schemat liniowy k-krokowy jest rzedu p dla
p = 1 i jest stabilny, oraz wartosci startowe .I';L dla j =0,...,k—1 spelniajg nierow-
nosc:

h h

th) — 2| < ChP

j:(r)?i)lg—l‘x(J) x]‘ =S

dla pewnej stalej nieujemnej C niezaleznej od h, to ten schemat jest zbieiny z rzedem
p.

Dowdd twierdzenia mozna znalezé w [5] lub [23].

Przyktad 5.2. Zbieznos¢ otwartego schematu Eulera jako schematu liniowego wielokrokowego.
Wiemy juz, ze rzad otwartego schematu Eulera wynosi jeden. Wystarczy wiec zbadaé stabilno$é
schematu. Wielomian p(\) = A\—1 zatem ma jeden pierwiastek A\; = 1 wiec schemat jest stabilny,
a nawet silnie stabilny. Jedli rozwigzanie jest klasy C?2, to zbieznoéé zachodzi z rzedem jeden, co
potwierdzaja wyniki eksperymentow z tabeli 4.1 w przypadku skalarnym dla rownania ‘fl—f =z

z xz(0) = 1.
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5.2.2. Stabilno$é¢, a silna stabilnosé

Rozpatrzmy schemat kroku srodkowego (4.3), ktéry jest dwukrokowym schematem liniowym
rzedu dwa (zadanie). Nietrudno sprawdzié, ze jest to schemat stabilny, ale nie silnie stabilny.
Rozpatrzmy nasze modelowe réwnanie liniowe:

midpoint
otwarty Euler
exp(-1)

09 |
08
07
08

05

03 L 1 1 1 .
0.2 0.4 06 08 1

Rysunek 5.1. Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,1] dla % = —y;y(0) =1z
h=1le—1.

d
d—f:—x t>0, z(0)=1,

ktorego rozwiazanie x(t) jest rébwne exp(—t). Zastosujmy schemat midpoint biorac za x; doktad-
na wartoéé rozwiazania xf = exp(—h). Narysujmy wykres rozwigzania przyblizonego otrzyma-
nego tym schematem i schematem Eulera otwartym dla A = 0.1 na odcinku [0, 1], por. rysu-
nek 5.1, i potem na [0, 10], por. rysunek 5.2. W tym drugim przypadku rozwiazanie przyblizone
otrzymane schematem midpoint od pewnego momentu przestaje zachowywac sie jak rozwiazanie
doktadne exp(—t), tzn. widzimy coraz wieksze oscylacje. Wezmy mniejsze h = 0.01. Wtedy
na [0, 10] wszystko jest w porzadku, ale na odcinku [0,20] znéw rozwiazanie otrzymane sche-
matem midpoint zaczyna od pewnego momentu oscylowaé z coraz wicksza amplituda, zamiast
male¢ do zera. Im h jest mniejsze, tym odcinek na ktérym rozwiazanie otrzymane schematem
midpoint dobrze aproksymuje rozwiazanie réwnania wyjéciowego jest wiekszy, ale zawsze w
pewnym momencie pojawi si¢ zaburzenie numeryczne, por. rysunki 5.3 i 5.4.

Numeryczne zaburzenie wynika wlasnie z tego, ze schemat nie jest silnie stabilny. Mozna
wypisa¢ wzor na rozwiazania réwnania réznicowego zadanego przez schemat midpoint dla tego
réwnania i wykazaé, ze po jakim$ czasie zawsze pojawia sie oscylacje.

Wyniki tu otrzymane nie stoja w jakiekolwiek sprzecznosci z teoria zbieznosci schematéw
liniowych wielokrokowych. Mozna sprawdzié¢, ze schemat midpoint spetnia zalozenia tej teorii dla
tego réwnania, i ze na ustalonym odcinku [0, 7] zachodzi zbiezno$¢ z rzedem dwa. W praktyce
nie nalezy stosowaé¢ schematéw, ktére nie sa silnie stabilne, poniewaz zawsze moga pojawié sie
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05

05

Rysunek 5.2. Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,10] dla % = —y;y(0) =1z
h=1le—1.

midpoint
otwarty Euler
exp(1)

08
08

0.4

02 L —

Rysunek 5.3. Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,10] dla % =—y;y(0) =1z
h=1le—2.

oscylacje po a priori nie znanym czasie, szczegblnie kiedy chcemy rozwigzaé réwnanie na dtugim
odcinku czasu.
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60

midpoint
otwarty Euler
exp(-t)

20 |

20 |

40 L 1 ,

Rysunek 5.4. Schematy midpoint i Eulera otwarty na odcinku [0,20] dla % = —y;y(0) =1z
h=1le—2.

5.3. Wartosci startowe schematow wielokrokowych

W tym miejscu warto zwrdci¢ uwage, jak w praktycznych obliczeniach implementowaé sche-
maty liniowe wielokrokowe. Aby przy pomocy danego schematu k-krokowego rzedu p obliczy¢
ZTn+k, Nalezy znaé poprzednie k przyblizenia x,yg—1,...,2Zy. Czyli aby wystartowaé¢ schemat
musimy znalezé odpowiednio dobre (tzn. takie, ze E; = O(h?), por. Twierdzenie 5.2) startowe
przyblizenia xg, x1,...,x5_1. Wartos¢ xg jest zadana jako warunek poczatkowy, tzn. mozemy
przyja¢ dany warunek poczatkowy xg = x(tg). Natomiast musimy wyliczy¢ z1,...,xp_1. W
praktyce do wyliczenia tych wartoéci mozemy np. zastosowaé k — 1 razy schemat jednokrokowy
tego rzedu co najmniej p.

Dla schematu Adamsa-Bashfortha dwukrokowego rzedu dwa za x1 mozemy przyjaé x1 obli-
czone jednym krokiem schematu Heuna. Tu warto zauwazy¢ ze musimy zastosowaé tylko jeden
krok schematu Heuna. Uwzgledniajac to widzimy, ze x1 mozna by tez obliczy¢ stosujac do-
wolny schemat jednokrokowy rzedu jeden np. otwarty schemat Eulera. Ogolniej do obliczenia
startowych wartosci x1, ..., xx_1 dla schematu k-krokowego rzedu p mozna zastosowaé schemat
jednokrokowy rzedu p — 1 lub wiekszego.

5.4. Eksperymentalne badanie rzedu zbieznosci schematow

Rzad zbieznodci schematu dla czasu ¢t mozna badaé eksperymentalnie dla ustalonego za-
gadnienia poczatkowego ‘fi—f = f(t,z) z warunkiem poczatkowym x(0) = z¢ i ze znanym roz-
wiazaniem z(t) okreslonym na odcinku [tg, 7] . Mozemy wtedy przy pomocy naszego sche-
matu, np. schematu Heuna, zmodyfikowanego schematu Eulera i otwartego schematu Eulera
obliczaé przyblizone wartosci ! dla ustalonego t = t! =ty + n * h, z polowionym krokiem h:
ho,ho/2, . ..,2 %hg dla ustalonego hg. Bedziemy badaé jak zmienia si¢ btad w kolejnych krokach,

a doktadniej, jak zmienia sie stosunek bledéw dla kolejnych potowionych h.
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h otwarty Fuler | |en/ent1] Heun len/ent1] | zmod. Euler | |e,/ent1]
2.5e—01| 4.6le—02 0.00 1.90e — 03 0.00 6.57e — 03 0.00
1.1e - 01 1.98e — 02 2.33 3.51le — 04 5.40 1.19e¢ — 03 5.53
5.3e — 02 9.23e — 03 2.14 7.63e — 05 4.60 2.56e — 04 4.64
2.6e — 02 4.47e — 03 2.07 1.78¢ — 05 4.28 5.97e — 05 4.29
1.3e — 02 2.20e — 03 2.03 4.32e — 06 4.13 1.44e — 05 4.14
6.3e — 03 1.09¢ — 03 2.02 1.06e — 06 4.07 3.55e — 06 4.07
3.1e — 03 5.44e — 04 2.01 2.63e — 07 4.03 8.79e — 07 4.03
1.6e — 03 2.7le — 04 2.00 6.55e — 08 4.02 2.19e¢ — 07 4.02

Tabela 5.1. Eksperymentalne badanie rzedu zbieznosci schematow: otwartego Eulera, Heuna

i zmodyfikowanego schematu Eulera poprzez polowienie krokéw dla réwnania % = cos(z)? z

x(0) = 0 dla t = 1, ktérego rozwiazaniem jest arctan(x). W kolumnach o indeksach parzystych
jest podany btad odpowiedniego schematu dla t = 1, a w kolumnach 3, 5 i 7 sa stosunki btedow

dla kroku 2 x h podzielone przez btedy dla kroku h dla odpowiednich schematow.

h Heun len/ent1] rk4 len/ent1]
5.3e — 01 | 5.96¢e 4 03 9.09¢ + 01
2.6e — 01| 1.91e+4 03 3.12 6.41e 4 00 14.18
1.3e — 01 | 5.29¢ + 02 3.61 4.24e — 01 15.12
6.3e — 02 | 1.38e + 02 3.83 2.73e — 02 15.56
3.1e — 02 | 3.52e + 01 3.92 1.73e — 03 | 15.78
1.6e — 02 | 8.88¢e 4 00 3.96 1.09¢ — 04 15.89
7.8e — 03 | 2.23e 4 00 3.98 6.81e — 06 | 15.95
3.9 — 03 | 5.59¢ — 01 3.99 4.27¢ — 07 15.97
2.0e — 03 | 1.40e — 01 4.00 2.66e — 08 16.02

Tabela 5.2. Eksperymentalne badanie rzedu zbieznosci schematéw: Heuna i Rungego Kutty
rzedu cztery poprzez polowienie krokéw dla réwnania ‘fl—f =2zz20) =1dat =10 W
kolumnach indeksach parzystych jest podany btad odpowiedniego schematu dla ¢ = 10, a w
kolumnach 3, i 5 sg stosunki btedéw dla kroku 2 x h podzielone przez btedy dla kroku h dla

odpowiednich schematéw.

Jedli btad dla ustalonego t zachowywalby sie jak O(hP), a dokladniej, gdyby e, = |2! —x(t)| =
¢ h? + O(hP), to stosunek bledu powinien si¢ zachowywaé jak:

|22P — x(t)]| _2PhP + O(hPT1h)
lah, —2z@t)]  ch? + O(hr+1)

~ 2P h<1

dla dostatecznie malych h, czyli dla schematéw Heuna i zmodyfikowanego schematu Eulera jak
cztery, a dla otwartego schematu Eulera jak dwa, a dla schematu rzedu cztery jak 2% - czyli
szesnascie.

W tabeli 5.1 widzimy wyniki eksperymentu dla ¢ = 1 dla schematéw: otwartego schematu
Eulera, Heuna i zmodyfikowanego schematu Eulera zastosowanych do zagadnienia poczatkowego
% = cos(z)? z 2(0) = 0 , ktérego rozwiazaniem jest arctan(z), czyli z(1) = arctan(1).

W tabeli 5.2 przedstawiliémy wyniki tego samego eksperymentu, ale dla schematu Rungego-Kutty

rzedu cztery dla zadania poczatkowego % =z 7z 2(0) = 1idlat =10, czyli z rozwigzaniem
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2(10) = exp(10). Skoro schemat jest rzedu cztery, mozemy oczekiwaé, ze blad bedzie jak O(h*)
dla ustalonego t.

Wyniki uzyskane w tabeli 5.2 potwierdzaja nasze przypuszczenie. Dla kroku o potowe mniej-
szego blad maleje okoto 2% = 16 razy dla dostatecznie matych h (im h mniejsze, tym ten stosunek
blizszy jest szesnastu). Przy okazji zauwazmy, jak ogromna jest r6znica w bledzie dla schematu
rzedu cztery (Rungego-Kutty), a dla schematu Heuna rzedu dwa. W przypadku tego ostatniego
- btad bezwzgledny dla h = 2% 1072 jest rzedu 1/10, a dla tego pierwszego btad jest rzedu 1075,
7 kolei patrzac na btedy wzgledne, w przypadku schematu Heuna blad jest na poziomie 107, a
dla schematu Rungego 10712, czyli poziom bledu w arytmetyce podwdjnej precyzji praktycznie
jest wystarczajaco doktadny.

Bledem bezwzglednym nazywamy e, a wzglednym e, /|z(t,)|. W przypadku gdy |z ()| jest
bardzo duze lub bardzo mate nalezy rozpatrywaé¢ btad wzgledny choéby z powodu wtasnosci
arytmetyki zmiennopozycyjne;j.

5.5. Zadania

Cwiczenie 5.1. Zbadaj rzad zbieznosci zamknietego schematu Eulera korzystajac z teorii zbiez-
nosci dla schematéow jednokrokowych.

Cwiczenie 5.2. Zbadaj rzad zbieznosci zamknictego schematu Eulera korzystajac z teorii zbiez-
nodci dla schematow wielokrokowych liniowych. Czy schemat jest silnie stabilny?

Cwiczenie 5.3. Zbadaj rzad zbieznoéci schematu trapezéw dany wzorem (4.7).
1. korzystajac z teorii zbieznosci dla schematéw jednokrokowych,
2. korzystajac z teorii zbieznoéci dla schematéw wielokrokowych liniowych.
Czy schemat jest silnie stabilny?

Cwiczenie 5.4. Zbadaj rzad zbieznosci zmodyfikowanego Eulera i schematu Heuna.

Cwiczenie 5.5. Zbadaj rzad zbieznosci schematu punktu érodkowego (ang. midpoint). Czy
schemat jest silnie stabilny?

Cwiczenie 5.6 (laboratoryjne). Zaimplementuj schematy: otwarty i zamkniety Eulera w octave

i przetestuj rzedy zbieznosci eksperymentalnie metodg potowionego kroku, jak opisano w roz-
2

dziale 5.4 dla réwnania skalarnego % = 9%, 4(0) = 1 oraz dla réwnania drugiego rzedu 5732’ = —y

2 y(0) =0, 3(0) = 1.

Wskazowka. Do rozwigzywania nieliniowego rownania przy implementacji schematu zamknie-
tego w kazdym kroku mozesz uzyé funkcji fsolve().

Cwiczenie 5.7 (laboratoryjne). Zaimplementuj schemat trapezéw, por. (4.7), w octave i prze-

testuj rzad zbieznoéci eksperymentalnie metoda potowionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4
2

dla réwnania skalarnego % = —y;y(0) = 1 oraz dla réwnania drugiego rzedu 37% = -y z

Wskazéwka. Do rozwigzywania nieliniowego rownania w kazdym kroku mozesz uzyc funkcji
fsolve().

Cwiczenie 5.8 (laboratoryjne). Zaimplementuj zmodyfikowany schemat Eulera oraz schemat
Heuna w octave i przetestuj rzedy zbieznosci eksperymentalnie metoda potowionego kroku, jak
opisano w rozdziale 5.4.



56 5. Metody dla rownan rézniczkowych zwyczajnych - teoria zbieznosci

Cwiczenie 5.9 (laboratoryjne). Zaimplementuj schemat Rungego rzedu cztery, dany wzorem
(4.15) w octave i przetestuj rzad zbieznosci schematu eksperymentalnie metoda polowionego
kroku, jak opisano w rozdziale 5.4.

Cwiczenie 5.10 (laboratoryjne). Zaimplementuj schemat (ang. midpoint) w octave i przetestuj
rzad zbieznosci schematu eksperymentalnie metoda potowionego kroku, jak opisano w rozdzia-
le 5.4, przyjmujac, ze 1 = y(to + h), czyli jest réwne dokladnemu rozwigzaniu. Dla réwnania
% = —y zy(0) = 1 zastosuj schemat na dtugim odcinku czasu dla ustalonego h. Czy rozwiazanie

zachowuje sie tak jak tego oczekujemy? Zmniejsz h i zobacz czy sytuacja sie poprawia?

Cwiczenie 5.11. Zbadaj rzad, stabilno$¢ i rzad zbieznosci otwartego dwukrokowego schematu
Adamsa, por. Cwiczenie 4.7.

Cwiczenie 5.12 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octave otwarty dwukrokowy schemat Adam-
sa, por. Cwiczenie 4.7. Nastepnie przetestuj eksperymentalnie rzad zbieznosci tego schematu
metoda potowionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4 dla % = —y z y(0) = —1. Biorac za z;:

1. 2y = y(h) = e~ czyli rozwigzanie dokladne dla t = h.

2. x1 obliczone schematem Heuna czyli schematem Rungego-Kutty rzedu dwa.

3. x1 obliczone schematem Eulera otwartym czyli schematem rzedu jeden.

Cwiczenie 5.13. Znajdz dokladne rozwiazanie (yr)72; schematu réznicowego, ktéry jest sche-

matem punktu srodkowego zastosowanym dla réwnania % = —y. Pokaz, ze jesli yop = 1, a
y1 rézne od jednej konkretnej wartosci (co np. odpowiada warunkom startowym yo = 1,31 =
exp(—h)), to lim, o |yn| = +00, czyli pojawia sie niepotrzebne kumulujace sie zaburzenia

numeryczne.
Cwiczenie 5.14 (trudne). Udowodnij stwierdzenie 5.1.

Wskazowka. Z tego, Ze rzqd schematu jest co najmniej jeden, wynika od razu warunek zgodnosci
schematu (wystarczy rozwazyé oba réwnania % =0zy(0)=11 % =0 zy(0) =0). Natomiast
aby pokazad, ze ze zgodnosci schematu wynika to, Ze rzqd schematu jest wiekszy od jeden, nalezy
zastosowac wzor Taylora.

Cwiczenie 5.15. Czy schemat Adamsa (por. rozdzial 4.1.2) moze nie by¢ stabilny, ewentualnie
nie by¢ silnie stabilny? Uzasadnij podajac ewentualnie kontrprzyklad niestabilnego (czy nie
bedacego silnie stabilnym) schematu Adamsa.



6. Sztywnosé, zmienny krok calkowania i metoda
strzatow

W tym rozdziale zajmiemy sie waznymi schematami rozwiazywania tzw. sztywnych uktadow
rownan rézniczkowych zwyczajnych. Oméwimy schematy ze zmiennym krokiem catkowania i
metode strzalow rozwigzywania zadan brzegowych.

6.1. Sztywne réwnania rézniczkowe zwyczajne

Dosé trudno jest podaé precyzyjnie poprawnag matematycznie definicje sztywnoéci dla do-
wolnego zadania rézniczkowego zwyczajnego. My przyjmiemy definicje pragmatyczna za [13]:

Definicja 6.1. Réwnanie rézniczkowe zwyczajne nazywamy sztywnym (ang. stiff), jesli nume-
ryczne schematy zamkniete, w szczegdlnosci metody zamkniete Adamsa, dziatajg zdecydowanie
lepiej niz schematy otwarte przyblizonego rozwiazywania zagadnien poczatkowych.

Oczywiscie definicja nie jest do konca precyzyjna. Podamy tez inne definicje sztywnosci (ang.
stiffness) np. dla zagadnien liniowych, jakkolwiek powyzsza definicja jest dla nas wygodna, po-
niewaz podkresla to, ze rownania sztywne rozwigzujemy przy pomocy schematéow zamknietych.
Za chwile podamy kilka przykladéw sztywnych réwnan rézniczkowych, aby przekonaé sie, ze
pojawiaja sie one dosé¢ czesto w realistycznych modelach nauk przyrodniczych, por. rozdziat 6.2.

6.1.1. Przypadek skalarny

W rozdziale 3.3.1 juz zobaczyliSmy, ze dla modelowego zadania skalarnego:

d
d—f:a*:): z(0) =1 a < 0.

rozwiazanie uzyskane przy pomocy otwartego schematu Eulera zachowuje wlasnosci rozwigzania
x(t) = exp(axt), tzn. jest dodatnie i malejace do zera dla t — +oo tylko wtedy, gdy jest spelniony
warunek: h < —1/a. W przypadku gdy |a| jest bardzo duze, warunek ten wymusza, ze musimy
stosowaé¢ bardzo mate h. Natomiast rozwigzanie uzyskane przy pomocy zamknietego schematu
Fulera zachowuje wlasnosci powyzsze rozwiazania dla dowolnego h > 0.

Schemat zamkniety Eulera mozna zatem uznaé za lepszy od schematu otwartego dla tego
zagadnienia dla ujemnego a o duzym module.

6.1.2. Przypadek wielowymiarowy

Zalézmy, ze rozpatrujemy jednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe zwyczajne ze stalymi
wspotczynnikami:

dx =
— =Axx z(tg) =
gdzie A - to macierz o stalych wspétczynnikach taka, ze w pewnej bazie jest ona diagonalizo-

walna, tzn. istnieje macierz nieosobliwa C' taka, ze

A=CAC!

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Al
A2

AN

Zalézmy, ze wszystkie A\ < 0, wtedy oczywiscie rozwigzaniem jest
z(t) = Cert-t) o143
Oznaczmy k-ta kolumne macierzy C przez ci, tzn. C' = (¢1,...,¢Cn), wtedy otrzymujemy:

x(t) = Z Gt
k

dlad = (aq,...,ay)T =C1 5 Jesli zastosujemy otwarty schemat Eulera do tego zagadnienia,

to analogicznie jak w poprzednim rozdziale otrzymujemy, ze

Tn = (I+h*A)zy1=CI+h*xAN)C oy =CUI+hxN)"a = apd(l+h\)"
k

Czyli: o ile [\;| >> 1 (A\x < 0) tym odpowiednia skladowa rozwiazania &,e (%) szybciej dazy
do zera. Z drugiej strony warunek na to, aby odpowiadajaca sktadowa rozwigzania dyskretnego
otrzymanego otwartym schematem Eulera nie zmieniata znaku i zbiegata do zera wynosi:

h < 1/|Agl,

czyli jest to warunek ograniczajacy dopuszczalny zakres wartosci h.

Widzimy zatem, ze otwarty schemat Eulera dla takiego réwnania jest zupelnie niepraktyczny
na dtuzszych odcinkach czasu, poniewaz ograniczenie na h zwiazane jest ze sktadowymi rozwia-
zan, ktore najszybciej zanikajg, czyli na dluzszym odcinku czasu nie majg wiekszego wplywu
na rozwigzanie. Z kolei dla schematu zamknietego Eulera nie otrzymujemy zadnych ograniczen
na h, poniewaz:

Tn=C —hxA)7"a = ap(l—hX\)™"
k

Widzimy, ze dla tego typu réwnan schemat otwarty zachowuje sie gorzej niz odpowiedni schemat

zamkniety, co jest zgodne z nasza oryginalna definicjg sztywnosci. W ogdlnym przypadku, gdy

wszystkie czedci rzeczywiste wartosci wiasnych macierzy A sg ujemne sytuacja jest analogiczna.
Zatem definiujemy zadanie liniowe jednorodne jako sztywne, jesli:

1. Reo(A) C{z:2<0}

maxy, eq(4) [12e Ayl

i jest duze.
miny, cy(a) [Re Agl J

Tutaj o(A) oznacza zbiér wartoéci wlasnych macierzy A. Oczywiscie w tej definicji nie jest
doprecyzowane co oznacza «duzey, ale tatwo okreslié¢, ze jesli stosunek w drugim punkcie jest
réwny dziesieé, to uklad nie jest sztywny, a jesli 1020 to uklad jest sztywny. Rozszerza sie
powyzsza definicje sztywnosci na uktady réwnan nieliniowych przyjmujac, ze uktad:

dx
— =F(t
jest sztywny w obszarze G i dla t z odcinka (a,b) jesli Jakobian F', czyli D,F(t,x) spelnia
powyzsza definicje dla kazdego x € G it € (a,b).

Wada powyzszej definicji sztywnosci jest to, ze nie obejmuje np. ukladu skalarnego = a * x
dla a < 0.
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6.2. Przyklady schematéw sztywnych
W tym rozdziale podamy kilka przykladéw réwnan sztywnych, por. [13].

6.2.1. Oscylator Van der Pola

Réwnanie Van der Pola opisujace oscylator z nieliniowym tlumieniem:

4’y
dx?

d
—a*(l—y*y)*ﬁ—f—y:O a >0,

gdzie a > 0 jest parametrem, dla duzego a > 1 np. a = 1000 powyzsze réwnanie jest sztywne.

6.2.2. Reakcje chemiczne

Rozwazmy nastepujace reakcje chemiczne, ktére symbolicznie opiszemy nastepujaco:

A Y B (wolna)
B+ B T o +B (bardzo szybka)

B+C 00 4 +C (szybka)

co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

A: v = —0.04xx1 + 10%w9%* a3 z1(0) =1
B: rvh = 0.04xxz; — 10%wg*x3 —3% 10723 z2(0) =1
C: xh = 3% 10723 z3(0) =1

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie z pomoca octave’a, ze np. schematy otwarte nie dzia-
taja najlepiej dla tego problemu.

6.2.3. Rownania paraboliczne

Ten przyklad jest szczegdlnym przypadkiem dyskretyzacji réwnan, ktérych metody dyskre-
tyzacji omawiane sa pdzniej dokladniej w rozdziale 14.
Rozpatrzmy réwnanie paraboliczne:

ou 0u
E(t,x):@(t,x)+]t(t,l‘) xe(O,l) tE(O,T]
z warunkami brzegowymi u(¢,0) = u(¢,1) = 0 i poczatkowym (0, x) = ug(x).
Dyskretyzujac je wzgledem zmiennej przestrzennej x metoda réznic skonczonych, tzn. wpro-
wadzajac siatke zx = k+«h dlak =0,...,N z h = 1/N i przyblizajac druga pochodna przez

0%u _u(t,x—h)=2xu(t,z) +u(t,z+h)
w(tvx) ~ 12 ’

otrzymujemy nastepujacy uktad réownan rézniczkowych zwyczajnych:

%( )= up—1(t) — 2% ug(t) + ups1(t)
dt h?

+ /0l kE=1,...,N-1

z ug(t) = un(t) = 0 (warunki brzegowe) i warunkiem poczatkowym ug(0) = ug(k * h) i fr(t) =
f(k = h,t), por. rozdzial 14.
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Oczekujemy, ze ui(t) ~ u(t,xp) gdzie u(t,x) jest rozwiazaniem wyjsciowego problemu.
Nietrudno zauwazy¢, ze powyzszy uklad rownan zwyczajnych mozna zapisaé¢ jako

i@ =—h2Ayi+ f, @(0) = (uo(z1), ..., uo(zn_1))"

—

dla 4 = (ul(t), oo ,uN_l(t))T, (t) = (fl(t), cee ,fN_l(t))T i

Mozna pokazaé, ze wartosci wlasne Ay sg dodatnie i

MaX)\co(Ay) A

MiNyco(Ay) A

= O(N?),

czyli ukltad jest sztywny dla duzych N, czyli malych h.

Dla przyktadowych duzych N mozemy sprawdzié, czy rzeczywiscie tak jest w octave, ze
stosunek najwiekszej do najmniejszej wartosci wlasnej wynosi ok. 4000 dla N = 100, a dla
N = 10? ten stosunek wynosi ok. 4 % 10°. Tu podajemy kod octave obliczajacy ten stosunek:

N=100;
A=diag(2+ones(N,1))—diag(ones(N—1,1),1)—diag(ones(N—1,1),—1);
max(eig(A))/min(eig(A))

#ans = 4133.6

#a teraz dla N=10"3 — co zajmie dluzsza chwile

N=10"3;
A=sparse(diag(2+ones(N,1)))—sparse(diag(ones(N—1,1),1))—sparse(diag(ones(N—1,1),—1));
ev=eig(A);

max(ev)/min(ev)
#ans = 4.0610e+05

6.3. Schematy zamkniete. Predyktor-korektor

Schematy zamkniete stosujemy dla zadan sztywnych.
Aby obliczy¢ kolejne przyblizenie x,, w schematach zamknietych, musimy rozwiaza¢ liniowy
lub nieliniowy uktad réwnan np. dla zamknietego schematu Eulera:

Tp = Tp_1+hx* fp,
czyli w kazdym kroku musimy rozwiazaé¢ uktad rownan:
g(zn) =0

dla funkcji g(z) = — h* f(tn, z) — Tp_1.
W ogélnoéci dla zamknietego schematu k-krokowego liniowego musimy w kazdym kroku
rozwigzaé¢ uklad réwnan wzgledem xy,:

k-1

k—1
0=g(xn) = arry — h* B f(tn, xn) + Z QjTpyj—i — D Z Bj frtj—k-
j=0 §=0
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Analogiczna sytuacje widzimy dla zamknigtych schematéw jednokrokowych. Powyzsze réwnanie
(uklad réwnan) mozemy rozwiazaé¢ przy pomocy réznych metod np. metody Newtona, czy
jakiej$ wersji metody iteracji prostej, zob. np. [18], [17]. Zauwazmy, ze w przypadku otwartego
schematu Eulera x,, jest punktem stalym dla funkcji G,,(z) = h* f(tn, x) —x,—1, czyli naturalne
jest zastosowanie nastepujacej metody iteracyjnej: dla danego z liczymy

¥ = hx f(tn, 2%) + 21 = Gu(2b) E=1,....

Z odpowiedniej gtadkosci pola wektorowego f wynika, ze x — f(t,,x) jest funkcja lipschizowska
wzgledem z (lokalnie na K = K (2,1, €)) ze stala Lipschitza Ly i f jest ograniczona na kuli K,
tzn. dla x € K zachodzi || f(tn, )| < M. Wtedy

Ve e K |Gn(x) — Tpe1|| < hox ||f(tn,z)|| < h*x M,
i stata Lipschitza G,, wynosi h x L, poniewaz
Vo,ye K ||Gu(@) = Gu()ll = |7 ftn, x) — hox ftn, y)ll < hox Lyllz -y

Zatem jesli dla odpowiednio matego h zachodzi hxM < eihxL; < o < 1, to Gy, jest kontrakcja
na K. 7Z tego wynika istnienie x, i zbiezno$¢ metody iteracji prostej. W przypadku innych
schematéw zamknietych mozemy skonstruowaé analogiczne wersje metody iteracji prostych.

Postawmy kwestie - jak dobieraé¢ startowe przyblizenie 2.

Pierwsza opcja to: wzia¢ 20 = x,_1. Z ciagloéci rozwigzania wynika, ze jesli h jest do-
statecznie male, to z, =~ z(t,) i xn—1 ~ z(t, — h) sa sobie bliskie, a dokladnie zachodzi
J(tn — ) — 2l ~ O(h) .

Zastanéwmy sie, czy mozna dobraé x° lepiej?

Istnieje mozliwoéé, zeby za x° braé przyblizenie x(t,) obliczone jednym krokiem otwarte-
go schematu tego samego rzedu p co schemat zamkniety (oczywicie zbieznym z tym samym
rzedem) tzn.

2 =3, = S(h,tp,Tpi...,Tpn-1)
gdzie 1, . .., Ty sa obliczone wezesniej naszym schematem zamknietym, a &,, = ®(h, ty,, Tp_;
jest dowolnym - krokowym otwartym schematem zbieznym z rzedem p, por. (4.5).

Wtedy widzimy, ze ||2° —z(t,)| &~ O(hP) wiec i o ile h dostatecznie mate ||2° — x| =~ O(hP).

W takim przypadku schemat otwarty nazywamy predyktorem, a schemat zamkniety, ktory
naprawde stosujemy do rozwigzania zadania poczatkowego - korektorem. Podsumowujac; nazwy
schemat predyktor-korektor uzywa sie wzgledem schematu zamknietego rzedu p, zaimplemen-
towanego w ten sposéb, ze kolejne 2 przyblizenie x(t!) obliczone jest poprzez zastosowanie
w kazdym kroku czasowym jakiej$§ metody iteracyjnej rozwiazywania nieliniowego réwnania
(ukladu réwnan) z przyblizeniem startowym obliczonym odpowiednim pojedyhczym krokiem
schematu otwartego tego samego rzedu (predyktorem). Metoda iteracyjna niekoniecznie musi
by¢ taka, jak opisana powyzej. Do rozwigzywania nieliniowego uktadu réwnan mozna stosowaé
tez np. metode Newtona, czy jeszcze inng metode iteracyjna, por. np. [18] lub [25].

W praktyce bierze sie odpowiednie pary schematéw tego samego rzedu: np. otwarty schemat
Eulera za predyktor i zamkniety schemat Eulera za korektor, czy ogdlniej - schemat otwarty
Adamsa-Bashfordsa rzedu k za predyktor ze schematem zamknietym Adamsa-Moultona rzedu k

1)

jako korektorem. Popatrzmy, jak wyglada przykladowa implementacja schematu predyktor-korektor

w przypadku schematéw Fulera: otwartego schematu FEulera wzigtego jako predyktor i zamknie-
tego schematu Eulera, ktéry tu pelni role korektora dla réwnania 2= 1+ zxx z z(0) = 0 z
rozwiazaniem x(t) = tan(t). ZaimplementowaliSmy powyzszy schemat w octave biorac jako me-
tode iteracyjnego rozwiazywania réwnania nieliniowego w kazdym kroku funkcje octave fsolve():
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function [X,t]=predkoreuler(f,t0=0,x0=1,N=100,h=1.0/N)
# Parametry funkgji:
#f — wskaznik do pola wektorowego — funkgji dwdch argumentéw f(x,t)
# przy czym x0 — wektor pionowy dlugosc M;
# przyklad definicji wskaznika do prostego pola wekt.: f=0(x,t) —x;
#t0 — czas poczatkowy
#h — staty krok dla schematu Eulera
#N — ilos¢ kroku schematu
#Funkcja zwraca macierz X wymiaru (N+1)xM dtugosci N+1 taka ze
#X(k,:) jest przyblizeniem rozwiazania w punkcie czasu t0+(k—1)xh
#oraz wektor t dlugosci N+1 z dyskretnymi punktami czasowymi
global xx hh tt
hh=h;
M=length(x0);
X=zeros(N+1,M);
t=zeros(N+1,1);
xx=X(1,:)=x0;
tt=t(1)=t0;
for k=2:N+1,
xp=xx+hxf(xx,tt); #predyktor
g=0(x) x — hhxf(x,tt) — xx; #funkcja pomocnicza dla zamknietego schematu Eulera
X(k,:)=xx=fsolve(g,xp); #rozwigzujemy réwnanie — korektor
tt+=hbh;
t(k)=tt;
endfor
endfunction

6.4. Adaptacyjny dobor kroku catkowania

Stale w twierdzeniach o zbieznosci schematéw sa znacznie zawyzone i dobér kroku catko-
wania w oparciu o szacowania z tych twierdzen jest niepraktyczny. Czy mozna jakos oszacowaé
btad na biezaco i zmienia¢ krok catkowania w zaleznosci od tych oszacowan?

Zalézmy, ze chcemy uzyé konkretnego schematu jednokrokowego rzedu k przyblizonego roz-
wiazywania zadania poczatkowego (3.1) takiego, ze przy zalozeniu odpowiedniej gladkosci pola
wektorowego f otrzymujemy, ze btad metody spetnia dla 0 < h < 1:

el = zh —2(th) = e(t?)WF + O(R*HY).

n n

dla t! = tg+n*h € [a,b], x rozwigzania (3.1), 2"
naszym schematem i pewnej funkcji e(¢). Mozna pokazaé, ze tak rzeczywiscie jest, i ze funkcja
e(t) jest rozwiazaniem odpowiedniego réwnania rézniczkowego. Najwazniejsze zas jest to, ze e(t)
nie zalezy od h. Oznaczmy przez z(t; h) := x! rozwigzanie otrzymane przy pomocy schematu
dla ustalonego h i dla t = ¢/, h oznaczmy btad metody w punkcie t = th =
to +n* h.

Wtedy

rozwiazania przyblizonego obliczonego

n

a przez e(t;h) == e

e(t; h) = e(t)h* + O(hF 1),

hk
et h/2) = e(t) 35 + O(A),
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Postepujac podobnie jak w ekstrapolacji Richardsona, jesli odejmiemy stronami te réwnosci
to otrzymamy:

C(t:h) — e(ti/2) = altsh) — (6 h/2) = () o (2F 1) + O(1H),
czyli otrzymujemy:
B hy2) = 2 h)Qk_f(f; h2) _ e(t);Z: + O ~ e(t: h/2).
dla h << 1, a zatem: .
el ~ 1 B(x: 1/2)] « 2.

OtrzymaliSmy w ten sposéb estymator btedu.
Jedli chcemy otrzymaé btad na poziomie € i dla pewnego ¢ obliczylidmy:

hk
1E(z; h/2)|| = lle@)lI 5 ~ lle(t; h/2)]];
to mozemy wyliczy¢ hi, dla ktorego btad bedzie na poziomie €, tzn. przyjmujac

le(t: ha)ll = lle(®)|[hf = €

MZ(WEWYM“Zme;mwa' (6.2)

Nastepnie mozemy zastosowaé ten schemat z krokiem hj.

Oczywiscie adapatacyjna zmiane kroku catkowania (ang. adaptive step control) mozna sto-
sowaé i do zwigkszania kroku w celu obnizania kosztu obliczen.

To znaczy, ze jesli || E(x; h/2)|| > €, to mozemy zmniejszy¢ krok zgodnie z powyzszym wzorem
i wtedy powtarzamy obliczenia z mniejszym krokiem hy. Jesli ||E(x; h/2)|| < € to za przyblizenie
x(t) wezmiemy z(t; h/2), a do nastepnego kroku mozemy przyjaé¢ nowy wigkszy krok hy z (6.2).

Oczywiscie zamiast polowienia kroku mozemy obliczaé¢ z(t;h/q) dla ¢ = 3 lub 4 i wtedy
otrzymujemy analogiczne wzory.

Mozna tez, zamiast stosowania tego samego schematu dwa razy z krokiem h i potem h/2,
obliczaé¢ przyblizenie x(t), schematem rzedu k, a potem wickszego rzedu np. k + 1, jak to sie
dzieje np. w metodzie Rungego-Fehlberga, gdzie stosuje si¢ schematy Rungego-Kutty czwartego
rzedu i Rungego-Kutty piatego rzedu, por. rozdzial 17.2 w [24].

otrzymujemy

6.5. Metoda strzaléow

Metoda strzaléw (ang. shooting method) stuzy rozwiazywaniu zadan brzegowych. Rozpatru-
jemy w tym przypadku réwnanie rézniczkowe zwyczajne, w ktérym czesé warunkéw poczat-
kowych zastepujemy liniowymi lub nieliniowymi warunkami brzegowymi, tzn. szukamy funkcji
klasy C! na odcinku [a, b] spelniajacej:

T fit ),

== e (a,b) (6.3)
=0

t
g(xz(a), z(b))

dla g: U C R™ x R™ — R?"™ danej funkcji co najmniej ciaglej.
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Prosze zauwazy¢, ze ogbélnie takie zadanie nie musi mie¢ rozwiazania nawet w prostym przy-
padku np.
d’x
dt?
Rozwiazanie ogélne tego réwnania to c¢; sin(t) + c2 cos(t) i z powyzszych warunkéw brzegowych
otrzymujemy sprzeczne warunki na cg: c¢18in(0) 4+ cg cos(0) = c2 = 0 i ¢ sin(mw) + cg cos(m) =
—Cy = 1.
Jedli istnieje rozwiazanie zadania brzegowego (6.3), to oczywiscie jest to szczegdlny przypa-
dek rozwiazania zadania poczatkowego (dla pewnej wartosci s):

=—z z(0)=0 z(m)=1.

d*z
o f(t,x) t € (a,b), (6.4)
z(a) = s.

Dodatkowo wiemy, ze jedli f jest funkcja ciagla, to warto$é rozwigzania powyzszego zadania
poczatkowego dla t = b, tzn. x(b; s) jest funkcja ciagly wzgledem s. A jesli f jest klasy C*, to
x(b; s) ma taka sama gladkos$é jak f, por. np. [23].

Jedli istnieje rozwiazanie (6.3), to dla pewnego s* zachodzi g(s, z(b; s*)) = 0. SprowadziliSmy
zadanie brzegowe do zadania nieliniowego znalezienia pierwiastka ukladu:

F(s) :=g(s;x(b;s)) = 0.

Do rozwiazania tego uktadu mozemy zastosowac jakas metode rozwiazywania uktadéw réwnan

$=0.535951

e

0.2 0.4 06 08 1

Rysunek 6.1. Metoda strzaléow - przyblizone rozwigzanie zadania brzegowego: 2%/ = sin(y) z
y(0)=1iy(l) =2

nieliniowych, np. metode bisekcji (o ile zadanie jest skalarne), czy metode Newtona lub iteracji
prostych, por. np. [18].

Mozna si¢ spytaé: jak obliczy¢ wartosé F(s) dla danego s. Trzeba obliczyé x(b; s), ktore
jest wartoscia rozwigzania zadania poczatkowego (6.4) dla ¢ = b z warunkiem poczatkowym
z(a) = s.
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Strzaly

Rysunek 6.2. Kilka strzatow tzn. wykreséw przyblizonych rozwiazan zadania poczatkowego:

6552’“ =sin(yk) z yx(0) =11 %(0) = sy, dla kolejnych iteracji s.

Zwykle nie znamy rozwigzan ogdlnych tego réwnania, wiec musimy zastosowaé jakis schemat
rozwigzywania zadania poczatkowego.
Dla przykladu zastosowaliémy metode strzatéw do rozwiazania zadania:

2
TV —sny)  wO)=1 Y1) =2

WykorzystaliSmy metode rozwiazywania rownan zwyczajnych w octave Isode(), w potaczeniu z
funkcja octave’a rozwigzywania réwnan nieliniowych fsolve().

Otrzymali$my, ze dla s = 0.53595 btad wynosi w przyblizeniu 10~8. Na rysunku 6.1 widzimy
wykres rozwigzania, a na rysunku 6.2 wida¢ wykresy przyblizen rozwigzania, tzn. rozwigzania
zadania poczatkowego z x= s, dla s wartosci kolejnych iteracji metody Newtona. Na rysun-
ku 6.3 widzimy wykres funkcji F(s).

Niestety metoda strzaléw w wielu przypadkach moze byé bardzo niestabilna. Rozpatrzmy
bardzo proste liniowe zadanie: fl%’ + y(x) = 0 z warunkami brzegowymi y(0) = y(20) = 1, dla
ktérego znamy rozwiazanie y(t) = (/=2 +e7!)/(1+e~20). Zastosowanie metody strzaléw z wy-
korzystaniem standardowej metody rozwiazywania réwnan zwyczajnych octave’a, czyli funkcja
Isode(), daje rozwiazanie przyblizone, dla ktérego bltad w ¢t = 20 wynosi ok. 190. Wynika to z
tego, ze wartos$¢ rozwigzania zadania poczatkowego % +y(z) =0y(0) =14(0) = sdlat = 20,
tzn. y(20;s), jest bardzo niestabilna. Male zaburzenie s powoduje ogromna zmiane wyniku. W
tym przypadku mozemy funkcje y(¢;s), wyliczyé¢ analitycznie, co pozostawiamy jako zadanie.
Natomiast zastosowanie metody réznic skonczonych daje dobre wyniki, por. rozdzial 7.
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Wykres s vs x(b.s)

o

02 04 06 08 1

Rysunek 6.3. Wykres funkcji s — y(1;s) dla y rozwiazania zadania poczatkowego: 227% = sin(y)

zy(0) =11 %(0) =s.

6.6. Zadania

Cwiczenie 6.1. Rozpatrzmy nastepujace zadanie brzegowe:
d’x
SO et = f(1), 2(0)=a, w(b) =5
dla f funkcji C*°.
1. Pokaz, ze to zadanie ma jednoznaczne rozwiazanie dla statego wspotczynnika a = Const >
0.
2. Przy zalozeniu, ze wspolczynnik a jest staly, wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych
powyzsze zadanie moze nie mieé¢ rozwiazania.
3. Pokaz, ze jesli znamy rozwiazania zadania poczatkowego 1 i xa:
d*x ,
S0 —a(t)e(t) = f(1) #(0) = 2(0) =5

dlaréznych sy # s9 takie, ze x1(b) # z2(b), to mozemy wyznaczy¢ wzor na s od sy, so, 21(b), z2(b)

takie, ze rozwigzanie zadania poczatkowego dla tego réwnania z warunkiem poczatkowym

z(0) = a 2/(b) = s bedzie rozwiazaniem wyjsciowego zadania brzegowego.

Cwiczenie 6.2 (laboratoryjne). Rozpatrzmy nastepujace zadanie brzegowe:
d*x
S0 —ala(t) = [(1), 2(0)=a, (b)=75
dla a(t) > 0.

Zaimplementuj w octave metode rozwigzywania zadania brzegowego metoda strzalow korzy-
stajac z rozwiazania poprzedniego zadania. W szczegdlnosci przetestuj dla a(t) = 11 f(¢) =0
z warunkami brzegowymi z(0) = z(b) = 1 dla b = 1,10, 20. Por6wnaj wynik z rozwiazaniem
doktadnym z(t) = (!~ + e7) /(1 + 7).
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Wskazowka. Rozwigz na odcinku [0,b] korzystajac z funkcji octave Isode() zadanie poczgtkowe dla
tego réwnania z dwoma réinymi warunkami poczgtkowym x(0) = a i ). (0) = s dlak=1,2 4
s1 # s2. Nastepnie oblicz s takie, ze rozwigzanie zadania poczgtkowego z x(0) = « i 2'(0) = s
bedzie rozwigzaniem wyjsciowego zadania brzegowego.

Cwiczenie 6.3 (laboratoryjne). Bazujac na otwartym schemacie Eulera zaimplementuj w octa-
ve schemat z adaptacyjnym krokiem caltkowania korzystajacy ze wzoru (6.2) w rozdziale 6.4.
Nastepnie dla réwnania 3y’ = —y z y(0) = 1 sprawdz blad tego schematu dla ¢t =1 it = 100.

Cwiczenie 6.4 (czeSciowo laboratoryjne). Wyprowadz wzér analogiczny do (6.2) w rozdzia-
le 6.4 dla schematu drugiego rzedu obliczajac x(t;h/q) dla ¢ = 3, tzn. wzér na oszacowanie
bledu bazujacy na przyblizeniach rozwiazania otrzymanych danym schematem dla h i h/3. Za-
stosuj otrzymane wzory dla zadania poczatkowego z poprzedniego zadania i schematu Heuna.

Cwiczenie 6.5. Udowodnij, ze macierz Ay dana wzorem (6.1) jest symetryczna, nieosobliwa
i nieujemnie okreslona, czyli dodatnio okreslona.

Wskazowka. Nieujemng okreslonosé najprosciej udowodnié z twierdzenia Gerszgorina, por. [17].
A nieosobliwo$é macierzy - wprost zaktadajgc, zZe istnieje niezerowy wektor w jodrze macierzy i
dochodzgc do sprzecznosci.

Cwiczenie 6.6 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octave schemat predyktor-korektor biorac
za korektor schemat trapezow rzedu dwa, a za predyktor schemat Heuna. Do rozwiazywania
nieliniowego uktadu réwnan zastosuj funkcje octave’a fsolve(). Przetestuj rzad takiego schematu
metoda polowionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4, dla réwnania z= 1+ z *x z z 2(0) =0
dla t = 1 z rozwiazaniem z(t) = tan(t) i dla réwnania wahadla poréwnujac z rozwiazaniem
otrzymanym dla réwnania wahadta przy pomocy funkcji octave’a Isode().

Cwiczenie 6.7 (laboratoryjne). Zaimplementuj w octave schemat predyktor-korektor biorac za
korektor zamkniety schemat Eulera, a za predyktor otwarty schemat Eulera. Do rozwiazywania
nieliniowego uktadu réwnan zastosuj swoje metody rozwiazywania rownan nieliniowych tzn.:
1. metode iteracji prostych, jak opisano w rozdziale 6.3,
2. wielowymiarowa metode Newtona.
Przetestuj rzad takiego schematu metoda potowionego kroku, jak opisano w rozdziale 5.4, dla
réwnania 2= 1+x*z z £(0) = 0 z rozwiazaniem z(t) = tan(¢) dla ¢t = 1 i dla réwnania wahadla
poréwnujac z rozwigzaniem otrzymanym dla réwnania wahadta przy pomocy funkcji octave’a
Isode(). Poréownaj czas i ilos¢ iteracji potrzebne do wyliczenia z, kazda z tych metod przy tym
samym warunku stopu metody.

Wskazéwka. Metoda Newtona rozwigzywania G(z) = 0 jest zdefiniowana nastepujgco: zF1 =

2F + hk dla DG (2F)hF = —G(2¥). Uklad réwnani liniowych Ay = b mozemy rozwigzaé w octave
przy uzyciu operatora backslash tzn. y=A\ b.



7. Metoda réznic skonczonych dla réwnan
eliptycznych drugiego rzedu

W tym rozdziale przedstawimy idee metody réznic skonczonych na dwéch modelowych przy-
ktadach. Ze wszystkich metod przyblizonego rozwiazywania rownan rézniczkowych czastkowych
metoda ta wydaje sie¢ najbardziej intuicyjna w konstrukeji. W klasycznym sformutowaniu danego
réwnania rézniczkowego zamiast pochodnych rozpatrujemy ich przyblizenia. Na zadanej siatce
rozpatrujemy przyblizenia pochodnych za pomocg réznic skoniczonych, czyli ilorazéw réznico-
wych.

7.1. Modelowe zadanie jednowymiarowe

Rozpatrzmy nastepujace zagadnienie brzegowe:

Lu(z) = —u"(z) + cxu(z) = f(x) x € Q= (a,b), (7.1)
u(a) = «,
up) =

dla nieujemnej stalej ¢, ustalonego odcinka [a,b] i znanych wartosci «, 3.
Na podstawie tego modelowego zadania opiszemy idee metody réznic skonczonych (MRS).
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia na réznice skonczona w przéd (ang. forward finite dif-
ference) i réznice skonczona w tyl (ang. backward finite difference) :

Opu(z) =
Opu(x) =

“Hu(z + h) — u(x)), (7.2)
“Hu(z) — ulz — h)).
dla h > 0. Bedziemy czesto opuszczali dolny indeks h, jesli h bedzie ustalone.

Dla ustalonego kroku A > 0 rozwazmy nastepujaca aproksymacje drugiej pochodnej:

w(z — h) — 2u(z) + u(z + h)

00pu(x) = 00u(x) = O0u(r) = 2 : (7.3)
Nietrudno zauwazy¢, ze jedli funkcja u jest klasy C* w otoczeniu z to:
u’ (z) = 00u(x) + O(h?). (7.4)

co pozostawiamy jako zadanie, zob. éwiczenie 7.1.
Wprowadzajac siatke (ang. mesh), czyli zbiér dyskretny dla h = (b —a)/N :

2 ={a+kxh}p'i0Q, = {a+kx*h}—on = {a,b}, mozemy zdefiniowaé nastepujace
zadanie dyskretne: znalezé uy, funkcje okreslona na siatce €2y, taka, ze

— 00up(x) + cx up(x) = f(x) r € Qy (7.5)

u(z) = g(x) x € 0, (7.6)

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Przyjmujemy, ze g : 9 — R przyjmuje wartosci g(a) = a1 g(b) = (.
Mozemy przypuszczaé, ze up bedzie aproksymowalo w jakim$ sensie u rozwigzanie zadania
wyjsciowego w punktach siatki. Jak poréwnaé up okreslone na zbiorze dyskretnym z u

Uy
sin{x)

08

06 |

04

02 |

Rysunek 7.1. Wykres rozwiazania doktadnego u(x) = sin(x) zadania (7.1) i rozwiazania przy-
blizonego (7.5) oznaczonego plusami dla siatki szesciopunktowej .

L Mn
sin(x)
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Rysunek 7.2. Wykres rozwiazania dokladnego u(x) = sin(x) zadania (7.1) i rozwiazania przy-
blizonego (7.5) oznaczonego plusami dla dwudziestu punktow.
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okre$lonym na calym domknieciu obszaru? Mozemy poréwnac¢ te funkcje w punktach siatki
liczac btad:

[un = rhtloc,n = max [up(z) — u(z)]
e,

dla r,u funkcji obcigcia (ang. restriction) okreslonej na siatce, przyjmujacej wartodci u w punk-
tach siatki, ale mozemy tez bada¢ dyskretna norme Euklidesowsa L%, czyli pierwiastek z sumy
kwadratéw bledéw w punktach siatki przeskalowanych przez h:

N
|un — rrullon = \l by lun (k) — u(ag)[?

k=0

dla zp = a + k x h. Popatrzmy na wykres rozwiazania zadania dyskretnego dla ¢ = 0,a =
0,b = i f(x) = sin(z), dla ktérego rozwiazaniem jest u(x) = sin(z) dla szesciu punktéow
i dla dwudziestu punktéw, por. rysunki 7.1 i 7.2. Widaé¢, ze dla dwudziestu punktow siatki
rozwiazanie przyblizone pokrywa si¢ z rozwigzaniem dokladnym w punktach siatki.

Bedziemy badaé btad w normach || - [|eop i || - |lo,n dla potowionych krokéw, tzn. dla 27%hg
dla ustalonego hg = m/10. Wyniki w tabeli 7.1 sugeruja, ze bledy dyskretne w obu normach sa
rzedu dwa, tzn. ze |[rpu — uplloon = O(h?) i ||rhu — upllon = O(h%). W kolejnych rozdziatach
wyjasnimy dlaczego tak jest. Jak sie okaze wyniki eksperymentu sg zgodne z oszacowaniami
otrzymanymi teoretycznie.

N lenlloo | lenlloo,n/le2nlloo2n | llenllop | llenllon/lleznllo2n
10 8.265¢ — 03 1.036e — 02

20 2.059¢e — 03 4.01e + 00 2.580e — 03 4.01e + 00
40 5.142e — 04 4.00e + 00 6.445e — 04 4.00e + 00
80 1.285e¢ — 04 4.00e + 00 1.611e — 04 4.00e + 00
160 | 3.213e — 05 4.00e + 00 4.027e — 05 4.00e + 00
320 | 8.032e — 06 4.00e + 00 1.007e — 05 4.00e + 00
640 | 2.008e — 06 4.00e + 00 2.517e — 06 4.00e + 00
1280 | 5.020e — 07 4.00e + 00 6.292e — 07 4.00e + 00
2560 | 1.255¢ — 07 4.00e + 00 1.573e — 07 4.00e + 00
5120 | 3.138e — 08 4.00e + 00 3.933e — 08 4.00e + 00

Tabela 7.1. Badanie bledu dyskretnego dla dyskretyzacji r6znicami skoficzonymi zadania —u"” =
sin(z) dla € [0,7] z u(0) = wu(wr) = 0 dla ktérego znamy rozwiazanie u(x) = sin(z). W
kolumnie drugiej podajemy norme bledu e;, = rpu — up w dyskretnej normie maksimum, a w
kolumnie czwartej w dyskretnej normie L?. W kolumnach trzeciej i piatej podajemy stosunek
odpowiedniej normy btedu dla danego h wzgledem normy btedu dla 2 * h.

Przyjmujac oznaczenie u, = up(xr) = up(a+ k * h) otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan
liniowych:

up = g(a)7
pr(—up—1 + 2% up —up_1) +exup = flzp)=fr k=1,...,N—1,
uy = g(b).
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Wstawiajac up = g(a) i uy = ¢g(b) do uktadu réwnan otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

2
) —1 24e¢xh? —1 : u2 u2
o3 0 : L= : :
—1 2+4c¢x*xh? —1 UN_2 UN—2
0 0 ~1 24 cx*h? UN-—1 UN-—1 + h%g(b)

(7.7)
czyli uklad z macierza tréjdiagonalna, ktéry mozna rozwiazaé np. metoda przeganiania (wersja
rozktadu LU dla macierzy tréjdiagonalnej) kosztem O(N) dla N < 10, czy nawet wickszych
N (w zaleznosci od dostepnego komputera).

7.2. Modelowe zadanie dwuwymiarowe

W tym rozdziale rozpatrzymy modelowe zadanie eliptyczne dwuwymiarowe na kwadracie
jednostkowym Q = [0, 1]?. Zadanie polega na znalezieniu u € C?(Q) N C(Q) takiego, ze

Lu(z) = —Au(z) + cxu(z) = f(x) x e (7.8)
u(s) = g(s) s € 09,

gdzie Au = Y2, %, ¢ jest ustalong nieujemng stata, f - to funkcja cigglta na Q, a g - to
k
funkcja ciagla na 0. Zakladamy, ze istnieje jednoznaczne rozwiazanie (7.8).

Dla ustalonego kroku h > 0 rozwazmy nastepujaca aproksymacje drugiej pochodnej czast-
kowej (por. (7.3)):

u(z — héx) — 2u(x) + u(x + héy)
h? ’

90 pu(x) = 00pu(z) = O0ku(x) = k=1,2, (7.9)

gdzie €} jest k-tym wersorem.
Wprowadzamy siatke (zbioér dyskretny) dla h = 1/N:

Qn = {(k*h,lxh)}—g (7.10)

i jej odpowiednie podzbiory Qp, = {(k * h,l x h) kNl—le C Qi ={(kxh,lxh)}ki=on C Q.

Definiujemy nastepujace zadanie dyskretne: Chcemy znalez¢ uy, funkcje okreslong na siatce
Qy, taka, ze

{ = 2h=1200kun(x) +cxup(z) = flz) €, (7.11)

u(z) = g(x) x € 0y, ’

Tak, jak w przypadku jednowymiarowym, mozemy poréwnywaé btad w punktach siatki w
dyskretnej normie maksimum:

|up — rht| 0o, = max |up(z) — u(z)|
ey

dla rpu zdefiniowanego analogicznie, tzn. funkcji okreélonej na siatce przyjmujacej wartosci u
w punktach siatki lub w dyskretnej normie L%:

N
up — rrullon = |h2 D lun(@eg) — u(wrg))?
=0
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N lzalloon | l2nlloon/Zalloo2n | lzallon | lzallon/ll2nllo,2n
10 | 5.211e — 05 2.789%¢ — 05

20 | 1.317e — 05 3.96¢e + 00 7.011e — 06 3.98e + 00
40 | 3.298e — 06 3.99¢ + 00 1.755e — 06 3.99¢ + 00
80 | 8.254e — 07 4.00e + 00 4.389¢ — 07 4.00e + 00
160 | 2.064e — 07 4.00e + 00 1.097e¢ — 07 4.00e + 00

Tabela 7.2. Badanie btedu dyskretnego dla dyskretyzacji réznicami skoficzonymi dwuwymia-

rowego zadania —Au = 2 * sin(z) * cos(z) na = € (0,1)2, dla ktérego znamy rozwiazanie

u(z) = sin(x)cos(x) z odpowiednim warunkiem brzegowym Dirichleta na 9. W kolumnie

drugiej podajemy norme btedu z, = rpu — up, w dyskretnej normie maksimum, a w kolumnie

czwartej w dyskretnej normie L?. W kolumnach trzeciej i piatej podajemy stosunek odpowied-
nich norm dla danego h wzgledem normy bledu dla 2 x h.

dla zy; = (k*h,lxh). W Tabeli 7.2 podane sa wyniki obliczen dla dyskretyzacji (7.11) zadania
(7.8) z ¢ = 0 ze znanym rozwiazaniem u(x) = sin(z) cos(z) i odpowiednio dobranymi f(x,y) =
2sin(z) cos(z) 1 g(z,y) = u(z,y) dla z na brzegu kwadratu. Stosunki norm dyskretnych dla
danego h wzgledem bledu dla 2 x h sugeruja, ze w tym przypadku widzimy rzad zbieznosci
kwadratowej w obu normach, tzn. ze ||rpu —up|lcon = O(h?) i ||[rpu —upllon = O(h?), tak samo
jak w przypadku jednowymiarowym. Oczywiscie obliczenia czyli rozwiazywanie odpowiedniego
ukladu réwnan liniowych jest teraz bardziej kosztowne, jako ze np. dla N = 160 czyli h = 1/160,
otrzymujemy uklad réwnan liniowych z M = 1592 = 25281 niewiadomymi i z macierza o
M? = 6.3912 * 10® elementach. Jednak macierz jest pasmowa - o pasmie szerokosci N — 1 i o
okoto 4 x M, czyli ma 10° niezerowych elementéw. Zatem mozemy jeszcze zastosowaé specjalne,
bezposrednie metody rozwiazywania uktadéw rownan liniowych, takie jak odpowiednia wersja
rozkltadu LU, por. np. [9], czy - jesli trzymamy te macierz w formacie rzadkim, np. spakowanych
kolumn, czy wierszy - to mozemy zastosowaé jakas bezposérednia metode dla macierzy rzadkich,
np. metode frontalna, por. [8]. Warto zauwazy¢, ze w tym szczegdlnym przypadku obszaru
Q = (0,1)? znamy wartosci i wektory wiasne tej macierzy i mozemy zastosowaé specjalne
metody rozwiazywania tego uktadu rownan z wykorzystaniem algorytmu szybkiej transformaty
Fouriera (FFT) (ang. Fast Fourier Transform), por. [10].

Mogliby$my tez rozwazy¢ siatke €, z réznymi rozmiarami hj k = 1,2 wzgledem obu osi
tzn.:

Qp = {(k* ha,1 % ha) }r=0,....Nyi=0,....M

dla hy = 1/N i hg = 1/M i jej odpowiednie podzbiory €, = Q;, N Qi 0Qy = Q;, N Q.
Wtedy oczywiscie otrzymaliby$my troche inny uktad réwnan, ale generalnie o tych samych
wlasciwosciach.

7.2.1. Warunki brzegowe dla obszaru o skomplikowanej geometrii

Zauwazmy, ze dla obszaru Q = [0,1]?> mozemy tak dobraé¢ kroki siatki, aby otrzymaé w
spos6b naturalny punkty siatki lezace na 0{2. W przypadku obszaréw o bardziej skomplikowanej
geometrii, ktore nie sg prostokatami, czy sumami prostokatéw, czesto nie ma takiej mozliwosci.
Taka sytuacja ma miejsce np. gdy € jest kotem.

Dla dowolnego €2 i naszej aproksymacji réznicowej Laplasjanu wprowadzamy pomocnicza
siatke na R? postaci S, = Zo + (k * hy, [ ha)k.1ez dla xg ustalonego punktu i hq, he dodatnich
krokéw. Dla z € Sy, i naszego operatora réznicowego Lpup(r) = — 3 51 9 00rup(x) + ¢ * up(x)
definiujemy otoczenie siatkowe (ang. mesh neighborhood) punktu x jako podzbiér Sy, taki, aby
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Rysunek 7.3. Siatka dla obszaru nieprostokatnego. Czarne punkty naleza do 9€p,.

Lyup(z) bylo zdefiniowane poprzez wartosci up, w Np(x), czyli w tym przypadku otoczenie
siatkowe Nj(x) zawiera dany punkt = i cztery sasiednie punkty lezace na pionowej i poziomej
prostej przechodzacej przez x tzn. Np(z) = {z,x + h1*€1,x — hy % €1, 2 + ho x &, x — hy x €3, },
por. rysunek 7.4.

Wtedy definiujemy Qp = S, N Q, a

Qp={2€S,NQ: Ny(z) CQ} C QN Sy,

czyli ztozong z takich punktéw 2, ze ten punkt i sasiednie punkty na osiach siatki nalezg do €2.
Wtedy 9y, = Qp, \ Qp,, por. rysunek 7.3. (W przypadku bardziej skomplikowanych operatoréw
definicja Np(z) moze by¢ inna, a zatem i definicja §2;, moze by¢ inna).
Nastepnie bedziemy szukali funkcji zdefiniowanej na tej siatce tj. w Qp, = Q;, U 0€2y,.
Zauwazmy, ze wtedy dla kazdego z €

Lyup(z) = = Y 00pun(x) + cup(z) = fu(z) = f(z)
k=1,2

jest poprawnie zdefiniowany. Pojawia sie natomiast pytanie, jak postawi¢ warunek brzegowy
Dirichleta w punktach 02, ktére nie leza na 9.  Najprostszym rozwigzaniem dla z € 0,
ktory lezy w €2, jest postawienie w takim punkcie warunku:

Ihun(z) = g(x5) = gn(2),
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Rysunek 7.4. Siatka dla obszaru nieprostokatnego. Otoczenia siatkowe dla operatora L, =

- Zkil,? 85]€

gdzie x5 € 0N taki, ze odleglo$¢ od x jest nie wieksza niz h. Dalej postepujemy jak w przypadku
obszaru prostokatnego.

Rozwigzanie wyjsciowego zadania u jest okreslone we wszystkich punktach €, poniewaz
99y, C Q. Operator obciecia definiujemy tak samo, tzn.:

rpu(z) = u(x) z € Q.
Dla u dostatecznie gltadkiego otrzymujemy:
1Lrrn — fulloong, = max [Lyrpu(z) — fa(e)| = O(h?)
h
dla h = max{hi, ho} i tylko:
llhrnw = gn(@)lloo,n.00;, = max [lprau(z) — gn(z)| = O(h).
LUEBQh
jesli 09y, ¢ 052. Pokazanie tego pozostawiamy jako zadanie.
Oznacza to, ze doktadnos¢ schematu na rozwiagzaniu wyjsciowego zagadnienia rézniczkowego,
czyli rzad aproksymacji schematu (ktéry formalnie zostanie zdefiniowany w kolejnym rozdziale,
por. definicja 8.4) wynosi jeden. Istnieja oczywiscie metody podwyzszania rzedu aproksymacji

w tym przypadku poprzez odpowiednia interpolacje warunkow brzegowych z brzegu obszaru na
punkty siatki 9§, lezace wewnatrz €.
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7.3. Zadania

Cwiczenie 7.1. Udowodnij, (7.4).

Cwiczenie 7.2. Rozpatrzmy zadanie rézniczkowe jednowymiarowe:
—u'(z) +c(x)u(z)=f w  [0,1]

czyli réwnanie (7.5), ale z warunkiem brzegowym Neumanna : tzn. z v'(a) = g(a) i v/ (b) = g(b).
Pokaz, ze jesli c¢(z) > ¢p > 0 to zadanie ma jednoznaczne rozwiazanie.
Rozwazmy nastepujaca dyskretyzacje na siatce Qp, = {x }x=0,.. .~ 2z h = (b—a)/N iz = kxh:

Lyup(x) := —00up(x) + c* up(z) = f() x €
Iy qup = Opu(a) = g(a) Ihpun = Apu(b) = g(b)

Sprawdz, czy to zadanie dyskretne ma jednoznaczne rozwiazanie. Sformuhuj je jako uktad row-
nan liniowych:

Ai=F
dla @ = (ug,...,un)?, znajdujac macierz A i wektor prawej strony F. Czy ta macierz jest
symetryczna, czy jest nieosobliwa? Czy jest troj-diagonalna? Jak rozwiazaé¢ powyzszy uktad
mozliwie matym kosztem?

Cwiczenie 7.3. Rozpatrzmy zadanie i schemat z poprzedniego zadania. Zbadaj, dla jakiego
mozliwie duzego p lokalny blad schematu posiada rzad p, czyli

max{max |Lyrpu(z) — f(x)], max |lnsrpu(s) —g(s)|} = O(RP)
ey, s€{a,b}

Zakladamy dowolnie wysoka regularno$é¢ rozwiazania zadania wyjsciowego.

Cwiczenie 7.4. Rozpatrzmy zadanie rézniczkowe i schemat z ¢wiczenia 7.2, alezc=a =3 =
0. Pokaz, ze zadanie nie ma jednoznacznego rozwiazania w ogélnosci, ale ma z doktadnoécia do
stalej, o ile [ ; f = 0. Jaki warunek musi spetniaé¢ fp, aby zadanie dyskretne mialo rozwiaza-
nie? Sformutuj ten schemat jako uklad réownan liniowych, jak w ¢éwiczeniu 7.2. Pokaz, ze jadro
macierzy A jest jednowymiarowe. Znajdz baze jadra tej macierzy. Wykorzystujac te informa-
cje zaproponuj tania (w sensie ilosci operacji arytmetycznych) metode znalezienia rozwiazania
dyskretnego z dodatkowym warunkiem uyp(a) = 0.

Cwiczenie 7.5. Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, biorac zj = (k*h,lxh),
Uk—1+4+(I-1)*(N—-1) = u(z)

id = (Uk—1+(l—1)*(N—1))gl_:11 mozemy zapisa¢ zadanie dyskretne (7.11), jako uklad réwnan
liniowych Apu = f z macierza Ap 1 wektorem prawej strony f Wyznacz te macierz i ten
wektor (por. (7.7) dla przypadku jednowymiarowego). Oblicz, ile elementéw réznych od zera
ma ta macierz. Policz, ile operacji arytmetycznych jest potrzebnych do rozwigzania tego uktadu
réwnan liniowych z zastosowaniem metody Choleskiego, czyli rozkladu A = LT L dla L macierzy
dolnotrojkatnej w wersji dla macierzy pasmowych.

Cwiczenie 7.6 (laboratoryjne). Stworz w octavie macierz z poprzedniego zadania dla ¢ = 0,
tzn. macierz ukladu réwnan powstalego z (7.11), jako macierz pelna i rzadka (mozna wy-
korzystaé¢ funkcje octave’a sparse()). Nastepnie rozwiaz ten uklad dla wektora prawej strony
odpowiadajacego funkcji f = —A(uy) dla ue = x % (1 — 2) xy(1 — y).
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1. Korzystajac z narzedzi octave’a tic() i toc() sprawdz czas rozwiazywania dla ré6znych N
np. N = 20,80, 320 itp. dla obu typow macierzy. Czy roéznica jest znaczaca?

2. Zbadaj btad dyskretny w normie maksimum (funkcja octave’a norm(wektor,'inf')) i w dys-
kretnej normie L? (np. uzywajac funkcji octave’a norm(x,2)) miedzy rozwigzaniem doklad-
nym u, a rozwigzaniem dyskretnym dla N = 10, 20, 40, 80, 160. Czy eksperyment potwierdza
teorie, tzn. czy dla podwojonych N (czyli polowionych h) blad maleje czterokrotnie?

2 . . i L . 2 : .
Cwiczenie 7.7 (laboratoryjne). Rozwiaz réwnanie —377; + u = 0 z warunkami brzegowymi

u(0) = u(20) = 1 na [0, 20] przy pomocy metody réznic skohczonych, tzn. rozwiaz zadanie (7.1)
dlaa =0,b =201 c¢(x) = 1 za pomoca schematu (7.5) dla N = 100, 200. Policz norme maksimum
w punktach siatki miedzy dokladnymi wartogciami rozwiazania u*(z) = (e!=20+e~!)/(1+e %) a
rozwiazaniem dyskretnym wuj, zadania (7.5), Poréwnaj z wynikami metody strzaléw zastosowanej
do tego zadania tj. z ¢wiczeniem 6.2.

Cwiczenie 7.8 (czesciowo laboratoryjne). Rozpatrzmy przeskalowana macierz z (7.7) (dla ¢ =
0):

2 -1
-1 2 -1
Ay = o e VLN
-1 2 —1
-1 2
Pokaz, ze jej wartoSci wlasne to A\, = 4 % sin2(§:]7\r,) dla k = 1,...,N — 1 z odpowiednimi
wektorami wlasnymi: 7 = {sin(%) nN;f dla k = 1,..., N — 1. Oszacuj uwarunkowanie
macierzy tzn. %}’zi‘: dla N >> 1.

Poréwnaj z wynikami otrzymanymi przy pomocy funkcji octave’a eig() i cond().

Wskazowka. Korzystamy z wzoréw trygonometrycznych: sin(a) + sin(b) = 2 * sin((a + b)/2) *
cos((a—b)/2) oraz cos(2xa) = 1—2xsin?(a). Rozwigzanie. Zauwazmy, ze biorac v,y = (vg); =
sin( otrzymujemy, ze vo; = vn,k = 0. Zatem wystarczy sprawdzic, czy zachodzg réwnania
—Vj-_1% + 2Uj,k —Vj+1k = Akvj’k dlaj=1,...,N —1.

Biorac a = k * m/N otrzymujemy:

L .

—Vj_1k T 205k — Vi1 = —(6in((j — 1)og) —sin((j + 1)) + 2 * sin(j * ag,)
—2 % sin(j * ay) * cos(ag) + 2 * sin(j * ay)

= 2% (1 — cos(ay))sin(j * ag) = 4 * sin®(ay,/2) sin(j * o)

k *
= 4x sin2(ak/2) *Vjp =4 % sinQ(QJ *Vj | = A * Uk

*N)

sin? ((N—1)*)/2+N)
sin?(7/2+N)

Uwarunkowanie dla duzych N dazy do nieskoficzonosci jak N2.



8. Teoria zbieznosci schematéw réznicowych

W tym rozdziale przedstawimy ogoélna teori¢ zbieznosci schematéw réznicowych, a nastepnie
pokazemy m.in. zastosowanie tej teorii do przykladéw z poprzedniego wyktadu.

Osoby zainteresowane obszerniejszym przedstawieniem teorii réznic dzielonych odsytamy do
monografii [27].

8.1. Ogdlna teoria zbieznosci schematéow réznicowych

W tym podrozdziale opiszemy ogdlng teorie zbieznosci schematéw réznicowych. Ograniczy-
my sie do szczegblowego omoéwienia przypadku schematdéw liniowych, tzn. aproksymacji réwnan
rézniczkowych liniowych.

Teoria ta potrzebna jest zaréwno do badania zbieznosci schematéw réznicowych dla réwnan
eliptycznych, jak i dla schematéw dla innych typéw réwnan, np. réwnan parabolicznych.

Zalézmy, ze rozpatrujemy nastepujace zadanie rézniczkowe: chcemy znalezé u funkcje okre-
$long na obszarze ) taka, ze spelnia réwnanie rézniczkowe z warunkami brzegowymi:

Lu(z) = f(x) x € (8.1)
lru(z) = gix(z) x eIy, E=1,...,s,

gdzie f, gr - to dane funkcje, L - to operator rézniczkowy liniowy, I - to odpowiedni operator
rézniczkowy brzegowy liniowy okreslony na I'y, dla 'y, C 0f2.

Bedziemy zakladaé, ze powyzsze zadanie jest poprawnie postawione, tzn. ze ma jedno-
znaczne rozwiazanie u € U dla U przestrzeni liniowej funkcji okreslonych na Q z norma || - ||u.
Zakladamy tez, ze

L:U—-F

dla F przestrzeni funkcji okreélonych na €2, a
lp : U — P k=1,...,s

dla ®j, przestrzeni funkcji okreslonych na I'y. Wyjsciowe zadanie rézniczkowe mozemy zapisaé
w postaci operatorowej jako: znalezé u € U takie, ze

Lu = f (8.3)
lku = UGk k:L...,S. (8.4)

Zdefiniujmy €, jako siatke, tzn. zbiér punktéw izolowanych, wezléw nalezacych do € z
parametrem h.

Zakladamy, ze istnieje rodzina siatek {0}, czyli rodzina zbioréw punktéw izolowanych
nalezacych do  indeksowanych parametrem h, nalezacym do pewnego zbioru w C (0, ho] C Ry
takim, ze 0 € @ (tzn. ze istnieje podciag siatek €y, taki, ze hy — 0).

W praktyce najczesciej stosuje sie siatki réwnomierne, tzn. podzbiory a+h*Z? dla ustalonego
punktu a € R?. Ewentualnie stosuje sie siatki o jednolitych krokach w danym kierunku w R

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Siatke j, przedstawiamy w postaci Qj, = Qp, U 0Qy,, gdzie €, bedziemy nazywaé zbiorem
punktéw siatkowych wewnetrznych (zazwyczaj zawartych w ), a 9y, - zbiorem punktéw siatko-
wych brzegowych (zawartych albo lezacych w poblizu 092). W zbiorze 02, punktéw brzegowych
mozemy dalej wyrdzniaé¢ podzbiory I'y . Zakladamy, ze rodzina siatek {Q, }5, jest gesta w sensie
nastepujacej definicji:

Definicja 8.1. Rodzina siatek {Q,};, jest gesta (ang. dense) w 2, gdy dla dowolnego € > 0
istnieje hy € w takie, ze dla h < h; i dowolnego x € Q kula K(x,¢) o érodku w x i promieniu e
zawiera co najmniej jeden punkt y € Q.

Prosze zauwazy¢, ze rodzina siatek zdefiniowana w Rozdziale 7.1 jest w sposéb oczywisty
gesta dla [a, b].

Wprowadzamy teraz rodzine zadan przyblizonych (schematéw réznicowych), ktore daja sie
zapisaé¢ w nastepujacy sposéb: chcemy znalezé funkcje uy, okreslona na Qj, taka, ze

Lyup(z) = frn(z) x ey
lpu(x) = gra(x) 2w €Tkn,  k=1,....5s,

czy inaczej - operatorowo

Lyun = fn (85)
lkp = grn k=1,...,s. (8.6
Zakladamy, ze Ly, : Up, — Fy, il : Up — @ dla bk =1,..., s, gdzie:
1. Uy, jest przestrzenia liniowa unormowang funkcji okreslonych na Qj z norma || - v, ,
2. F), jest przestrzenig liniowa unormowang funkcji okreslonych na €2, z norma | - ||,
3. ®p p jest przestrzenia liniowa unormowana funkcji okreslonych na I'y j, z norma || - [|¢,, ,-

Zazwycza] wszystkie rozpatrywane przestrzenie sg zupelne, tzn. sa przestrzeniami Banacha.
W przypadku gdy € jest ograniczony, sg one tez przestrzeniami skonczenie wymiarowymi. Jesli
Ly, i wszystkie [, j, sa operatorami liniowymi, to méwimy, Ze rozpatrujemy zadanie przyblizone
(dyskretne) liniowe, czy schemat réznicowy liniowy. W przeciwnym razie - gdy choé jeden z
operatoréw jest nieliniowy, to mamy do czynienia z zadaniem przyblizonym nieliniowym, czy
schematem réznicowym nieliniowym.

Prosze zauwazyé, ze rozpatrujemy rodzing zadan przyblizonych, parametryzowanych przez
h. Tak, jak w przykltadzie w Rozdziale 7.1, aby mowi¢ o zbieznoéci rozwiazania zadania dyskret-
nego uy, € Uy do u € U musimy mie¢ mozliwo$¢ poréwnania obu funkcji. Dlatego zakladamy,
ze istnieje rodzina operatoréw obcigcia (ang. restriction) rY : U — Uy, ktére sa liniowe i
ograniczone jednostajnie (ang.uniformly bounded) wzgledem h, tzn. 3K >0 Vhew YueU

U
Ik wllv,, < Klullo.

Operator obciecia pozwala poréwnywaé rozwigzania w normie przestrzeni dyskretnej, ale
mozemy poréwnywaé je rowniez w normie przestrzeni U. W tym celu musimy wprowadzi¢
rodzine operatoréw liniowych przedtuzenia pg : U, — U. Najczesciej za operatory przedtuzenia
bierze sie odpowiednie operatory interpolacji.

Uwaga 8.1. Mozna wprowadzi¢ pojecie zbieznosci aproksymacji przestrzeni. Tzn. rodzineg tréjek
(up, r}l{, pg) nazywamy aproksymacjg przestrzeni U i méwimy, ze ta aproksymacja jest zbiezna,
jesli dla dowolnego u € U zachodzi zbieznosé

Hpgr,[{u—uHUHO h — 0.

W teorii zbieznosci metod réznicowych najczesciej nie stosuje sie operatorow przedtuzenia,
a za to wprowadza sie warunek zgodnosci norm:
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Definicja 8.2. Jezeli dla danej przestrzeni unormowanej (U, || - ||) 1 rodziny przestrzeni unor-
mowanych 7z odpowiednimi operatorami obciecia (Uy, || - v, , ) zachodzi zbieznosé

lim HT;I{UHU}L = [Jullv Vue U,
h—0

to méwimy, ze normy dyskretne || - ||, sa zgodne (ang. consistent) z norma || - ||,

Od tej pory bedziemy zaktadali zgodnos¢ norm dyskretnych z norma w U, wedlug powyzszej
definicji.
Definicja 8.3. Zadanie przyblizone (zadanie dyskretne, schemat réznicowy) (8.5)-(8.6) jest
zbiezne (czasami uzywa si¢ terminu zbiezne dyskretnie) jesli

Irifw—upllv, =0  h—0,

gdzie u - to rozwiazanie zadania (8.3)-(8.4), a up € Up - to rozwiazanie dyskretne zadania
przyblizonego (8.5)-(8.6).
Jesli dodatkowo zachodzi
I w = unlv, < O(hP)

to méwimy o zbieznosci (dyskretnej) rzedu p.

Wielkosé r,[l]u — uply, bedziemy nazywaé bledem dyskretnym dla zadania przyblizonego
(ang. dicrete error).

Kolejnym krokiem jest wprowadzenie pojecia aproksymacji zadania ciaglego (wyjsciowego
zadania rézniczkowego) przez zadanie dyskretne.

Definicja 8.4 (aproksymacja; rzad schematu; (ang. consistency)). Méwimy, ze zadanie przybli-
zone (8.5)-(8.6) aproksymuje zadanie (8.3)-(8.4), jesli lokalne bledy aproksymacji zdefiniowane
jako

607h = HLhT}LL[u — thFh ek,h = Hlkyhrgu — gkyh”q’k,h k = 1, ceey S,

daza do zera dla h — 0. Tutaj u jest rozwigzaniem zadania (8.3)-(8.4), a fy, g, sa z zadania
dyskretnego (8.5)-(8.6). Jesli dodatkowo zachodzi:

ern = O(hP) k=0,1,...,s,

to méwimy, ze schemat aproksymuje (8.3)-(8.4) z rzedem p (ang. local truncation error is of order
p), (inaczej, ze lokalne bledy aproksymacji sa rzedu p, dane zadanie przyblizone lub schemat
réznicowy ma rzad p, rzad aproksymacji schematu wynosi p).

Drugim waznym pojeciem jest stabilno$é zadania dyskretnego. Tu podamy definicje stabil-
nosci dla schematu liniowego:

Definicja 8.5 (stabilno$é; (ang. stability)). Liniowe zadanie przyblizone (8.5)-(8.6) jest stabilne
(poprawnie postawione), jesli istnieje stala hgy taka, ze dla dowolnego h € w, h < hy i dla
dowolnych fy € Fy, i gpp € @ k=1,...,s zachodzg:

1. istnieje jednoznacznie wyznaczone rozwiazanie uy, € Uy spelniajace (8.5)-(8.6),

2. rozwiazanie to spelnia nastepujaca nieréwnosé:

S
lunllo, < CUfallE, + D lgenllo,
k=1

gdzie C - to dodatnia stala niezalezna od h (ani oczywiscie od f, gk n)-
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Uwaga 8.2. W literaturze czasami za stabilno$¢ zadania przyblizonego przyjmuje si¢ tylko wa-
runek (2) z definicji 8.5.

Prosze zauwazy¢, ze stabilno$é¢ zadania przyblizonego jest samoistng cecha zwiazana tylko z
definicja samego zadania dyskretnego- ona nie zalezy w zaden sposob od rozwigzania réwnania
rozniczkowego. Dodatkowo warto tez zauwazyé, ze jesli Uy, jest przestrzenia skonczenie wymia-
rowa, istnieje rozwiazanie (8.5)-(8.6) i spelniony jest warunek (2) z definicji 8.5, to wtedy to
rozwiazanie jest jednoznaczne.

Sformutujemy teraz nastepujace twierdzenie o zbieznosci zadania przyblizonego:

Twierdzenie 8.1 (Lax-Filipow). Jesli liniowe zadanie przyblizone (8.5)-(8.6) jest sta-
bilne oraz aproksymuje zadanie (8.3)-(8.4), ktorego rozwigzaniem jest u, wtedy zadanie
przyblizone jest zbieine 1

S
I w = unllo, < CCY_ exn)-
k=0

Tutaj up, - to rozwigzanie zadania przyblizonego (8.5)-(8.6).

7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy od razu nastepujacy wniosek:

Whniosek 8.1. Jesli zadanie przyblizone (8.5)-(8.6) jest stabilne oraz aproksymuje zadanie
(8.3)-(8.4) z rzedem p, to

I} w = unllv, = O(hP).
Dowdd. Oznaczmy zp = r,({u — up,. Z liniowosci Ly il dla k =1,...,s wynika, ze 2, spelnia

zadanie przyblizone z odpowiednimi prawymi stronami:

U U
Lyzp, = Lpry, — frn = wp, lehzn = L ptp w — grp = Wi p k=1,...,s,

zatem z definicji stabilnosci zadania przyblizonego otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

S S
lznllo, < Clignllm, + > lwrnlle,,) = CULrE = fullm, + Y Monri u — geplleg,)-
k=1 k=1

Nastepnie z faktu aproksymacji zadania (8.3)-(8.4) przez zadanie przyblizone (8.5)-(8.6) otrzy-
mujemy ostatecznie oszacowanie:

i = upllu, = llznllo, < CO_ exn) =O(M) =0 h—0.
k=0

O]

Powyzsze twierdzenie mozna krétko podsumowaé, ze aby otrzymac schemat zbiezny z rzedem
p musi by¢ on stabilny i posiadaé¢ rzad aproksymacji p.

Prosze zauwazy¢, ze twierdzenie jest bardzo ogdlne, a dowdd jest prosty. Pojawia sie pyta-
nie: jak dobra¢ odpowiednie przestrzenie i operatory, aby zadania przyblizone (schematy) byly
stabilne i mialy mozliwie wysoki rzad aproksymacji.

Uwaga 8.3. Prosze zauwazyé, ze powyzsza teoria zbieznosci moze zostaé¢ zastosowana do zadan
rézniczkowych roznego typu - zaréwno eliptycznych, jak i parabolicznych, czy hiperbolicznych.
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8.2. Zastosowanie teorii zbieznosci do prostych schematéw jedno- i
dwuwymiarowych

8.2.1. Przypadek jednowymiarowy

Wracamy teraz do dyskretyzacji modelowego zadania jednowymiarowego (7.5)-(7.6). Za prze-
strzen U wezmy przestrzen funkcji ciaglych na Q, czyli C([a,b]) z norma supremum ||uleo =
SUPyeq ) |u(t)]. Oznaczmy przez Cp(Kp) zbior funkcji okreslonych na dowolnym podzbiorze K,
siatki Qp, z norma ||ullcop Kk, = maxzek, |u(z)|. Za przestrzen dyskretna przyjmijmy U =
C(Q). Jezeli wprowadzimy operatory Ly : Uy, — F, il : Uy, — ®; zdefiniowane jako (por.

(7.3)):
Lyup(z) = —00up(x) + c* up(x) x ey
lhup(z) = u(x) x €00 =\

dla Fj, = Cp(Qp) 1 ®p, = Cr(09Q4), to zadanie (7.5)-(7.6) mozemy zapisa¢ w formie operatorowej
jako:

Lyup = fa, (8.7)
lhup = gn

dla f, € F}, zdefiniowanego jako (fz)(x) = f(z) dla = € Qp, oraz g, € @y, z (g)(z) = g(x) dla
x € 0y,

W tym przypadku dla funkcji ciaglej przeksztalceniem obciecia (ang. restriction) jest r}?
U — Uy, zdefiniowany jako

(last]) ,

(") (@) = rue) = u(@) @€y,
Mozemy teraz zbada¢ zbieznos¢ btedu dyskretnego:
[7ht = unlloo,n
dla h — 0, co jest rownowazne badaniu zbieznosci w punktach siatki. Zauwazmy, ze otrzymujemy
Irnulloon < Julls Vu €U,

co oznacza jednostajng ograniczonosci operatoréw obciecia.

Mozna tez w tym przypadku tatwo wprowadzi¢ operator przedluzenia (ang. prolongation)
pn : Up — U. Np. niech pp bedzie funkcja ciagta liniowo interpolujaca wartosci up pomiedzy
punktami siatki tj.

up(Tg11) — up(Tr)
h

pu(w) = up(wr) + (x — ) Tk < T K Ty q-

Nastepnie mozemy badaé zbieznosé bledu ||ppup — ul|oo dla h — 0. Jesli blad zbiega do zera, to
méwimy o zbieznosci schematu w normie supremum.
Zauwazmy, ze W naszym przypadku dodatkowo zachodzi

lprrru — ul|oe — O h — 0 Yu e U, (8.8)
czyli zbieznos¢ aproksymacji przestrzeni wyjsciowej przez przestrzen dyskretna oraz

lim lFnuloc = ulloo  Vu €U, (5.9)
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czyli zachodzi zgodno$¢ rodziny norm przestrzeni dyskretnych (Up, || - ||co,n) z norma przestrzeni
wyjsciowe] (U, || - ||oo). Wykazanie tego pozostawiamy jako zadanie, por. ¢wiczenie 8.1.

Innym wyborem przestrzeni i norm jest badanie zbieznoéci i btedu w normie L?(a,b), czy
odpowiednio dyskretnej normie L%L definiowanej dla u € U}, jako:

lullo, = b Y~ u@)]?,
IEﬁh

gdzie Uy, = L}QL () - to przestrzen wszystkich funkcji okreslonych na €,. Oczywidcie zmieniliémy
oznaczenie przestrzeni funkcji dyskretnych na siatce. Jest to ten sam zbiér funkcji okreslonych
na siatce, ale zmienita sie norma dyskretna.

Aby otrzymaé zgodnosé norm powinniSmy inaczej zdefiniowaé obciecia np. poprzez usred-
nienia, czyli r£° : L2(Q) — L2(Q,) dla z € Qj, definiujemy:

T}Ifu(l') R u(x) dx.
K(z,h) NQ /B0
dla K(z,h) kuli o Srodku w x i promieniu h.

Inna mozliwoéé to rozwazenie zbioru funkcji ciagtych U = C([a,b]) ale z normg L?, oraz
normy dyskretnej typu L% na Uj. Nastepnie mozemy przeprowadzi¢ analize z obcieciem rp :=
rg([a’b])u. Zbiér funkcji U = C([a,b]) z norma L? nie jest przestrzenia zupelna, ale jest gesta
podprzestrzenia przestrzeni L?(a,b).

Nietrudno zauwazy¢, ze problem przyblizony aproksymuje problem wyjéciowy z rzedem dwa,
o ile rozwiazanie nalezy do C*(Q), w obu powyzej przedstawionych przestrzeniach dyskretnych,
czyli w odpowiednich normach dyskretnych. Wykazanie, ze schemat jest stabilny zaréwno w
C(,) jak i L2(Qy) jest trudniejsze. Zajmiemy sie tym w kolejnych wykladach.

8.2.2. Przypadek dwuwymiarowy

Rozpatrzmy ponownie modelowe zadanie dwuwymiarowe na kwadracie jednostkowym (7.8).
Analogicznie, jak w przypadku jednowymiarowym, niech U = C([0,1]?) z norma supremum
[ullc = supseoqy2 [u(t)] i Ch(Kp) bedzie przestrzenia funkeji okreslonych na podzbiorze K,
siatki Oy, (por. (7.10)) z norma ||[ul|eo,nk, = Maxzek, |u(z)|. Przestrzen dyskretna definiujemy
jako Uy = C(Qp).

Operator siatkowy (ang. mesh operator or discrete operator) Ly : Up — F} 1 brzegowy
lp : Up, — @y, definiujemy jako:

(Lnun)(x) = (= Y 00 +cun(z), ze€,
k=12

(hun)(@) = wulx), €0 =\,

dla Fy, = Ci(Qp) 1 ©p, = CR(0,). Teraz zadanie (7.11) mozemy zapisa¢ w formie operatorowej
jako

{Lhuh = fn (8.10)

lpup, = gp

dla funkcji prawej strony f, € Fj, oraz g, € ¥y zdefiniowanych jako fj(z) = f(z) dla z €
Qp 1 gn(z) = g(x) dla x € 09y,. Operatorem obciecia (ang. restriction) jest rp : U — Uy,
zdefiniowany jako

rpu(x) = u(x) z € Q.
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Tak samo jak w przypadku jednowymiarowym badamy blad: |7,u — up| oo n, lub w dyskretnej

normie L?, tzn. w
lullon = [h? > lu(z)]?.
xEﬁh

Tu Uy, = LZ(Q,) jest zdefiniowana jako przestrzen wszystkich funkeji okreslonych na . Oczy-
wiscie zbidér funkcji siatkowych jest ten sam, zmienita sie tylko norma.

Mozna pokazaé, ze zachodzi zgodno$é¢ norm dyskretnych z odpowiednimi normami, oraz
ze schemat (7.11) posiada rzad aproksymacji dwa i jest stabilny w obu normach dyskretnych.
Wykazanie rzedu aproksymacji jest prostym zadaniem, natomiast pokazanie stabilnosci jest
trudniejsze, por. rozdzialty 9 i rozdzial 10.

8.3. Zadania

Cwiczenie 8.1. Udowodnij (8.8) i (8.9).

Cwiczenie 8.2. Zbadaj rzad lokalnych bledéw aproksymacji schematu (8.7) dyskretyzacji mo-
delowego problemu jednowymiarowego w obu normach dyskretnych.

Cwiczenie 8.3. Wykaz, ze rzad aproksymacji schematu (7.11) w dyskretnych normach mak-
simum i L,QL wynosi dwa, o ile rozwigzania wyj$ciowego zadania rézniczkowego sg dostatecznie
gtadkie.

Cwiczenie 8.4. Zbadaj rzad lokalnych bledéw aproksymacji schematu (8.10) dyskretyzacji
modelowego problemu dwuwymiarowego w obu normach dyskretnych.

Cwiczenie 8.5. (Przyblizony warunek brzegowy) Rozpatrzmy modelowe zadanie jednowymia-
rowe z warunkiem brzegowym Dirichleta:

—u"(x) = f(x) z € (0,1) z(0)=a z(1)=b

dla f € C°.

Rozpatrzmy nastepujaca dyskretyzacje zbudowana na siatce Qp = {zy }r—o.. n-1 dla zp =
kxhzk=0,...,N—1z (N —-1)xh <1 < N x*h. Definiujemy Q; = {k*h}p=1  n_2i
00, = {0, (N — 1) % h}, oraz operatory:

Lyup(x) = 00up(x) x € Qp

ilpup(0) = a, lpup(xy—1) = b. Zbadaj rzad lokalnego bledu aproksymacji tej dyskretyzacji w
dyskretnej normie maksimum.

Wskazowka. Wystarczy zbadaé blgd operatora brzegowego w punkcie xn—1. W pozostatych punk-
tach blgd jest jak w schemacie (8.7).

Cwiczenie 8.6. Rozwazmy modelowe zadanie, jak i siatke niezawierajaca prawy koniec obszaru,
tak jak w poprzednim ¢wiczeniu.

Operatory Ly i1,(0) = a definiujemy tak samo, natomiast zmodyfikujmy operator brzegowy
I, w prawym Kkoncu, tzn. w punkcie z, := xny_1 < 1.

Rozpatrzmy tzw. aproksymacje Collatza, tzn. niech wartosé I (x,) = b bedzie liniowo inter-
polowata warunek brzegowy w koncu obszaru:

h h
1+ up(zy) — Euh(% —h)=hb,

up(zr) — up(z, — h)(1 )= (
" h

h

Ihup(xr) = up(x,) +
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gdzie h =1—x, < h.
Zbadaj lokalny btad aproksymacji tego schematu w normach dyskretnych maksimum i L%L i
jego rzad, tzn. czy zachowuje sie jak O(hP) dla pewnego p naturalnego.

Cwiczenie 8.7. Rozpatrzmy zadanie z poprzedniego ¢wiczenia, ale z siatka nieréwnomierna:
Qp ={zr}r—o, N1 U{l}dlazy =kxhzk=0,...,N—12z(N—1)xh <1< N xh. Operator
I, mozemy zdefiniowaé jako

lhu(O) = lhu(i') = 0,

gdzie £ = 1, ale musimy zmodyfikowa¢ definicje Ly, tzn.

Lyu(zy) = —00u(xy) k=1,...,N -2

Lyu(zn-1) = au(xy_2) + bu(zy_1) + cu(Z).
Wyznacz a, b, ¢ w zaleznosci od wartosci hih = 1—an_1 < h tak, aby lokalny blad aproksymacji

schematu byl mozliwie maty.

Cwiczenie 8.8. Rozpatrzmy zadanie jednowymiarowe —% +u = f na [(0,1) z warunkiem

Neumanna %(0) = %(1) = 0. Rozpatrzmy nastepujaca dyskretyzacje zbudowang na siatce

O = {xk k=0, N1 dlazy =k*xhzh=1/N.
Lyu(wg) = —00pu(wg) +u(zg) = f(v)  k=1,...,N—1

oraz

liu(0) = dpu(0) = 0, lou(0) = dpu(l) = 0.

Zbadaj rzad lokalnego bledu aproksymacji tego schematu wzgledem parametru siatki h w dys-
kretnej normie maksimum i dyskretnej normie L%L.

Cwiczenie 8.9. Rozpatrzmy zadanie jednowymiarowe —d;T“; +u* = f na (0,1) z warun-
kiem Neumanna %(0) = %(i) = 0. Rozpatrzmy nastepujaca dyskretyzacje o podwyzszonym

rzedzie zbudowang na siatce Qp = {zg}tr=o,. . n—1 dla 2 = kxh z h = 1/N. W punktach
wewnetrznych siatki stosujemy standardowo aproksymacje na trzech punktach:

Lhu(xk) = —85hu(xk) + u(xk) = f(ﬂ?k) k= 1, . ,N -1

natomiast na brzegu podnosimy rzad schematu, a dokladniej zakladamy, ze rownanie jest spel-

nione w punktach brzegu, tzn. funkcja f jest okreslona na Q = [0,1] i —dzz;(x) +u*(z) = f(x)
dla x € {0,1}. Rozpatrzmy lewy punkt brzegu x = 0. Widzimy, ze
du* d*u h du*

i} h
O+ 77(0) 5 5+ O0(h%) = —-(0) + (u"(0) = f(0)5 + O(h?),

Opu*(0) =

o ile u jest dostatecznie gltadka. Zatem - korzystajac z obu faktéw - mozemy skonstruowaé
rownanie réznicowe:

h h

Onun(0) —un(0)5 = —f(0)5

przyblizajace warunek Neumanna w punkcie x = 0 z wyzszym rzedem.

Skonstruuj analogiczne réwnanie réznicowe przyblizajace warunek Neumanna w punkcie
r = 1 z wyzszym rzedem. Pokaz, ze rzad lokalnego btedu aproksymacji tego schematu wzgledem
parametru siatki A wynosi dwa w dyskretnej normie maksimum i dyskretnej normie L%L dla
odpowiednio gtadkiego rozwigzania. Przetestuj w octavie rzad lokalnego bledu schematu w
normie dyskretnej maksimum dla v = cos(mz) metoda polowienia krokéw.
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Cwiczenie 8.10. Rozpatrzmy modelowe zadanie dwuwymiarowe na kole o $rednicy jeden tzn.
(7.8) dla Q = K (0, 1). Dobierzmy siatke na plaszczyznie o parametrze h réwnomierng zawiera-
jaca punkt (0,0), tzn. {(k* h,lxh)}y;.

Za )y uznajmy wszystkie punkty siatki, ktére naleza do €2 i wszystkie punkty przeciecia
prostych zadajacych siatke z brzegiem (). Te punkty przeciecia uznajemy za brzegowe punkty
siatki. Otrzymujemy oczywiscie siatke nierownomierna, bo odlegto$é miedzy brzegowym punk-
tem siatki, a jego sasiadem wewnetrznym jest mniejsza od h (poza ewentualnie pojedynczymi
punktami).

Tu warunek brzegowy mozemy zadaé¢ dokladnie. Pojawia si¢ pytanie: jak przyblizy¢ druga
pochodna w punktach wewnetrznych siatki, ktérych punkty sasiednie sg na brzegu?

Definiujemy w takim punkcie z € Qj, (zalézmy, ze tylko jego prawy sasiad z, = = + hé) jest
na brzegu):

Lyu(z) = a* u(x — hé1) + bu(z) 4+ cu(z + héy) + —00su(x).

dla pewnych parametréw a, b, c.

Jesli x ma dwa punkty sasiednie lezace na brzegu (powiedzmy prawy i dolny punkt sasiedni),
tzn. x, = x + hél,xqg = x — hé, sg na brzegu, to oczywidcie musimy wyznaczy¢ cale rownanie
réznicowe:

Lyu(z) = a*u(x — héy) 4 bu(z) + cu(z + héy) + a x u(z — hé)) + fu(z) + yu(z — héy).

Zadanie: Wyznacz odpowiednie parametry a, b, ¢, czy «, (3,7 tak, aby lokalny btad schematu
|Lpu(z) — Lu(x)| byt mozliwie maly, tzn. zeby schemat posiadal mozliwie wysoki rzad lokalnego
bledu aproksymacji wzgledem h w dyskretnej normie maksimum.



9. Metoda réznic skonczonych - stabilnosé
schematow dla zadan eliptycznych w normie
maksimum

W tym rozdziale zajmiemy sie przedstawieniem metod badania stabilnosci schematéw réz-
nicowych dla zadan liniowych w dyskretnej normie maksimum.
Bedziemy badali stabilno$é schematu zapisanego w formie (8.5)-(8.6). Dla x € €} mozemy
zapisaé (8.5) jako:
Lyu(z) == ) Alz,y)un(y) = falz), (9.1)

yEN,(2)
gdzie Nj(z) jest podzbiorem Qj punktéw, dla ktérych A(wz,y) # 0, czyli uwzglednionych w
réwnaniu dla tego .
Jesli ¢ € 'y, p,, to dla (8.6) zachodzi:

pu(z) = Y Al y)un(y) = grn(z),

yEN ()

gdzie Np(z) jest zdefiniowane analogicznie jak poprzednio. Np(x) jest zdefiniowane jednoznacz-
nie.

Np(x) nazywamy otoczeniem siatkowym punktu z. Wprowadzimy réwniez otoczenie siatko-
we naklute: Ny (z) = Np(x) \ {z}. Oczywiscie Nj,(x) moze by¢ jednopunktowe, wtedy N (z)
jest zbiorem pustym.

Zapiszmy schemat (8.5)-(8.6) jako:

Lyup(x) = Z Az, y)up(y) = ¥p(x) x € Qyp, (9.2)
YyENL(2)

wh(w) — { fh('r) TE Qh

gk’h(x) .%’EFkJL s=1,...,s.

gdzie

Wtedy zachodzi nastepujace twierdzenie, pozwalajace na wykazanie stabilno$ci niektérych sche-
matéw w normie dyskretnej maksimum:

Twierdzenie 9.1. Niech L, dla (8.5)-(8.6) bedzie w formie (9.2). Zaloimy, zZe dla
pewnej statej oo >0 ¢ dla h < hy:

Az, z)| = > A, y)| > Vo e,
yeN, (@)

Wtedy

1 S
unlloo,n < o max (|| frlloo,n,2n + D I19k,hllook Ty r)-
k=1

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Dowdd. Widzimy, ze ||uplcc,n = max, g, |un(x)| = |ur(zo)| dla pewnego zg € Q.
Rozpatrzmy réwnanie ze schematu dla tego punktu:

Wn(zo)l = | > Alzo,y)ua(y)l
YEN(z0)
> |A(zo,zo)llun(mo) = D |A(zo, y)||un(y)]
yEN] (z0)
> |A(zo, o)l lun(mo)l = > |A(zo,y)||us(wo)]
yEN; (z0)

= (’A($07$0)| - > |A($0,y)|> [un(zo)| = alun(zo)l,

YyEN] (o)
czyli
1
lunloo,n = lun(zo)l < — max |thn ()]
x h

O
Jak widzimy, jest to proste kryterium. SprawdZmy je na naszym modelowym zadaniu (7.5)-(7.6):
Przyktad 9.1. Dla zadania (7.5)-(7.6) otrzymujemy nastepujacy uklad:

L)+ (% +Julen) — %u(xkﬂ) — f) k=1, N-—1

h
w(xy) = glax) k=0,N.

dla zp = a+ k * h.
Zatem Np(xp) = {zp—1, vk, 241} dlak =1,...,N — 11 Np(z) = {21} dla z, € {a,b}, tzn.
dla k£ = 0, N. Sprawdzamy zalozenie twierdzenia:

k=1,...,N—1
Az, zn) = Y |A<wkay>|={(i k=0,N
yENL T\ k) C

Zatem o = min{l,c} i z naszego kryterium, tzn. z twierdzenia 9.1, otrzymujemy stabilnosé
zadania przyblizonego w normie dyskretnej supremum tylko w przypadku ¢ > 0 ze stala é =
max{1,1}.

Powyzsze oszacowanie sugeruje, ze jesli ¢ = 0, to schemat moze nie by¢ stabilny w dyskretnej
normie maksimum. Okaze sig, ze istnieja jednak inne kryteria badania stabilnosci, ktére sa
bardziej precyzyjne. Przedstawimy je ponizej.

9.1. Rdéznicowa zasada maksimum

Jak wiadomo, por. np. rozdzial 6.4 w [11], dla réwnania eliptycznego spelnionych jest szereg
zasad maksimum. Okaze sie, ze odpowiednio skonstruowane schematy réznicowe, czyli problemy
przyblizone (réznicowe), spelniaja analogiczne réznicowe zasady maksimum. Korzystajac z tych
zasad bedziemy mogli wykazaé stabilno$¢ tychze schematéw.

Zalézmy, ze operator L, okre$lony na €, jest w formie (9.2).

Definicja 9.1. Operator £, w postaci (9.2) bedziemy nazywaé operatorem dodatniego typu
(ang. positive operator) w y,, jedli dla dowolnego = € Q,
1. A(z,z) >0,



88 9. Metoda rdznic skoriczonych - stabilnosé schematéw dla zadan eliptycznych w normie maksimum

2. A(z,y) <0  Vye Nj(x),
3. ZyENh(a;) A(‘T’y) > 0.

Dodatkowo dla operatora typu dodatniego przedstawiamy siatke €1 jako dwa rozlaczne
zbiory Q) = D k=12 QS) U Q,(f) zdefiniowane jako:

QS) ={ze: Y Alzy =0}
YyENR(2)

0P =T\ = T Y Al >0
YyEN, ()

Wprowadzamy jeszcze jedna definicje:

Definicja 9.2. Zalézmy, ze £, w postaci (9.2) jest operatorem dodatniego typu w Qj, dla

ktorego zachodzi warunek: 922) # ()i Q) jest zbiorem skonczonym. Wtedy powiemy, ze Qj,
spelnia warunek spéjnosci siatki (ang. mesh connectivity condition, mesh is connected), jesli dla
dowolnego x € Qg) istnieje ciag elementéw siatki {z;}}¥, C Qg) iy € Q;LZ) taki, ze 1 = x, i

Tir1 € Nh(ml) dlai=1,..., N—-1iye€e Nh(l'N).

Wtedy zachodzi nastepujaca réznicowa zasada maksimum:

Twierdzenie 9.2 (Roéznicowa zasada maksimum - ang. finite difference maximum
principle). Zalézmy, Ze Ly, w postaci (9.2) jest operatorem dodatniego typu w Qp, i ze
Qp, jest zbiorem skoriczonym spelniajgcym warunek spojnosci siatki. Wtedy, jesli

,Chuh(x) >0 Vx € ﬁh,

to
up(z) >0 Vo € Q.

Dowd6d mozna znalezé w Rozdziale 10 w [10].

Whniosek 9.1. Zalézmy, Ze spelnione sq zalozZenia twierdzenia 9.2. Wtedy zadanie (9.2) ma
jednoznaczne rozwigzanie.

Dowdd. Zalézmy, ze zadanie (9.2) ma dwa rézne rozwiazania uy dla k = 1,2. Wtedy z twier-
dzenia 9.2 wynika, ze Lp(u1 — uz) = 0 zatem (u; —uz) > 0 ale i (ug —wuy) > 0, czyli u; = us.
Z kolei zauwazmy, ze (9.2) jest ukladem réwnan liniowych, wiec jednoznacznos$é rozwiazania z
prawa strona réwna zero jest réwnowazna istnieniu rozwiazania dla dowolnego vy,. O

Jako kolejny wniosek z réznicowej zasady maksimum otrzymujemy nastepujace kryterium
poréwnawcze:
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Twierdzenie 9.3. Zalozmy, ze spelnione sq¢ zaloZenia twierdzenia 9.2 oraz niech
Lpup(z) = frn(x) Lrop(x) = gn(x) x € Q.

Wtedy, jesli _
|fn(@)] < gn(z)  z €,

to
lup(z)| < wvp(z) =€ Q.

Dowdd. Niech zp = up — v, a wp, = up + vp. Stad
Lp(=zn(x)) = = fu(@) + gn(x) >0,  Lpwn(z) = fr(z) +gn(x) >0  x€Qy
Zatem z twierdzenia 9.2 otrzymujemy:
zp(z) <0, wp(z) 20 x € Qp,

a stad otrzymujemy |up(x)| < vy(x) dla x € Q. O

7 ostatniego twierdzenia otrzymujemy nastepujace kryterium badania stabilnosci w dyskret-
nej normie maksimum:

Twierdzenie 9.4 (kryterium stabilnosci z réznicowej zasady maksimum). Zalézmy,
ze spelnione sq zatozZenia twierdzenia 9.2
oraz, ze istnieje nieujemna funkcja vy, okreslona na 2y, taka,ze

0< v, <M, Loy > 1.
Wtedy uy, - rozwigzanie (9.2) z prawq strong vy, spelnia:

l[ulloc,n = max [up(z)| < M||¢p|oo,h-
€N

Dowdd. Dla prostoty zalézmy, ze ||1p|lcon = 1 (L, jest liniowe, wiec zawsze mozemy przeska-
lowaé uy, 1 vy, przez stala rézna od zera). Wtedy

|Lhun(@)] = [Yn(2)| <1< Lyvn @€ Uy,
zatem z twierdzenia 9.3 otrzymujemy:
un(@)| < vn(z) K M = M|Ypllop € Dp.
O

Przyktad 9.2. Powré¢émy do dyskretyzacji naszego modelowego zadania, tzn. do (7.5)-(7.6).
Pozostawiamy jako proste zadanie sprawdzenie, ze operator £ w tym przypadku jest operato-
rem dodatniego typu, i ze siatka spelnia warunek spdjnosci.

Aby pokazaé oszacowanie stabilnosci korzystajac z naszego kryterium nalezy znalezé funkcje
nieujemna v okreslona na €, czyli w szczegdlnoéci na kazdej siatce ograniczonej, taka ze
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Ly > 1.

Na brzegu widzimy, ze Lp(x) = ¢(z) dla = € {a,b}, wiec wystarczy przyjaé¢ ¢ takie, ze
1 > 1 na brzegu €.
2
Najprosciej bedzie znalez¢ funkcje v taka, ze Ly = —% > 2. Nastepnie, korzystajac z tego,
ze rzad aproksymacji zadania przyblizonego jest dwa w kazdym punkcie siatki, tzn.

(L = L) ()| = [(L = Larp) (2)] = O(h%) @ € O,
mozemy wywnioskowaé, ze istnieje stata hg taka, ze dla h < hg funkcja
Un(z) = Y(a) =rpyp(z) €D

spetnia Lpp > 1.
W naszym przypadku np. dla ¢ > 0 wystarczy zdefiniowac:

b—a
¢(x):1+< >+(x—a)>k(x—b).
Wtedy 0 < ¢ < 1—1—17_7“4—% :Mi—z%é’+c*w> —%:2. Zatem z naszego kryterium

otrzymujemy dla h < hg, ze

b—a (b—a)?
ol < (1 25+ O sl o). O, )

czyli stabilnos¢ w dyskretnej normie maksimum.

Prosze zauwazy¢, ze stala w oszacowaniu nie zaleZy od stalej c, za to - inaczej niz w przy-
padku poprzedniego prostszego kryterium, zalezy od dlugosci odcinka (a, b).

Jedli rozwiazanie (7.1) jest w C*([a, b]), to otrzymujemy, ze:

|Lprpu — Lt oo b0, = O(hQ)

dla £, z (8.7), a warunki brzegowe spetnione sa dokladnie. Zatem, korzystajac z twierdzenia 8.1,
otrzymujemy:
lrhu — uplloo,p = O(h?).

9.2. Zadania

Cwiczenie 9.1. Zbadaj stabilnoéé¢ schematu (8.10) dyskretyzacji modelowego problemu dwu-
wymiarowego w dyskretnej normie maksimum dla ¢ > 0.

Cwiczenie 9.2. Sprawdz, czy operator z (8.10) jest dodatniego typu i zbadaj stabilnosé schema-
tu (8.10) dyskretyzacji modelowego problemu dwuwymiarowego w dyskretnej normie maksimum
dla ¢ = 0 korzystajac z réznicowej zasady maksimum.

Cwiczenie 9.3. Rozpatrzmy problem —%(¢) +cxu(t) = f(t) dlat € (0,1) i f gladkiej funkeji
z warunkiem brzegowym Neumanna %(s) =0 dla s € {0,1} oraz schemat réznicowy na siatce
jednorodnej Qp = {z 1, dla ), = k * h:

—gahuh(l’k) + cuh(xk) = f((l,‘k) k= 1, ey N -1

z Opup(xg) = Opup(zy) = 0. Czy to zadania wyjéciowe oraz zadanie dyskretne maja jedno-
znaczne rozwigzanie dla ¢ > 07

Zbadaj rzad tego schematu oraz stabilno$é¢ w dyskretnej normie maksimum dla statej ¢ > 0.
Podaj oszacowanie btedu dyskretnego w dyskretnej normie maksimum w terminach O(hP).



9.2. Zadania 91

Cwiczenie 9.4. Zbadaj rzad i stabilno$¢ w normie maksimum schematu skonstruowanego ana-
logicznie jak schemat (8.10) dyskretyzacji modelowego problemu dwuwymiarowego: —Au + ¢ *
u=fwQ = (0,1)? z zerowym warunkiem Dirichleta na brzegu kwadratu oprécz krawedzi
I't =0 x(0,1), gdzie jest postawiony zerowy warunek brzegowy Neumanna tzn. u(s) = 0 dla
s€d\Ty1i g—Z(O,s) = —%(0,5) =0 na I'y.

Warunek brzegowy na I'y przyblizamy w schemacie réznicowym przez odpowiednia réznice

skoniczona wprzod, tzn. przez O1up(0,k+«h) dlak=1,..., N -1z h = %
Cwiczenie 9.5. Zbadaj stabilno$¢ w dyskretnej normie maksimum schematu z éwiczenia 8.6.

Cwiczenie 9.6. Zbadaj stabilnosé¢ w dyskretnej normie maksimum schematu z ¢wiczenia 8.9.



10. Metoda réznic skonczonych - stabilnosé
schematow dla zadan eliptycznych w normach
energetycznych

Material w ponizszym rozdziale jest materialem dodatkowym, tzn. nie wchodzi w zakres
materialu przedstawianego na wyktadzie.

10.1. Wprowadzenie - stabilno$¢ dla modelowego zadania

W tym rozdziale przedstawimy krétki zarys innej metody badania stabilnosci zadan przybli-
zonych otrzymanych za pomoca metody réznic skonczonych, tym razem, w dyskretnej normie
L}ZL. Jest to metoda analogiczna do metody badania stabilnosci zadan rézniczkowych w réwna-
niach fizyki matematycznej, por. [11].

Przedstawimy te metode teraz dla naszej modelowej dyskretyzacji (7.5) z jednorodnymi
warunkami brzegowymi:

— 00up(x) + cx up(x) = f(x) x € Qp, (10.1)
u(z) =0 x € Oy,.

W przypadku niejednorodnych warunkéw brzegowych dla ¢ = 0, zamiana zmiennych: v(t) =
u(t)+g(a)+ W(t —a) dla u rozwiazania zadania z zerowymi warunkami brzegowymi daje
v - rozwiazanie (7.5).

Prosze zauwazy¢, ze dla tego zadania dyskretnego zachodzi tez stabilno$¢ w dyskretnej
normie maksimum, por. rozdziat 9.

Przyjmujemy oznaczenie Qy = {z = a+k*h : k =0,..., N}. Wprowadzamy do przestrzeni
L2 (2,) wszystkich funkcji okreslonych na siatce Qj, nastepujacy iloczyn skalarny:

N
[u,v]p, = h Z u(x)v(x) =h Z UR Vg
k=0

xGﬁh
bedacy dyskretnym odpowiednikiem iloczynu skalarnego typu L?(Q). Tutaj uj = u(zy). Wpro-
wadzamy dodatkowo oznaczenia:

N-1 N N-1
[w,v)h =h Y wpve,  (u,v]p =h Y upop, (u,0)h =h Y wpvg.
k=0 k=1 =1

Potrzebujemy nastepujacych odpowiednikéw réznicowych wzordéw na catkowanie przez czesci
nazywanych: rézZnicowymi wzorami na sumowanie przez czesci (ang. finite difference summing
by parts formulas):

N-1 N
h * Z Ougvy, = —hx Z ULOVE + UNF1VN+1 — U1V
k=1 k=1
N-1 N-1
h * Z gukvk = —hx Z Uk OV + UNUN41 — UgVO-
k=1 k=0
Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,

2011.
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Tutaj dup = Ou(wy) = h~H(up — up_1) i Oup = du(zg) = h™H(ups1 — ug). Dowédd tych wzoréw
pozostawiamy jako proste zadanie, por. ¢wiczenie 10.1. Mozemy je przedstawi¢ z wykorzysta-
niem naszej notacji:

(QU, vh = —(ﬂa Ovlp + UN+1VUN+1 — U1V, (10.2)
(Ou,v), = —[0u,v)p + uUNUNL1 — UoVp. '
Zauwazmy, ze 00u;, = 00uy, dla k = 1,..., N — 1 zatem z powyzszych wzoréw dla u widzimy,
ze dla ug = uy = 0:
(—00u,u)y, = (—00u,u), = [Ou, Ou)y = (Ou, Oulp,. (10.3)

Prawdziwy jest rowniez dyskretny odpowiednik nieréwnoéci Friedrichsa:

Twierdzenie 10.1 (réznicowa nieréwnos$é¢ Friedrichsa). Dia u € L3 (Qy,) takiej, ze
ug = uny = 0 prawdziwa jest nierownos$c

[ullg , < (b~ a)?[0u, du)y, = (b~ a)*(Iu, Jul.

Dowdéd pozostawiamy jako zadanie, por. ¢wiczenie 10.1.
Wezmy —00uy, dla wuy rozwigzania (10.1), przemnézmy przez h * uj i zsumujmy po k =
1,..., N — 1. Wtedy, korzystajac z wzoréw na sumowanie przez czesci (10.2), otrzymujemy

(—00up, up)p + c(up, up)n = (Qup, Ouplp + c(un, up)n = (fa, un)n-
Mozemy skorzystaé z réznicowej nierownosci Friedrichsa, por. twierdzenie 10.1:
lunllg,n < (b —a)?(Bun, Dunln < (b—a)(fa, un)n < (b— a)?[| fallonsy lunllon,
a stad otrzymujemy oszacowanie:
lunllon < (b= a)llfallongn-
W przypadku ¢ > 0 otrzymujemy oszacowanie bez uzycia nieréwnoéci Friedrichsa:

[unllon < Vet fa

0,h,Q, -

Uzyskalismy stabilnos¢ w dyskretnej normie L%L, z ktorej wynika tez istnienie jednoznacznego
rozwiazania réwnego zero dla fp = 0. Stad wynika istnienie jednoznacznego rozwigzania.

Wezmy rpu € L3(Qy) zdefiniowane jako rpu(z) = u(x) dla € Q. Takie obcigcie jest
zdefiniowane poprawnie dla dowolnej funkcji ciaglej. Zauwazmy, ze zbiér funkcji ciaglych na Q
jest gesty w L?(a,b). Dodatkowo

[raullop = llullz2@ey — h—0
dla dowolnej funkcji ciaglej na [a, b] oraz jedli rozwiazanie (7.5) jest w C*([a, b)), to
| Lyrpu — Lullon = O(h?).
Korzystajac z twierdzenia 8.1 otrzymujemy:
lrhu —upllon = O(R?). (10.4)

Ten przyktad jest prosty, ale w ten sam sposéb mozna badaé¢ bardziej skomplikowane sche-
maty réznicowe dla zadan postawionych w obszarach w dwéch czy wiecej wymiarach.
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10.2. Stabilnosci w normach energetycznych

Przedstawimy teraz ogdélna teorie stabilnosci w dyskretnych normach energetycznych. Dys-
kretne normy energetyczne sg analogiczne do tzw. norm energetycznych, w ktérych bada sie
stabilnosé rozwigzan wyjsciowych zadan rézniczkowych z wykorzystaniem teorii rownan fizyki
matematycznej.

Zakladamy, ze rozpatrujemy rodzine skonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta Hp z
iloczynem skalarnym (-,-), oraz operator Ay : Hy, — Hj. Interesuje nas zadanie dyskretne:

Apup = fh. (10.5)

Powiemy, ze operator liniowy A : H, — Hj jest samosprzezony w Hp, jesli A = A* dla
A* . Hy — Hy, zdefiniowanego jako

(A*u,v)h = (u, A’U)h Yu,v € Hy,.
Powiemy, ze A jest dodatnio okreslony (nieujemnie okreslony), jesli
(Au,u)p, >0 ((Au,v)p, > 0) Yu € Hp, u#0.

Nieréwnos¢ operatorowa A > B (A > B) definiujemy jako A — B > 0 (A — B > 0).
Zauwazmy, ze jesli A = A* > 0 to (u,v)a = (Au,v), jest poprawnie zdefiniowanym iloczynem
skalarnym, ktéry nazywamy iloczynem skalarnym energetycznym dla operatora A. Oznaczmy
llulla = (u,u)z/ 2 jako norme energetyczng dla A. Zauwazmy, ze A~ tez jest samosprzezony
dodatnio okreglonym operatorem.  Stabilno$é w odpowiednich normach dyskretnych typu L2,
czy normach energetycznych pozwala nam badaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.2. Niech A : H;, — Hy bedzie liniowym operatorem w przestrzeni
Hilberta skoticzenie wymiarowej Hy,. Wtedy, dla up, rozwigzania (10.5) zachodzi:
— jesli A > a1, to
lullr, < oz {1 £lln,
— jesli A= A* > asl, to
lulla < a5 2111,

— jesli A > asB dla B= B* >0, to

luls < oz If -1,

gdzie ay dla k =1,2,3 sq statymi dodatnimi.

Dowéd pozostawiamy jako zadanie, por. twierdzenia 10.10 w [10].

Przyktad 10.1. Zastosujmy powyzsze twierdzenia do badania stabilnosci w przestrzeni Hilber-
ta L%(Qh) funkcji okredlonych na Qp = {xy}r=1,. . ny—1 dla z; = a+k*h z iloczynem skalarnym
(u,v)p, = S0 ugpvg dyskretyzacji (10.1). Bierzemy, jak powyzej, uy, = u(xy) dla u € L3 (Qp)
przy czym przyjmujemy, ze ug = uy = 0.

Pokazemy, ze nasz powyzszy dowdd stabilnosci bazowal na tym, ze odpowiedni operator
réznicowy jest dodatnio okreslony w tej przestrzeni.

Definiujemy Ay, Bp, : L2 (2,) — L2(,) jako

Bypu(z) = —00u(z) x € Qy,
Apu(z) = —00u(x) +cxu(x)  x € Q.
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Wtedy, przyjmujac ze ug = uy = vg = vy = 0, otrzymujemy jak powyzej (por. wzory na
sumowanie przez czesci (10.2)):

(Bru,v)p, = [0u, 0v)p = (u, Bpo)p,

a nastepnie, z roznicowej nieréwnosci Friedrichsa, por. twierdzenie 10.1, dla v # 0 widzimy, ze

1
o ap'

(Bpu,u)p, = [Ou, Ou), > u, u)p >0,

czyli By, > ﬁ[. A z kolei A, = Bp+cx1 > (c + ﬁ) x I, czyli jest to operator dodatnio
okredlony i samosprzezony i zachodzi Ay, > By. Zatem, z pierwszego podpunktu twierdzenia 10.2
otrzymujemy:

1 —1
Junll < (e+ (b_)) 1l

a z drugiego i trzeciego - odpowiednio:

1 —1/2
lunlla, < <C+ (ba)2> | follns
lunllp, <l fallp1-

Przyktad 10.2. Rozpatrzmy nastepujacy problem rézniczkowy, powstaly z naszego modelo-
wego problemu poprzez dodanie cztonu z pierwsza pochodna:

—u"(z) +b*xu'(x) +cxu=f, u(0) =u(L)=0

dla b, ¢ stalych, przy czym c > 0. Dyskretyzujemy ten problem na siatce Qj = {2k k=0, N dla
xr = kxh dla h = L/N w nastepujacy sposéb:
Lyup(z) = —00up () + b* du + ¢+ up(z) = f(x) x € Qp, (10.6)
up(0) =up(L) =0 x € 0.
Tutaj

Fu(x) = u(z + h;;;;(:r —h)

jest ilorazem réznicowym centralnym. Zauwazmy, ze 0 = 0.5(0 + 8). Mozna pokazaé, ze jesli
rozwiazanie u € C*([0, L]), to:

|[Lyu(z) = f(2)| = O(h*)  z € Qy,

co pozostawiamy jako zadanie. Z tego mozemy wywnioskowaé, ze rzad aproksymacji wynosi
dwa, zarowno w normie dyskretnej maksimum, jak i w L,%.
Wezmy przestrzen Hy z tym samym iloczynem skalarnym i operator By, z przykitadu 10.1.
Wtedy, z wzoréw na réznicowe sumowanie przez czesci (10.2), otrzymujemy:

(D, u)p, = 0.5 % (u + du,u)y, = —0.5 % (u, Ou + Ou)y.
Stad (5u,u)h = 0. Zatem, cho¢ Lj nie jest symetryczny (o ile b # 0), to jest operatorem
dodatnio okreslonym i zachodzi:

(Lpu,uw)p = ((Bp + cx Hu,u)p > (c—i— 22) * (u, u)p.

czyli Ly, > By +cx I > (c+ 25) * 1.
Z powyzszego oszacowania mozemy pokazaé stabilno$¢ w normie || - ||os jak w przykla-
dzie 10.1, a w konsekwencji zbieznos$¢ dyskretng z rzedem dwa, co pozostawiamy jako zadanie.
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10.3. Zadania

Cwiczenie 10.1. Udowodnij wzory na sumowanie przez czesci, tzn. (10.2) oraz réznicowa
nieréwnos¢ Friedrichsa, tzn. twierdzenie 10.1.

Cwiczenie 10.2. Zbadaj rzad i stabilno$é schematu z przykladu 10.2 dyskretyzacji modelowego
problemu jednowymiarowego w || - [lo., dla ¢ > 01 ¢ = 0. Wykaz zbieznosci z rzedem dwa w
normie || - [|o., 0 ile rozwiazanie wyjéciowego problemu jest klasy C*.

Cwiczenie 10.3. Zbadaj stabilno$é schematu (8.10) dyskretyzacji modelowego problemu dwu-
wymiarowego w dyskretnej normie L? dla ¢ > 0.

Cwiczenie 10.4. Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe na kwadracie Q = (0,1)2: cheemy znalezé
u € C*(Q)NCAQ):
—Au+ biug +bouy +cxu=f w [0,1]2
z zerowym warunkiem brzegowym. Tu c, b1, bs sa stalymi, a ¢ jest dodatkowo nieujemna.
Analogicznie do przykladu 10.2 i dyskretyzacji (8.10), skonstruuj schemat réznicowy wyko-

rzystujac odpowiednie pochodne centralne do aproksymacji pochodnych u,, u,.
Zbadaj rzad schematu i stabilno$¢ w w dyskretnej normie L2.

Wskazowka. Postepuj analogicznie jak w przyktadzie 10.2.



11. Metoda elementu skonczonego - wprowadzenie

W tym rozdziale przedstawimy gléwne idee metody elementu skoficzonego na przyktadzie
modelowego zadania eliptycznego rzedu dwa na obszarze jednowymiarowym. Metoda elementu
skonczonego jest bardziej ogbélna od metody réznic skoniczonych nawet dla zadan rézniczkowych
zadanych na obszarze w jednym wymiarze. Np. konstrukcje zadan przyblizonych dla warunkow
brzegowych réznego typu sa duzo prostsze niz w przypadku metody réznic skoniczonych.

11.1. Metoda elementu skonczonego dla modelowego zadania eliptycznego w
jednym wymiarze

11.1.1. Stabe sformulowanie

Rozpatrzmy modelowe zadanie jednowymiarowe (7.1) z zerowymi warunkami brzegowymi i
¢ = 0, ktorego rozwiazanie oznaczymy .

Nastepnie wezmy dowolna funkcje ciggly ¢, ktéra jest kawalkami C' na odcinku, tzn. ktéra
ma ciagla pochodna poza skonczona iloscia punktéw taka, ze ¢(a) = ¢(b) = 0. Przemndzmy
réwnanie Lu = f przez te funkcje. Ze wzoru na catkowanie przez czesci otrzymujemy:

/b_d2u* do — bdu*@
a dz? - Jo dx dx

da::/abfd)d:c.

Oczywiscie tutaj % jest zdefiniowana poza skonczong iloscia punktéw nieciagtosci.

Zamiast zadania (7.1) mozemy rozpatrzy¢ zadanie znalezienia funkcji u, w odpowiedniej
przestrzeni V funkcji okreglonych na odcinku [a, b] zawierajacych funkcje kawalkami C! i zeru-
jace si¢ w koncach odcinka (na razie nie ustalajmy precyzyjnie o jaka przestrzen chodzi) takiej,
zeby

b dus, do
o dr dx

b
dx:/ fodx VpeV. (11.1)

Oczywiscie rozwiazanie (7.1) spelnia (11.1), a przy odpowiednim doborze V' (oraz dosta-
tecznej gladkosci f) mozna pokazaé, ze rozwiagzanie (11.1) réwniez spelnia (7.1). Zadanie (11.1)
nazywamy sformulowaniem uogdlnionym (stabym, wariacyjnym) zadania (7.1). Za$ (7.1) nazy-
wamy sformutowaniem klasycznym.  Metoda elementu skonczonego, ktéra jest szczegdlnym
przypadkiem metody Galerkina polega na tym, ze wprowadzamy w specjalny sposéb skoncze-
nie wymiarowa podprzestrzen przestrzeni V. Nastepnie szukamy rozwiazania w tej przestrzeni
dyskretnej, ktore spelnia zadanie wariacyjne (11.1) z tym, ze przestrzen V jest zastapiona przez
naszg dyskretng podprzestrzen.

Prosze zauwazy¢, ze podejécie wariacyjne jest inne od metody réznic skonczonych, w ktérej
konstrukcja rozwiazania okreslonego na zbiorze dyskretnym (siatce) polega na zastapieniu od-
powiednich pochodnych w réwnaniu rézniczkowym odpowiednimi ilorazami réznicowymi na tej
siatce.

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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11.1.2. Element liniowy

Whprowadzmy podzial (triangulacje) odcinka [a,b] na pododcinki (elementy) T} ([a,b]) =
{m}, gdzie 7, = (xg,xp+1) dla a = 29 < ... < xny_1 < n§ = b. Za parametr tego podziatu
przyjmijmy h = maxy |xp — xg_1/|, a punkty z; nazwiemy punktami nodalnymi (weztami) tego
podziatu.

Oczywiscie najprostszym podziatem jest podzial réwnomierny, jesli bierzemy x = k x h dla
h=(b—a)/N.

Zakladamy, ze rozpatrujemy rodzine podziatéw z h dazacym do zera.

Teraz na bazie danego podziatu Tj([a, b]) mozemy wprowadzié przestrzen dyskretna:

Vi ={ueC([a,b]) :u, € Py V7€ Ty([a,b]), u(a)=u(b) =0},

gdzie Py = span(1, ) jest przestrzenia wielomianéw liniowych, tzn. stopnia nie wigkszego niz
jeden. Funkcje z tej przestrzeni to funkcje kawaltkami liniowe (czyli klasyczne splajny liniowe) z
zerowymi warunkami brzegowymi na brzegu, czyli w szczegdlnosci sa to funkcje ciagglte kawatkami
klasy C1, zatem V" C V.

Zadanie dyskretne polega na znalezieniu u;, € V" takiego, ze

b duy, do b
— = :/ dr Vo e V" 11.2
e dp =) fedr Yo (11.2)
Pozostawimy jako zadanie wykazanie istnienia jednoznacznego rozwiazania (11.2). Na razie

Baza daszkowa dia N=5 na odeinku [0,1]

08

06 |

0.4

02

Rysunek 11.1. Baza daszkowa dla N = 5.

wprowadzmy tzw. funkcje nodalna: niech ¢, € V* dla k € {1,..., N — 1} bedzie taka funkcja,
ze ¢p(xy) =11 ¢p(x;) =0 dla j # k. Mozemy poda¢ wzor na taka funkcje:

0 x ¢ [xk‘717$k+1]7
$(x) =3 T—ay @ € w1, 2l (11.3)
r—x}

T T € [T, Tpt1].
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Widzimy wykres kilku takich funkcji, por. rysunek 11.1.
Nietrudno pokazaé, ze ¢y, jest elementem V" i ze (¢1,...,6n_1) tworzy baze V" taka, ze
jedliu e VP, to

w(xg) P,

||P12

gdzie u(xy) wartosé funkcji v w punkcie nodalnym xp. Wstawiajac up = Zg:_ll up(xg) o do
(11.2) otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan liniowych:

Apil = f (11.4)
7 U= (u(xl),...,u(xN—l))Tv

[P dérdon

@ f=0 )’

Ay = (akl)gl;lp ap =

dla fi, = [ fo dx.

Zauwazmy, ze macierz Ay, jest symetryczna i tréjdiagonalna. Mozna wykazaé, ze jest dodat-
nio okreélona, wiec mozna powyzszy uklad rozwiaza¢ metoda przeganiania lub odpowiednim
wariantem metody Choleskiego kosztem rzedu c x N dla stalej ¢ niezaleznej od N.

11.1.3. Zbieznosé

Zastanéwmy sie nad zbieznoscig u; do rozwigzania u,.. Najpierw trzeba ustali¢ w jakiej
normie chcemy wykazaé zbieznosé.
Naturalna normg jest norma energetyczna zwiazana z forma dwuliniowa w stabym sformu-
du |?

towaniu (11.1):
b
lullv =1/ || %

Wprowadzajac oznaczenie e, = u, — up, i odejmujac (11.2) od (11.1) otrzymujemy:

bdehdgbdx /bd( _u)d¢
. dz dz dzx hdz

dx.

dx =0 Vo e VR

Nastepnie dla dowolnego v, € V" widzimy, ze

/bd%Zd B b@du*d B b%du*d _ b dey, duy,
o lde | T ) dr de T ), dw de T ), dw dw
bdehd
=/ dxd( « — vp) dx.

Korzystajac z nieréwnoéci Schwarza w L?(a,b) otrzymujemy:
llealls < llenllv llus = vallv,
czyli
||€hHV H’LL* - UhHV Yoy, € Vh.
Przyjmujac za vy, liniowy interpolator u, w punktach nodalnych, tzn. Ipu. = >, us(zk) Pk,
mozna wykazac:
d%u,

< Cph*7F
k dax?

00,[a,b]

— Ihuy)

k
H d k=01 (11.5)

dk (e

00,[a,b]
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dla pewnych stalych Cj niezaleznych od h, u. i [a,b]. Dowdd tego oszacowania pozostawiamy
jako zadanie, wynika on wprost z oszacowan bledu interpolacji dla splajnéw liniowych.
Wtedy od razu otrzymujemy:

d?u,
dx?

)

lenlly < llus — Tl < Clh|

00,[a,b]

czyli dla funkcji klasy C? blad w normie energetycznej zachowuje sie jak O(h).
Mozna tez wykazaé, ze w normie L?(a,b) zachodzi:

R

2
lenllz2(ap) < Ch Ir2

9

00,[a,b]

czyli blad zachowuje sie jako O(h?) - co nie jest oczywiste.

Poréwnajmy to oszacowanie z oszacowaniem bledu z metody réznic skonczonych (MRS) na
siatce rownomiernej dla tego samego zadania rézniczkowego. Mozna pokazaé¢ wtedy zbiezno$é
dyskretna O(h?) w dyskretnej normie L?, por. (10.4), ktéra w przyblizeniu odpowiada normie
L?, czyli mozemy powiedzieé, ze szybkoéé zbieznosci w tym przypadku metody elementu skon-
czonego i metody réznic skonczonych jest tego samego rzedu. Ale w MRS musieliémy zatozyé
réwnomiernoéé siatki i wyzsza gladkosé rozwigzania (u. € C*4((a,b))).

11.1.4. Inne przestrzenie elementu skonczonego

Przestrzen dyskretna V" mozna tez zdefiniowaé inaczej.
Dla danego podziatu T}, ([a, b]) zdefiniujemy nastepujace przestrzenie elementu skonczonego
dla dowolnego p =1,2,3,4,.. .

V;,h ={u € C(la,b]) :u, € By V7 € Th([a,b]), wu(a)=u(b) =0}

gdzie P, jest przestrzenig wielomianéw stopnia nie przekraczajacego p.

Widzimy, ze V* = V}*. Przestrzen VQh nazywamy przestrzenia elementu skonczonego funkcji
ciaglych kawatkami kwadratowych, a przestrzen V3h - przestrzenig elementu skonczonego funkcji
cigglych kawatkami kubicznych, czy inaczej - metoda elementu skonczonego typu Lagrange’a
kwadratowa lub kubiczna. Mozemy teraz postawi¢ zadanie dyskretne, jak poprzednio, tzn.
szukamy uy, , € Vph takiego, ze

b dupp do

b
h
= . 11.
s dxdx /afqﬁda: Vo €V, (11.6)

Zadanie to ma jednoznaczne rozwigzanie. Analogicznie jak dla elementu liniowego mozemy
wprowadzi¢ tu tzw. baze nodalng w Vph . Wprowadzamy dodatkowe punkty wewnatrz odcinka
[tg, xpt1) dla k=0,...,N —1:

J .
mk,j:$k+];(ﬂfk+1—xk), j=0,....,p—1.

Oczywiscie x g = x.
Dla kazdego punktu xy ; oprécz xo o = ¢ = a wprowadzamy funkcje bazowg ¢y, ; € V;,h taka,

ze

1 l=7 i=3j

Okj(1i) = { 0 w przeciwnym przypadku (1L.7)
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Mozna pokazac, ze (¢ ;)k,j jest baza i to taka, ze

N ) ke aea] §=06>0
Supp(¢k,g) - { [l'kazk-i-l] ] 7& 0.

Powstaje pytanie: po co stosowaé przestrzenie Vph dla p > 17
Jedli rozwigzanie u, jest bardziej regularne, tzn. nalezy do CP*'([a,b]), to mozna wykazaé,

ze dla Inp = Y u(zr ) drj € Vi

d" k[P,
Hda:k(u* — Ip pus) < CphP ™! T k=0,1 (11.8)
00,[a,b] o0, [a,b]
i stad, jak poprzednio dla elementu liniowego, otrzymujemy, ze
derlu*
”u* - uth”V < Cphp ‘ daxp+1 ) (119)
OO,[CL,b}

czyli blad zachowuje sie jak O(hP) co oznacza, ze w tej normie zachodzi zbieznos¢ rzedu p.

11.2. Zadania

Cwiczenie 11.1. Pokaz, ze ¢}, zdefiniowana w (11.3) jest w V" i ze (¢1,...,dn_1) tworzy
baze V.

Cwiczenie 11.2. Wykaz (11.4). Policz wszystkie rézne od zera elementy macierzy A;, ukladu
(11.4). Pokaz, ze dla ¢ = 0 i réwnomiernego podzialu odcinka tzn. z = a + k x h macierz ta jest
réwna macierzy dyskretyzacji metoda réznic skoniczonych dla tego samego zadania, pomnozonej
przez parametr h, tzn. jest macierza uktadu réwnan liniowych (7.7). Czy oba uklady réwnan
liniowych po przeskalowaniu przez h (7.7) sa wtedy identyczne?

Rozwigzanie. Uklady nie sg identyczne, poniewaz prawe strony moga by¢ rézne, jakkolwiek
wtedy prawa strone (7.7) mozemy uznaé za prosta aproksymacje calek z prawej strony (11.4).

Cwiczenie 11.3. Pokaz, ze macierz A, w (11.4) jest zawsze trojdiagonalna, symetryczna i
dodatnio okreslona.

Wskazowka. Pokaz, Ze dla dowolnych funkcji v = Y, updr,v = > L Vkdr € V" zachodzi

T AT = [P gy dla @ = (ur,. .., un-1)",T = (v1,...,on-1)T.

Cwiczenie 11.4. Zaproponuj metode rozwiazywania uktadu réwnan (11.4) bedaca odpowied-
nig wersjg metody eliminacji Gaussa dla macierzy symetrycznej tréjdiagonalnej dodatnio okre-
Slonej, ktorej koszt wynosi O(N).

Cwiczenie 11.5 (laboratoryjne). Dla podzialu réwnomiernego na odcinku [—1, 1] rozwiaz w
octavie (11.4) dla znanego rozwiazania u(x) = sin(r * x), czyli dla f = —72 x sin(z). Prawa
strone mozemy policzy¢ odpowiednia funkcja octave’a. Policz rozwiazania dyskretne dla 2k i h.
Nastepnie policz normy dyskretne maksimum dla bledéw w,—up, 1 us—ugp (czyli maksima bledéw
w punktach nodalnych) i ich stosunek. (Zakladajac, ze btad dla h wynosi O(hP) , stosunek ten
powinien w przyblizeniu wynosié¢ 2P).

Cwiczenie 11.6 (czeéciowo laboratoryjne). Udowodnij, ze ¢y, j 2z (11.7) sa w Vbh, i ze stanowia
baze¢ tej przestrzeni. Wyprowadz bezposrednie wzory na ¢, ;. Narysuj w octave wykresy wszyst-
kich ¢y, ; na odcinku [z, z41] dla [a,b] = [0,2], h = 1 i p = 2,3 przy uzyciu funkcji octave’a
plot().
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Cwiczenie 11.7. Korzystajac z (11.8) wykaz (11.9) tzn., ze
[use = unpllv = O(hP)

o ile uy jest dostatecznie gltadka.

Wskazowka. Dowdd przebiega identycznie jak w przypadku p = 1, tzn. liniowego elementu
skonczonego.

Cwiczenie 11.8. Udowodnij jednowymiarowa nieréwnosé Friedrichsa, a mianowicie, ze jesli f
jest funkcja ciagly kawatkami klasy C' na [a,b] i u(a) = 0, to

[par< oo [|E

X

2
dz.

Cwiczenie 11.9. Pokaz, ze (u,v)y = f; g—;g—; dzx jest iloczynem skalarnym na V;)h i - og6lniej na
dowolnej przestrzeni funkcyjnej zawartej w przestrzeni funkcji ciaglych kawatkami C! zerujacych

sie w koncach odcinka [a, b]. W szczegdlnosci ||ul|y jest norma na V;)h.

Cwiczenie 11.10. Wyprowadz uklad réwnan liniowych
Ah,pﬂ: - f7

ktérego rozwigzaniem jest wektor wspotczynnikéw w bazie {¢y, ;}, por. (11.7), rozwiazania up,p
zadania (11.6). Okredl ilo$é elementéw réznych od zera w macierzy, czy przy odpowiednim po-
rzadku indeksow funkcji bazy ta macierz moze by¢ jest pasmowa? Jedli tak, to znajdz wielkosé
pasma. Czy jest symetryczna i dodatnio okreélona? Zaproponuj algorytm bezposredni rozwia-
zywania tego uktadu kosztem O(n), dla n wymiaru Vph.

Cwiczenie 11.11. Udowodnij (11.5).

Wskazowka. Oszacowanie dla k = 0 wprost wynika z oszacowania bledu interpolacji Lagrange’a,
por. np. [14], [18] lub w jezyku angielskim [17] lub [25]. Natomiast w przypadku k = 1 wystarczy
zauwazyé, Ze w kazdym przedziale (zy, xp+1) dla 0 < k < N istnieje punkt & taki, Ze uy (&) =
Ihuy (&), a nastepnie skorzystaé z twierdzenia o warto$ci Sredniej.

Cwiczenie 11.12. Udowodnij (11.8).

Wskazowka. Ponownie jok w poprzednim zadaniu oszacowanie dla k = 0 wprost wynika z
oszacowania bledu interpolacji Lagrange’a, por. np. [1/], [18] lub w jezyku angielskim [17] lub

[25].



12. Metoda elementu skonczonego - wprowadzenia
cd. Przypadek dwuwymiarowy.

W tym rozdziale przedstawimy kilka mozliwie prostych dyskretyzacji skonstruowanych za
pomocg metody elementu skonczonego na przykltadzie modelowego zadania eliptycznego na
kwadracie.

12.1. Metoda elementu skonczonego na kwadracie jednostkowym

Rozpatrzmy modelowe zadanie (7.8) z rozdziatu 7.2, ktérego rozwigzanie oznaczymy przez
Us.
Stabe sformulowanie zadania (7.8): chcemy znalezé u, € V' takie, ze

/ Vu, Vo + cuvdr = / fvdx Yv e V. (12.1)
Q Q

Tutaj V jest odpowiednio dobrana przestrzenia funkcji ciagltych zerujacych sie na brzegu, dla
ktorych obie strony stabego sformulowania majg sens. Np. mozemy wzia¢ domkniecie w odpo-
wiedniej normie przestrzeni funkcji ciagtych zerujacych sie na brzegu, ktérych staba pochodna
(pochodna w sensie dystrybucyjnym) jest w L?(£2). Pézniej precyzyjniej ustalimy o jaka prze-
strzen chodzi.

Jedli problem (12.1) ma rozwiazanie dostatecznie gladkie, tzn. u, posiada ciagle pierwsze i
drugie pochodne czastkowe, to u, jest rozwiazaniem wyjsciowego zadania. Moze sie zdarzy¢, ze
istnieje rozwiazanie (12.1), ktére nie jest nawet ciagte.

12.1.1. Triangulacja obszaru

Wprowadzmy podzial (triangulacje) kwadratu Q = [0,1]? na tréjkaty T, ([0,1)%) = {7 }x
o jednakowym ksztatcie i wielkodci. Najprosciej jest podzieli¢ kwadrat na réwne kwadraty
([z®), 2*E+D] x (2O +D] dla k1 = 0,...,N —11i 2% = k«h dla h = 1/N. Nastepnie
kazdy kwadrat dzielimy na dwa tréjkaty prowadzac przekatng np. z lewego gérnego rogu do
dolnego prawego, por. rysunek 12.1.

Zauwazmy, ze UreTh(Q)? =QiodnnN OT; jest zbiorem pustym, krawedzig lub wspélnym
wierzchotkiem dla dowolnych réznych elementéw tej triangulacji.

Za parametr tej dyskretyzacji przyjmujemy h, a punkty 20 = (l‘(k) , z(l)) nazwiemy punkta-
mi nodalnymi tej triangulacji. Prosze zauwazy¢, ze to nie jest tylko jedna mozliwa triangulacja
kwadratu. Mozemy wybiera¢ trojkaty na wiele sposobow tak, aby tylko zachowane zostaly wa-
runki, ze tréjkaty sa rozlaczne, suma ich domknieé¢ tworzy caly kwadrat, ich wspélne czesci
brzegéw to wierzchotek, wspdlna krawedz lub zbior pusty.

Rozpatrujemy w ogoélnosci rodzine takich triangulacji z h — 0.

12.1.2. Element liniowy

Mozemy wprowadzi¢ przestrzen dyskretna:

Vh={ueCQ):u, € Pi(r) VT €Th(Q), u(s)=0 Vse o},

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Rysunek 12.1. Modelowa triangulacja ztozona z tréjkatéw 7 na kwadracie €Q.

dla Pi(7) = span(l,z1,x2) przestrzeni wielomianéw liniowych na 7. Wielomian liniowy na
trojkacie jest zdefiniowany poprzez wartosci w wierzchotkach tego trdjkata, ktére nazywamy
punktami swobody tego elementu skoniczonego, por. rysunek 12.2.

Rysunek 12.2. Wierzcholki tréjkata 7 - punkty nodalne wielomianu liniowego na tym tréjkacie.

Analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym, mozemy wprowadzi¢ funkcje nodalne:
definiujemy ¢r; € VP dla k,1 € {1,...,N — 1} jako funkcje, ktéra spetia ¢y (z*)) = 11
bra(2)) =0 dla 2D £ £(9) dla 2*D) = (2*) 1),

W przypadku naszej prostej regularnej triangulacji mozemy wyznaczy¢ wzory na te funkcje
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08 -

06

Rysunek 12.3. Wykres funkcji daszkowej ¢p;.

na tréojkacie 7. Powiedzmy, ze wzory wyznaczymy na tym trdjkacie, ktéry jest zaznaczony na
rysunku 12.1 - przyjmujemy, ze 2+ = (k x h,lx h) jest wierzcholkiem przy kacie prostym:

ml—k*h_ivg—l*h

dra(z) = 1-— . P
—kxh
¢k+1,l($) = JUIT, (12-2)
—1lxh
riy1() MT

dlax = (z1,z2). Wykresy takiej funkeji dla tej regularnej triangulacji kwadratu lub kilku funkcji
mozemy obejrzeé na rysunkach 12.3 i 12.4. Na rysunku 12.5 widzimy przyktadowsa funkcje z
przestrzeni V. Roéwniez jako zadanie pozostawimy wykazanie, ze

{bki}ki=1,. N1

tworza baze V", 1 ze

u= u(@ ™).

k.l
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Rysunek 12.4. Wykresy dwoch funkcji daszkowych.

Wprowadzamy zadanie dyskretne: chcemy znalezé uy, € V! takie, ze
/ VupVuy, + cup, vy, do = / fop dx Yoy, € V. (12.3)
Q Q

Mozna pokazaé, ze to zadanie ma jednoznaczne rozwiazanie, i ze jedli u, € C?([0,1]?) to:

IV(un — w2 = O(h) (12.4)

[[un = w20

|
o)
—
>
N
~—

Zatem w normie L? widzimy oszacowanie zbieznoéci rzedu dwa analogiczne jak dla dyskretyzacji

tego samego zadania przy pomocy metody réznic dzielonych i dyskretnej normy L,Zl7 ale przy
duzo stabszych zalozeniach. Tam musieliémy zatozy¢, ze funkcja jest klasy C4.

Morzna tez zauwazy¢, ze w przypadku bardziej skomplikowanego geometrycznie obszaru (wie-
lokata) mozemy skonstruowaé analogiczna dyskretyzacje wprowadzajac triangulacje ztozona z
tréjkatéw, a w przypadku roznic dzielonych, jesli obszar nie jest prostokatem, pojawiaja sie
klopoty z postawieniem warunku brzegowego.
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Rysunek 12.5. Wykres przyktadowej funkcji z przestrzeni elementu skonczonego.

12.1.3. Element kwadratowy i kubiczny

W tym rozdziale przedstawimy dwa typy przestrzeni elementu skoniczonego wyzszych rzedow
- element kwadratowy i kubiczny. Rozpatrzmy triangulacje kwadratu jednostkowego T}, ([0, 1]?)
jak w Rozdziale 12.1.1. Wtedy definiujemy:

Vph ={ueC): u, € P,(1) VT €Th(), u(s)=0 Vse o}

dlap =1,2,3,.... Tutaj Py(1) = span(:c’fzé)ongrlgp to przestrzen wielomiandéw na 7 stopnia
nie wiekszego od p.

Przypadek VJ* okreélamy jako przestrzen elementu skoficzonego kwadratowego, a V3h kubicz-
nego.

Dla p = 2 widzimy, ze wielomian kwadratowy na tréjkacie jest okreslony jednoznacznie
poprzez swoje warto$ci w trzech wierzchotkach i trzech srodkach krawedzi. Wszystkie te punkty
wewnatrz 2 okreélamy jako punkty nodalne VJ'. Z kazdym takim punktem z wiazemy funk-
cje, ktéra jest réwna jeden w tym punkcie, a zero we wszystkich pozostalych wierzchotkach i
punktach srodkowych krawedzi, por. rysunek 12.6. 7 kolei dla p = 3 wielomian kubiczny
na tréjkacie jest jednoznacznie okredlony poprzez swoje wartosci w wierzchotkach, w srodku
ciezkoéci oraz w dwu punktach wewnatrz kazdej krawedzi dzielacych ja na trzy réwne odcinki,
por. rysunek 12.7.
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Rysunek 12.6. Wierzchotki i punkty srodkowe krawedzi tréjkata 7 -punkty swobody wielomianu
kwadratowego na tym tréjkacie.

Rysunek 12.7. Punkty swobody wielomianu kubicznego na tréjkacie 7.

W przypadku przestrzeni V;Jh mozemy wprowadzi¢ analogiczne bazy nodalne ztozone z funk-
cji, ktére przyjmuja wartosé jeden w ustalonym punkcie nodalnym, a zero - w pozostalych.
Wzory takich funkcji sa coraz bardziej skomplikowane wraz ze wzrostem p. Dla p = 2 wypiszemy
wzory na obciecie funkeji nodalnej na ustalonym tréjkacie 7. Niech punkty z*) k = 0,1,2 beda
trzema wierzchotkami tego tréjkata 7 i niech punkt m®* k = 0,1,2 bedzie $rodkiem odcinka
miedzy 2 a *+t1). Przy czym utozsamiamy 0 z 3. Niech ¢;, bedzie funkcja liniows taka, ze
ar(z9)) =0dlaj # kig(z®) = 1. Wtedy funkcja nodalna zwigzana z wierzcholkiem elementu
2®) dla elementu kwadratowego wynosi na tréjkacie 7:

) = Qe — Q=1 — Qrt1) k=0,1,2mod 3, (12.5)
a funkcja nodalna zwigzana z punktem érodkowym krawedzi elementu na 7:
Gpk) = 4% Qi * Qg1 k=0,1,2 mod 3. (12.6)

Jako zadanie pozostawiamy sprawdzenie tych wzoréw i znalezienie analogicznych dla funkcji
bazowych elementu kubicznego. Zastosowanie elementéw: kwadratowego (p = 2), kubicznego



12.1. Metoda elementu skoriczonego na kwadracie jednostkowym 109

(p = 3) czy nawet dla wiekszych p jest korzystne, o ile u, - czyli rozwiazanie zadania rézniczko-
wego (12.1) jest bardziej regularne, tzn. nalezy do C**1(Q) dla s wiekszych od jeden do s = p.
Tzn. wtedy mozna wykazaé, ze

IV (un — w2 ) = O(h?).

12.1.4. Metoda elementu skonczonego z podzialem obszaru na prostokaty

Rysunek 12.8. Przyktad obszaréw bedacych suma prostokatow.

W przypadku, gdy nasz obszar jest prostokatem lub kwadratem, mozemy wprowadzié prze-
strzen elementu skonczonego: tzw. elementow skonczonych prostokatnych. Taki element mozemy
w ogblnosci zastosowad, jesli obszar jest suma prostokatéw o brzegach bedacych suma odcinkow
réwnolegltych do osi wspélrzednych; np. tzw. L-obszarem, por. rysunek 12.8.

Opiszemy te metode dla naszego modelowego zadania postawionego na kwadracie. Dla €} =
(0,1)? wprowadzmy triangulacje ztozong z kwadratéw, por. rysunek 12.9:

Th(2) = {7t} k1=0,....N—1
dla h = 1/N i dla kwadratow:
T = (ko h, (k+1) % h) x (L h, (1 + 1) % h),

Wtedy przestrzen dyskretng definiujemy jako przestrzen funkcji ciaglych biliniowych na
kwadratach:

Vi={ueCc®): ur € Q1(t) VT €Th(Q), wu(s)=0 VsedQ}.
gdzie
Q1(1i)) = Pi((kxh,(k+1)*h)) @ P ((Lxh,(l+1)xh))=Span(l,x1, x2, 21 T2)

przestrzen wielomianéw biliniowych okreslonych na 74, czyli liniowych ze wzgledu na kazda
zmienng z osobna.

Wielomian biliniowy na prostokacie jest zdefiniowany poprzez wartosci w wierzchotkach tego
prostokata. Nazywamy je punktami swobody tego elementu skoniczonego, por. rysunek 12.10.
Analogicznie do przypadku elementow trdjkatnych mozemy tu wprowadzi¢ funkcje nodalne:
definiujac ¢p, € Vi dla k,1 € {1,...,N — 1} jako funkcje, ktéra spetnia ¢p(z*D) = 1 i
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Rysunek 12.9. Przyktad triangulacji kwadratu jednostkowego ztozonej z kwadratow.

Rysunek 12.10. Wierzchotki kwadratu 7 -punkty swobody wielomianu biliniowego na tym kwa-
dracie.

dr(2)) = 0 dla 2 £ 209 dla ) = (z*) 2(0)). Podanie wzoru na te funkcje jest nie-
trudnym zadaniem z uwagi na prosta geometrie elementu. Pozostawiamy to jako zadanie, por.
rysunek 12.11 Nastepnie definiujemy zadanie dyskretne: chcemy znalezé upy, € Vb}; takie, ze

/ VuppVuy, + cup, vy, doe = / fop dx Yoy, € Vb}i‘. (12.7)
0 Q

W tym przypadku mozemy analogicznie wykazaé, ze zachodzi oszacowanie btedu takie, jak w
przypadku elementu liniowego na tréjkacie. Tzn. mozna wykazaé, ze to zadanie ma jednoznaczne
rozwiazanie, i ze jesli u, € C2([0,1]?), to

IV (unp — wi)ll 20y = O(h) (12.8)
luny — il r20) = O(B?).
W przypadku zadania na kwadracie jednostkowym element biliniowy wydaje si¢ bardziej

naturalny, ale przestrzen elementu skonczonego jest bardziej skomplikowana, poniewaz na kaz-
dym kwadracie triangulacji lokalna przestrzen MESu zawiera wielomiany wyzszego stopnia.
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Rysunek 12.11. Wykres funkcji bazowej przestrzeni MES biliniowej na kwadracie.

Czy mozemy uzyskaé lepsze oszacowania btedu? Nie - jesli chodzi o rzad zbieznodci, tzn. dla
elementu biliniowego otrzymamy co najwyzej O(h) w normie ||V -[|12(q), ale oszacowanie bledu
jest ostrzejsze, por. rozdzial 4.6 w [4].

12.2. Niejednorodny warunek brzegowy

Mozna sie zastanowi¢ co sie dzieje, jesli w (7.8) w warunku brzegowym Dirichleta warto$é
prawej strony jest rézna od zera, tzn. u, = g na brzegu. Tak jak poprzednio, otrzymujemy nowe
slabe sformulowanie: chcemy znalezé u, takie, ze u, = g na brzegu ) spelniajace (12.1). Jesli
zalozymy, ze znamy funkcje g okreslona na ) taka, ze § = g na brzegu, to definiujac s = ux — g
otrzymujemy:

a(ix,v) = (f,v) —a(g,v) =F(v) YveV,
dla V jak w (12.1) i @* € V, czyli (12.1) ale z prawa strona zalezna dodatkowo od g.

Nastepnie mozemy wprowadzi¢ zadanie dyskretne tak, jak dla zerowych warunkéw brzego-
wych.
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12.3. Zadania

Cwiczenie 12.1. Udowodnij, ze funkcja bazowa przestrzeni elementu linjowego na tréjkacie
spelnia wzory (12.3).

Cwiczenie 12.2. Definiujemy rozwiazanie (12.1) jako

N-2

Uh =Y Up i (N—1)sl Pht141
k=0

z w(xk+hitD) = Up(N—1)«- Wstawiajac u, w tej postaci do (12.1) otrzymujemy uklad réw-
nan liniowych na wektor wspétrzednych @ = (up4( N_l)*l){;f i 20. Policz rézne od zera elementy
macierzy tego uktadu Ay i elementy wektora prawej strony fr,. Czy elementy na diagonali tej
macierzy zaleza od h? Pokaz, ze dla réwnomiernego podzialu, tzn. (*¥) = k % h, macierz ta jest
rowna macierzy dyskretyzacji metoda réznic skonczonych dla tego samego zadania, pomnozonej
przez parametr h?, tzn. macierza uktadu réwnan liniowych dla éwiczenia 7.5 (dla ¢ = 0). Czy
oba uktady po przeskalowaniu przez h sa wtedy identyczne?

Rozwigzanie. Uktady rownan liniowych nie sa identyczne, poniewaz prawe strony sa rézne, tak
jak w przypadku jednowymiarowym.

Cwiczenie 12.3. Pokaz, ze macierz A, z ¢wiczenia 12.2 jest zawsze pasmowa (wyznacz wiel-
ko$¢ pasma, wyznacz czy zalezy ono od N, czyli odpowiednio od h), symetryczna i dodatnio
okredlona.

Cwiczenie 12.4. Zakladajac, ze posiadamy procedure z metoda iteracyjna, ktéra rozwiazuje
uklad réwnan z éwiczenia 12.2 w I(N) iteracji, i dla ktérej w kazdej iteracji wykonujemy jedno
mnozenie przez macierz Ay oraz 10 * N? operacji algebraicznych okreél, ile musi wynosié¢ I(N),
aby metoda ta byla tansza od odpowiedniej tasmowej wersji eliminacji Gaussa dla macierzy
symetrycznej dodatnio okreslonej.

Cwiczenie 12.5. Pokaz, ze dla dowolnej funkcji przestrzeni liniowej elementu skoficzonego
up, € VP, por. rozdzial 12.1.2, zachodzi tzw. nieréwnoéé odwrotnas:

IVunlr2@) < Ch™Husl 2o

Tutaj stata C' jest niezalezna od parametru h i uy,.

Wskazowka. Wystarczy pokazaé to oszacowanie na dowolnym elemencie triangulacji T € Ty ¢
wykorzystac fakt, Ze ||Vup| 2 = [[V(un — c)||2(ry dla dowolnej stalej c.

Cwiczenie 12.6. (laboratoryjne) Napisz w octave odpowiednia wersje eliminacji Gaussa dla
macierzy pasmowej symetrycznej dodatnio okreslonej. Zastosuj ja do uktadu réwnan liniowych
z ¢wiczenia 12.2 dla N réznej wielkoéci. Poréwnaj czas w octavie z czasem dla standardowej
metody rozwiazywania réwnan liniowych octave’a zaréwno, gdy macierz uktadu jest w formacie
pelnym, jak i formacie rzadkim (mozna uzy¢ funkcje octave: sparse(), tic() i toc() i operator
octave: \).

Cwiczenie 12.7. Udowodnij, ze funkcja z P, jest jednoznacznie wyznaczona przez okreslenie
jej wartosci w wierzchotkach i srodkach krawedzi tréjkata (jak opisano w rozdziale 12.1.3, por.
rysunek 12.6).

Cwiczenie 12.8. Udowodnij, ze funkcja z Ps jest jednoznacznie wyznaczona przez okreslenie
jej wartosci jak opisano w rozdziale 12.1.3, por. rysunek 12.7.
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Cwiczenie 12.9. Dla przestrzeni V¥ wyprowadz uklad réwnai liniowych:
Apou = f

taki, ze jego rozwigzaniem sg wspotczynniki rozwigzania przyblizonego uy , w bazie nodalnej tej
przestrzeni elementu skonczonego, por. rozdzial 12.1.3. Czy macierz tego uktadu jest pasmowa?
Jedli tak, to znajdz wielko$¢ pasma. Czy jest symetryczna i dodatnio okreélona?

Cwiczenie 12.10. Udowodnij wzory na bazowe funkcje elementu kwadratowego na tréjkacie
(12.5) i (12.6).

Cwiczenie 12.11. Wyznacz wzory na bazowe funkcje nodalne dla elementu kubicznego, ana-
logiczne do wzoréw (12.5) i (12.6) dla funkcji bazowych elementu kwadratowego, tzn. wzory na
te funkcje w zaleznoéci od funkcji gp.

Cwiczenie 12.12. Wyznacz wzory na wspélezynniki bazowych funkeji nodalnych dla elementu
biliniowego na kwadracie z(¥) 4 (0, h)? w bazie (1, (z; — ™)), (zo — 20), (21 — 2®) * (29 —
(1)), Oblicz elementy macierzy uktadu réwnan liniowych dla dyskretyzacji metoda elementu
skonczonego biliniowego dla zadania dyskretnego (12.7) w tej bazie nodalne;j.

Cwiczenie 12.13. Dla przestrzeni V},’;, wyprowadz uklad réwnan liniowych:

Appii = f

taki, ze jego rozwiazaniem sg wspoélczynniki rozwiazania przyblizonego up, w bazie nodalnej
zwiazanej z wierzchotkami elementéw kwadratowych. Czy macierz tego uktadu jest pasmowa?
Jedli tak, to znajdz wielko$¢ pasma. Czy jest symetryczna i dodatnio okreélona?
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W tym wykladzie przedstawimy ogdlng teori¢ konstrukceji i analizy zbieznosci elementu skon-
czonego (MESu) dla réwnan liniowych.

13.1. Istnienie rozwigzania

Zaltézmy, ze V jest rzeczywista przestrzenia Hilberta, tzn. rzeczywista przestrzenia liniowa
z iloczynem skalarnym (-,-) i norma || - ||y = (-,-)%/?, ktéra jest zupelna. Przez V* oznaczamy
przestrzen dualna (sprzezona) do V, por. np. [7].

Rozpatrzmy wariacyjny problem znalezienia u* € V' takiego, ze

a(u*,v) = f(v) Yv eV, (13.1)

gdzie f € V*, a(u,v) jest forma dwuliniowa, ktéra jest ograniczona, tzn. istnieje stala M > 0
taka, ze
a(u,v) < Mfullvllvlly  Vu,v eV,

oraz jest V-eliptyczna co oznacza, ze dla pewnego a > 0 zachodzi:
a(u,u) > ollul|¥ Yu e V.
Przy powyzszych zalozeniach zachodzi znane twierdzenie analizy funkcjonalnej:
Twierdzenie 13.1 (Lax-Milgram). Rozpatrzmy forme dwuliniowg a(u,v):V xV —

R, ktora jest ograniczona i V-eliptyczna, a f € V*. Wtedy zadanie (15.1) ma jedno-
Znaczne Tozwigzanie i

lu*lv < HfLV*. (13.2)

Dowdd. Istnienie rozwiazania wynika z lematu Riesza. Szczegoly dowodu mozna znalezé np. w
[7] lub [6]. Oszacowanie (13.2) dla u* otrzymujemy wstawiajac u* za v w (13.1) i korzystajac z
V-eliptycznosci formy i definicji normy dualnej funkcjonatu liniowego:

allw[li < a(u®,u) = fu*) <[|fllv-lu*]v.

Jesli ug i ug sa rozwiazaniami zadania wariacyjnego, to w = u; — ug spelnia (13.1) dla prawej

strony réwnej zero. Z tego i z (13.2) wynika, ze ||u; — u2|ly = 0, co oznacza, ze rozwigzanie jest
wyznaczone jednoznacznie. O

13.2. Metoda Galerkina

Zal6zmy, ze {V"},, to rodzina podprzestrzeni skoficzenie wymiarowych V' o wymiarze n.

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Definiujemy zadanie dyskretne aproksymujace (13.1): chcemy znalezé u,, € V™ takie, ze
a(u;,vn) - f(vn) Yo, € V™. (13.3)

Forma a(u,v) jest ograniczona na V™ z norma przestrzeni V i jest réwniez V"-eliptyczna.
Zatem z twierdzenia 13.1 wynika istnienie jednoznacznego rozwigzania zadania dyskretnego,
ktoére spetnia:

gl < v, (13.4

Rozwiazania dyskretne sa wspoélnie ograniczone niezaleznie od wymiaru n, co okreslamy jako
stabilnos¢ rozwiazan rodziny zadan dyskretnych.

Prosze zauwazy¢, ze poniewaz przestrzen V" jest skoniczenie wymiarowa, wiec - z definicji -
ma bazg o skoficzonej ilodci elementéw n < oo, tzn. V" = {¢;}_ i, aby znalez¢ wspétezynniki
rozwiazania (13.3) w tej bazie, nalezy rozwiaza¢ uktad réwnan liniowych

Apti = f,

—

gdzie (Ap)k = a(og, 1) 1 f = (f(dr)) dla k, 1 =1,...,n. Jedli forma a(u,v) jest symetryczna,
to A, jest macierza symetryczna i dodatnio okreélong. Oczywiscie najlepiej bytoby dobraé taka
baze, zeby macierz A, byla np. pasmowa, albo ogélniej - o matlej ilosci elementéw réznych od
zera. Pojawia sie pytanie: jak taka baze wyznaczyc¢?

13.3. Abstrakcyjne oszacowanie btedu

Tutaj pokazemy zwiazek miedzy btedem u* —w), a btedem aproksymacji przestrzeni V' przez
rodzing przestrzeni V.
Zachodzi wazne twierdzenie - zwyczajowo zwane lematem Céa:

Twierdzenie 13.2 (lemat Céa). Niech forma a(u,v) okreslona na przestrzeni Hilberta
V' bedzie ograniczona i V -eliptyczna, V™ C V podprzestrzen V. Wtedy

M
Ju =il < = inf = vl

gdzie u* - to rozwigzanie (15.1), a u}, - to rozwigzanie (13.3).

Dowdd. 7 (13.1) wynika, ze:

a(u*,v,) = f(vy) Yo, € V™.
Odejmujac to réwnanie od (13.3) otrzymujemy:

a(u® —uy,vy) =0 Yo, € V™.
A dalej

allu —uplly < a(u =y u — ) = au’ —u,ut) = a(u” -y, uy)

= a(u" —u,,u) —alu —uy,v,) =a(u” —u,u* —vy)

< Mfju® —uglv[lu” = onlly

Dzielac przez ||u* — u} ||y otrzymujemy teze twierdzenia. O
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Z lematu wynika, ze aby oszacowac btad u* — ) wystarczy oszacowaé blad aproksymacji u*
przez podprzestrzen dyskretng V™.

Whniosek 13.1. Przy zalozeniach lematu Céa, jesli rodzina podprzestrzeni {V™} przestrzeni
Hilberta V jest taka, Ze:

Vu eV  dist(u, V") = ir%/f |lu—v|y — 0 n — 0o,
veVn
to

|lur —u*||[y — 0 n — 00.

13.4. Przestrzenie Sobolewa

Niech Q C R? bedzie otwartym obszarem. Wtedy definiujemy péinorme i norme H'(Q) jako:

by =/ [ 1Vul o, Jullm = Tulag) + uf o

Dodatkowo bedziemy tez oznaczaé¢ HO(Q) := L?(Q) i [ul oy = ||lull goo) = llullr2(@)

Definicja 13.1. Niech H}(Q) C L?(2) bedzie domknigciem w normie H' przestrzeni C§°(£2),
gdzie C§°(Q2) jest podprzestrzenia C°°(§2) zlozona z funkcji o zwartym nosniku w €.

Jest to przestrzeh zupetlna (ang. complete space) z iloczynem skalarnym H': (u, V) () =
Jouv + VuVuv dr. Mozna pokazaé, ze jest to osrodkowa przestrzen Hilberta (ang. separable
Hilbert space), tzn. posiada przeliczalna baze ortonormalna (ang. countable orthonormal basis).

Pojawia si¢ pytanie; czy jedli funkcja u € H}(Q) N C(Q), to ujpn = 0. Okazuje sig, ze tak
jest, co wynika z twierdzenia o $ladzie, por. twierdzenie 16.2.

7 nieréwnoéci Friedrichsa (por. stwierdzenie 16.1) wynika, ze pélorma H' w przestrzeni
H} () jest norma réwnowazna z norma H'.

Dodatkowo zdefiniujemy péinorme H2:

|[ul 2 () = /Z

k=1

axkaxl

poprawnie zdefiniowana dla funkcji gtadkich i przestrzenn H}(Q) N H?(S2) ztozona z tych funkcji
w Hi(Q), dla ktérych jej drugie pochodne dystrybucyjne sa w L?(f2). Przestrzen ta zawiera
wszystkie funkcje klasy C2%(Q) zerujace sie na brzegu Q.

13.5. Zadanie eliptyczne drugiego rzedu z zerowymi warunkami na brzegu

Rozpatrzmy ogélne zadanie eliptyczne w stabym sformutowaniu: chcemy znalezé u* € H}(€2)
takie, ze
a(u*,v) = f(v) Yo € HY (D), (13.5)

gdzie f(v) = [, fv dz dla danej funkcji f € L?() oraz

ou Ov
a(u,v) / Z 87876]+C( x)uv d,

4,j=1
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Tutaj funkcje a;;,c € L>(2), tzn. sy ograniczone, oraz istnieje stata & > 0 taka, ze:

d d
> aii(@)6g > Z VEERY, VYreQ
ij=1 i=1
c(z) > 0 vV € Q.

Jedli dodatkowo a;; = aj; na €2 to méwimy, ze zadanie jest samosprzezone. Mozna wykazac, ze
istnieja stale dodatnie M, o takie, ze:

|a(u, 0)] < Mlull gy llollgr@) Va0 € Hy(Q), (13.6)
a(u,u) > allullgi)  Vu € Hy (),

czyli forma dwuliniowa a(-,-) jest ograniczona w H}(Q) i H}(Q)-eliptyczna.
Jako wniosek z twierdzenia 13.1 otrzymujemy:

Stwierdzenie 13.1. Zadanie (13.5) ma jednoznaczne rozwigzanie.

Jedli zadanie jest samosprzezone to:
a(u,v) = a(v,u)

i forma af(-,-) jest iloczynem skalarnym w H ().
Mozna pokazaé, ze jesli istnieje rozwigzanie u* zadania (13.5), ktére dodatkowo jest klasy
C%(Q), i jesli funkcje a;; € C1(R), to

Y 2 (o) ) + elue) = fa).

k=1

13.6. Ciagla metoda elementu skonczonego dla zadan eliptycznych drugiego
rzedu

W tym rozdziale przedstawimy ogdlne zasady konstrukeji cigglej metody elementu skonczo-
nego. Ciaglo$¢ oznacza, ze przestrzenie elementu skoniczonego beda zawieraly wyltacznie funkcje
ciagle z przestrzeni wyjsciowej V.

Bedziemy zajmowali sie konstrukcja przestrzeni wytacznie dla zagadnien rézniczkowych za-
danych na ograniczonym obszarze Q € R% dla d = 1,2, 3.

13.6.1. Triangulacje

Bedziemy zaktadali, ze €2 jest odcinkiem dla d = 1, wielokatem dla d = 2, czy wieloScianem
dla d = 3.

Wprowadzamy w € rodzing podzialéw T5,(Q) = {7} dla 7 C © na odpowiednio: odcinki
dla d = 1, tréjkaty lub prostokaty dla d = 2, czworosciany lub prostopadtosciany dla d = 3 -
przy czym typ elementu zawsze jest ustalony. Formalnie wprowadzamy nastepujaca definicje
triangulacji, por. rozdziat 12.1.1:

Rozpatrzmy obszar Q C R? d = 1,2,3 bedacy odcinkiem, wielokatem (ang. polygon), lub
wieloScianem (ang. polyhedron), i niech T'(Q) = {r1,...,7,} bedzie podzialem €, tzn. rodzing
wieloScianéw (ang. polyhedrons or elements) zazwyczaj ustalonego typu, tzn. odcinkéw (ang.
segments) dla d = 1, tréjkatéw (ang. triangles), czworokatéow (ang. quadrilaterals) lub prosto-
katéw (ang. rectangles) dla d = 2, czworoscianéw (ang. tetrahedrons) lub prostopadloscianéw
(ang. cuboids) czy szesciandéw (ang. cubes) dla d = 3.
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Definicja 13.2. (Triangulacja obszaru)

1. Powiemy, ze T}, = Tp(N2) jest dopuszczalna triangulacja (ang. admissible triangulation),

jesli spelnione sa nastepujace warunki:

— Ureri@ ™=,

— 01 N 077 jest zbiorem pustym, wspdlnym wierzchotkiem, wspdlna krawedzia (d = 2, 3),
wspdlna Sciana (tylko d = 3), jesli k # (.

2. Dla danej triangulacji T},(§2) niech h = max,cpq)diam(7) oznacza parametr tej triangu-
lacji.

3. Rodzina triangulacji {T,,(€2)} jest regularna ze wzgledu na ksztalt (ang. shape regular),
jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze kazdy 7 w T}, zawiera okrag wpisany w 7 o promieniu p,
taki, ze

pr > cdiam(T).

4. Rodzina triangulacji {T},(Q2)} jest regularna réwnomiernie (ang. quasiuniform), jesli jest
regularna ze wzgledu na ksztalt i istnieje stata C taka, ze kazdy 7 w T} zawiera okrag
wpisany w 7 o promieniu p, taki, ze

pr = Ch.

Wiasno$é regularnosci ze wzgledu na ksztaltt i wlasno$é réwnomiernej regularnosci sa nie-
zbedne w teorii zbieznosci metod elementu skonczonego.

Bedziemy zakladali, ze dla rodziny triangulacji {7} (92)} - czyli podzialéw na wielodciany
(ang. polyhedrons) ustalonego typu - istnieje tzw. wielo$cian wzorcowy 7 i ustalona przestrzen
wielomianéw P okreslonych na 7 wraz z ustalonymi réznymi punktami #; € 7 takimi, ze kazdy
wielomian p € P jest wyznaczony jednoznacznie przez swoje wartosci w tych punktach.

Definicja 13.3. Rozpatrzmy rodzine przestrzeni funkcji cigglych {Vh}h takich, ze dla trian-
gulacji T}, i dowolnego 7; € T), istnieje izomorficzne przeksztatcenie afiniczne Fj : 7 — 7; takie,
ze dla dowolnej funkcji u € V" istnieje w € P takie, ze

u(z) = w(F1z), x € Tj.

Wtedy V" nazywamy przestrzenia ciagtego elementu skonczonego (ang. continuous finite ele-
ment space), a rodzine tych przestrzeni - afiniczng rodzina ciaglych przestrzeni elementu skon-
czonego (ang. affine family of FE spaces). Punkty xj, = F;(2)) € 7 nazywamy punktami nodal-
nymi na elemencie 7;, a ich zbi6r oznaczamy Np(7;), a przestrzen wielomianéw P(7;) = {u, :
we VM ={u:3we P, ulx) = w(Fj_lx), x € 7;} jest lokalna przestrzenig wielomianéw na
Tj-

Zbiér punktéw nodalnych (ang. nodal points)
Dodatkowo bedziemy zaktadali, ze dla danej przestrzeni cigglej elementu skonczonego V" zbu-
dowanej na triangulacji T}, obszaru Q istnieje N, C U cp, Nn(7) - podzbiér zbioru wszystkich
punktéw nodalnych wielogcianéw z triangulacji T), taki, ze wartosci funkeji z V", zwane warto-
$ciami nodalnymi tej funkcji w tym zbiorze, jednoznacznie te funkcje definiuja.

Wprowadzamy definicje bazy nodalnej zwiazanej z punktami nodalnymi:

Definicja 13.4. Baza nodalna (ang. nodal basis) zwiazana ze zbiorem punktéw nodalnych Np,
(ang. nodal points) nazywamy uklad funkcji {¢, }zen, W V" taki, ze

¢x(y):{(1) z;i Yy € Np.
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Ten uklad jest baza w V" i widzimy, ze:

u= Z u(z) Py Yu € V., (13.7)
zEN

Wprowadzamy tez pojecie operatora interpolacji nodalnej:

Definicja 13.5. Rozpatrzmy V" ciggla przestrzen elementu skoniczonego, zbudowana na trian-
gulacji Tj,, oraz niech Nj, bedzie zbiorem punktéw nodalnych dla tej przestrzeni. Wtedy opera-
torem interpolacji nodalnej (ang. nodal interpolant) dla V" nazwiemy operator: 7, : C(Q) — V*
zdefiniowany jako

ThU = Z u(x)py.

TEN},

Nietrudno zauwazy¢, ze:

Stwierdzenie 13.2. Operator interpolacji y, jest rzutem na V", tzn.

ﬂhC(ﬁ) = Vh, TRV = Uy, VU € Vh.

13.6.2. Warunek ciagloéci, a przestrzen Sobolewa H}

Nastepne twierdzenie podaje nam warunek dostateczny na to, by przestrzen zawierajaca
funkcje, ktére na podzbiorach sa odpowiednio gladkie byta zawarta w H} ().

Twierdzenie 13.3. Niech T}, bedzie triangulacjg obszaru 2. Niech u € C(Q) bedzie
taka, ze up =0 iy, € CY(7) dla dowolnego T € Ty,. Wtedy u € H} ().

Dowdd mozna znalezé np. w [7]. Wynika z niego, ze:

Whiosek 13.2. Jesli wszystkie funkcje z cigglej przestrzeni elementu skoriczonego V? na obsza-

rze Q (por. definicja 13.3) przyjmujg zerowe wartosci na brzegu Q, to V' jest podprzestrzenig
Hj(92).

13.6.3. Aproksymacyjne wlasnosci ciagltych przestrzeni elementu skoniczonego w
Hy

Zachodzi nastepujace twierdzenie o aproksymacji dla operatora interpolacji nodalnej:

Twierdzenie 13.4. Rozpatrzmy {V"}, afiniczng rodzing cigglych przestrzeni elemen-
tu skonczonego zbudowanych na dopuszczalnej rodzinie triangulacji reqularnych co do
ksztaltu takg, ze Py C 15, oraz u € HH(Q) N H?(Q). Wtedy dla operatora interpolacji
nodalnej w przestrzeni V" zachodzi:

||lw — 7ThU||L2(Q) + hlu — 7Thu|H1(Q) < Ch2’u|H2(Q).

Dowdd. Rozpatrzmy funkcje ciagla u na elemencie 7 € Tj, i 7y -;u taka funkcje w P(7j), ze

Th,ru(r) = u(x) x € Np(T).
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Wtedy

Th,ru(r) = mpu(w) Vx €T,

co wynika wprost z definicji bazy nodalnej V" i operatora interpolacji nodalnej 7, (por. de-
finicje 13.4 i 13.5). Zauwazmy, ze twierdzenia Sobolewa o wlozeniu (ang. Sobolev embedding
theorem), zob. twierdzenie 16.3, wynika, ze dla d < 3 zachodzi H?(Q) C C(). Z twierdze-
nia 16.5 (biorac m = 0,111+ 1 = 2) otrzymujemy:

\u — Whu’%{m(g) = Z |u - Whu’%{m(T) <C Z h4_2m]u\%12(7) = Ch4_2m‘u’12qz(9), m = 0, 1,
TET TET)

co koniczy dowdd. O

13.7. Zadania dyskretne i zbieznosé

Dla rodziny triangulacji i przestrzeni ciagtych funkcji elementu skoniczonego {V"};, zawie-
rajacych funkcje zerujace sie na brzegu, mozemy wprowadzié¢ zadanie dyskretne, a dokladniej
rodzing zadan dyskretnych (13.3), ktére maja jednoznaczne rozwiazania i sa stabilne, tzn. wspol-
nie ograniczone (por. (13.4)).

Teraz mozemy wykorzystacé teorie ciagtego elementu skonczonego, aby otrzymaé zbieznos¢ i
oszacowanie btedu dla elementu liniowego, por. rozdzial 12.1.2, ale réwniez elementéw wyzszego
rzedu:

Whniosek 13.3. Zalozmy, zZe spelnione sq¢ zaloZenia twierdzenia 13.4 o rodzinie przestrzeni
elementu skoticzonego {V"} zawartych w H}(Q). Rozpatrzmy u* € HY(Q) rozwigzanie (15.5) i
uj rozwigzanie zadania dyskretnego (13.3) z formq dwuliniowq z (15.5) i przestrzeniq dyskretng
V,, = VP Wtedy

[u* —uplgi —0  h—0,
a jesli dodatkowo u* € HE () N H%(Q), to
Dowdd. Dla u* € H(Q) N H%(Q) oszacowanie bledu (13.8) wynika z lematu Céa (twierdze-
nie 13.2) i z twierdzenia 13.4.

Zauwazmy, ze z definicji przestrzeni H}(Q) wynika, ze jesli u* € HE () to dla dowolnego

€ > 0 istnieje u. € C5°(Q?) takie, ze
|u* — u6]H1(Q) < é
Nastepnie z lematu Céa (twierdzenie 13.2), nieréwnosci tréjkata i z oszacowania z twierdze-
nia 13.4 otrzymujemy:
[u* —uplmio) < Clu® — Thuelgio) < C [|U* — Ue| 1) + |ThUe — U6|H1(Q)]
< Cé+ CCl h * ‘ue‘H2(Q),

dla C stalej z lematu Céa i C stalej z twierdzenia 13.4. Stad wynika zbiezno$¢ uj; do u* w
H}(Q) dla h — 0. O

Dla dowolnego obszaru wielokatnego (wielo$ciennego) niech T}, bedzie rodzing triangulacji
tréjkatnych, jak w twierdzeniu 13.4, i niech dlap=1,2,3,...

V;Dh ={ueCQ): uj; € Pp(7), V71 €Ty u=0 na 00}

Przestrzen Vph nazywamy ciagla przestrzenig elementu liniowego dla p = 1, kwadratowego dla
p = 2 i kubicznego dla p = 3. Wtedy:
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Whniosek 13.4. Vph C HY(Q) i jesli u* jest rozwigzaniem (13.5), a uy, ,, jest rozwiqzaniem
zadania dyskretnego (13.3) z przestrzenig V' = Vph p = 1,2,3,... dla formy dwuliniowej z
(13.5), to

W = uhplri) < Ch|u*|g2

0 ile u* € H*(Q).

13.8. Zadania

Cwiczenie 13.1. Udowodnij (13.6).

Cwiczenie 13.2. Niech f, fr € L?(Q) dla Q € R?. Pokaz, ze W(u) = [, fudz + 3¢, fk(%; dz
zdefiniowane dla u € H} () jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na HE ().

Cwiczenie 13.3. Niech ¥ € (H}(Q))* bedzie funkcjonatem liniowy na H3(Q). Tu Q ¢ R%
Pokaz, ze istnieja f, f1, f2 € L2(Q) dla Q C R, takie, ze (u) = [, fudz + Z%:l fkr%}c dzx dla
dowolnego u € H ().

Cwiczenie 13.4 (trick Nitsche’go). Rozpatrzmy zadanie dualne do (13.5): znalezé o € H(Q)

a(v,y) = /va dx Yo € HY ().

Pokaz, ze ma ono jednoznaczne rozwiazanie takie, ze |[¢|g1(q) < C||f[|12(q)-
Dodatkowo zakladamy regularnosé rozwiazania dualnego (13.5): tzn., ze dla dowolnego f €
L?(€2) zachodzi: ¢ € H*(Q) z [¢|y2() < C|f |l 12(0) oraz, ze Vi, C Hg () taki, ze jesli ¢ € H?(€2)

to inf,uevh Hw — UHHl(Q) < Cth}HHl(Q)
Pokaz, ze biorac f = u* — uj dla uj rozwiazania (13.3) otrzymamy:

[u* = ujl| r20) < CR?u*| 2y

Cwiczenie 13.5. Dla liniowej przestrzeni elementu skoficzonego V" na kwadracie jednostko-
wym z rozdziatu 12.1.2 pokaz, ze

[u™ = up| () < Chlu™| g2 (),

gdzie u* rozwiazanie (12.1).

Wskazowka. Wystarczy sprawdzié zatozZenia wniosku 13.4.

Cwiczenie 13.6. Uogélnij twierdzenie 13.4 tzn. pokaz, zakladajac, ze P, C P,aue HT(Q)N
H (), ze otrzymujemy

|u — mhu| s ) < Chp+1_5]u|Hp+1(Q) s=0,1,...,p.

Cwiczenie 13.7. Uogo6lnij wniosek 13.4, tzn. pokaz, ze przy zalozeniach wniosku, jesli dodat-
kowo u* € HPTL(Q), to
W = up, ) < CRP [u'|go ).

Wskazowka. Wykorzystaj wynik poprzedniego zadania.



14. Metody numeryczne rozwigzywania rownan
parabolicznych drugiego rzedu

W tym rozdziale zajmiemy sie metodami rozwigzywania réwnan ewolucyjnych drugiego rze-
du, czyli réwnaniami parabolicznymi (2.9).

Takie réwnania mozemy przedstawi¢ abstrakcyjnie jako zadanie znalezienia funkcji u :
[0,T] — V spelniajacej:

— — Lu(t) = f(t) te (0,7 (14.1)
u(0) = w eV, (14.2)

dla V przestrzeni Hilberta, czy - ogélniej - Banacha, L operatora liniowego okreslonego dla
elementéw z V' i danej funkcji f okreslonej na (0,7] o wartosciach w V* z przestrzeni sprzezo-
nej. Dane réwnanie mozemy zdyskretyzowaé po przestrzeni wprowadzajac przestrzen dyskret-
na skonczenie wymiarowa V" aproksymujaca V', operator Ly, okreslony na V" aproksymujacy
L, funkcje ug j, aproksymujaca ug, oraz fp, : (0,7) — V}, przyblizenie f. V" moze byé¢ zbudowane
metoda réznic skoniczonych albo elementu skoniczonego, lub jeszcze inng metoda dyskretyzacji
np. metoda spektralng nie omawiang w tym skrypcie, por. np. [26].

Za aproksymacje problemu wyjsciowego mozemy przyja¢ uy, : [0,T] — V" rozwiazanie na-
stepujacego ukladu réwnan zwyczajnych pierwszego rzedu z warunkami poczatkowymi:

E — Lhuh(t) = fh(t) te (OvT] (14‘3)

up(0) = 'UJ[)JLEVh.

Nastepnie ten ukiad mozemy rozwiazaé przy pomocy jednego ze schematéw dla réwnan zwy-
czajnych opisanych w pierwszych rozdzialach niniejszego skryptu (por. rozdzialy 3-6).

Jedli chodzi o analize takich schematéw, to stosuje sie dwa podejécia: pierwszym jest szacowa-
nie w odpowiedniej normie wu(t)—up,(t) (jesli V3, ¢ V to z odpowiednim przedtuzeniem rpuy, € V),
a nastepnie skorzystanie z ogdlnej teorii zbieznosci dla schematéw dla réwnan zwyczajnych za-
stosowanych do rozwiazania (14.3). Drugim podejéciem jest konstrukcja schematu catkowicie
dyskretnego. Np. dyskretyzujemy (14.3) po czasie jakim$ schematem dla zadan poczatkowych
dla réwnan zwyczajnych, np. ktéryms ze schematéw Eulera, czy trapezow lub jakim$ schematem
wyzszego rzedu, a nastepnie przeprowadzamy analize tak powstalego schematu dyskretnego.

Jedli dyskretyzujemy rownanie po zmiennej przestrzennej metoda réznic skoniczonych, a na-
stepnie po czasie - za pomoca jakiego$ schematu ze stalym krokiem catkowania, to tak otrzyma-
ny schemat mozemy analizowaé korzystajac z ogélnej teorii schematéw réznicowych Laxa (por.
rozdzial 8.1).

Jedli dyskretyzujemy wyjsciowe zadanie paraboliczne przy pomocy metody elementu skon-
czonego, to czesciej - choé nie zawsze - do analizy stosuje sie podejscie pierwsze; tzn.: najpierw
badamy btad w odpowiedniej normie przestrzeni Sobolewa pomiedzy u a up, rozwiazaniem (14.3),
a nastepnie uktad (14.3) przepisujemy jako uklad réwnan zwyczajnych na wspélczynniki roz-
wiazania w ustalonej bazie V.

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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14.1. Schematy réznicowe dla modelowych réwnan parabolicznych

W tym rozdziale przedstawimy kilka mozliwych schematéw dla modelowych rownan para-
bolicznych w jednym i dwéch wymiarach.

14.1.1. Przypadek jednowymiarowy

Rozpatrzmy nastepujace réwnanie paraboliczne z jednorodnymi warunkami brzegowymi:
nalezy znalez¢ funkcje u okreslona na [0, 7] taka, ze

U — Upg +cu = f(t,x) te(0,7] ze€Q=(0,0) (14.4)
u(t,0) =u(t,l) = 0 t€[0,T]
u(0,z) = wo(x) z € (0,0)

dla f danej funkcji ciaglej okreslonej na [0, 7] x (0,1) i ciaglej funkeji ug okreslonej na (0,1) i ¢
stalej nieujemne;j.

Wprowadzajac siatke jednorodna w obszarze €: Q) = {mk}ﬁ/fzo zxp =kxhdah=I[/M
(Qp = {xk}fy:_ll) i zastepujac operator

—88722 + ¢ przez operator siatkowy dyskretny —09), + ¢, por. (7.3), dobrze okreslony dla
funkcji dyskretnych na siatce, otrzymujemy uktad réwnan zwyczajnych, ktérego rozwigzanie
powinno aproksymowaé (14.4):

duh

ﬁ(t x) - 5ahuh(t’ l’) + Cuh(ta :E) = f(tv CL’) te (07 T]a WS Qha
up(t,zo) = up(t,xpyy) = 0 t€[0,T], (14.5)
up(0,2) = wo(x) x € Q.
Jesli wprowadzimy dyskretne kroki czasowe na odcinku [0,7]: t,, = nx7dlan=0,..., NiT =

T /N, to uklad réwnan zwyczajnych (14.5) mozemy zdyskredytowaé po czasie uzywajac ktéregos
ze schematow ze statym krokiem dla réwnan zwyczajnych. Czyli np.: otwarty schemat Eulera
daje nam schemat réznicowy (zwany otwartym schematem Eulera dla réwnania parabolicznego)
polegajacy na tym, ze nalezy znalezé¢ {u} }r—1,  am=o,. ~ takie, ze

n_ ,n—1 _un—1+ 2+C*h2 >kun—l_un—l
Y "% kol ( h2) k MLo— el 0<k<M,n=1,...,N
-
ug=up; = 0 n=0,...,N (14.6)
u) = ug(zy) E=1,...,M—1

dla f}! = f(tn,x). Tutaj przyjeliémy oznaczenie, ze szukane przyblizenie up(ty, 1) oznaczamy
przez uy.

Powyzszy schemat mozemy potraktowac jako schemat réznicowy na siatce dyskretnej 2, 5, =
{(tn, zk) }nk z parametrem siatki max(7, h) dla obszaru wyjsciowego Qr = (0,7 x €2 i operato-
rem réznicowym (siatkowym) L, = 0; — 90, + cl, por. (7.2), przyblizajacym na €2, 5, operator
paraboliczny L = % — 8‘9—;2 + cI. Nastepnie mozna pokazac, ze jesli u rozwigzanie wyjSciowego
problemu jest dostatecznie gladkie, to otrzymujemy: |L pu(tn, zx) — Lu(ty, 7x)| = O(1 + h?) =
O(max(T, h?)), czyli rzad aproksymacji schematu wynosi jeden (por. definicje 8.4). A bardziej
szczegotowo - rzad aproksymacji schematu wynosi jeden wzgledem 7, a wzgledem h wynosi dwa.

Mozna pokazac stabilno$¢ operatora réznicowego L, w odpowiednich normach dyskretnych
(por. definicje 8.5), tzn. odpowiednia norma dyskretna uj, jest nie wieksza niz stala niezalezna
od h, T pomnozona przez odpowiednie normy dyskretne {f7}n 1 {ud}.
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Przypomnijmy, ze jesli schemat réznicowy jest stabilny i posiada odpowiedni rzad aproksy-
macji schematu, to jest zbiezny z odpowiednim rzedem, por. rozdziat 8.1.

Niestety - stabilno$¢ jest tylko warunkowa, tzn. tylko dla h i 7 spetniajacych odpowiedni
warunek. Méwimy wtedy, ze schemat jest stabilny warunkowo. Z praktycznego punktu widzenia
lepiej bytoby gdyby schemat byt stabilny absolutnie, tzn. dla dowolnej pary 7 > 0, h > 0.

Analogicznie mozemy wprowadzi¢ zamkniety schemat Eulera dla modelowego zadania pa-
rabolicznego stosujac zamkniety schemat Eulera dla rownan zwyczajnych do dyskretyzacji po
czasie (14.5):

uff —up 1 N —uﬁ_l—l—(Q—l—c*hz)*u’,;‘—uﬁ_l
T h?

= fi O<k<M, n=12,...,N
ug=uy; = 0 n=0,...,N (14.7)
u) = ug(zy) E=1,...,M—1
Rzad lokalnego btedu aproksymacji zamknietego schematu Eulera jest taki sam jak otwartego
schematu Eulera, ale dla ¢ > 0 schemat ten jest absolutnie stabilny w dyskretnej normie mak-

simum. Kolejny schemat Cranka-Nicholson otrzymany po zastosowaniu schematu trapezow,
por. (4.7), do (14.5):

S g (B it BT )

h? h?
=05 (ff '+ ) O0<k<M, n=12...,N
ug =uy =0 n=0,...,N
ul = ug(xy) kE=1,...,M—1

T

Mozna pokazaé, ze lokalny blad aproksymacji tego schematu jest jak O(72 + h?).
W przypadku zamknietego schematu Eulera i schematu Cranka-Nicholson mozna pokazaé
ich bezwarunkows stabilnosé¢ dla ¢ > 0 w specjalnie dobranych normach dyskretnych.

14.1.2. Przypadek dwuwymiarowy na kwadracie

W tym rozdziale zajmiemy sie ze wzgledu na prostote prezentacji modelowym réwnaniem pa-
rabolicznym z jednorodnymi warunkami brzegowymi na kwadracie Q = (0, 1)2. Chcemy znalez¢
funkcje u okreslona na [0, T taka, ze

—Autcu = f(t) te(0,T] z€Q=(0,1)? (14.8)
u(t,s) = 0 te[0,T] se€
u(0,z) = wup(x) x €

gdzie f - to dana funkcja ciagta okreslona na (0, 7] x (0,1)2, ug - to funkcja ciagta okreslona na
[0,1]?, a ¢ - to stala nieujemna.

Whprowadzajac siatke jednorodng w obszarze Q jak w rozdziale 7.2: Qp,, Qp, 0, dlah = 1/M,
i zastepujac operator —A\ + ¢ przez operator siatkowy dyskretny — >22_; 005, + ¢ por. (7.9)
dobrze okre$lony dla funkcji dyskretnych na jednorodnej siatce, otrzymujemy uktad réwnan
zwyczajnych, ktérego rozwiazanie powinno aproksymowacé (14.8):

du 2
dTh 223 o+ Ounlt,z) = flta) wzeQ, te(0,T]

up(t,zg) = 0 tel[0,T] se (14.9)
up(0,2) = wuo(x) x €y
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Tak jak w przypadku jednowymiarowym (por. rozdzial 14.1.1), wprowadzamy dyskretna siatke
po zmiennej czasowej z krokiem 7 na odcinku [0,7]: t, =nx7dlan=0,...,. NiT=T/N i
otrzymujemy dyskretyzacje uktadu réwnan zwyczajnych (14.9) uzywajac ktéregos ze schematéw
ze stalym krokiem dla réwnan zwyczajnych.

Otwarty schemat Eulera daje nam nastepujacy schemat polegajacy na znalezieniu {UZl}
takiego, ze:

“k,z—“Zzl S -1 _

——+ Zash+c = I 0<kl<M n=1,...,N
ug,l =0 n=0,....,N kl=0M (14.10)
u%l = wug(k*xh,lxh) kJd=1,...,M -1

Przyblizenie up(tn, (k * h, 1+ h)) oznaczamy przez uy .
W szczegoblnosci otrzymujemy

2
— 1

n n n n n n

Z 0, + c)ug; = ﬁ(_ukz,l—l —up_y g AU — g — g ) T cugy

Analogicznie mozemy zdefiniowaé schemat zamkniety Eulera lub schemat Cranka-Nicholson,
czyli schemat trapezéw zastosowany do (14.9).

14.2. Metoda elementu skonczonego dla modelowych zadan

14.2.1. Przypadek jednowymiarowy

Rozpatrzmy ponownie jednowymiarowe modelowe zadanie (14.4). Jego stabe sformutowanie
wprowadzamy analogicznie jak w rozdziale 11. Mnozac réwnanie paraboliczne (14.4) przez funk-
cje testowa z C5°(0, 1), catkujac po (0,1) i stosujac wzor na calkowanie przez czesci otrzymujemy
réwnanie:

du d
(ut, ®) 2000y + (dz di)y((} ) +c(u, d) 200 = (f(t ), P20y Vo € C5o(0,1)

z warunkiem poczatkowym

(u(0), @) r2(00) = (w0, ®) 200y Vo € C5°(0,1).

Korzystajac z tego, ze Hi(0,1) jest domknieciem C§°(0,1) w normie H' mozna pokazaé, ze
powyzsze réwnanie jest réwnowazne znalezieniu funkeji u : [0, T] — H} () takiej, ze

d du dv 1
a (u U)LQ(O I + (dl‘ dw)LZ(o ) + C(”?“)LQ(O,Z) = (f(t7 ')7U)L2(O,l) Vv e H (Oa l)) (1411)

(u(0),v) 20y = (uo,v)20y Vv € Hp(0,0)

dla 0 < t < T, co jest stabym (wariacyjnym) sformulowaniem (14.4), ktére stanowi wyjscie
do konstrukcji dyskretyzacji réwnania parabolicznego za pomoca metody elementu skonczone-
go. Niech T3([0,1]) = {[zk,zr+1} bedzie triangulacja réwnomierna [0,!] zdefiniowana jak w
rozdziale 11.1.2, tzn. o, = k * h dla h = [/N i niech V" bedzie przestrzenia funkcji ciaglych
kawalkami liniowych (tzn. liniowych na elementach [z, xr41]) zerujacych si¢ w konicach odcinka
[0,1]. Oczywiscie zachodzi V" ¢ HE(0,1).

Wtedy mozemy zdefiniowaé dyskretyzacje po przestrzeni zadania (14.11).
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Znajdz funkcje uy, : [0, T] — V" taka, ze dla 0 < t < T i dowolnego vy, € V" zachodzi:

d duy, dup,
clt(uh’vh)Lz(O’l’Jr(dx’da:>Lz<o,z)+c(uh’”h)L2(0J> = (ft)von)2n  (14.12)

(un(0),vn) 2000 = (w0, vn)r2(0,)
Biorac baze nodalna tej przestrzeni (gbk)kN:_ll (por. (11.3)) i rysunek 11.1 na str. 98, otrzymujemy

N—1 -
Up =Y UpP i

—

(t)
Mpi(0) = o,

d
Mhaﬁ-f- (Ah + CMh)ﬁ

dla @ = (up)k, M = (D8, ) z2(00)kts An = (22, 90) 1060kt Top = (w0, d%) 200k |
wektora prawej strony f = (f1,..., fnv_1)7 dla fi(t) = (f(t s Pk)12(0,)- Z tego otrzymujemy

Prosze zauwazy¢, ze jest to uktad réwnan zwyczajnych liniowych z warunkiem poczatkowym,
wiec ma jednoznaczne rozwiazanie na [0,7], co wynika z ogdlnej teorii réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, por. np. rozdzial 3.2 lub [23]. Do powyzszego ukladu réwnan mozemy zastosowaé
dowolny schemat rozwiazywania réwnan zadania poczatkowego dla rownan zwyczajnych.

Macierze M, i Ay, sa symetryczne i dodatnio okreslone.

Mozna pokaza¢, ze macierz M, L Aj, ma wartosci wlasne ujemne o module od jeden do rzedu
h=2, czyli bardzo duzym module dla malych h. Zatem dla ¢ = 0 uklad réwnan zwyczajnych
jest sztywny zgodnie z definicja z rozdzialu 6. Nalezy tu stosowaé schematy catkowania réwnan
zwyczajnych stosowne do zadan sztywnych.

14.2.2. Przypadek dwuwymiarowy

Rozpatrzmy dwuwymiarowe modelowe zadanie na dowolnym obszarze wielokatnym na ptasz-
czyznie €2, czyli zastepujac kwadrat przez Q w (14.8). Jego stabe sformulowanie otrzymujemy
analogicznie jak w rozdziale 11, lub w przypadku jednowymiarowym (por. rozdzial 14.2.1).
Mnozac réwnanie paraboliczne z (14.8) przez funkcje testowa z C5°(2), calkujac po €2 i stosujac
wzory Greene’a otrzymujemy:

(utv ¢)L2(Q) + CL(’LL, U) = (f(t7 ')7 QS)LQ(Q) Vo € C(()X)(Q)

dla 0 < t < T, a(u,v) = (Vu, V) r2q) + c(u, ) 2(q) oraz u spelnia warunek poczatkowy
(u(0), 9)r2() = (w0, P)L2(02)-

Jak w rozdziale 14.2.1 otrzymujemy, ze powyzsze rownanie jest réwnowazne znalezieniu
funkeji u : [0, T] — HJ () takiej, ze

D v) oy +auw) = (F(t)0)im Vo€ HY(Q), (14.13)

dt
(u(O),v)Lz(Q) = (u(), U)LQ(Q) Yv € H& (Q)

dla 0 <t < T, co jest stabym, wariacyjnym sformulowaniem (14.8), ktére stanowi wyjscie do
konstrukcji dyskretyzacji réwnania parabolicznego za pomoca metody elementu skonczonego.
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Rozpatrzmy T} (Q2) triangulacje réwnomierna €2, zlozona z przystajacych tréjkatéw, zdefiniowa-
na jak w rozdziale 12 i V! - przestrzen funkcji cigglych kawaltkami liniowych na tej triangulacji,
zerujacych sie na brzegu, czyli przestrzenia liniowego elementu skoficzonego (por. rozdziat 12).

Dyskretyzacje po przestrzeni zadania (14.13) definiujemy: znajdz funkcje uy : [0,T] — VI
taka, ze dla 0 < t < T i dowolnego vy, € V"

d
%(uh, 'Uh)LQ(Q) + a(up,vp) = (f(t,-), Uh)LQ(Q) (14.14)

(un(0),vn)p2() = (u0,vn)2(0)-

Otrzymalismy zatem ponownie uktad réwnan zwyczajnych liniowych z warunkiem poczatko-
wym, ktéry po wprowadzeniu standardowej bazy daszkowej {¢n} dla V*, por. (12.2), mo-
zemy przepisa¢ jako zadanie poczatkowe na funkcje-wspolczynniki ay(t) takie, ze up(t) =
> k1 ki(t)drr. Nastepnie to zadanie poczatkowe mozemy rozwiaza¢ za pomoca jakiegos sche-
matu, np. otwartego lub zamknietego schematu Eulera, lub schematu trapezow. Okazuje sie, ze
- tak samo jak w przypadku jednowymiarowym - dla ¢ = 0 powstajace uktady réwnan zwyczaj-
nych sa sztywne. Dlatego w praktyce stosuje sie odpowiednie schematy dla zadan sztywnych.

14.3. Zadania

Cwiczenie 14.1. Zbadaj rzedy bledéw aproksymacji otwartego schematu Eulera (14.6) i za-
mknietego schematu Eulera (14.7) dla dyskretyzacji modelowego problemu jednowymiarowego
w dyskretnej normie maksimum przyjmujac, ze rozwiazanie jest dostatecznie gtadkie. Ustal,
jaka minimalna gltadko$é¢ rozwiazania jest konieczna, tzn. znajdZz najmniejsze r takie, ze jesli
rozwiazanie u € C", to rzad aproksymacji schematu jest mozliwie duzy.

Cwiczenie 14.2. Zbadaj stabilnoéé zamknietego schematu Eulera (14.7) dla dyskretyzacji mo-
delowego problemu jednowymiarowego w dyskretnej normie maksimum dla ¢ > 0. Wywniosku]j
zbiezno$¢ dyskretng schematu w tejze normie.

Wskazowka. Zastosuj twierdzenie 9.1, a do wykazania zbieznosSci zastosuj ogdlng teorie zbiez-
nosci schematéw roznicowych Laza z rozdziatu 8.

Cwiczenie 14.3. Zbadaj rzad bledu aproksymacji schematu Cranka-Nicholson dla ¢ > 0 dla
dyskretyzacji modelowego problemu jednowymiarowego w dyskretnej normie maksimum przyj-
mujac, ze rozwigzanie jest dostatecznie gtadkie. Ustal, jaka minimalna gtadkos¢ rozwigzania jest
konieczna, aby schemat mial ten rzad. Zbadaj stabilno$¢ tego schematu w dyskretnej normie
maksimum: czy jest warunkowa, czy bezwarunkowa? Zbadaj zbieznos¢ w dyskretnej normie
maksimum.

Cwiczenie 14.4. Rozpatrzmy réwnanie paraboliczne dla Q = (0,1)2.
— Zapisz (14.14) w postaci liniowego zadania poczatkowego:

dla (t) = {cg(t)}xs wspélezynnikéw up(t) w bazie daszkowej VP (por. (12.2)) i My, Ap
macierzy stalych.

— Wypisz wzory na otwarty i zamkniety schemat Eulera zastosowany do tego zadania po-
czatkowego.
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hiperbolicznych pierwszego rzedu

W tym rozdziale zajmiemy sie metodami rozwiazywania réwnan hiperbolicznych pierwszego
rzedu (por. rozdzial 2.2.2). Przedstawimy konstrukcje kilku otwartych schematéw réznicowych
oraz podamy idee¢ zbieznosci schematéw za [26].

Konstrukcje schematéw réznicowych przedstawimy dla modelowych réwnan, tzn. réwnan
liniowych skalarnych, czyli bedziemy szukali przyblizen funkcji u = u(t, z) takiej, ze

ut + a(t, x)u, = b(t, x), (15.1)

Zazwyczaj rozwiazania beda spelnialy tez warunek poczatkowy u(0,z) = wg(x), przy czym
najczesciej bedziemy zakladaé dla prostoty prezentacji, ze a jest stata, a b = 0.
Pokazemy jak stosowaé te schematy dla réwnan nieliniowych i ukladéw réwnan liniowych
postaci:
Uy + Aty =0, (15.2)

gdzie A - to stala macierz m x m diagonalizowalna w jakiej$ bazie (poniewaz jest to uklad
hiperboliczny).

15.1. Schematy réznicowe dla réwnania skalarnego

W tym rozdziale zajmiemy si¢ schematami réznicowymi dla réwnania skalarnego (15.1).

Zakladamy, ze u spelnia dany warunek poczatkowy:
u(0,x) = up(x) z € R.

Rozpatrzmy siatke réwnomierng na péiplaszczyznie [0, 00) x R z krokiem przestrzennym h > 0
i czasowym T > 0:
(tn, k) neN keZ

dla
th, =n*T, xp =k * h.
Mozemy wtedy zdefiniowaé¢ najprostszy otwarty schemat w sposéb nastepujacy:
T =) + h () —ufy) = 0,
lub
7'_1(uzJrl —up) + h_la(uZH —up) =0.

W tym rozdziale zakladamy, ze speliony jest warunek poczatkowy uf = ug(zy) dla k € Z.
Oba schematy sa otwarte. Mozna postawié pytanie: ktéry ma lepsze wiasnosci? Okazuje sie,
ze stabilnosé tych schematéw zalezy od znaku parametru a.
Schemat upwind definiujemy jako

-1 n n
. _ 1k —hra(up,, —up) a<0
Upwind Pt — k) = + 15.3
( b ) ( k n) _h—la(uz o uzil) a>0 ( )
Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,

2011.
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lub réwnowaznie bioragc A = 7

. A
(Upwind) (up ™ —up) + ag(“ﬁﬂ —ug_1) = 0.5Xaf(up g — 2up +up ) (15.4)
Jedli wprost dyskretyzujemy pochodna po przestrzeni za pomoca réznicy centralnej, to otrzy-
mujemy nastepujacy schemat:

uy, , —u}
T—l(uerl —U,ﬁ) +a k+1 k+1 -0
2h
czyli
n+1 _

Uy, Uk = g (Ukyr = Ugpa)- (15.5)

Schemat ten niestety okazuje sie by¢ niestabilnym (wg definicji, ktéra pojawi sie pdzniej).
Rézni sie on od poprzedniego schematu upwind (15.3) brakiem dodatkowego cztonu
Upyy — 2up +ugp

h? ’

0.5 a|(ufyq — 2uf +up_1) = 7+ hx0.5]al

ktory aproksymuje, por. (7.3) i (7.4):

2
T*h*0.5*\a|au

ox?’
Ten czton mozna traktowaé jako sztuczna numeryczng lepkosé (ang. numerical dissipation or ar-
tificial viscosity) dodana do niestabilnego schematu (15.5), dzieki ktérej schemat upwind (15.3)
jest stabilny.
Wyprowadzimy teraz kilka kolejnych otwartych schematéw.
Rozwazmy teraz schemat Laxa-Friedrichsa, w ktéorym u} w niestabilnym schemacie (15.5)
zastepujemy Srednia z uy, ¢ 1 up_; 1 otrzymujemy:

A
(Lax — Friedrichs) uptt = 0.5(ufy +upy) — @5(712“ — Upyq)- (15.6)

Kolejny schemat Laxa-Wendroffa wyprowadza sie z rozwiniecia rozwigzania w momencie

t = t,, w szereg Taylora:
0u

ot?

du

o (tu. 1) + O(7°).

w(ty 4+ 7, x1) = u(ty, ©) + T—(tn, z1) + 0.57°

Korzystamy nastepnie z réwnania:
ou  Ou

D
ot 0x
i kolejnego réwnania otrzymanego z poprzedniego:

0%u 5 0%u
— =a"—.
ot2 Ox?
W tych réwnaniach zastepujemy pochodna po przestrzeni ilorazem réznicowym centralnym,

por. (4.2):
ou

oz
a druga pochodna po przestrzeni jej przyblizeniem réznicowym na trzech punktach, por. (7.3)
i(7.4):

(t,x) = 0.5h Y (u(t, = + h) — u(t,z — h)),

d%u

@(t’ x) ~ 0.5h 2 (u(t,z — h) — 2% u(t,z) + u(t,z + h))
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i w koncu otrzymujemy schemat Laxa-Wendroffa:
(Lax — Wendroff) uptt =l — a0.5M(ufy — up_y) +0.5a2 N (ufy — 2uf +uf_y). (15.7)

Mozna tez rozwazaé schematy wielopoziomowe ze wzgledu na czas, np. schemat skoku zaby
(leap-frog), w ktérym pochodna po czasie dyskretyzujemy przez pochodna centralna tak samo,
jak pochodna po przestrzeni. Otrzymujemy wéwczas schemat trzypoziomowy:

(Leap — frog) uptt =t — a(upg — upg). (15.8)

15.2. Schematy dla réwnan nieliniowych lub ukladéw réwnan

Zauwazmy, ze wszystkie dotad rozwazane dwupoziomowe schematy dla réwnan skalarnych,
tzn. (15.7), (15.3), (15.5), mozna zapisa¢ w zunifikowany sposob jako:

“ZH = up — )‘(Hl?ﬂ/z - lecll/z)

gdzie Hy\\ » = H (ug,up, ) jest okreslana jako numeryczny strumien (ang. numerical fluz).
W ten sposéb mozemy schematy dla réwnania (15.1) tatwo przeniesé na przypadek nielinio-
wych réwnan hiperbolicznych postaci:
OF (u)
ug + B
gdzie F' - to dana funkcja. F'(u) nazywamy strumieniem dla funkcji u. Wtedy kazdy schemat

=0

mozna zapisaé jako
n+l _  n n n
up = U — )‘(Fk+1/2 - Fk—1/2)

przyjmujac oznaczenie F£+1/2 = H(F(u}), F(uzﬂ)) z H numerycznym strumieniem wzietym z

wyjéciowego schematu. Zauwazmy, ze dla réwnania (15.1) zachodzi F(u) = a * u.

Roéwniez schematy te mozna zastosowaé do uktadu (15.2). Wtedy widzimy, ze dla nieosobli-
wej macierzy C:

A=CACT,

gdzie A = diag(A1,..., A\m) - to macierz diagonalna z wartosciami wlasnymi A na diagonali
(poniewaz jest to uklad réwnan hiperbolicznych). Wtedy mozemy zamieni¢ zmienne: zamiast
szuka¢ wartosci rozwigzania U] = u(t,,x;) w punktach siatki, szukamy W]' = CU}, czyli
stosujemy schematy do réwnowaznego réwnania (0 = C):

Wy + Awy = 0.

Prosze zauwazy¢, ze to réwnanie jest uktadem m niezaleznych réwnan hiperbolicznych (15.1),

tzn.:

(wi)e + Aj(wj)a =0 j=1,...,m.
Zatem mozemy zastosowaé np. schemat upwind lub inny - niezaleznie do kazdej sktadowej - i
otrzymac przyblizone rozwiazanie wj(t,, zj).

Znajac wartosci W} mozemy wréci¢ do wyjsciowych zmiennych i obliczy¢ U rozwigzujac
uktad réwnan
czyli przyblizone rozwiazanie u(ty, z).

W praktyce - w pierwszym kroku przeprowadzamy obliczenia wstepne rozwiazujac nume-
rycznie zadanie wlasne dla macierzy A, tzn. obliczajac wartosci i wektory wlasne A, czyli A; i
kolumny C'. Nastepnie stosujemy wybrany schemat obliczajac wartosci W) dla punktéw siatki
(w praktyce musimy ograniczy¢ zakres k i n). Na koniec rozwiazujemy uklad réwnan z macierza
C dla odpowiednich k i n otrzymujac U;’.
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15.3. Stabilno$é¢, zgodnosé i zbiezno$¢ schematow

Do schematéw réznicowych dla réwnan hiperbolicznych stosuje sie ogoélna teorie zbiezno-
$ci Laxa-Richmyera schematow réznicowych, analogiczna do teorii zbieznosci z rozdziatu 8.1,
por. rozdzial 14.2 w [26]. Aby uzyska¢ oszacowanie bledu w pewnej normie dyskretnej, nalezy
wykaza¢ odpowiedni rzad aproksymacji schematu i stabilno$é¢ w tej normie.

Przy przyjetych powyzej oznaczeniach przyjmijmy, ze u” = {u} }rez i zalézmy, ze dwupo-
ziomowy (wzgledem czasu) schemat réznicowy mozemy opisaé jako

u” = A (u" n >0, (15.9)

lub w punkcie siatki xj
up = A (u" 1 k) n > 0.

ze znanym warunkiem poczatkowym u®, tzn. uf) = ug(xy). Stabilno$¢ w pewnej normie | - ||
na odcinku czasu [0, T| oznacza, ze istnieja stale 79, C' > 0 takie, ze dla czaséw t, =nx7 <T
jesli 0 < h, 7 < 79:

[u*ln < Crlu’lln n>0.

Czesto stosowang norma jest norma bedaca aproksymacja normy L!'(R), czyli

™ ln = hlugl.

keZ

Jedli istniejg state 7y, 8 > 0 takie, ze dla czasow t, =n+x7 < T jesli 0 < h, T < 19 zachodzi:
[Arullp < (L+B7)[[ulln  Vu,

to
a"[ln < (14 B87)"0’]ln < exp(BD)|[u’l,  n>0

dla dowolnych n takich, ze t, = n* 7 < T, co oznacza stabilno$¢ schematu w normie || - ||5.
Z kolei zgodnosé schematu (aproksymacja schematem wyjsciowego zadania; ang. consistency)
oznacza, ze schemat dyskretny aproksymuje wyjsciowe réwnanie, tzn.

(BEr(t) = Tﬁl|u(t +T1,x) — Ar(u(t); k)|

spelnia
Lim [|B-(t)[|n = 0

dla u rozwiazania wyjsciowego réwnania, dowolnego 0 < h < 79 it > 0. Tutaj A-(u(t); k) jest
zdefiniowane dla tego schematu jak A,(u”; k) zastepujac u}} przez u(t,zy).
Jesli dla pewnej statej C' > 010 < h, 7 < 19 zachodzi oszacowanie:

IE-(@)]ln < C 7" + h%]

to powiemy, ze rzad aproksymacji schematu wynosi ¢; po czasie i go po przestrzeni. A jedli za-
chodzi stala zaleznosé¢ 7 od h np. liniowa 7 = kxh dla statej x, to méwimy, ze rzad aproksymacji
schematu wynosi ¢ = min{qi, g2}, co jest zgodne z definicja z rozdziatu 8.1.

Jak juz wiemy, teoria Laxa méwi, ze stabilno$¢ i aproksymacja (zgodno$é) daja zbieznosé.
Tak jest tez w tym przypadku, tzn. teoria Laxa-Richmyera (por. [27]) méwi, ze schemat jest
zbiezny:

0<n<T )+ [u(tn, ) —u™|[n — 0

dla h,7 — 0 wtedy i tylko wtedy, jesli jest stabilny i zgodny.
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Przyktad 15.1. Rozpatrzmy najprostszy schemat Laxa-Friedrichsa (15.6). Jesli zalozymy, ze
laA| < 1 (15.10)
to otrzymujemy:

n n h n n
[w = A upt < 5 |(1=2a) > Jufial + (L4 Aa) Y fuf_y|
k J J

(1 = Aa)[[u(|n + (1 + Aa)[[u™{|n] = [[u”[|p-

[N

czyli, ze schemat jest stabilny warunkowo przy zalozeniu |aA| < 1.

Analogicznie mozna pokazaé, ze przy zalozeniu, ze spelniony jest warunek (15.10), schemat
Laxa-Wendroffa (15.7) i schemat upwind (15.3) sa stabilne. Widzimy, ze schemat leap-frog (15.8)
jest stabilny (w sensie analogicznej definicji odpowiedniej dla schematéw trzypoziomowych) przy
zalozeniu, ze w warunku (15.10) zachodzi ostra nieréwnosé.

Natomiast schemat (15.5) przy zalozeniach typu (15.10) nie jest stabilny.

Wykazanie, ze wszystkie wymienione schematy sa zgodne i zbadanie jakie majg rzedy pozo-
stawiamy jako zadanie.

15.4. Metoda Fouriera badania stabilnosci

Metoda opisana w tym rozdziale stuzy badaniu stabilnosci schematéw, choé - de facto -
moze tylko sprawdzié¢ stabilno$¢ w sensie negatywnym. Tzn. metoda pozwala wykazaé, ze jaki$
schemat nie jest stabilny.

Zakladamy, ze rozpatrujemy schemat dwupoziomowy lub trzypoziomowy, np. dajacy sie
zapisaé jako (15.9), i ze szukamy jego rozwiazan w postaci

up = " exp(iak),

gdzie v € Ci o € R sg stalymi.

Metoda polega na wyznaczeniu warunkéw na te stale w zaleznoéci od konkretnej postaci
schematu. Jesli sie okaze, ze istnieje rozwiazanie tej postaci z |y| > 1, to oczywiscie schemat
stabilny by¢ nie moze, a jesli wszystkie takie rozwiazania dla dowolnych o musza spelniaé |y| < 1
- ewentualnie przy pewnych warunkach na 7 i h - to schemat ma szanse by¢ stabilnym, czy -
inaczej: jest stabilnym w klasie rozwiazan tej postaci.

Podsumowujac: wstawimy u} = 7"e** do schematu i wyliczamy ~y(a) jedli |y(a)| < 1 dla
dowolnego «, to schemat uwazamy za stabilny w sensie opisanym powyzej.

Zbadanie stabilnosci schematéw (15.7), (15.3), (15.8), (15.5) przy pomocy tej metody pozo-
stawiamy jako zadanie.

15.5. Zadania

Cwiczenie 15.1. Zbadaj przy pomocy metody Fouriera stabilno$é¢ schematéw:
— Laxa Wendroffa (15.7),
— schematu upwind (15.3),
— schematu Leap-frog (15.8),
— schematu opartego na réznicy centralnej (15.5)
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Cwiczenie 15.2 (Laboratoryjne). Zaimplementuj w octave schemat Laxa-Wendroffa dla réw-
nania au, = u; dla ¢ = 1,—1,100, —100, przyjmujac, ze znamy rozwiazanie poczatkowe na
[—1,1] i warunki brzegowe u(t, —1) = wu(t,1) = 0. Zbadaj rzad metoda polowionych krokéw,
czyli dla h i h/2 policz bledy w ustalonym punkcie i ich stosunek.



16. Przestrzenie elementu skonczonego, a
aproksymacja w przestrzeniach Sobolewa

W tym rozdziale przedstawimy elementy teorii przestrzeni Sobolewa oraz kilka technicznych
lematéw potrzebnych do dowodéw zbieznosci metody elementu skonczonego. Mimo, ze przed-
stawimy tylko najmniej techniczne dowody odpowiednich lematéw to, aby w pelni zrozumieé
dowody, nalezaloby zapoznaé sie wczesniej z teoria przestrzeni Sobolewa, zob. np. [21].

Material w ponizszym rozdziale wykracza poza material z wyktadu.

16.1. Przestrzenie Sobolewa H™

Ponizej podamy kilka faktéw, dotyczacych przestrzeni Sobolewa, potrzebnych do udowod-
nienia zbieznosci metody elementu skonczonego dla réwnania eliptycznego drugiego stopnia.
Najpierw zdefiniujmy przestrzenie Sobolewa H*(Q) dla Q C R?, por. [21].

Definicja 16.1. Rozpatrzmy Q C R? obszar ograniczony, wtedy H™ () definiujemy jako prze-
strzen funkcji z L2(2), ktérych stabe pochodne 0%u dla wszystkich |a| < m sa w L2(£2). Tloczyn
skalarny w H™ definiujemy jako

(u, V) gm(Q) = Z 0% 0%vdx

laj<m

lullgmy = [ Y |0%u]?dz.
la|<m

[ulgm) = | Z |0%u|? dx.
|a|=m

Z Norma

i p6lnorma

Tutaj a = (a1,...,0q) z oj € N - to wielowskaznik, |a| = Zzzl oy 1
olely
0= ———.
091 ... 0%

Mozna pokazaé¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 16.1. Rozpatrzmy Q C R? otwarty obszar z kawalkami gladkim brzegiem
im > 0. Wtedy C*°(Q2) N H™(Q) jest zbiorem gestym w H™(Q).

Prosze zauwazyé¢, ze to twierdzenie pozwala nam inaczej zdefiniowaé przestrzen H™ jako do-
mknigcie zbioru wszystkich funkeji gladkich, ktérych norma || - || m () jest ograniczona.
Dodatkowo wprowadzamy:

Numeryczne rozwiazywanie réwnan rozniczkowych (©) Marcinkowski, Uniwersytet Warszawski,
2011.
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Definicja 16.2. Niech H§"(2) bedzie domknigciem w H™ przestrzeni C§°, gdzie C§°(Q) jest
podprzestrzenia C*°(Q2) zlozona z funkcji o zwartym nosniku w .

Zaznaczmy, ze:

HIM(Q) ¢ H™(Q) C L*(Q).
Zachodza jeszcze nastepujace nieréwnosci:

Stwierdzenie 16.1 (nieréwnos$¢ Friedrichsa). Jesli Q zawarty jest w jednostkowej kostce, to
lull z2(0) < [ulp(o) Vu € Hj(9).

Dowd6d w ogélnosci mozna znalezé np. w [2], ale dla kostek w dwoch i trzech wymiarach
dowodd pozostawiamy jako zadanie.

Istnieje tez nastepujace twierdzenie méwiace w jakim sensie mozemy rozwazaé¢ wartosci
funkcji z H'(Q) na brzegu tego obszaru.

Twierdzenie 16.2 (Twierdzenie o §ladzie). Rozpatrzmy Q ograniczony obszar o brzegu
Lipschizowskim®, wtedy istnieje ograniczony operator liniowy v : HY(Q) — L?(08) i
stata C':
Ivull z2a0) < Cllull g1 (q)- Vu e H'(Q)
i yu = g dla wszystkich u € C(Q) N HY(Q).
¢ Brzeg  jest Lipschitzowski (odpowiedniej gladkosci), jesli dla kazdego punktu x € 9 ist-

nieje otoczenie 02 tego punktu, ktére moze by¢ reprezentowane jako wykres funkcji Lipschitzowkiej
(odpowiednio gtadkiej).

Funkcje yu nazywamy sladem u na brzegu 0f2.
Kolejnym waznym twierdzeniem jest tzw. twierdzenie Sobolewa o wlozeniu. Tutaj przedsta-
wimy tylko szczegdlny przypadek potrzebny w przedstawionych dowodach.

Twierdzenie 16.3 (Twierdzenie Sobolewa o wlozeniu (ang. Sobolev embedding the-

orem)). Rozpatrzmy Q ograniczony obszar o brzegu Lipschizowskim w R? dla d =

1,2,3, wtedy - jesli 2 x k > d - istnieje ciggle wloZenie H?(Q) w przestrzen C(Q) tzn.
H*(Q) c O@),

3C >0 Yue H*Q) ||u||C(§) < Cllull gy

Stata C > 0 zalezy od obszaru Q).

16.2. Zgodna metoda elementu skonczonego

W tym rozdziale przedstawimy ogoélne zasady konstrukcji zgodnej metody elementu skon-
czonego. Zgodna metoda oznacza, ze przestrzenie elementu skonczonego V" zawarte sa w prze-
strzeni wyjséciowej V; w tym przypadku w odpowiedniej przestrzeni Sobolewa.
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16.2.1. Element skonczony - ujecie formalne
Najpierw wprowadzimy definicj¢ elementu skoficzonego za [7], por. takze [4] i [2].

Definicja 16.3. — Dla 7 C R? wieloscianu w R%. (Czesci brzegu 7 leza na hiperplaszczy-
znach i sa nazywane $cianami)

— P, C C(7) jest przestrzenia funkcji wymiaru k okre$lonych na 7 (przestrzen tzw. funkcji
ksztaltu) (ang. shape functions)

— N = (Ny,..., Ng) jest baza P} przestrzeni dualnej do P-. (Zbiér stopni swobody elemen-
tu). Zazwyczaj te funkcjonaly wymagaja obliczenia wartosci funkcji lub jej pochodnych w
punktach, dlatego nazywamy je uogélnionymi warunkami interpolacyjnymi.
wtedy elementem skonczonym nazywamy trojke (7, Pr, N).

Definicja 16.4. Dla elementu skonczonego (7, Py, N) baza nodalna tego elementu nazywamy
baze sprzezona w P do bazy N, tzn. taki uklad funkcji z Pr: (¢1,...,0%), ze Nj(¢;) =11
Nj(¢r) =0 dlal # j.

Jedli zatozymy, ze funkcjonaly z N sg okreslone i ograniczone na wigkszej lub innej przestrzeni
liniowej V, to definiujemy:

Definicja 16.5. Dla elementu skonczonego (7, P, N) definiujemy operator interpolacji 7, :
V+ P — Pr:

k
=D _N(f)o; VfeV

j=1
dla (qzﬁj)fzo bazy nodalnej tego elementu.

Jedli rozpatrujemy podzial obszaru na elementy (triangulacje) i kazdy element 7 jest ele-
mentem skonczonym, tzn. rozpatrujemy tréjke (7, Pr, N;), to mozemy zdefiniowaé przestrzen
dyskretng dla danego podziatu - zwana dalej przestrzenia elementu skonczonego.

Definicja 16.6. Przestrzenia elementu skonczonego V" dla triangulacji 7}, (Q) nazywamy do-
wolna przestrzen funkeji okreslonych na € takich, ze dla funkcji u € V" obcietej do elementu
7 € T}, zachodzi wlasno$é

U € P..

Oczywiscie w praktyce elementy skonczone sg tego samego typu. Czesto dokladamy na
przestrzenie elementu skonczonego warunki ciagglosci lub dodatkowe warunki na brzegu obszaru.

Definicja 16.3 elementu skonczonego dotyczy pojedynczego elementu, a analiza metody ele-
mentu skonczonego bedzie polegata na tym, ze wyniki otrzymane na elemencie wzorcowym
przenosza si¢ na dowolny element, o ile wszystkie elementy sg skonstruowane przy pomocy
przeksztalcen afinicznych.

Definicja 16.7. Rodzina przestrzeni elementu skonczonego V" dla rodziny trlangulaql T h(Q)
z Q0 C R? jest rodzing afiniczng pod warunkiem, Ze istnieje element skoficzony (7, P N ) -
zwany dalej elementem wzorcowym, i spetnione sg nastepujace warunki: dla dowolnego 7; € Th,
istnieje przeksztalcenie afiniczne Fj : 7 — 7 takie, Zze dla dowolnej funkcji u € V" istnieje p € P
takie, ze

u(x) = p(Fj 'x)

oraz dla dowolnego N; € N istnieje N ;€ N takie, ze

Nj(u) = Nj(uo Fy).
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Widzimy, ze przeksztalcenie afiniczne spelnia:
Fit =Aj2+y; TeT,
dla A; macierzy nieosobliwej d x d i y; ustalonego wektora.

Stwierdzenie 16.2. Rozpatrzmy afiniczng rodzine przestrzeni elementu skoriczonego {V"} dla
triangulacji {Ty}. Wtedy istniejq takie stale C1,Ca, Ze dla elementu triangulacji 7; € T}, i
dowolnej funkcji v € H™(1j) otrzymujemy:

’@|H’"(%) < C| Az ™ |det(Ay)| 2 (ol grm ),

[0 m (ry) < Coll A7 ™ et (A7)[Y/216] rm sy
gdzie 0(z) = v(Fjz) dla & € 7.

Dowdéd. 7 gestosci funkeji gladkich w H™ mozemy zalozyé, ze v € C°°(T). Dowdd nastepnie
wynika ze wzoru na rézniczkowanie funkcji ztozonych:

10°0 L2z < CHA;I™ D2 1(070) © Fjll 2 s
|8l=m
dla |a] = m. Z twierdzenia o podstawianiu otrzymujemy:
[0l 122y < ClLAS ™ Idet(A) 72 32 1@P0)llsary
1B]=m
Sumowanie po wszystkich multiindeksach a o dlugosci m konczy dowdd. O

Stwierdzenie 16.3. Rozpatrzmy afiniczng rodzing przestrzeni elementu skoriczonego {V"} dia
triangulacji {T}}. Wtedy dla 7; € T, zachodzi:
diam(7;) 1 diam(7)
4l < ——=, 47 < ——,
p Pr;
gdzie p jest srednicq okregu wpisanego we wzorcowy element 7, a pr; jest Srednicq okregu wpi-
sanego w element T;.
Dowdd. Widzimy, ze
1451 = HSFPIHAJ‘ZH =P Hshlp Azl
zll=

€ 7, takie, ze 2 = & — . Zatem biorac z = F;&,y =
() = Aj(2 —y) = Ajz, astad

Dla dowolnego z o normie p 1stn1epc z,7
F;y € 75 otrzymujemy x — y = F;(z) — F}

diam(7;)

14| < oz — vl <

Druga nier6wnoé¢ dowodzimy analogicznie. O
Jako wniosek otrzymujemy:

Whiosek 16.1. Rozpatrzmy regularng rodzine triangulacyi {1y} ze wzgledu na ksztalt i afiniczng
rodzing przestrzeni elementu skoticzonego {V"} dla tych triangulacji. Wtedy istniejq takie stale
C1,Cy, Ze dla elementu 7; € T}, i dowolnej funkcji v € H™(7;) zachodzi

18] () < C(diam(75)) ™ |det(A)| ™ (0] gz,
0] g () < Cpy et (A7) 210 gz,

gdzie 0(2) = v(F;z) dla & € 7.
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16.3. Elementy aproksymacji w przestrzeniach Sobolewa H*

Kolejne twierdzenie pozwala oszacowaé¢ norme H™ przez péinorme:

Twierdzenie 16.4 (Lemat Deny-Lionsa). Niech T C R? bedzie elementem triangulacji
il > 0. Wtedy istnieje stala C = C(l,d, ) taka, ze

Jnf v+ pllgi) < CPlam.

Dowdd korzysta z tak zwanej metody zwartosci. Mozna go znalezé np. w [7], lub [26].

Twierdzenie 16.5. Rozpatrzmy reqularng rodzine triangulacji {Ty} ze wzgledu na
ksztalt i afiniczng rodzine przestrzeni elementu skoriczonego {V"} dla tych triangulacii.
Jesli warunki interpolacyjne dla elementu wzorcowego N sq funkcjonatami liniowyms
ograniczonymi na przestrzeni H'W\(7) oraz P, ¢ P C H"\(7) dla 0 < I, to operator
interpolacji nodalnej m; (por. definicje 16.5) jest poprawnie zdefiniowany oraz dla
0<m<I+1 zachodzi:

|u - 7T7—ju|Hm(.,.j) < Chi.;rlim‘u|Hl+1(Tj) Yu € Hl+1(7'j),

dla hr; = diam(7;) i C zalezy od m,l oraz elementu skoriczonego wzorcowego, i stalej
w zatozeniu reqularnosci ze wzgledu na ksztalt.

Dowdd. Zauwazmy, ze (%) = w(F;#) = m;0(2) dla & € 7 i w = 7r,u, co wynika z afinicznodci
rodziny przestrzeni V" (por. definicje 16.7).
Stad na mocy wniosku 16.1 otrzymujemy, ze

~ ~

|t — 7ol gy = pr " det (AP i — 7aii] gy < Cpr ™ det(Ag) P[] g ry + |20 g s

7 zatozen twierdzenia otrzymujemy teraz:

K
metlamey < DO ING@)||dg|amy < D0 ING I meer gy @l gier ) 051 mm s
=1

=
< Cllaf g

Oczywiscie m;p = p dla dowolnego p € P,w szczegolnosci dla p wielomianu z P;.
Zatem

ju— mpul ey < Cpldet(A)| 2+ pllgeogsy Vo € P
Stad na mocy twierdzenia 16.4 otrzymujemy
u—7rulgmry < Cpp"ldet(Ap)? [l g ).
7Z kolei z wniosku 16.1 otrzymujemy

+1 — I+1—
|U _T‘-TU|Hm(T) < Ch‘Tj_ ijm|u|Hl+1(Tj) < Ch’r—;— m|u|Hl+1(Tj)'
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