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munikacji, chemii, rolnictwie, astrofizyce, itd. Jest tradycja tego przedmiotu,
ze co roku pojawiaja sie w nim nieco inne zadania, dlatego omdwione tutaj
przyklady nalezy traktowaé jako pewien zestaw, hmmm... przyktadowy.
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Wprowadzenie

Celem przedmiotu Obliczenia Naukowe jest zapoznanie uczestnikow zajeé¢ z praktycznymi
aspektami wykorzystania metod numerycznych i narzedzi programistycznych do rozwiazywania
zagadnienn matematyki stosowanej.

Na kolejnych zajeciach bedziemy rozwazaé¢ konkretne zadania obliczeniowe, jakie pojawiaja
sie w realnych zastosowaniach: w elektrotechnice, biologii, telekomunikacji, chemii, rolnictwie,
astrofizyce, itd. Jest tradycja tego przedmiotu, ze co roku pojawiaja si¢ w nim nieco inne
zadania, dlatego omoéwione tutaj przykltady nalezy traktowaé jako pewien zestaw, hmmm...
przyktadowy.

Nalezy podkreslié¢, ze nasza praca — w odr6znieniu od typowej roli matematyka stosowanego
— bedzie zdecydowanie latwiejsza niz w rzeczywistosci i ograniczy sie wylacznie do rozwigzania
na komputerze dobrze zdefiniowanego problemu matematycznego i przedstawienia wynikow. W
prawdziwym zyciu, jest to tylko cze$¢ pracy matematyka: wezesniej musi on pomoc poprawnie
sformutowa¢ model matematyczny badanego zjawiska (co zdecydowanie nie jest trywialne i
zazwyczaj wymaga wiedzy wykraczajacej poza sama matematyke), nastepnie go przeanalizo-
waé! na gruncie teorii (stynne pytania egzystencjalne), co moze w dalszym ciagu spowodowaé
konieczno$¢ wprowadzenia modyfikacji do modelu. Symulacje numeryczne — czyli to, czym
bedziemy sie zajmowaé¢ podczas zaje¢ — moga (i powinny!) stanowié¢ kolejny etap falsyfikacji
modelu i by¢ inspiracja do jego ewentualnej zmiany. Sa oczywiscie réwniez niezbedne wtedy,
gdy zechcemy mieé jakikolwiek wglad w ilosciowe cech rozwigzan modelu.

Wiekszo$é z prezentowanych tu zadan jest na tyle nieskomplikowana, ze daja sie one w pelni
rozwiaza¢ w ramach jednej pary zajeé: wyktad + ¢éwiczenia w laboratorium. To tez zwykle
jest dalekie od rzeczywistosci i dlatego przedstawimy tu takze kilka przyktadowych zadan o
nieco wigkszej zlozonosci, ktérych rozwiazanie moze wymagaé kilku(?) godzin naszej pracy
(wszelako dla komputera beda one wciaz ,tatwe” iich finalne rozwiazanie zajmie mu co najwyzej
kilkadziesiat sekund!).

Na zajeciach bedziemy zakladaé wstepng podstawows znajomos$é Octave lub MATLABa
(zwykle z tymi systemami mozna sie zetkna¢ na zajeciach laboratoryjnych z Matematyki Obli-
czeniowej I) oraz jezyka C (wykltadanego w ramach Wstepu do Informatyki), jednak w razie po-
trzeby niezbedne wstepne wiadomosci zostang przedstawione na biezaco podczas zaje¢. Przyda
sie takze podstawowa umiejetnosé pracy w systemie operacyjnym Linux. Naszym podstawowym
narzedziem pracy bedzie Octave, z jezyka C bedziemy korzysta¢ sporadycznie.

Jesli odczuwasz pewien niepokdj, czy Twoje umiejetnosci programistyczne/komputerowe sa
wystarczajace, przejrzyj kilka poczatkowych rozdzialow niniejszego skryptu. Zajrzyj zwlaszcza
do rozdziatu Octave: jak w nim pracowaé: zobaczysz, jak tatwa i wygodna jest praca z systemem
Octave. Podczas zaje¢ bedziemy oczywiscie, jesli tylko zajdzie taka potrzeba, doktadnie omawiaé
uzywane konkretne narzedzia lub konstrukcje programistyczne. Mozesz tez zawsze skorzystaé ze
sciggawki do Octave lub dokumentacji online do Octave i do MATLABa (oba sa prawie iden-
tyczne). Jedli juz znasz system operacyjny Windows, praca w Linuxie wyda Ci sie zaskakujaco
latwa.

1 Niestety, nie zawsze to jest mozliwe i wtedy zostaja juz tylko symulacje numeryczne...

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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6 Wprowadzenie

Literatura Bedziemy duzo programowaé, wiec bedziesz potrzebowaé¢ dokumentacji, o ktorej
byta mowa powyzej. Podrecznik [20] moze Ci stuzy¢ zaréwno jako przewodnik po obliczeniach
naukowych, jak i jako zrédto wiadomosci uzupetniajacych i poszerzajacych material omawiany
na wykladach i zajeciach w laboratorium. Nieco podobna w duchu jest praca zbiorowa [7].
Podstawowy programowania w MATLABie sa omawiane w wielu ksiazkach obecnych na rynku,
a takze w internecie [26]; niezastapionym bazowym podrecznikiem jezyka C jest [17].



1. Potrzeba i bél obliczen numerycznych

Matematyka komputerowa z biegiem czasu stala sie nie tylko fetyszem nowoczesnosci, ale
takze realna koniecznoscia — zwlaszcza w matematyce stosowanej. Osoba z nowoczesnym wy-
ksztalceniem matematycznym powinna wiec umieé skorzystaé z pakietu komputerowego wspo-
magajacego warsztat matematyka. 7Z drugiej strony, powinna takze byé¢ Swiadoma nie tylko
moZzliwoséci, ale takze ograniczen uzywanych narzedzi.

W niniejszym wykladzie zrobimy do$¢ ogdlny przeglad dostepnych narzedzi oraz potencjal-
nych probleméw zwiazanych ze stosowaniem komputerowego wspomagania podczas uprawiania
matematyki.

Dlatego naszym celem podczas wykltadu bedzie
— osiggniecie sprawnosci w korzystaniu z systemu obliczen naukowych i umiejetnosci wyszu-

kiwania jego nowych funkcji, potrzebnych do rozwigzania nowego problemu;

— wyrobienie w sobie glebokiego krytycyzmu odnoénie uzyskanych wynikéw; nawyku ich
weryfikacji metodami komputerowymi i pozakomputerowymi.

W zZyciu codziennym tak czesto korzystamy z komputera, ze juz niemal w pelni uzalezniliSmy
sie od tej technologii. Przeciez nie wyobrazamy sobie zycia bez elektronicznej obstugi w banku i
sklepie, bez komputerowego wyszukiwania informacji; z trudem przychodzi nam napisaé list bez
pomocy edytora tekstu. Komputery od swych poczatkdéw znalazty sobie takze poczesne miejsce
w naukach Scistych, ale gtéwnie jako bardzo sprawne, wielkie kalkulatory. Od lat 70. ubieglego
stulecia komputery toruja sobie uparcie droge takze w strone zastosowan w dziedzinach nauki
dotychczas zastrzezonych dla ludzi, zwiazanych z szeroko rozumianym myé$leniem. Takze w
matematyce.

Przyzwyczajeni do niezawodnosci komputeréw (kt6z z nas po kazdej platnosei karta spraw-
dzalby nerwowo zgodno$é stanu konta?) zapominamy, ze — jak kazdy wytwor czlowieka —
komputery sa tez niedoskonate. OswoiliSmy sie z my$la, ze albo komputer dziata dobrze, albo
zle, a jak juz dziala zle, to w efekcie zawiesza sie. Tymczasem sytuacja jest o wiele bardziej
skomplikowana.

Zwtaszcza w matematyce, jak w zadnej innej dziedzinie wspomaganej komputerem, mo-
zemy pasé ofiarg zbytniej ufnosci w mozliwosci maszyny. Moze okazaé sie, ze wynik
dziatania komputera bedzie wyglgdaé sensownie, ale w istocie bedzie catkowicie falszywy
— a komputer nie da nam najmniejszego znaku, ze co$ poszto nie tak, jak powinno. Wy-
korzystanie komputera w matematyce najczesciej nie zwalnia od posiadania gruntownej
wiedzy matematycznej: komputer bedzie jedynie przystawka do intelektu uzytkownika,
a specjalistyczne oprogramowanie — okazjg do sprawdzenia jego kultury matematycznej
i przytomnosci umystu.

W takim razie, po co uzywac tych narzedzi, skoro nie mozna im bezgranicznie ufa¢? Odpo-
wiedz jest taka sama, jak na pytanie, po co robi¢ eksperymenty w naukach przyrodniczych, skoro
zawsze obarczone sa btedem pomiarowym: po prostu nic lepszego nie mamy i dlatego musimy
na wiele sposobdéw zabezpieczy¢ sie przed zafalszowaniem wynikéw. Zatem obliczenia naukowe
sa tylko jeszcze jednym (ulomnym jak wszystko, co ludzkie) sposobem eksperymentowania,
a nie — zrodlem prawdy absolutne;.

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.



8 1. Potrzeba i bol obliczeri numerycznych

1.1. Przeglad metod i narzedzi
1.1.1. Rachunek symboliczny kontra obliczenia numeryczne

Rachunek symboliczny

Umiejetnos¢ znalezienia rozwiazan abstrakcyjnego zadania matematycznego moze da¢ nam
wglad we wlasciwosci modelowanych zjawisk. Malo tego, wyrazajac rozwiazanie w zaleznosci
od parametrow zadania, za pomoca wzoru, mozemy wprost stwierdzié¢, jak ich zmiana wplywa
na zachowanie si¢ rozwigzania. Dlatego taka wage przykladamy w matematyce do rachunku
symbolicznego, gdzie operacje prowadzi sie na abstrakcyjnych symbolach. Wydawaé by sie wiec
moglo, ze komputerowe systemy obliczen symbolicznych (Computer Algebra Systems, CAS) by-
lyby idealnym narzedziem w pracy matematyka stosowanego. Prowadzac rachunki symboliczne,
dokonujemy matematycznych przeksztatlcen pewnych wyrazen zawierajacych abstrakcyjne sym-
bole matematyczne. Sa to wiec w naturalny sposéb rachunki dokiadne ...o ile oczywiscie nie
pomylimy sie w trakcie przeksztalcen! Niestety, takie pomylki zdarzaja sie nie tylko ludziom,
ale takze najlepszym pakietom komputerowym CAS.

Obliczenia numeryczne

7 drugiej strony, czasem nie tyle chodzi nam o wzdr na rozwigzanie ogélnego problemu, ale
raczej o wartosé liczbowq konkretnego rozwigzania konkretnego problemu. Wynik numeryczny —
czyli konkretna liczba w postaci dziesietnej, z ustalong liczbag wyznaczonych cyfr znaczacych —
jest wynikiem przyblizonym. Malo tego, on z natury jest wynikiem przyblizonym, bo
— dane potrzebne do jego uzyskania (np. eksperymentalnie wyznaczana ,stala” przyspieszenia

ziemskiego g &~ 9.81) sa znane jedynie w przyblizeniu
— obliczenia wykonywane sg przez jednostke arytmetyczng procesora, ktéra wykonuje dziatania

matematyczne z ograniczona precyzja (tzw. arytmetyka zmiennoprzecinkowa).

Wydaje sie wiec, ze w poroéwnaniu z nieskonczona doktadnoécia wynikéw rachunkéow sym-
bolicznych, obliczenia numeryczne sg mniej wartoéciowe. Jednak, co zaskakujace, tak wcale
nie jest! Korzystajac z obliczen numerycznych, mozna odpowiedzie¢ na pytanie o przyblizong
wartoéé¢ rozwiazania konkretnego zadania takze wtedy, gdy rachunek symboliczny zawodzi! —
na przyktad, kiedy nie daje si¢ wyznaczyc jawnego wzoru na rozwigzanie.

Por6éwnanie

Sprobujmy podsumowaé podobiefistwa i roznice rachunkéw: symbolicznego i numerycznego.
Bezsprzecznie, rachunek symboliczny jest kwintesencjg matematyki czystej. Przeprowadzenie go
od ogdlnie sformulowanego zadania z parametrami do koncowego, eleganckiego rozwiazania (na
przyklad: wzoru) wymaga zazwyczaj duzej wiedzy matematycznej, finezji, szczescia. Bywaja
jednak zadania, w ktérych nie jesteSmy w stanie podaé precyzyjnej formuly na rozwiazanie — na
przyktad nie mozna wyznaczy¢ funkcji pierwotnej dla e™*" w terminach funkcji elementarnych.

O ile wigc rachunek symboliczny moze byé (nomen omen) symbolem matematyki czystej,
o tyle rachunek numeryczny jest koniem pociggowym matematyki stosowanej. Modele matema-
tyczne i inne zadania, z jakimi spotykaja sie w zyciu zawodowym osoby korzystajace z ma-
tematyki jako narzedzia pracy (inzynierowie, analitycy bankowi, biolodzy, fizycy, ekonomisci,

..) sa najczesciej na tyle skomplikowane, ze badanie ich metodami matematyki teoretycznej
czesto jest niemozliwe, bardzo trudne, albo nieoptacalne. Natomiast metody numeryczne bardzo
dobrze sobie radza z takimi zadaniami.

Tak wiec, dwa rachunki — symboliczny i numeryczny — uzupelniajg sie.

! Na niektére pytania o jakosciowe cechy rozwigzan zadai matematycznych mozna réwniez odpowiedzieé na
gruncie czystej teorii.
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— W idealnym przypadku na wszystkie pytania dotyczace zadanego modelu matematycz-

nego powinniémy udzieli¢ wyczerpujacych odpowiedzi, opierajac sie wylacznie na grun-
cie teorii. Jednak w wielu praktycznych zadaniach jest to bardzo trudne, gdyz moze byé
zbyt czasochlonne lub najzwyczajniej wykraczaé¢ poza nasze mozliwosci. Tam, gdzie finezja
matematyka—teoretyka nie jest w stanie sobie poradzié¢ z zadaniem, znakomitym ratunkiem
jest wykorzystanie rachunku numerycznego. Najczesciej tak jest, gdy problem ma bardzo
wiele parametréw, ktore nie maja sztywno ustalonych wartoéci, albo gdy po prostu nie
sposéb go rozwiazaé podajac wzor na rozwigzanie, albo gdy akurat nie mamy pod reka
dostatecznie sprawnego matematyka, ktéry w dodatku ma czas na po$wiecenie sie naszemu
problemowi. Matematyke obliczeniowa bezsprzecznie najlepiej uprawia sie z pomoca szyb-
kiego komputera i czesto brutalna sita tysiecy (milionéw?) obliczen — wykonywanych przez
nieraz calkiem wyrafinowane algorytmy — prowadzi do oczekiwanego przez nas rezultatu.
Musimy jednak pamieta¢, ze nawet w wyjatkowo trudnych przypadkach moze by¢ wciaz do-
datkowo potrzebna ludzka wiedza matematyczna, zrecznos¢ programistyczna i pomystowosé.
Tam, gdzie rachunki numeryczne zawodza (na przyktad, gdy mamy do czynienia z szeroko
pojetymi nieskoncznosciami, albo gdy zadanie jest zbyt abstrakcyjne, albo gdy dostepna
precyzja obliczen jest zbyt mala do prawidlowego przeprowadzenia symulacji) — tam trzeba
wrocié na trudna droge i korzysta¢ z metod matematyki czystej, ,teoretycznej”. Czasem
moze wspomoéc ja oprogramowanie potrafiace przeprowadzi¢ zmudne (te nudne!) rachunki
symboliczne, jednak i te wyliczenia powinien sprawdzié czlowiek: systemy CAS sa wciaz
mocno niedoskonate.

Komputerowy rachunek numeryczny ma znacznie dtuzsza historie, przez co wydaje sie znacz-

nie dojrzalszy od komputerowych narzedzi do obliczenn symbolicznych. Z drugiej jednak strony,
spektrum zadan, ktére moga by¢ stawiane przed systemami algebry komputerowej jest znacznie
szersze od klas zadan ulegajacych metodom numerycznym. Jasne jest, ze idealem bylby system
hybrydowy, wybierajacy — w zaleznosci od konkretnego zadania — albo rachunek symboliczny,
albo numeryczny, albo jakas ich miksture, w zaleznoéci od tego, co najlepiej zadziata w danej
sytuacji. Niestety, zaden istniejacy system nie posiadt w pozadanym stopniu tej cechy. Co wiecej,
nawet potencjalnie najdoskonalszy ,system” — czlowiek — réwniez czesto moze mieé¢ z tym

ktopoty...
Podsumujmy:

Metoda rachunku

numeryczny

symboliczny

Mozliwo$¢ rozwiagzywania trudnych zadan prak-
tycznych

zazwyczaj tak

zazwyczaj nie

Wielosé metod o réznej skutecznosci

tak

tak

Wymaga wiedzy wykraczajacej poza rozwiazy-
wane zadanie

najczesciej tak

najczesciej nie

wzoér lub informa-

. kor t .
Wynik S. OUCZOLY - mestaw cja o charakterze
liczb lub rysunek . .
rozwiazania
Potrafi dziataé¢ na abstrakcyjnych obiektach nie tak

Dobrze radzi sobie z nieskonczonosciami

zazwyczaj nie

zazwyczaj tak

Dobrze radzi sobie z mnogoscia parametrow tak nie
. . . teoretycznie  nie-
Precyzja wyniku ograniczona ,
skoniczona
Ostateczna jakos¢ wyniku niepewna niepewna

Ostatni wiersz tabeli moze by¢ szokujacy.
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Jak to?! Prowadzac rachunek symboliczny mozna nie by¢ pewnym ostatecznego wyniku?!!

Tak wtasdnie jest, niezaleznie od tego, czy rachunek prowadzi maszyna, czy czltowiek.

Z kolei rachunek numeryczny ze swej natury jest obarczony niepewnoscia dlatego, ze wszyst-
kie wykonywane obliczenia maja ograniczona (choé¢ catkiem duza) dokladnosé. Co gorsza, oka-
zuje sie, ze nawet proste obliczenia numeryczne moga prowadzi¢ do wielce niedoktadnych wy-
nikéw... Na szczeScie ten fakt jest powszechnie znany i praktycznie kazdy podrecznik metod
numerycznych zawiera informacje na ten temat, zob. np. serwis http://wazniak.mimuw.edu.pl
i literature tam cytowana.

Co wiec wybra¢? Jakie podejécie? Niestety, nie ma prostej odpowiedzi. Decyzja wymaga
zazwyczaj pewnej wiedzy, doSwiadczenia, intuicji. A te cechy mozna rozwingé tylko przez sa-
modzielng prace.

1.1.2. Srodowiska komputerowe wspomagajace prace matematyczng

W éwietle tego, co dotychczas zostalo powiedziane, wydawaé by sie mogto, ze matematyczne
pakiety komputerowe beda dzieli¢ sie na pakiety numeryczne i pakiety symboliczne — i popu-
larnie rzeczywiscie takie rozréznienie sie¢ przyjmuje. W rzeczywistoéci jednak, oprogramowanie
matematyczne dzieli sie na nastepujace dwie grupy:

Pakiety numeryczne Sa wyspecjalizowane w prowadzeniu szybkich obliczenn numerycznych
w duzej skali i maja takze bogate mozliwosci graficznej wizualizacji wynikow. Zwykle polece-
nia dostepne w pakietach numerycznych przewyzszaja pod wzgledem skutecznoéci obliczen
ich analogony z pakietéw wielozadaniowych.

Pakiety wielozadaniowe Przede wszystkim koncentruja sie na obliczeniach symbolicznych,
ale rowniez udostepniaja funkcje numeryczne i wizualizacyjne, a nawet daja mozliwosci skta-
du tekstéw matematycznych. Z biegiem lat, liczba i jako$é funkeji obliczen numerycznych w
tych pakietach zwicksza sie, bo — jak juz stwierdziliSmy w rozdziale 1.1.1 — te dwie formy
prowadzenia rachunkéw matematycznych uzupelniaja sie. Ze wzgledu na nacisk na obliczenia
symboliczne, czasem w skrocie, dla odréznienia od pakietéw czysto numerycznych, pakiety
wielozadaniowe nazywane sa pakietami obliczen symbolicznych, badz systemami algebry
komputerowej (CAS), czy tez wrecz po prostu pakietami matematyki komputerowe;..

Najprawdopodobniej przysztosé nalezy do zintegrowanych srodowisk wielozadaniowych. Jed-
nak biezaca praktyka wciaz uczy, ze na razie lepiej korzysta¢ z kilku wyspecjalizowanych pakie-
tow, niz z jednego wielozadaniowego. Wciaz podstawowym narzedziem komputerowym mate-
matyki stosowanej sa (czasem bardzo zlozone) obliczenia numeryczne.

Wszystkie popularne pakiety matematyczne (numeryczne i symboliczne) sa konstruowane
w sposOb niezalezny od platformy sprzetowej i dlatego dostepne dla wszystkich popularnych
systeméw operacyjnych komputeréw osobistych, takich jak: Windows, Linux, czy MacOS, a
takze dla superkomputerow.

Ponizej przedstawiamy przeglad wybranych programéw komputerowych przydatnych w sze-
roko rozumianych obliczeniach naukowych.

Pakiety numeryczne

MATLAB http://www.mathworks.com Komercyjny.

W koticu lat siedemdziesiatych ubiegtego wieku, Cleve Moler wpadl na pomyst stworzenia
prostego interfejsu do dwcezesnie istniejacych bibliotek numerycznych algebry liniowej. Stworzone
przez niego: jezyk skryptow i tatwe w uzyciu narzedzia manipulacji macierzami, zdobyly wielka
popularno$é¢ w srodowisku naukowym. W 1984 roku Moler skomercjalizowal swe dzieto pod
nazwa MATLAB (od: ,Matrix Laboratory”).


http://wazniak.mimuw.edu.pl
http://www.mathworks.com
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Rysunek 1.1. Typowa sesja MATLABa. Zwr6é uwage na edytor kodu zrédlowego na biezaco
interpretujacy go i wychwytujacy potencjalne btedy.

MATLAB wkroétce rozrést sie poteznie, implementujac (lub wykorzystujac) wiele najlepszych
z istniejacych algorytméw (lub gotowych bibliotek) numerycznych, a takze oferujac przebogate
mozliwosci wizualizacji wynikéw. Dzieki swemu interfejsowi, sktadajacemu sie z prostych, nie-
mal intuicyjnych funkcji, oraz ogromnym mozliwoéciom jest jednym z powszechniej uzywanych
pakietow do prowadzenia symulacji komputerowych w naukach przyrodniczych i technicznych.

Octave http://www.octave.org Darmowy.

Kierujac sie podobnymi przestankami co Moler, oraz bazujac na wielkim sukcesie MATLABa,
John W. Eaton z Wydzialu Inzynierii Chemicznej Uniwersytetu Wisconsin w USA, zaczal w
1994 roku opracowywaé darmowe (udostepniane na tzw. licencji GPL) oprogramowanie o funk-
cjonalnosci maksymalnie zblizonej do MATLABa: Octave. Wersja 1.0 pakietu Octave ukazata
sie w 1996 roku i jest intensywnie rozwijana do dzi$. Octave czasem nazywany jest darmo-
wym klonem MATLABa, ze wzgledu na bardzo wysoki stopien zgodnosci polecen Octave’a i
MATLABa. W naszym kursie skoncentrujemy sie wtasnie na pakiecie Octave.

Scilab http://www.scilab.org Darmowy.

Drugim udanym klonem MATLABa jest francuski Scilab, opracowany w laboratoriach IN-
RIA i wcigz doskonalony. Na plus tego pakietu nalezy zaliczy¢é m.in. znacznie bardziej rozbu-
dowany niz w Octave zestaw funkcji podstawowych, na minus — przede wszystkim znacznie
mniejszy stopien zgodnosci z MATLABem, a poza tym niewygodny system pomocy oraz ,to-
porna” (choé¢ o duzym potencjale) grafike.

Pakiety wielozadaniowe

Maxima http://maxima.sf.net Darmowy.
Jest to chyba najbardziej dojrzate darmowe $rodowisko obliczen symbolicznych, dlatego po-
$wiecimy mu nieco wiecej miejsca niz pozostalym. Maxima powstata w wyniku ewolucji systemu


http://www.octave.org
http://www.scilab.org
http://maxima.sf.net
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Rysunek 1.2. Sesja Octave. W terminalu otwarta sesja w ascetycznym trybie tekstowym, grafika
wyswietlana z wykorzystaniem Gnuplota.
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Macsyma?, opracowanego na poczatku lat siedemdziesiatych ubieglego stulecia w Massachussets
Institute of Technology (MIT) w USA. System zaprogramowano w jezyku Lisp i implementowa-
no na kilku dostepnych w tamtym czasie komputerach typu mainframe. Byl to pierwszy powaz-

2 Nazwa pochodzi od angielskiego Project MAC’s Symbolic Manipulator.


http://www.gnuplot.info
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ny system obliczenr symbolicznych i jego koncepcja wptyneta w wielkim stopniu na pdézniejsze
systemy, takie jak Mathematica, czy Maple (ich skladnia jest w duzym stopniu wzorowana
na Macsymie). Lata 80. to etap burzliwy w dziejach Macsymy: z jednej strony, pojawiaja sie
pierwsze implementacje na maszynach Unix’owych, z drugiej strony, jest podejmowanych kilka
nieudanych prob komercjalizacji tego systemu, co w efekcie doprowadzito do stagnacji rozwoju i
pelnej utraty rynku®. W tym czasie pojawito sie wiele gatezi rodowych tego systemu o podobnie
brzmiacych nazwach; jedna z nich byta tzw. DOE Macysma, rozwijana przez prof. Williama
Scheltera od 1982 roku. W 1998 roku otrzymat on zezwolenie na pelne upublicznienie tej wersji
kodu i od tamtej pory DOE Macsyma trafita do puli wolnego oprogramowania (na tzw. licencji
GPL), pod obecna nazwa Maxima. W. Schelter zmarl nagle w 2001 roku, lecz dzieki temu, ze
projekt zadomowit sie wczesniej w spotecznosci twoércéw wolnego oprogramowania — software
przetrwatl i rozwija si¢ az po dzien dzisiejszy.

Maxima jest systemem starym, z jednej strony z tradycjami, ale z drugiej strony wyraznie
niedoinwestowanym w ostatnich latach; jak trafnie punktuje konkurencja, m.in. brak w niej
wszystkich usprawniefi wprowadzanych do komercyjnych wersji Macsymy przez cale lata 80.
Brak takze szybkich procedur numerycznych (ktére miata wersja komercyjna, korzystajaca z
profesjonalnej biblioteki numerycznej IMSL, a potem takze z LAPACKa). Jej komercyjni ry-
wale odniesli druzgocace zwyciestwo na rynku, pozostawiajac open-source’owej Maximie nisze
w postaci zastosowan w tych obszarach, gdzie zakup (skadinad niebywale drogich) licencji na
wiodace oprogramowanie komercyjne jest niemozliwy lub ekonomicznie nieuzasadniony. Jest ona
takze bardzo wdziecznym polem do popisu dla oséb pragnacych wspoméc swoim intelektem i
pracg spotecznosé tworcoOw i uzytkownikéw wolnego oprogramowania, a w ten sposé6b — zdobyé
bardzo cenne do$wiadczenie.
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Rysunek 1.4. Sesja Maximy.

System Maxima jest przede wszystkim zorientowany na rachunki symboliczne, choé¢ mozliwe
sa w nim takze obliczenia numeryczne (i to w dowolnej precyzji, przez co wykonuja sie bardzo
wolno). Interfejs uzytkownika jest bardzo przyjemny, w mojej ocenie nawet lepszy od systeméw

3 M.in. zupelnie zaniedbano blyskawicznie rozwijajacy sie segment komputeréw osobistych.


http://pl.wikipedia.org/wiki/William_Schelter
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komercyjnych. Wybrane procedury maja takze swoje numeryczne odpowiedniki* — lecz zwykle
o innej nazwie, co jest mniej eleganckie w poréwnaniu np. z konsekwentnym rozwigzaniem
zastosowanym w Mathematice. Maxima ma kilka znanych stabosci (m.in. rozwiazanie bardzo
waznego w praktyce zagadnienia upraszczania wynikéw pozostawia bardzo wiele do zyczenia;
takze numeryka powaznie kuleje), jednak wciaz jest to system zupelnie dobry dla okazjonalnych
uzytkownikow.

Maple http://www.maplesoft.com Komercyjny.

Srodowisko obliczen symbolicznych stworzone® w roku 1981 przez Symbolic Computation
Group na Uniwersytecie Waterloo (Kanada), a nastepnie w roku 1988 skomercjalizowane. Obec-
nie jest to bardzo zaawansowane Srodowisko obliczen symbolicznych. Ma takze bogate mozli-
wosci wizualizacyjne oraz coraz lepsze funkcje numeryczne (w czeSci numerycznej opiera sie
na bardzo dobrych bibliotekach NAG). Okazjonalnemu uzytkownikowi zapewne spodoba si¢
rozbudowany system pomocy, z licznymi przykiadami zastosowania kazdej funkcji systemu.

Mathematica http://www.wolfram-research.com Komercyjny.

Zaawansowane, a przy tym niestychanie popularne $rodowisko — gléwnie obliczen sym-
bolicznych. Ma takze bogate mozliwoéci numeryczne i graficzne. Jego niewatpliwag zaleta jest
bardzo spojny, konsekwentny sposéb wydawania polecen (choé z poczatku trzeba sie z nim
chwile oswoi¢). Mathematica zostala stworzona w roku 1988 przez Stephena Wolframa i jego
wspolpracownikéw, od poczatku z myéla o uzytkownikach komputeréw osobistych — najpierw
Macintosh, lecz szybko doczekala sie implementacji na wszystkie wéwczas popularne systemy
komputeréw osobistych i stacji roboczych (MS Windows, SunOS, NeXT). Bardzo popularna na
uniwersytetach, takze za sprawa znakomitych podrecznikéw oraz elegancji sktadni, preferujacej
styl programowania funkcyjnego.

Axiom http://wiki.axiom-developer.org Darmowy.

Bardzo powiktane sg losy ciekawego skadinad systemu Axiom. Jego prekursorem byt Scratch-
pad firmy IBM, rozwijany od poczatku lat 70. ubieglego stulecia. Po zmianie strategii IBM na
poczatku lat 90. zostal on zakupiony przez potentata oprogramowania dla obliczen numerycz-
nych, NAG Ltd, i wowczas zmienil nazwe na obecng. Niestety, system nie odnidst komercyjnego
sukcesu i z tego powodu NAG zdecydowala sie w 2001 roku udostepnié¢ program i jego kody
7rédlowe (niestety z pewnymi wyjatkami, dotyczacymi Aldora, kompilatora bibliotek Axioma)
jako wolne oprogramowanie. W ten sposéb Axiom tylko czesciowo trafit do spolecznosci wolnego
oprogramowania i m.in. dlatego wciaz nie zyskat sobie popularnosci. Jednak wszystko wskazuje
na to, ze juz wkrétce calosé Axiom/Aldor bedzie udostepniona jako open source.

Pakiety uzupelniajace

Nie nalezy zapominadé o pakietach, ktére takze oferujg mozliwosci prowadzenia wielu obliczen
matematycznych, zaréwno na poziomie codziennej uzytecznosci metod matematycznych, jak i
na poziomie wyrafinowanych zastosowan profesjonalnych. Ponizej wymieniamy kilka najpopu-
larniejszych i ich cechy charakterystyczne.

Excel http://www.microsoft.com/excel Komercyjny.

4 Niestety, cze$¢ z nich nie moze korzysta¢ z mozliwosci zwiekszenia precyzji obliczeri.

5 Byt to odruch desperacji wobec faktu, ze w owym czasie system Macsyma wymagal bardzo drogiego
sprzetu komputerowego — w rzeczywistosci firma posiadajaca prawa dystrybucji Macsymy uwazala ja za jeden
ze sposobéw zwigkszenia sprzedazy wlasnych (duzych) komputeréw.


http://www.maplesoft.com
http://www.wolfram-research.com
http://wiki.axiom-developer.org
http://www.aldor.org
http://www.microsoft.com/excel
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Znakomity arkusz kalkulacyjny (skladnik pakietu biurowego Microsoft Office), dajacy na-
rzedzia prowadzenia, na danych liczbowych, prostych obliczen matematycznych (takze staty-
stycznych) oraz ich wizualizacji niezbednych w zyciu codziennym. Nalezy wszak pamietaé, ze
arkusze kalkulacyjne (Excel i OpenOffice Calc) staraja si¢ ukryé przed uzytkownikiem to, ze
precyzja ich obliczen jest ograniczona, przez co tym grozniejsze mogg by¢ czynione przez nie
bledy zaokraglen!S
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Rysunek 1.5. Excel/Calc nie prowadzi doktadnych rachunkéw na utamkach dziesietnych, chociaz
czasem udaje, ze tak. (Na obrazku: OpenOffice Calc).

Niektorzy sa do tego stopnia zachwyceni mozliwo$ciami obliczeniowymi arkusza kalkula-
cyjnego, ze propaguja nawet wykonywanie w nim zaawansowanych obliczen naukowych [9]. My
jednak stoimy na stanowisku, ze do konkretnych zadan nalezy dobiera¢ wlasciwe narzedzia i z tej
pozycji odradzamy stosowanie w obliczeniach naukowych Excela i mu podobnych: z pewnoscia
mozna skuteczniej je prowadzi¢ w srodowiskach takich jak Octave.

OpenOffice Calc http://www.openoffice.org/calc
Darmowy odpowiednik Excela o réwnie poteznych mozliwoséciach. Sktadnik pakietu biuro-
wego OpenOffice.org, gruntownie omawiany w ramach kursu Przysposobienia informatycznego.

S i S-plus www.insightful.com Komercyjny.
Wielce popularny i bardzo mocny program do prowadzenia profesjonalnych analiz staty-
stycznych.

R http://www.r-project.org

Darmowy i znakomity odpowiednik S. De facto standard analizy statystycznej. O stopniu
jego dojrzatosci niechaj $wiadczy perfekcyjna dokumentacja oraz znaczna liczba publikacji na-
ukowych wykorzystujacych ten pakiet do analizy danych.

SAS http://www.sas.com Komercyjny.
Bardzo zaawansowane narzedzie analizy (gléwnie statystycznej) wielkich zbioréw danych,
uzywane m.in. w bankowosci.

AVS http://www.avs.com Komercyjny.
Narzedzie profesjonalnej wizualizacji danych naukowych.

6 Sprébuj np. w komoéree Al arkusza wpisaé liczbe 1,1, i do komérki obok wpisaé formute =10%(A1-1)+0,1.
Nastepnie przeciagnij za uchwyt wypelniania i skopiuj te formule do kolejnych dwudziestu komérek na prawo
tak, ze np. w komoérce L1 bedzie formuta =10* (K1-1)+0, 1. Gdyby obliczenia wykonywaly sie w nieskoficzonej
precyzji, w kazdej z komorek dostatbys ten sam wynik 1.1. I faktycznie, arkusz przekonuje Cig, ze w pierwszych
paru komorkach tak jest faktycznie (jesli chcesz, to sprawdz, ze =B1-A1 daje jakoby dokladnie zero (nie zapomnij
nadaé¢ wynikowi ,formatu naukowego” — Excel domys$lnie wyswietla wyniki z doktadnosciag do dwbéch cyfr po
przecinku). Jednak, jak mozesz przekonaé si¢ na wlasne oczy, wcale tak nie jest! (Przyktad zaczerpnigty z wyktadu
C. Wolframa)


http://www.microsoft.com/office
http://www.openoffice.org/calc
http://www.openoffice.org
http://www.mimuw.edu.pl/pi
www.insightful.com
http://www.r-project.org
http://www.sas.com
http://www.avs.com
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Rysunek 1.6. Pakiet R w akcji.

OpenDX http://www.opendx.org

Darmowy, lecz wysokiej jakosci odpowiednik AVS, bezposredni spadkobierca komercyjnego
Data Explorera, ktérego catosé kodu zrodlowego producent, IBM, upublicznit i dalej wspiera
jego rozwdj na zasadach wolnego oprogramowania.

System moze by¢ uzywany zaréwno jako niezalezne srodowisko do wizualizacji danych wcezy-
tywanych w odpowiednim formacie z pliku, a takze jako biblioteka wywolywana z poziomu
innego programu. Typowy przebieg pracy z OpenDX, podobnie jak z kazdym innym systemem
wizualizacji danych, ma cztery etapy:

1. wybér danych do wizualizacji, przygotowanie ich w formacie strawnym dla OpenDX;

2. weczytanie danych do OpenDX;

3. wstepna obrdébka, np. wybor skali koloréw, rodzaju wizualizacji, itp.

4. obrazowanie i interpretacja danych oraz dalsza manipulacja obrazem (wydobywanie ukrytych

informacji) — a wiec w rzeczywistosci ,goto 3”.

Pierwszy etap pracy przebiega na zewnatrz OpenDX — jest zadaniem aplikacji generujacej
dane podlegajace pdzniejszej wizualizacji. To aplikacja prowadzaca symulacje numeryczng musi
zapisa¢ wyniki w jednym z formatéw strawnych dla OpenDX. Drugi etap, czyli wezytanie danych
do OpenDX, w przypadku standardowych danych jest catkiem prosty, gdyz OpenDX dysponuje
narzedziem wspomagajacym import danych, tzw. Data Prompterem.

Kluczem do dobrej wizualizacji jest krok trzeci, czyli wstepna obrébka danych przy uzyciu
narzedzi udostepnianych przez OpenDX. Obrobka odbywa sie w sposéb dosyé spektakularny,
mianowicie poprzez laczenie ze soba podstawowych moduléw takich jak: nadawanie koloru,
definiowanie przekrojow, wyznaczanie gradientow, itp. Takie polaczone ze sobg moduly two-
rzg wspdélnie sieé¢ wizualizacyjng. Praca z OpenDX polega gléwnie na utworzeniu i kolejnych
modyfikacjach sieci wizualizacyjnej.

Krok czwarty to wykorzystanie mozliwosci interakcyjnych OpenDX oraz dalsza modyfikacja
sieci wizualizacyjnej dla osiggniecia zamierzonego efektu.


http://www.opendx.org
http://www.ibm.com/dx
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ParaView http://www.paraview.org

Jednym z alternatywnych dla OpenDX narzedzi wizualizacji duzych zbioréw danych nauko-
wych jest ParaView [23] — wspdlny projekt Kitware oraz amerykanskich rzadowych laborato-
riéw Sandia i Livermore. System ten jest oparty na uznanej i wciaz rozwijanej bibliotece procedur
wizualizacyjnych VTK (Visualization ToolKit) [31] — i na swdj sposéb stanowi wygodny, okien-
kowy interfejs do tej biblioteki. Podobnie jak OpenDX, ParaView daje mozliwos¢é wezytywania
danych w rozmaitych zewnetrznych formatach, ale gléwnie wspiera formaty opracowane dla
biblioteki VTK. Zasadniczym mankamentem ParaView jest to, ze jego dokumentacja [27], w
przeciwienstwie do samego programu, nie jest darmowa.

Kitware ParaView 3,1.0 (development)
Hle Edit View Sources Filters Apimation Jools Help

e BE ? @ v Kar BHE (T

H [ o temperatura 3| [volume BB RS s -3 Gle

E90PRITOES2O G

Pipeline Browser o8 (BBt e
B buitin:

*

@ @ Contourl

Object Inspector 2®

Properties | Display | Information |
Properties
Filename: cvrd out
Statistics
Type: Image (Uniform Rectili
Number of Cells. 6502500
Number of Points: 6619136
Memory: 517e+01 M8
Data Arrays

Name DataType  DataR

o temperatura double  [-05.1]

Bounds
X range: 0.000 te 255,000 (delta: 255.000)
¥ range: 0.000 to 255000 (delta. 255.000)
Z range: 0.000 to 100.000 (delta: 100.000]
Time

Index Value

Rysunek 1.7. Wizualizacja tréjwymiarowego pola skalarnego w ParaView.

Podstawowe zasady bezpieczenstwa i higieny pracy z pakietami matematycznymi

— Nigdy nie wierz na $lepo wynikom, ani tym bardziej ich wizualizacji. UZycie komputera nie
zwalnia od myslenia.

— Gdy tylko to mozliwe, korzystaj z opcji uzyskania informacji’ o zastosowanej metodzie, o
szacowanym bledzie wyniku, o przyczynach nie rozwigzania zadania.

— Pakiety moga dawaé bledng odpowiedz nawet wtedy, gdy wykonywane sa jedynie rachunki
symboliczne.

— Dokladny wzér na rozwiazanie nie zawsze jest najlepszym rozwiazaniem zadania.

— Niewielkie zaburzenie parametréw zadania moze spowodowaé kolosalne zmiany rozwiazania.

— Szybciej nie zawsze znaczy: lepiej.

— Ludzka ingerencja w rachunki symboliczne prowadzone na biezaco na komputerze, zazwyczaj
prowadzi do znacznego zwickszenia elegancji koncowych wynikow.

" 7 reguly, tatwiej takie informacje otrzymaé w pakietach numerycznych; pakiety symboliczne najczesciej
starajg sie dziataé na zasadzie ,czarnej skrzynki”.


http://www.paraview.org
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— Nie warto uruchamiaé¢ programéw obliczeniowych metoda préb i btedéw, ,az sie skompilu-
je”: to dobra metoda na wprowadzenie do kodu subtelnych i bardzo trudnych do wykrycia
pomytek.

— Wigkszos$¢ zadan dotyczacych teoretycznych witasciwoéci modelu nie daje sie rozwigzaé za
pomoca symbolicznych rachunkéw na komputerze. Jednak sq¢ duze szanse, ze Tobie uda sie
je zbadac bez pomocy komputera, dzieki doswiadczeniu i specjalistycznej wiedzy.

— Ladny rysunek nie musi by¢ wykresem prawdziwego rozwigzania.



2. Octave: jak w nim pracowac

Ponizej przedstawiamy nagranie dwoch krétkich sesji w Octave, pokazujacych podstawy
wygodnej pracy z tym systemem.

Zobacz animacje: Podstawy pracy z Octave, znajdujaca sie na stro-
nie WWW przedmiotu. Pokazano m.in., jak uruchamiaé Octave,
wykonywad proste obliczenia, interpretowac wyniki i konczyé prace.

W biezacej pracy z systemem Octave moze przydac si¢ éciagawka do Octave, zawierajaca na
dwdbch kartkach formatu A4 zestawienie najczesciej uzywanych polecen. Warto ja wydrukowac,
zgiaé na trzy czedci i mie¢ pod reka poczas pracy.

Zobacz animacje: Skrypty i funkcje w Octave, znajdujaca sie na
stronie WWW przedmiotu. Pokazano m.in., w jaki sposéb mozna
tworzyé skrypty i funkcje w Octave.

Zmacznie wiecej na temat uzywania i programowania w Octave mozna znalez¢é w podreczni-
ku obliczen naukowych i inzynierskich [20]. Ze wzgledu na bardzo wysoki stopien zgodnosci z
MATLABem, do nauki jezyka programowania Octave’a mozna rowniez wykorzysta¢ popularne
podreczniki, takie jak dostepne na stronach WWW wprowadzenie do (jednej ze starszych wersji)
MATLABa [26]. Warto wszakze pamietaé, ze w niektérych kwestiach MATLAB i Octave réznia
sig, 1 to nawet istotnie. Pelna dokumentacja Octave’a jest dostepna na stronach WWW projektu,

[4].

¢

Obliczenia naukowe (©) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.


http://www.mimuw.edu.pl/~przykry/octave/pl-refcard.pdf

3. Funkcja odwrotna

W analizie pewnego modelu dotyczacego transportu morfogenéw w tkankach [19] istotna
role odgrywa funkcja

2

M) =37

1-—(1—-s)M ) —s(1—sM1 s€[0,1),

a $cidlej: funkcja odwrotna do niej, ¥~'. Naszym zadaniem jest naszkicowanie wykresu X!
dla réznych wartoéci 0 < M < 1 i zbadanie, jak bardzo ¥ ~!(z) jest bliskie 1, gdy z jest rzedu
kilkudziesieciu.

Jasne jest, ze wszelkie nasze komputerowe dziatania musimy zaczaé¢ od zdefiniowania funkcji
.. Zrobimy to w Octave:

function v = sigmafun(s,M)
v=(2/(M-1))%(1—(1-s)."(M—1)) — s.x(1—s)."(M—1);
end

(Dalsze rozwazania bedziemy prowadzi¢ dla M = 1/2). Jesli chcieé tylko z grubsza naszki-
cowaé wykres odwrotnej, to zadanie robi sie banalne: wykres ¥ ! to zbiér punktéw postaci

(2,27Y(2)), z€[0,00),
a to jest przeciez ,to samo”, co zbiér
(3(s),8), s€][0,1).

Wobec tego wystarczy skorzysta¢ z funkcji plot, ale ,na opak”:

M = 0.5;
s = linspace(0,1);
plot(sigmafun(s,M), s, 'r—', 'linewidth’, 2);

Z wykresu na rysunku 3.1 widzimy, ze ¥ ™! bardzo szybko przybliza sie do wartoéci granicznej
réwnej 1, co sugerowaloby wybér innej skali dla wizualizacji: tym, co mogtoby nas naprawde
zainteresowaé, moglaby byé szybkosé przyblizania sie ¥~ do 1: wybralibyémy wiec wéwczas,
zamiast zwyklego plot, znacznie bardziej wyraziste semilogy(sigmafun(s,M), 1—s). Jednak dla usta-
lenia uwagi, w dalszym ciggu pozostaniemy przy wykresie w skali liniowej.

3.1. Doprecyzowanie zadania

Niepokojacy jest prawy koniec wykresu: wszak (1) jest nieokreslone! Zatem doprecyzujmy
nasze zadanie: w naszym konkretnym zastosowaniu, chcielibyémy wiedzie¢, ze wzgledu na nature
badanego zjawiska, jak blisko 1 jest 71(60) i narysowaé wykres ¥~ na odcinku [0, 60].

Napiszemy zatem w Octave funkcje, ktéra bedzie wyznaczaé¢ wartosci funkcji odwrotnej
do ¥ dla dowolnego zadanego z € [0,00). Idea jest nastepujaca: z definicji funkcji odwrotnej,
Y71(2) = 8, gdzie S spetia ¥(S) = z, a wiec S jest miejscem zerowym funkcji

F.(S) = 2(S) — .

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Metoda inzynierska

Rysunek 3.1. Wykres funkcji odwrotnej do ¥, uzyskany metoda ,inzynierska” dla M = 1/2.
Ze wzgledu na bardzo szybki wzrost ¥ (i nieokre$lonosé (1)), wykres dostajemy jedynie dla
z < 26.

Aby dla zadanego z znalezé S, wystarczy znalezé miejsce zerowe skalarnej funkcji F, — a to
juz powinno by¢ tatwe, gdy skorzystamy z funkcji fzero. Powyzsza idee implementuje funkcja

sigmainv z ponizszego listingu.

function [S, fc] = sigmainv(z, M)

if z==
S=0;
fc =0;
else
[S, FS, info,out] = fzero(Q(s)Fz(s,z,M), [0,1—eps/2]);
if(info "= 1)

warning(['Klopoty._dla.z=', num2str(z), ’;_info=", num2str(info)]);

end
fc = out.funcCount; % zliczamy liczbe wywolan Fz

end
end % sigmainv

function Z = Fz(S, z, M) % "z" jest parametrem
Z = sigmafun(S, M)—z;
end

Zanim przyjrzymy sie meritum funkcji sigmainv, zwré¢émy uwage na kilka programistycznych
szczegotow. Jak pamietamy, fzero zada funkcji jednego argumentu, dlatego, dla kazdego za-
danego z, konstruujemy taka funkcje ad hoc — na podstawie trzyargumentowej Fz(S,z,M) —

korzystajac z mechanizmu funkcji anonimowej: funkcja

f = ©(s)Fz(s,z,M)
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jest funkcja jednej zmiennej, z wartosciami z i M takimi, jakie byly w chwili jej definiowania.
Sama funkcje Fz okresliliémy zas jako funkcje lokalna dla sigmainv. Wreszcie, aby uniknaé konster-
nacji fzero dla z = 0 (czym spowodowanej?) zwracamy zawsze L~ 1(0) = 0, bez niepotrzebnych
obliczen.

Jest oczywiste, ze ¥(s) ™! jest monotoniczna i moze przyjmowaé wartoéci z przedziatu [0,1).
Dlatego wiedzac, ze dla s = 1 funkcja 3(s) jest nieokre$lona, przedzial lokalizujacy miejsce
zerowe ustaliliémy na [0,1-eps/2|, gdyz 1-eps/2 jest najwieksza liczbg maszynowa mniejsza od 1
(dlaczego?).

Pozornie ,asekurancki” sposob zdefiniowania funkcji sigmainv, w ktorej zawsze sprawdzamy
warto$¢ parametru info zwracana przez fzero, jest w istocie bardzo wazna i sensowna decyzja,
pozwalajaca wstepnie zweryfikowaé¢ wyniki. Wszak nie wiemy a priori, czy nasz solver sobie
poradzi z F,!

3.2. Transformacja zadania do wygodniejszej postaci

Chociaz wykres dostajemy bez trudu, stosujac prosta metode kontynuacji — biorac za przy-
blizenie poczatkowe warto$¢ z poprzedniego punktu wykresu (por. wyktad z Matematyki Obli-
czeniowej 1), to przychodzi nam nan czekaé¢ dos$é diugo. Gdy ponownie spojrzymy na wykres
Y., sprawa staje si¢ jasna: przeciez dla s &~ 1, ¥ ma piekielnie stromy wykres, a to znacznie
utrudnia dzialanie solvera powodujac, ze praktycznie ogranicza sie on do metody bisekcji. Aby
uniknaé tej niedogodnoéci i znaczaco przyspieszy¢ rysowanie wykresu, skorzystamy ze starej,
dobrej zasady prowadzenia obliczenn numerycznych (i nie tylko):

Gdy zadanie jest za trudne, nalezy zmieni¢... zadanie!

Tutaj po prostu zastapimy ,trudng” funkcje F, inna, ,tatwiejsza”, ale o identycznych miejscach
zerowych. Prosty rachunek pokazuje nam, ze s jest rozwiazaniem réwnania 3(s) — z = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy s jest miejscem zerowym funkcji

G 1 P\ e p—2/(1— M
s)=1—s5— , gdzie p = — M).
" (B2)" wdaie p=2/1- )
Réznica miedzy F, a G, jest taka, ze ta ostatnia jest prawie liniowa, wiec rzeczywiscie powinna
byé¢ tatwa” dla solvera réwnania nieliniowego. Przy okazji, G, nie ma juz osobliwoéci: jest
okreélona nawet dla s > 1.

Wyznaczanie wartoéci X ~!(z) przez znalezienie miejsca zerowego funkcji G, pokazuje szcze-
gbtowo kolejny listing.

function [S, fc] = sigmainv2(z,M)

if z==
S=0;
fc =0;
else
[S, FS, info, out] = fzero(®©(s)Gz(s,z,M), [0,1]);
if(info "= 1)
warning(['Klopoty._dla.z=', num2str(z), ’;_info=", num2str(info)]);
end
fc = out.funcCount; % zliczamy liczbe wywolan Gz
end

end % sigmainv?2



http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2
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function Z = Gz(S, z, M) % "z" jest parametrem

p=2/(1-M);
Z=1-5—((p—95)./(p+2))."(p/2);
end

Faktycznie, dzieki tej zmianie wykres ¥ =1 (rysunek 3.2) dostajemy trzy razy szybciej anizeli
w przypadku poprzedniego podejscia, przy liczbie wywotan funkcji G, szesciokrotnie mniejszej
niz w przypadku F,.

Metoda z wyznaczeniem funicji odwrotne] inacze

Rysunek 3.2. Wykres funkcji odwrotnej do 3, uzyskany metoda przez znalezienie miejsca zero-
wego funkcji G.

3.3. A moze wystarczy po prostu... wzig¢ wiekszy mlotek?

Na zakonczenie warto by¢ moze zauwazy¢, ze w dzisiejszych czasach obliczenia sa na tyle
tanie, ze nie zawsze warto odwolywaé sie do az tak wyrafinowanych metod. Gdyby naszym
gléwnym zadaniem bylo narysowanie, wylacznie w celach pogladowych, jednego wykresu na
odcinku [0, 60], to zapewne byloby nam do$é obojetne, czy wyznaczymy sto, sto tysiecy, czy
nawet milion wartosci sigmafun: nasz komputer najpewniej i tak jest wystarczajaco szybki, by
z tym sobie blyskawicznie poradzi¢. Komenda logspace(k,m,N) pozwala wygenerowaé zestaw N
weztéw réwnoodlegltych w skali logarytmicznej”, czyli postaci x; = 10P¢, gdzie p; tworza zestaw
N réwnoodleglych punktéw z przedziatu [k, m].

Generujac wiec zestaw punktéw skupiajacych sie wokot s = 1, a nastepnie wybierajac tylko
te, dla ktérych 3(s) < 60:

N = 10000;

s = 1—logspace(—13,0,N); % punkty zageszczaja sie wyktadniczo wokét 1

Z = sigmafun(s,M);

good = find(Z<=60); % odrzucamy te, ktdre wykraczaja poza zakres zmiennej "z"
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‘ plot(Z(good), s(good));

udaloby si¢ nam w ten sposéb (nawet jeszcze szybciej, niz poprzednimi metodami!) ,do-
ciggnaé” wykres X7 do z = 59.999, co jest chyba calkiem nieztym wynikiem, jak na metode
brutalnej sity...

(Ale i tutaj wazne jest wyczucie: gdyby nieopatrznie polozy¢ s = 1—logspace(—300,0,N), do-
staliby$my znacznie gorszy wynik).

Cwiczenie 3.1. Czasami funkcja moze by¢ na tyle zlosliwa, ze zamiast zmieniaé jest postaé
— jak to zrobiliémy powyzej — mozemy sprobowaé skorzysta¢ z mniej wyrafinowanej, a za
to ogdlniejszej metody rozwiazywania réwnania nieliniowego F,(S) = 0. Taka bardzo prosta
metoda, o minimalnych wymaganiach wobec F}, jest metoda bisekcji (zadowoli sie funkcja cia-
gla, zmieniajaca znak). Zaimplementuj metode bisekcji i zobacz, jak sprawdzi sie w warunkach
naszego problemu dla oryginalnej funkcji F.
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4.1. Rownanie Michaelisa—Menten

W jednym z prostszych modeli reakcji enzymatycznych pojawia sie réwnanie Michaelisa—Menten,
ustanawiajace zaleznosé szybkosé reakcji vg od stezenia substratu S:

Vs
= —. 4.1
T K+ S (4.1)
Wspdtezynniki K, i V sa pewnymi parametrami (K, nazywa sie stala Michaelisa) — por.

takze wykltad z Modeli matematycznych w biologii i medycynie. Wartosci vg i S mozna zmierzy¢
do$wiadczalnie, [32] (zob. takze [16]) podaje m.in. nastepujacy zestaw danych:

S [mmol dm™3] 025 030 0.40 0.50 0.70 1.00 1.40 2.00
vo [pmoldm™Pmin~'] | 24 26 42 38 62 74 102 114

Naszym zadaniem jest wyznaczenie takich wartosci parametréw K,, i V, ktére najlepiej
pasowalyby do powyzszych danych eksperymentalnych.

4.1.1. Nietrafione uproszczenia

Wielu badaczy, jeszcze w czasach gdy obliczenia byly zaporowo drogie, zaproponowalto roz-
maite transformacje powyzszego problemu, pozwalajace w ostatecznym rozrachunku sformu-
lowaé zadanie jako liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw. Majac w pamieci numeryczna
maksyme, ze

Jesli zadanie jest za trudne, nalezy... zmieni¢ zadanie!

mozemy ulec wrazeniu, ze bedzie to wlasciwa droga ku efektywnemu znalezieniu ,,optymalnych”
wartosci szukanych parametrow.

W przypadku zadania dopasowania K, i V, uzywano (por. [11]) miedzy innymi takich
(matematycznie réwnowaznych) transformacji (4.1):

Réwnanie czysto liniowe Mnozac (4.1) stronami przez K, + S i dzielac przez S, dostajemy
rownanie liniowe wzgledem K, i V:
1 1
K —V— =1, 4.2
s Vg (42)
ktore mozemy oczywiscie rozwiazaé¢ metoda najmniejszych kwadratow. Jesli wektory kolumnowe
S i v0 beda zawieraé¢ dane z pomiaréw (odpowiednio: S; i (vg)s, i = 1,..., N), to instrukcje

e = ones(size(S),1);

A =][1./S, —1./v0]; b = —e;
x=A\b;

V = x(2); Km = x(1);

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mbm&part=Ch11
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spowoduja wyznaczenie K,, i V takich, ktére zminimalizuja sume

N

> (Km;—VJO)i—i-l)Q.

i=1

Fit:liniowy

Rysunek 4.1. Dopasowanie prostej do danych w réwnaniu liniowym (4.2).

Roéwnanie Lineweavera i Burka Jesli poprzednio wyprowadzone réwnanie podzielimy przez
V', dostaniemy réwnanie Lineweavera i Burka,

1 1 n K1 n
— ==+ —==22+715,
w V. Vs g
L . . . Ko 1
ktore jest liniowe wzgledem pomocniczych zmiennych x = N7 Ty = —.

Analogicznie jak poprzednio, mozemy znalezé wartosci x1, zo, ktére zminimalizujg wyrazenie
S (eento by
To+x1——"— | .
pr Si (vo)i

Rozwiazemy je w Octave, korzystajac z operatora ,,\”, sekwencja komend:

A =][1./S, e]; b = 1./v0;
x=A\b;
V = 1/x(2); Km = x(1)*V;

Roéwnanie Dixona Mnozac réwnanie Lineweavera i Burka przez S, dostajemy réwnanie Di-
xXona,

S 1 K,
— = —S+ — =195
" v + % 95 + 1,
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Fit: Lineweaver | Burk

08 -

04

Rysunek 4.2. Dopasowanie prostej do danych w réwnaniu Lineweavera i Burka.

Fil: Dixon

03 = T T T T

025 -

0.15 -

005 -
o

Rysunek 4.3. Dopasowanie prostej do danych w réwnaniu Dixona.

K, 1

liniowe w pomocniczych zmiennych z; = N T9 = —. Ponownie wiec mozemy dopasowaé K,

i V, rozwiazujac liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw.
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Réwnanie Eadie i Hofstee Mnozac wreszcie réwnanie liniowe (4.2) przez vy, dochodzimy do
réwnania postaci:
Vo

S

ktore jest liniowe w oryginalnych zmiennych, K,, i V. To zadanie tez mozemy rozwiazaé przez
liniowe zadanie najmniejszych kwadratow.

_Km +V= Vo,

Fil: Eadie i Hotstae

Rysunek 4.4. Dopasowanie prostej do danych w réwnaniu Eadie i Hofstee.

Cwiczenie 4.1. Dla danych podanych w tabeli na poczatku rozdzialu, wyznacz kazdym z
opisanych sposobéw wspélczynniki K, i V.

Rozwigzanie. Przykladowe rozwigzania znajduja sie w listingu w dalszej cze$ci wyktadu. Swoja
odpowiedZ mozesz poréwnac z tabelkg w nastepnym rozdziale.

Krytyka metod prowadzacych do liniowego zadania najmniejszych kwadratéw

Powstaje wiec — bynajmniej nie filozoficzne, ale czysto praktyczne — pytanie, ktora z metod
jest ,lepsza”, czyli ktéra z nich da najlepsze mozliwe dopasowanie (przy rozsadnym koszcie).
Ot6z wszystko zalezy od tego, co bedziemy rozumieli pod pojeciem ,najlepsze”: wszak z definicji
kazde z uzyskanych przez nas rozwiazan byto najlepsze, jako rozwiazanie zadania minimalizacji
residuum postaci ||b — Az||3 dla zadanych A i b.

Poniewaz ,naturalnym” sformulowaniem naszego zadania bylo (4.1), wydaje sie réwnie natu-
ralnym postawienie i ocena rozwigzania w sensie nieliniowego zadania najmniejszych kwadratow:

al VS \? )
V,Kny) = v9)i — ———— | = min! 4.3
o) = 3 (o) = ) (1.3

Jedli poréwnaé wartosci ¢ dla parametréw otrzymanych wyzej opisanymi metodami, to okaze
sie, ze
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réwnanie Vv K., ¢(V,K,) uwarunkowanie (k)
Lineweaver i Burk | 29.43 2.88 1.71 12.1
Dixon 2727 2.61 1.58 7.13
Eadie i Hofstee 20.27 1.74 2.65 874
liniowe 12.00 0.95 23.40 3170

A wiec w tym sensie, zdecydowanie najlepsze rezultaty dato dopasowanie metoda Dixona
(por. takze rysunek 4.5). Co wiecej, okazuje sie, ze metody prowadzace do liniowej zaleznosci od
V i K, czyli rtéwnanie liniowe (4.2) i réwnanie Eadie i Hofstee sa bardzo Zle uwarunkowane', ze
wspolczynnikiem uwarunkowania  rzedu 103. Jest to o tyle wazne, ze dane do naszego zadania
zdaja sie byé zmierzone z dokladnoscia wzgledna e rzedu 107!...1072: taki blad moze wiec
skutkowaé zaburzeniem wzglednym wyniku na poziomie rzedu ke, czyli na poziomie 10! ...102.

Sensowne wyniki dajg metody Lineweaver i Burk oraz Dixona, ale... czy nie mozna jeszcze le-
piej? Wszak mozemy sprobowaé rozwiazaé¢ wprost nieliniowe zadanie najmniejszych kwadratow
(4.3), na przyktad korzystajac z solvera sqp, dostepnego w Octave.

4.1.2. Rozwigzanie nieliniowego zadania najmniejszych kwadratow

Solver sqp jest narzedziem shuzacym do rozwiazywania znacznie bardziej ztozonych zadan
optymalizacji, dlatego jego uzycie bywa skomplikowane. Ale w naszym prostym przypadku —
minimalizacji bez ogranicznen, dla funkcjonalu kwadratowego — nie bedziemy musieli podawaé
mu zbyt wielu parametréw. Najpierw jednak zdefiniujemy funkcjonat, ktory bedziemy minima-
lizowac:

% (X(1), X(2)) <———> (V, K)
F = @(X,S) (X(1)%S)./(X(2)+S);
phi = @(X) sumsq(v0 — F(X,S));

Jak widaé, zaczeliSmy od okreélenia funkcji

Vs
Frmn®) =g T5

ktora pojawia sie w definicji (4.1) i w (4.3), i ktora z pewnoscia nam si¢ przyda: na przyklad do
narysowania wykresu F' dla wyznaczonych V i K, (dlatego definiujemy ja od razu wektorowo
ze wzgledu na S). Potem, przy uzyciu F, zdefiniowaliSmy ¢, przy czym — poniewaz phi jest
anonimowa funkcja tylko jednego argumentu, X, to w jej definicji zostang uzyte wczeéniej przez
nas zdefiniowane wektory S i v0, zawierajace dane zadania. Dzieki temu, tatwo nam bedzie
wyznaczy¢ sume kwadratéw wspoétrzednych wektora vo — F(X,S) — do tego wtasnie stuzy funkcja
Octave sumsq.

Teraz wystarczy wywotaé solver sqp na naszym funkcjonale ¢, z poczatkowym przyblizeniem
(V, K;n)T wyznaczonym np. metoda Dixona:

% podane na wejsciu sqp parametry (V, Km) zostaty wyznaczone metoda Dixona
[x, phix, info, iter, nphi] = sqp([V;Km], phi)
V = x(1); Km = x(2);

W wyniku dostajemy V' = 25.40 oraz K,,, = 2.33, dla ktérych ¢(V, K,,) = 1.51, a wiec (nieco)
lepiej niz dotychczas! Jak zwykle w przypadku metod iteracyjnych, zazagdamy mozliwie wielu
informacji diagnostycznych, takich jak: kod zakonczenia info, liczba wykonanych iteracji iter, oraz

! Wspétezynnik uwarunkowania zadania odzwierciedla podatno$é wyniku na zaburzenia danych. Gdy zadanie
jest zle uwarunkowane (tzn. ma bardzo duzy wsp6lczynnik uwarunkowania), nawet mate zaburzenie danych moze
spowodowaé bardzo duzy blad wyniku.
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wywotan funkcjonatu nphi. Pozadana wartos¢ info to, zgodnie z manualem, 101: zakonhczenie z
powodu niklego postepu iteracji. Musimy jednak pamietaé, ze znalezione minimum moze by¢
jedynie minimum lokalnym i wybor innego punktu startowego moze daé¢ w rezultacie znacznie
lepszy (lub gorszy) wynik.

Podsumowujac, w dzisiejszych czasach, gdy nawet do$é zaawansowae obliczenia sa (w miare)
latwe i tanie, nie powinnismy baé¢ sie nieliniowoéci. Pamietajmy takze, ze jesli tylko mozemy
sensownie wspomoéc sie przyblizeniem uzyskanym na drodze rozsadnej linearyzacji — warto z
tej opcji skorzystac.

Na marginesie dodajmy, ze opisane przez nas wczesniej metody sprowadzenia zadania do
zadania liniowego, sa wciaz rutynowo stosowane w innych zadaniach dopasowywania do punk-
téw pomiarowych wykresu, na przyklad postaci y(z) = aeb®: biorac logarytm od obu stron,
ponownie dostajemy zadanie liniowe na a i b: log(y) = log(a) + bx. Jednak, jak juz do$wiadczy-
lidmy, transformacja zadania najczesciej powoduje tez zmiane sposobu, w jaki mierzymy btad
dopasowania. Niektore transformacje dodatkowo moga wyolbrzymiaé lub redukowaé réznice
pomiedzy danymi punktami pomiarowymi.

20

dane
Lineweaver i Burk
Dixon

Ol
Eadie | Hofstee
NLZNK
‘ ‘ liniowy
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Rysunek 4.5. Dopasowanie krzywej (4.1) do danych dla réznych sposobéw wyznaczenia para-
metrow.

S =[0.25 ; 0.30; 0.40; 0.50; 0.70; 1.00; 1.40; 2.00];
v0 = [2.4; 2.6; 4.2; 3.8; 6.2; 7.4; 10.2; 11.4];

F = 0(X,S) (X(1)%S)./(X(2)+S);
fitfun = @(X) sumsq(v0 — F(X,S));

function cbA = Isqcond(A, b, x, tol)
if nargin < 4

tol = le2;
end
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To tylko fragment kodu Zrodtowego Octave. Wiecej na http://mst.
mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch4.

4.2. Roézniczkowy model tancucha reakcji enzymatycznych

W rozdziale 6. pracy [24] rozwaza si¢ model tancucha trzech reakcji katalizowanych en-
zymatycznie. Niech X7 oznacza (dane) stezenie substratu, Xo i Xy — (niewiadome) stezenie
dwéch produktéw posrednich, a Xg — (dane) stezenie produktu finalnego reakcji. Dalej, niech
Xg, X9, X109 beda zadanymi catkowitymi stezeniami trzech enzymoéw katalizujacych kazda z re-
akcji (zob. rysunek 4.6 pochodzacy z (Zrédlo: (24, rysunck 9].), przy czym X1, X3, X5 beda
nieznanymi stezeniami odpowiednich enzyméw zwiazanych z produktami posrednimi (a przez
to nieczynnymi). Stezenia wolnych enzyméw oznaczymy przez X171 = Xg — X1, X12 = X9 — X3,

X7 ‘Xz-

Rysunek 4.6. Schematyczne przedstawienie omawianej reakcji enzymatycznej.

Wtedy kinetyka powyzszego uktadu moze byé¢ modelowana nastepujacym zestawem réwnan
rézniczkowych zwyczajnych [24, réwnania (75)—(82)]?:

%Xl = aXEXE, + bXSXE — (b+a) X,
%XQ = aXj + bX3 — bX5X7|) — a X5 X1,
% X5 = aX$XS, + bXEXS, — (b+ a) X,
%X;; = aX3 +bX5 — bX{X{) — aXi X5,
% X5 = aX{X{ +bXEXE, — (b+a)Xs,

z parametrami a, b, ¢, uzupelnionego warunkiem poczatkowym dla t = 0. Naszym zadaniem jest
wyznaczenie wykresu zaleznosci predkosci (netto) v powstawania produktu od czasu ¢, zgodnie
ze wzorem [24, rGwnanie (83)]

U(t) = aX5 — ng(XIO — X5)C.

W tym celu w rutynowy sposéb wyznaczymy rozwiazanie powyzszego uktadu réwnan, korzy-
stajac z funkcji Isode. Najpierw jednak zapiszemy uktad réwnan w formie takiej, by wystepowaly
w nim jedynie niewiadome Xy, ..., X5 oraz zadane parametry Xg, ..., Xig:

2 Podajemy go juz po pewnych uproszczeniach.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch4
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X1 CLX?(Xg —X1)6+bX§(X8 —Xl)c— (b—l—a)X1
d XQ aX1+bX3—bX§(X8 —Xl)c—an(Xg—Xg,)c
%= aX§(Xg — X3)¢ + bX{(Xo — X3)° — (b+a) X3

Xy an—|—bX5—bX§(X9—X3)C—aX§(X10 —X5)c

X5 CLXX(XH)—X5)c—|-ng(X10—X5)c— (b—l—a)X5

W naszych eksperymentach numerycznych przyjmiemy za [24] a = 2, b =1, ¢ = 4, a takze
Xs = X9 = Xy9 = 1. Ponadto X7 = 1.425 (badajac model tak, jak w [24], sprawdzaliby$my
wplyw zmiany tego parametru na zmiane v), Xg = 1. W chwili ¢ = 0, ustalamy X;(0) =

. = X5(0) = 0. Oczywiscie, caly skrypt symulujacy przebieg reakcji zapiszemy w formie
sparametryzowanej tak, by moc tatwo zmienia¢ wartosci wszystkich danych zadania.

Funkcja prawej strony miataby wiec postaé?

function dX = reaction(X,t)
global 3;

global b;

global c;

global X6;

global X7;

global X8;

global X9;

global X10;

= [ax(X7%(X8—X(1)))"c + bx(X(2)*(X8—X(1)))"c — (b+a)xX(1) ;
a*X(l) + bxX(3) — bx(X(2)*(X8—X(1)))"c — ax(X(2)*(X9—-X(3)))"¢c
a*(X(2)*%(X9—-X(3)))"c + bx(X(4)x(X9—-X(3))) c — (b+a)*X(3) ;
axX(3) 4+ bxX(5) — b*(X(4) (X9—X(3)))"c — ax(X(4)*(X10—X(5)))"¢c
a*(dX( )#(X10—X(5)))"c + bx(X6%(X10—X(5)))"c — (b+a)*X(5)];

1

(dla wiekszej skutecznosci iloczyny postaci XY ¢ zapisalismy (XY)¢). Natomiast skrypt symu-
lacji mogltby wyglada¢ na przyktad nastepujaco:

global a;
global b;
global c
global X6;
global X7;
global X8;
global X9;
global X10;

a=2b=1c=4
X6 = X8 = X9 = X10 = 1;

X7 = 1.425;
T =10;
N = 800;

t = linspace(0,T,N);
X = Isode(@reaction, zeros(5,1), t);

3 Jezeli w definicji dX przypadkowo napiszesz dX = [ a —b; ..itd..], to interpreter Octave zrozumie, ze
chodzi o macierz o dwéch kolumnach, dX = [ a, —b; ..itd..]. Dlatego, powinniémy tutaj konsekwentnie pisaé
dX =[a — b; ..itd..] (z operatorem odejmowania otoczonym spacjami).
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plot(t,X); pause(3);
v = axX(:,5) — bx(X6x(X10—X(:,5)))."¢;
plot(t,v)

Tradycyjnie, aby nieco upewni¢ sie co do jakosci otrzymanych wynikéw, powinnismy prze-
prowadzié¢ kilka symulacji z réznymi parametrami tolerancji btedu (i zbadaé, czy przypadkiem
nie padliémy ofiara aliasingu, czyli zbyt matej rozdzielczoéci wizualizacji, fatszujacej rzeczywisty
przebieg rozwiazania).

Cwiczenie 4.2. Przeprowadz testy wizualnej i numerycznej jako$ci uzyskanego rozwiazania,
zmieniajac N (by zabezpieczy¢ sie przed aliasingiem) oraz Isode_options (by zmniejszy¢ ryzyko
wziecia numerycznych artefaktéw za prawdziwe wlasnosci rozwiazania).



5. Hodowla zwierzat

Aby oceni¢ wartos¢ hodowlang n zwierzat na podstawie m < n pomiaréw wartoéci pewnej
cechy, stosuje si¢ pewien model liniowy, prowadzacy do nastepujacego zagadnienia, opisanego

w [30, rozdzial 5]:
XTXx Xtz b (XTy (5.1)
72X ZTZ4+kA7 ) \a) — \ 2Ty '

Szukane wartosci hodowlane zwierzat oznaczone sa jako wektor a € R™ (zatem i-te zwierze ma
wartosé¢ a;). Niewiadomymi pomocniczymi sa parametry wptywu plciowoéci b € R2.

Pozostale parametry wystepujace w (5.1) — A, X, Z, y, k — sa zadane jako parametry
modelu. Jak to czesto si¢ zdarza w przypadku obliczen naukowych, bedziemy dysponowac je-
dynie czeSciows informacja o danych modelu, a naszym zadaniem bedzie po prostu wskazanie
sensownej metody numerycznego rozwiazywania uktadu réwnan liniowych (5.1). Co zatem na
poczatek wiemy o parametrach modelu? Nasz ,zleceniodawca” z pewnoécia zwrdci nam uwage
na to, ze macierze X oraz Z sa macierzami zerojedynkowymi. Macierz X rozmiaru m x 2
okredla pte¢ badanego zwierzecia, a macierz Z, rozmiaru m x n, odpowiada za ,wktad” danego
zwierzecia do badanej cechy hodowlane;j.

Wreszcie, o macierzy A rozmiaru n X n — tzw. macierzy addytywnych pokrewienstw —
wiadomo, ze ma elementy nieujemne, jest symetryczna i dodatnio okreslona.

W praktyce [22, Table 1] spotyka si¢ zadania dla n z zakresu od 10' do 10°. Macierz addy-
tywnych pokrewienstw A w niektérych modelach moze byé pominieta (co odpowiada wartosci
parametru skalujacego k = 0), a w ogdlnosci ze wzgledu na swoja nature powinna ona by¢ dosy¢
rozrzedzona (hodowcy daza do tego, by ograniczy¢ pokrewienstwa pomiedzy osobnikami).

Ponizej zacytujemy konkretne zadanie modelowe opisane w [30].

Przyktad 5.1 (Przyklad 62 z [30]). W oparciu o metode BLUP wykonaé¢ ocene wartosci ho-
dowlanej zwierzat dla cechy masa cielgt przy odsadzeniu w oparciu o nastepujace informacje:

Ciele Pteé Ojciec Matka Waga przy odsadzeniu (kg)
4 buhajek 1 - 4.5
5 cieliczka 3 2 2.9
6 cieliczka 1 2 3,9
7 buhajek 4 5 3,5
8 buhajek 3 6 5,0

Zebrane informacje fenotypowe prowadza do zadania (5.1), w ktérym

1 1 45
1 1 2.9

X = 1 . 7= 1 . y=|39],
1 1 3.5
1 5x2 1 5x8 5.0

Obliczenia naukowe (©) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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parametr k = 2, a symetryczna macierz addytywnych pokrewienstw jest zadana przez

1 1/2 1/2 1/4 1/4
1 1/2 1/2 1/4 1/4
1 1/2 1/4 1/2
. 1 1/4 1/2 1/8
N sym 1 1/4 1/2 3/8
1 1/4 1/2
1 1/4
1 8x8

5.1. Dyskusja problemu

Zadanie wydaje sie latwe do rozwigzania: dane sa macierze i parametry, wskazany jest uktad
n + 2 réwnan do rozwiazania (5.1) — wiec wystarczy zbudowaé jego macierz i go rozwigzacé.
Gdy zadanie nie jest zbyt wielkiego rozmiaru (n rzedu tysiaca?) — mozemy je rozwiazaé¢ wprost
w Octave. Rzeczywiscie, [30, rozdzial 10] podaje gotowy skrypt:

G = [X'xX, X'sZ ; Z'sX, Z'xZ + kxinv(A)];
r = [X'sy; Z'sy];

s = inv(G)xr;

b = s(1:2); a = s(3:end);

Przedyskutujmy wady i zalety powyzszego rozwigzania. Tym, co od razu kluje na w oczy, jest
uzywanie funkcji inv do wyznaczania macierzy odwrotnej do G i do A. O ile macierz odwrotna do
A wystepuje w samym sformulowaniu zadania, o tyle wyznaczenie rozwigzania uktadu réwnan

Gs=r

metoda s = inv(G)*r powinno zjezy¢ nam wtos na glowie. Oczywiscie, cho¢ matematycznie jest
to poprawne, w realizacji numerycznej nie powinnidmy wyznaczaé wprost macierzy odwrotnej!
Znacznie lepiej dokonaé rozkladu LDL macierzy G (wszak jest symetrycznal) i nastepnie roz-
wigzaé¢ dwa uktady réwnan z macierzami tréjkatnymi i jedna diagonalna. Ten algorytm realizuje
w Octave operator ,dzielenia” macierzowego:

s =G\r;

Zapatrzeni w odwracanie macierzy, mozemy przeoczy¢ inna niepokojaca ceche ukladu (5.1):
jesli bowiem k = 0, to macierz naszego uktadu przyjmuje postac:

XT'x XxTz
VAD GEVANVA N

To jest przeciez nic innego, jak macierz rownan normalnych dla zadania najmniejszych kwa-

dratow
b :
ly — (X Z) (a) |l2 — min!

— a zadanie najmniejszych kwadratéow, jak wiemy, bezpieczniej rozwiazywaé metodami inny-
mi niz poprzez uktad réwnan normalnych: na przyktad, opartymi na rozktadzie QR macierzy

X Z). Najpierw jednak musimy zadaé¢ sobie pytanie, czy réwniez oryginalny uklad (5.1)
odpowiada jakiemu$ zadaniu najmniejszych kwadratéw? Mozemy domyslaé sie, ze tak (wiedzac
o tym, jaki jest jego rodowdd). I rzeczywiscie, przeciez dla dowolnej macierzy symetrycznej S,
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T
X z\ (X z\_ (XX X'z
0 S 0 S) \ZTXx zZTz+s%)
Biorac wiec S = k1/2A1/2 (istnieje, bo A jest symetryczna i dodatnio okreslona) dostajemy,
ze (5.1) jest ukladem réwnan normalnych dla zadania najmniejszych kwadratéw:

u (g) - (if g) (b> 2 — min! 52)

Problem z ostatnim sformulowaniem problemu polega na tym, ze aby go postawi¢, musimy
wyznaczyé A~V2 czyli — w rzeczywistodci — rozwiazaé pelne zagadnienie wlasne dla macierzy
A (znalezé¢ wszystkie wektory i wartosci wlasne).

Jednak po chwili namystu mozemy zobaczy¢, ze S nie musi by¢ symetryczna, wystarczy
tylko, zeby STS = kA~!. Biorgc wiec (latwo obliczalny) rozktad Cholesky’ego-Banachiewicza
macierzy A,

A=LLT,
dostajemy S = k'/2L~!. Poniewaz L jest macierza dolna tréjkatna, macierz L~ mozna wyzna-

czy¢ przyzwoitym Kkosztem.
Ostatecznie wiec, zamiast zadania (5.1) nalezy rozwiazaé¢ réwnowazne zadanie najmniejszych

kwadratéw,
y\ (X A b )
I <0> (0 \/EL1> (a) |2 — min! (5.3)

Jesli obecno$é¢ macierzy odwrotnej w powyzszym sformutowaniu wciaz nas niepokoi, mozemy
drazy¢ dalej. Rozpisujac, dostajemy inna posta¢ minimalizowanego wyrazenia (5.3),

ly — Xb— Za||? + k||L™ a2 — min!
Oznaczajac g = L~ 'a, mamy réwnowaznie
ly — Xb— ZLg|3 + k||glj3 — min!

— a tu juz nie wystepuje macierz odwrotna do L! Ostatecznie, dostajemy nastgpujace sformu-
lowanie zadania wyjsciowego (por. [18, zadanie 11.3.4]:

1. Wyznacz rozktad Cholesky’ego A = LL".
2. Wyznacz rozwiazanie (b, g) € R? x R" zadania najmniejszych kwadratéw

[ (g) - B (Z) l2 — min! (5.4)

gdzie B jest prostokatna macierza rozmiaru (m +n) x (2 4+ n) postaci

X ZL
B= (o k1/21>'

3. Oblicz a = Lg.
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5.2. Implementacja

Dzieki odpowiedniemu potraktowaniu problemu, catkowicie unikneliémy wyznaczania ma-
cierzy odwrotnych oraz niepotrzebnego przeksztalcania zadania najmniejszych kwadratéw do
postaci normalnej.

Rozklad Cholesky’ego macierzy A wyznaczymy korzystajac z funkcji Octave U = chol(A).
Jednak musimy pamigtaé, ze wynikiem dziatania chol(A) jest macierz trojkatna gorna taka,
ze UTU = A, czyli innymi stowy, U = LT. Dlatego musimy odpowiednio dostosowaé¢ macierz
zadania (5.4):

B = [X ZxU’; zeros(n,2), sqrt(k)*eye(size(U))];

Dalej, wystarczy rozwigza¢ zadanie najmniejszych kwadratow z macierza B:

f = [y; zeros(n,1)];
q=B\f
b = q(1:2); a = U'xq(3:end);

Przypomnijmy, ze w Octave zadanie najmniejszych kwadratéw rozwiazuje sie, korzystajac z
tego samego operatora ,dzielenia”, \, ktéry stuzy do rozwiazywania uktadéw réwnan.

Jednak nasze zadanie jest bardzo szczegdlnej postaci blokowej: blok (2,2) macierzy B jest
macierza diagonalna, co moze nam pozwoli¢ osiagnaé¢ dalsza redukcje kosztéw obliczen [18,
rozdzial 11.3]. Ponadto, mozna od razu tak ponumerowaé¢ réwnania, by macierz Z byla postaci

Z:(O I),

co spowoduje, ze iloczyn ZL bedzie wyznaczalny zerowym kosztem obliczeniowym.

5.3. Wykorzystanie specyfiki zadania

Dotychczas atakowalidémy postawione zadanie przy minimalnej wiedzy o jego naturze. Sta-
raliSmy sie przyja¢ neutralny punkt widzenia numeryka, pozwalajacy nam dostrzec w zadaniu
pewne typowe cechy samego zadania obliczeniowego. Jednak tym, co naprawde jest pickne w
obliczeniach naukowych jest to, ze zadania — cho¢ na swdj sposéb typowe — maja swoje
niuanse, ktére powoduja, ze czasem warto zmieni¢ swéj punkt widzenia i dopasowaé uzywane
metody do tego, co wiecej wiemy o charakterze zadanial

Jak dotad, braliSmy pod uwage jedynie fakt, ze macierz A jest z gory zadana, dosy¢ rzadka,
symetryczna i dodatnio okreélona. Nie chcieliémy wyznaczaé¢ A~! wiedzac, jak niezrecznie jest
numerycznie korzystaé z takiej macierzy.

Przypomnijmy powody:

— Wyznaczenie macierzy odwrotnej A~! jest procesem bardziej kosztownym niz wyznacze-
nie wspoélczynnikéw jej rozkladu (np. Cholesky’ego, A = LLT, lub, unikajac kosztownych
pierwiastkéw, A = LDLT)

— Aby dla danego y wyznaczyé A~ ly wystarczy rozwigzaé¢ dwa uklady réwnan z macierza
L, kazdy kosztem co najwyzej O(n?) dziatan (i ewentualnie D, kosztem liniowym). Tak
wyznaczone rozwigzanie numeryczne jest rozwigzaniem pewnego zadania sasiedniego, o ile
tylko uzylismy dobrego algorytmu wyznaczania rozktadu macierzy.

— Nawet jesli A jest macierzg rzadka, to A~ zazwyczaj jest macierza gesta.

Tymczasem okazuje sie, ze spotykane w praktyce modele (5.1) korzystaja z macierzy A,
ktoéra jest tak zwana macierza addytywnych pokrewienstw. Majac zadang taka macierz, mozemy
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wyznaczy¢ macierz do niej odwrotna, ale na pierwszy rzut oka nie wida¢ w niej jakiej$ wyrazistej
regularnosci:

A=[0001/201/21/41/4,
00001/21/21/41/4,
00001/201/41/2;
000001/41/21/8;
000001/41/23/8;
0000001/41/2;
0000000 1/4;
00000000;];

n = size(A,1);

A=A+ A + eye(n);

inv(A)

Jednak, jesli sprawdzi¢ w fachowej literaturze (np. w [22]) definicje macierzy A to okaze
sie, ze jej elementy wyznacza sie z prostego rekurencyjnego wzoru, ktéry bazuje na znanym
z danych hodowlanych rodowodzie kazdego zwierzecia. Spojrzenie na wzér okredlajacy A w
terminach operacji macierzowych, moze stabszych psychicznie zwali¢ z nég:

A=(I-P)'DU-pr) T,

gdzie P jest pewng macierzg o co najwyzej dwoch niezerowych elementach w wierszu! Co wiecej,
macierz P bardzo tatwo wyznaczy¢ z danych rodowodowych, natomiast D jest zadana macie-
rza diagonalng [22]. Stad oczywiscie dostajemy natychmiast bardzo latwo wyliczalna macierz
odwrotna,

At =1 -P)I'DYI-P).

Widzimy wiec, ze macierz A~! nie do$é, ze jest banalna do wyznaczenia, to od razu jest dana
w postaci rozkladu kA=' = STS, w ktérym co prawda S = k1/2D_1/2(I — P) nie musi by¢
trojkatna gérna, ale za to na pewno jest bardzo rozrzedzona (ma tylko okolo 2n niezerowych
elementow.

To odkrycie zmienia nasz punkt widzenia! Jesli bowiem mamy do dyspozycji rozrzedzong
macierz P i diagonale d macierzy D, konstrukcja macierzy zadania najmniejszych kwadratow
(5.2) upraszcza sie do utworzenia bloku S, co mozemy zaimplementowaé¢ w Octave na przyklad
W ponizszy sposob:

B = [X Z; zeros(n,2), spdiag(sqrt(k«d))«(speye(n)—P)];

5.4. Przypadek duzego n

Niektére badania moga dotyczyé n = 10% zwierzat (m, czyli zbiér danych pomiarowych)
jest wtedy zwykle duzo mniejsze), wiec kazdy sposéb na to, by obnizyé¢ koszt pamieciowy i
obliczeniowy wyznaczenia rozwigzania jest wart uwagi.

Macierze rzadkie Przede wszystkim, nalezy wykorzystaé fakt, ze macierze X, 7, A~ ! sg w
praktyce macierzami mocno rozrzedzonymi.

Jesli wiec utworzymy X, Z, P jako macierze rzadkie (poleceniem sparse), to macierz B tez
bedzie rzadka. W przypadku, gdy operator \ zostanie przylozony do prostokatnej macierzy
rzadkiej, spowoduje wywolanie specjalizowanej funkcji bibliotecznej z pakietu CXSPARSE, wy-
konujacej rzadki rozktad QR.
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Zmniejszenie rozmiaru zadania przez powrdt do ukladu réwnan normalnych Roéwnan
normalnych nie musimy sie obawiaé, gdy uwarunkowanie macierzy BT B jest nieduze. W niekté-
rych przypadkach tak rzeczywidcie bedzie nawet dla bardzo duzych n. Nalezy jednak pamietac,
ze jesli m < n, to zastapienie macierzy prostokatnej B rozmiaru (m + n) X (2 + n) macierza
kwadratowa BT B rozmiaru (2 +n) x (2 4+ n) nie musi dawaé znaczacych zyskéw, zwlaszcza, ze
BT B bedzie mniej rozrzedzona niz B.

Uzycie metody iteracyjnej Gdy n jest na tyle duze, ze uklad réwnan normalnych BT B
stanowilby powazne wyzwanie dla metody bezposredniej, mozna byloby wéwczas skorzystaé
z metody iteracyjnej rozwiazywania uktadu BT B — na przyklad, mogliby$my tu zastosowaé
metode PCG, jednak wylacznie wowczas, gdy wyjsciowe zadanie jest bardzo dobrze uwarunko-
wane.

Stosujac metode iteracyjna, mozna przy okazji uniknaé¢ skladania catej wielkiej macierzy
A~ wystarczy, zgodnie z powyzszym przepisem, przylozy¢ macierz do wektora, co mozemy
zapisaé¢ stosunkowo prosta funkcja.

Alternatywa dla rozwiazania ukladu réwnan normalnych metoda PCG mozne by¢ rozwia-
zanie (nieco lepiej uwarunkowanego) zadania z (pozornie!) wielka macierza kwadratowa M roz-
miaru 2n + m + 2, o bardzo specjalnej, prostej strukturze:

(o) = (5 ) ()= 6),

gdzie a > 0 jest zadanym parametrem dobranym do zadania.

Rzeczywiscie, (p, q) jest rozwiazaniem powyzszego réwnania wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest
rozwiazaniem zadania najmniejszych kwadratéw ||Bg — yl||l2 = min, a p = (y — Bq)/«a jest
przeskalowanym wektorem residuum.

Poniewaz macierz M jest symetryczna, ale nie jest dodatnio okreslona, nalezy zastosowaéd
do niej metode PCR, dostepna m.in. w Octave. Prostoduszna implementacja

M = [alphaxspeye(size(B,1)), B; B’', spalloc(size(B,2),size(B,2))];
[X,info,relres] = pcr(M,[y;zeros(size(B,2),1)]);

info

q = X(size(B,1)+1:end);

moze efektywnoscig ustapi¢ miejsca bardziej wyrafinowanej, korzystajacej z operatorowej defi-
nicji M:

Mmult = ©@(x) [alphaxx(1:size(B,1)) + Bxx(size(B,1)+1:end); B'x«x(1:size(B,1))];
[X,info,relres] = pcr(Mmult,[y;zeros(size(B,2),1)]);

info

q = X(size(B,1)+1:end);

Koszt mnozenia wektora przez M mozemy jeszcze bardziej zredukowaé, korzystajac z wiedzy o
strukturze B: jest ona macierzg blokowsa tréjkatna gorna, a i bloki maja specyficzng strukture,
upraszczajaca mnozenie przez wektor.

Obnizenie kosztu mnozenia przez A~! Mozemy tez prébowaé¢ mnozenie przez A~! uczynié
tanszym, zwlaszcza, gdy implementujemy nasz program w jezyku C lub podobnym. Z pomoca
przychodzi tu do$wiadczenie... programowania metody elementu skonczonego (technika stoso-
wana w numerycznych obliczeniach inzynierskich!). Poniewaz w wierszu P odpowiadajacym
i-temu zwierzeciu znajduja sie co najwyzej dwie niezerowe wartosci:

Dis(i) = Pid(i) = 1/2, d; =1/2,


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2

40 5. Hodowla zwierzqt

gdy ojcem i jest zwierze o numerze s(i), a matka — zwierze o numerze d(i), a w przypadku,
gdy znane jest tylko jedno z rodzicéw, r(i), tylko jeden element jest niezerowy,

Diru) = 1/2, di = 3/4,

a gdy zadne z rodzicéw zwierzecia ¢ nie jest znane, caly i-ty wiersz P jest zerowy, natomiast
d; =1.

Stad wynika, ze A=t =", Ai_l, gdzie Ai_1 jest wktadem i-tego zwierzecia. Na przyktad, gdy
znani sg oboje rodzice zwierzecia,

1
A==z dt (1 -2 —12),
~1/2

przy czym elementy tej macierzy nalezy rozrzucié na tréjke i,s(i), d(i) wspéirzednych A~1.

Cwiczenie 5.1. Niech bedzie dana tabela R, rozmiaru n X 2, okreslajaca bezposrednie relacje
pomiedzy zwierzetami:

{s(i), gdy ojcem i-tego zwierzecia byl osobnik o numerze s(i),
ril =
' 0.

Podobnie okreslamy r; 2, identyfikator matki zwierzecia . Niech A rozmiaru n x n bedzie
macierzg addytywnych pokrewienstw pomiedzy zwierzetami wyznaczona przez R. Napisz moz-
liwie szybko dzialajgcg procedure, obliczajaca A~'y na zadanym wektorze y przy minimalnym
zapotrzebowaniu na pamie¢ robocza.

Jedli chcesz zblizy¢ sie do realnych warunkow pracy, przyjmij zalozenie, ze dane z tablicy
R sa zapisane w arkuszu kalkulacyjnym Excela (lub w jakims$ bardziej egzotycznym formacie):
konwersja formatéw danych to jeden z pomijanych, a bardzo ucigzliwych programistycznie,
aspektow obliczen naukowych.

Cwiczenie 5.2. W bardzo licznych zastosowaniach statystycznych nalezy wskazaé zestaw tych
wartosci wlasnych (i, przy okazji, wektoréw wlasnych) macierzy kowariancji X7 X, ktore sa
powyzej zadanego progu 2. To zadanie nazywa si¢ analiza gléwnych sktadowych (principal
component analysis, PCA), a celem moze by¢ zmniejszenie rozmiaru zbioru danych statystycz-
nych poprzez eliminacje malto istotnych parametréw.

W sformulowaniu matematycznym, majac zadang macierz X € R™ ™ — przy czym n >
m — musimy wyznaczy¢ rozklad spektralny macierzy (symetrycznej i nieujemnie okreslonej)
XTX:

XTx =vAvVT,

gdzie A jest macierza diagonalna, zawierajaca wartosci wlasne, a V' jest macierza ortogo-
nalna, V'V = I, zlozong z wektoréw wlasnych macierzy X7 X, a nastepnie zwrécié te wektory
wlasne v;, ktore spelniaja warunek \; > n?.

Napisz funkcje, ktéra wykona to zadanie.

Rozwigzanie. Funkcja Octave, realizujaca nasze zadanie mogtaby mie¢ postac:

function [V, L] = pcal(X, eta)

[V, L] = eig(X'+X);

[L, 1] = sort(diag(L), 'descend’); V = V(:,I);
I = find(L>eta);

V =V(1I); L=L();

end
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Dodatkowo, nasza funkcja sortuje wektory i wartosci wlasne w kolejnoéci od najwiekszej, do
najmniejszej.

Jednak ma ona te wade, ze formujac macierz X7 X tracimy informacje zawarta w X: macierz
XTX jest wymiaru tylko m x m. Dlatego bezpieczniej skorzystaé z rozktadu SVD! macierzy X:

X =UuxvT

i faktu, ze X7 X = VX2V7T. Poniewaz funkcja svd zwraca macierze U, 3, V, lepsza numerycznie
wersja naszej funkcji miataby nastepujaca postac:

function [V, L] = pca(X, eta)

[U L V] =svd(X,0); % economy—version

[L, ] = sort(diag(L)."2, 'descend’); V = V(:,1);
| = find(L>eta);

V =V(I); L=L();

end

! Wiecej o rozktadzie wedtug wartosdci szezegdlnych (SVD) dowiesz sie z wyktadu z Matematyki Obliczeniowej
II.
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6. Charakterystyka pracy transformatora

Do transformatora o N zwojach doprowadzony jest prad zmienny o napieciu E i czesto-
tliwodci w/2m. W modelowaniu jego pracy [8, Chapter 6, APP10] wykorzystuje si¢ réwnanie
rézniczkowe opisujace zmiany natezenia pradu ¢ w czasie:

¢+ wio + s = %E cos(wt). (6.1)

Parametry wg oraz b zaleza od konkretnego transformatora. Podobne réwnanie rozwiazuje sie,
modelujac np. zjawisko tzw. ferrorezonansu w duzych sieciach transformatoréw wysokiego na-
piecia, lecz wtedy czasem czton nieliniowy »° zastepuje sie wyzsza nieparzysta potega ¢, np.
o1l [21].

Niech warunek poczatkowy bedzie postaci ¢(0) = ¢'(0) = 0. Naszym celem jest
— narysowanie wykresu ¢(t) dla ¢t € [0,5] dla przypadku E = 165, w = 120w, N = 600,

wi =83, b=0.14;
— zbadanie wplywu niewielkich zmian parametru b na przebieg rozwiazania.

6.1. Bezstresowe rozwigzanie problemu

Aby rozwiazaé (6.1), zastosujemy standardowy solver réwnan rézniczkowych z Octave, Isode.
Po sprowadzeniu réwnania do uktadu dwdch réwnan pierwszego rzedu,

d (¢) v
dt \v) —w%qb—bng—f—%Ecos(wt) ’

okreslamy funkcje wyznaczajaca wektor prawej strony (przy umowie, ze y = (y1,y2) = (¢, v)):

E = 165; omega = 120xpi; N = 600; omega02 = 83; b = 0.14,
oEN = (omegax*E)/N;

transf = Q(y,t) [y(2); —y(1)*(omega02 + bxy(1)"2) + oENxcos(omegaxt)];

Numeryczne rozwiazanie i wykres ¢ (czyli pierwszej wspolrzednej wektora y) wyznaczymy
stosujac proste komendy:

y0 = [0;0]; % warunek poczatkowy

K = 100; % rozdzielczos¢ wykresu
t = linspace(0,5,K);

y = Isode(transf, y0, t);
plot(t, y(:,1)); % rysujemy tylko pierwsza wspotrzedna

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Rysunek 6.1. Rozwiazanie réwnania transformatora? To sie jeszcze okaze.

6.1.1. Préba weryfikacji rozwigzania

Uzyskany przez nas na rysunku 6.1 wykres — regularny, ,,optycznie prawie periodyczny” —
zdaje sie sensowny. Jednak — pamietajac o tym, ze niektére zadania mogg byé numerycznie
trudne, a ich rozwiazania zwodniczo eleganckie — na wszelki wypadek zastosujemy inzynierski
chwyt, polegajacy na weryfikacji rozwiazania poprzez drastyczne zaostrzenie kryteriéw tolerancji
bledu.

Aby to osiagnaé, musimy nieco pomanipulowaé przy parametrach pracy lsode. Najpierw
zapamietamy biezace wartosci tolerancji btedu' wzglednego i bezwzglednego:

rtol = Isode_options('relative_tolerance’);
atol = Isode_options('absolute._tolerance');

Nastepnie ustalimy nowe wartosci na poziomie 10* razy(!) mniejszym:

Isode_options('relative_tolerance’, rtolxle—4);
Isode_options('absolute_tolerance’, atolxle—4);

i na nowo uruchomimy ta sama symulacje:

y = Isode(transf, y0, t);
plot(t, y(:,1));

% na zakoriczenie przywracamy poprzednie wartosci parametréw Isode
Isode_options('relative_tolerance’, rtol);
Isode_options('absolute_tolerance’, atol);

! Przypomnijmy na wszelki wypadek, ze ustalenie wartoéci tych parametréw nie spowoduje bynajmniej, ze
uzyskane rozwiazanie bedzie obarczone witasnie takim btedem; faktyczna rola parametréow tolerancji btedu jest
opisana specjalistycznej literaturze, np. w [10].
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Choé¢ na wyniki przyjdzie nam czekaé znacznie dtuzej niz poprzednio — wszak utrudnilismy
prace solverowi! — efekt, ktéry mozemy sprawdzié¢ na rysunku 6.2, do$é przekonujaco potwier-
dza, ze solver nie oszukal nas poprzednim razem i wyznaczone rozwiazanie jest praktycznie
identyczne.
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-0.0015 L . L L
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Rysunek 6.2. Numeryczne potwierdzenie jakosci rozwiazania réwnania transformatora? ,Na
oko” zdaje sie, ze jest OK.

Zatem na podstawie uzyskanego wykresu mozemy skonkludowad, ze nasz transformator ma
na tyle duzg bezwladnos$é, ze — choé w jego pracy pojawiaja sie oscylacje — przebiegaja one
tagodnie. W badanym okresie czasu natezenie tylko dwa razy (pieé, jesli darowaé sobie drobne
réznice) przyjelo maksymalna wartosé.

6.2. Czy interpretacja wyniku jest poprawna?

Jednak otrzymany przez nas wykres jest — w potocznym rozumieniu — catkowicie bledny!
ZapomnieliSmy bowiem o innym zjawisku: o aliasingu, czyli niebezpieczenstwie wyciggniecia
btednych wnioskéw o przebiegu funkcji w przypadku zbyt malej liczby punktéow prébkowania
jej wartosci. Rzeczywiscie, powinni byliémy na wszelki wypadek zbadaé, czy zwiekszenie roz-
dzielczosci wykresu nie spowoduje jego wyraznej zmiany....

Zatem zobaczmy. Wybierzemy — zamiast K = 100 punktow wykresu, jak dotychczas — na
poczatek K = 300 réwnoodlegltych punktéw:

K = 300;

y = Isode(transf, y0, t);
plot(t, y(:,1));

Hmmm... dostaliémy wykres (zob. rysunek 6.3), w zaden sposéb nie przypominajacy ry-
sunku 6.1, ktory jeszcze przed chwilag wydawal nam sie tak sensowny... A przeciez jedynym
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symacja rozwiazania. Pozostaje wiec przekonaé sie, kiedy niewielkie zwigkszanie (lub, co —
w Swietle powyzszego — na jedno wychodzi, zmniejszenie) rozdzielczosci wykresu przestanie
powodowacé istotng zmiang wykresu rozwiazania.

6.2.1. Jak dobra¢ dobra rozdzielczoS$¢?

Gdybysmy bowiem wczedniej cho¢ chwile zastanowili sie nad charakterem naszego row-
nania, zobaczyliby$my, ze jego prawa strona — zewnetrzne wymuszenie — jest postaci cos(w t),
czyli, dla naszych danych, postaci cos(1207t). Nawet intuicyjnie jest jasne, ze prébkowanie
wartosci rozwigzania powinnismy dopasowa¢ do tej czestoéci. W interesujacym nas przedziale
czasowym t € [0,5] takie wymuszenie bedzie mialo 120 - 5 = 700 ekstreméw, wiec — biorac
skromnie po 10 wezléw pomiedzy jednym a drugim ekstremum — powinnismy uzy¢ okoto 7000
wezlow, by ustawi¢ wstepna (minimalng sensowna?) rozdzielczo$é wizualizacji.

Naturalnie, mozemy dodatkowo oprzeé sie na naszej wiedzy dla liniowych réwnan réznicz-
kowych. W przypadku b = 0 drgania beda mialy dwie sktadowe: wolnozmienng postaci cos(wot)
(by¢ moze z jakim§ przesunieciem fazowym), zwiazana z rozwiazaniem ogdélnym jednorodnego
réwnania oscylatora harmonicznego — oraz sktadowa szybkozmienna, postaci cos(wt), bedaca
rozwigzaniem szczegdlnym réwnania niejednorodnego. W naszym przypadku, da to co§ w sty-
lu Apcos(9.11t + ¢) + A cos(376.99t) — zatem faktycznie musimy dostosowaé rozdzielczos$é
wizualizacji co najmniej do najszybciej zmieniajacego sie skladnika, cos(wt).

Aby utwierdzié si¢ w naszych przypuszczeniach, zrealizujemy w petli wy$wietlanie rozwia-
zania, oryginalnie wyprébkowanego w bardzo wielu punktach (K = 5000), nie zwazajac na
rozdzielczo$é monitora, ktéra zapewne nie przekracza 2000 pikseli w poziomie, na coraz rzadszej
siatce weztéw:

K = 5000;

t = linspace(0,T,K); % highest possible resolution
y = Isode(transf, y0, t); % reference solution
plot(t,y(:,1)); title('Reference_plot’); pause(3);

P=1,
for k = [1:10]
plot(t(P:k:end),y(P:k:end,1));
title(['Reference_plot_for_.K_=_",num2str(K),",_every_',num2str(k), th_point']); pause(3);
end

Ta seria wykreséw przekonuje nas jasno, ze rozwiazanie zmienia sie zbyt szybko, by bylo
czytelnie wizualizowane na odcinku [0,5] — zob. rysunek 6.5. Ponadto faktycznie wydaje sie,
ze obserwujemy zjawisko nakltadania si¢ szybkozmiennej sktadowej na sktadowa wolnozmienna.
Obie te obserwacje sktaniaja wiec nas do tego, by przyjrzec sie doktadniej wykresowi ograniczo-
nemu do znacznie wezszego zakresu t: wybieramy ,na oko” okno o szerokosci 5% oryginalnego
przedziatu, zlokalizowane na jego koncu.

P = floor(0.95xK); % ostatnie 5% wykresu
for k = [1:10]
plot(t(P:k:end),y(P:k:end,1));
title(['Reference_plot_for_.K_=_",num2str(K),",_every.’,num2str(k), th_point']); pause(3);
end

Strzal okazal sie znakomity (rysunek 6.6) — wydaje sie, ze przy oryginalnej rozdzielczosci
K = 5000 (ktérej w zawezonym przedziale dlugosci 0.25 odpowiadato 250 wezléw) udalo sie
zlokalizowaé najwazniejsze cechy rozwigzania: wszystko bowiem wskazuje na to, ze rozwiazanie
ma w badanym zawezonym przedziale okolo 20 réwnomiernie rozmieszczonych ekstremow.
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Rysunek 6.6. Rozwiazanie rownania transformatora prébkowane w K = 5000 punktach, zobra-
zowane na krotkim podprzedziale.

Mozemy teraz potwierdzié¢ swoje przypuszczenie, biorgc K = 20000 (czemu odpowiada 1000
wezlow w zawezonym przedziale) i sprawdzajac tam przebieg rozwiazania.

Cwiczenie 6.1. Jak oglada¢ ostatnie 5% rozwigzania, ale bez K idacego w tysigce (dziesiatki
tysiecy)?

E = 165; omega = 120xpi; N = 600; omega02 = 83; b = 0.14;
oEN = (omegaxE)/N;
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transf = Q(y,t) [y(2); —y(1)*(omega02 + bxy(1)"2) + oENxcos(omegaxt)];
y0 =[0;0]; T = 5;
% high voltage transformer

% E = 0.15%63.5e3; C = 777; R = 48.4e3;
% omegaS = 377/(2«pi); omega02 = (53/(2xpi))"2; omega22 = (85/(2«pi))"2;

To tylko fragment kodu Zrédiowego Octave. Wiecej na http://mst.
@ mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ché.

6.3. Eksperymenty z parametrami ukladu

Naszym drugim celem jest zbadanie wrazliwos$ci rozwigzania na male zmiany b. Otéz ko-
rzystajac z poprzednio opracowanego kodu i stopniowo zmniejszajac b az do 0 widzimy, ze
rozwiazanie rézni sie niewiele od dotychczas rozwazanego. Mozemy wiec przypuszczaé, ze (dla
malych wartosci b) rozwiazania zaleza w sposéb ciagly od tego parametru, a linearyzacja modelu
jest tu najprawdopodobniej uzasadniona.

Tu konczy sig¢ etap obliczen naukowych — uprawiania ,matematyki” eksperymentalnej: teraz
powinnismy przejé¢ do dowodzenia twierdzen. Czy jeste$ w stanie udowodnié¢ powyzsze wlasnosci
rozwazanego réwnania?

6.4. Uwagi i uzupelnienia

Warto na zakonczenie wspomnieé, ze — cho¢ sprawily nam niejakie klopoty — rozwiazania
naszego réwnania przy danych wartosciach parametréow zachowywaly sie bardzo przyzwoicie.
Tymczasem dla innych zestawdéw parametrow moze by¢ znacznie gorzej. Rownanie tej postaci
jest znane pod nazwa réwnania Duffinga (z periodycznym wymuszeniem). Modeluje ono nie
tylko prace transformatora, ale takze dziatanie pewnych uktadéw mechanicznych. W ogdlnym
przypadku jest ono postaci

¢" + e/ Lwio+ 64" = f(t)

i jest znanym przyktadem zadania rézniczkowego, ktére dla pewnych wartosci € i wg moze mieé¢
chaotycznie zachowujace sie rozwigzania, a to oznacza, ze nieunikniony btad numerycznej
aproksymacji szybko spowoduje przeskok na odlegta od rzeczywistej trajektorie i catkowita
utrate jakosci rozwiazania.

Cwiczenie 6.2. W modelu sieci energetycznej z transformatorami wysokonapieciowymi poja-
wia sie réwnanie opisujace warto$é¢ natezenia pradu ¢(t) w chwili ¢, postaci [21]

1
o'+ %(ﬁ/ + wWi¢ + wi¢? = WE cos(wt).

Réwnanie uzupelnione jest warunkiem poczatkowym ¢(0) = ..., ¢'(0) = 0. Dla wartosci para-
metréw: R = 48.4 [kQ], C = 777 [nF], , E = 0.15-63.5 [kV], w = 377 [rad/s|, wo = 53 [rad/s],
wo = 85 [rad/s|, wyznacz przebieg ¢ w ciagu pierwszych 5 minut.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch6
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch6
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Podczas kursu matematyki obliczeniowej zetkneliémy sie z zadaniem: majac dany zestaw
punktéw na plaszczyzZnie:

P={pi=(vi,y;) €ER*:i=0,...,N},
znalez¢ prosta L(z) = ax + b taka, ze

N
Z |L(x;) — yi|2 = min!
i=0

Bylo to po prostu inne sformutowanie liniowego zadania najmniejszych kwadratéw na wspot-
czynniki a, b. Zwr6émy jednak uwage, ze takie sformutowanie zadania nieréwno traktuje zmienne
T; oraz ;.

W wielu zastosowaniach, na przyktad: w analizie obrazdéw, w energetyce, czy w komunikacji,
mamy do czynienia z zadaniem minimalizacji $redniej odleglosci prostej od zestawu P punktow
na plaszczyznie. Rzeczywiscie, jest to matematyczne sformulowanie praktycznego zadania w
rodzaju: Jak poprowadzié (prostq) autostrade tak, by dojazd do niej z pobliskich miejscowosci
byt mozliwie szybki? Albo: Jak, ma podstawie nieco rozmytego konturu budynku na zdjeciu,
zdefiniowaé jego brzeg?

Przez analogie do zadania najmniejszych kwadratéw okreslimy zadanie geometrycznego do-
pasowania prostej do punktéw, polegajace na wskazaniu takiej prostej L, dla ktérej

N
Z dist(p;, L)? = min!
i=1

przy czym odleglos¢ bedziemy mierzy¢ w normie euklidesowej.
Powyzsze zadanie jest najprostsza wersja calej klasy zadan geometrycznego dopasowania, w
ktorych krzywg ~v okreslonego typu chcemy dopasowaé¢ do zadanego zestawu punktéw P tak, by

N
Z dist(p;,y)? = min!
=1

W przypadku budynkéw na przyklad, szukalibySmy prostokata spelniajacego powyzszy wa-
runek (por. uwage na koncu wykladu). W niniejszym rozdziale zajmiemy sie na poczatek, w
oparciu o [7], geometrycznym dopasowaniem prostej, a w dalszej czesci wykladu, korzystajac z
materialéw zawartych w [1] — dopasowaniem okregu do zadanych punktéw.

Liczba punktéw pomiarowych N w praktyce nie jest bardzo duza, dlatego bedziemy mieli
do czynienia z zadaniami niezbyt intensywnymi obliczeniowo: gtéwnym problemem bedzie tu-
taj wladciwe sformulowanie zadania w taki sposéb, by mozna bylo je skutecznie zaatakowaé
dostepnymi metodami.

7.1. Dopasowanie prostej
Nietrudno zauwazy¢, ze reprezentowanie prostej L w postaci L(z) = ax + b nie jest zbyt

zreczne, bo na przyklad czasem najlepsze dopasowanie moze zachodzi¢ dla prostej x = 0, ktorej

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.



50 7. Linie 1 okregi

nie jestedmy w stanie tak przedstawié¢. Dlatego korzystniej bedzie rozpatrzy¢ ogélne réwnanie
prostej L postaci
Ax + By+C =0,

oczywiscie uzupeklione jakim$ warunkiem normujacym (wspétczynniki A, B, C sa dane z do-

ktadnoécia do mnoznika). Tutaj najrozsadniej bedzie przyjaé, ze A% + B? = 1: wektor [A, B]

jest wektorem normalnym do prostej L. Wtedy odleglosé punktu p; = (x;,y;) od L jest dana

réwnoscia

dist(p, L) = 1A%+ Byi + O
VA B

zatem mamy znalezé¢ A, B, C takie, ze A?> + B? = 1 oraz wyrazenie

= |AIl —f—Byi +C|,

N
f(A,B,C) =Y (Az; + By, + C)*
=1

przyjmuje najmniejsza wartosé.

7.1.1. Uproszczenia i analiza problemu

Poniewaz na parametr C' nie ma ograniczen, mozemy tatwo go wyeliminowaé¢ z rozwazan
przyréwnujac do zera pochodna

9 N
%ZQZ(A@JFB%JFC):O = C=—(AZ+ By),
i=1
1
gdzie & = N Zﬁil x; 1 analogicznie § = N Zfil Yi-

W ten sposéb zadanie zredukowalo sie do znalezienia wektora u = (A4, B)T takiego, ze
|Muf)3 = min!, pray czym [luf = 1,

gdzie
T1—T Y1—Y
T2 =T Y2—Y
M= .
IN—T YN —Y
Jest to wiec nic innego, jak zadanie wyznaczenia wektora szczegélnego' macierzy M, odpo-
wiadajacego najmniejszej wartoéci szczegdlnej. Rzeczywidcie, jesli M = UXVT i macierze U,V
sa ortogonalne, a

01 0
0 o9
-0 0
0 O

przy czym dla ustalenia uwagi o1 > o9 > 0, to
2
cr O
IMz|3 = |USVT 2|} = |2VT|f = 2"V < 0 a§> Viz > of|Viz|} = of|zll = o3,
a réwno$é zachodzi gdy VT x = [0,1]7, czyli dla z = vs.

! Wiecej na temat wektoréw i wartosci szczegélnych mozna dowiedzieé sie np. w wyktadzie z Matematyki
Obliczeniowej 11, w rozdziale dotyczacym rozkladu SVD macierzy.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mo2
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7.1.2. Implementacja

Poniewaz w Octave znajduje si¢ gotowa funkcja wyznaczajaca pelny rozktad SVD zada-
nej macierzy, mozemy pokusi¢ sie o implementacje funkcji wyznaczenia A, B, C' na podstawie
punktéw, ktorych wspélrzedne na osiach OX i OY podane sa, odpowiednio, w talicach x i y:

function ABC = linefit(x,y)

x =X();y = y();

ABC = NaN(3,1);

xm = mean(x); ym = mean(y);

[U, S, V] = svd([x—xm, y—ym], 0); % ekonomiczny rozktad SVD
ABC(1:2) = V(:,end); % [A, B]

ABC(3) = — ABC(1)#xm — ABC(2)*xym;

end

Aby przetestowaé¢ dzialanie naszego kodu, zaburzymy losowo punkty prostej y = 5z + 6 i
sprawdzimy, co wyjdzie. Poréwnamy takze nasz (geometryczny) fit z dopasowaniem na podsta-
wie standardowej metody najmniejszych kwadratow.

W celu wygodnego rysowania prostej zadanej w postaci uwiklanej, napredce opracujemy
funkcje lineplot, ktérej listing zamieszczamy ponizej.

function lineplot(ABC, X, Y, color)

if nargin < 4

color ="";
end
xmin = X(1); xmax = X(2);
ymin = Y(1); ymax = Y(2);
A = ABC(1); B——ABC@),C::ABCG)
if abs(A/B) <=

plot(X, (—C— A*X)/B, ['—',color]);
else

plot((—C—BxY)/A, Y, [—',color]);
end
end

Teraz mozemy rozpoczac testy, korzystajac na przyktad z kodu ponizszej postaci:

a=>5b=06;

x = linspace(1,3,300);

y = axx + b;

x = x+0.6x(2+rand(size(x))—1);

y = y+0.6x(2+rand(size(y))—1);

% fit geometryczny

ABC = linefit(x,y);

% fit LZNK

ba = [ones(size(x)); x]"\y";

plot(x,y,’or');

hold on;

lineplot(ABC,[0,4],[min(y)—1,max(y)+1],'r');
lineplot([ba(2),—1,ba(1)],[0,4],[min(y)—1,max(y)-+1],’k’);
lineplot([a,—1,b],[0,4],[min(y)—1 max(y)+1],'g");

hold off;
legend('zaburzone_dane’, fit_geometryczny', 'fit_LLZNK', 'oryginalna_prosta’);
grid on;
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Rysunek 7.1. Przyktadowy wynik dopasowania prostej w sensie LZNK i w sensie geometrycz-
nym.

7.2. Dopasowanie okregu

Analogicznie, mozna rozwazy¢ zadanie geometrycznego dopasowania okregu (lub, w wiek-
szej ogblnosci, elipsy) S do danych punktéw na plaszczyznie. Zastosowania moga dotyczy¢ [1]
medycyny (zwlaszcza — okulistyki), kontroli jakosci wykonania obrotowych czesci mechanicz-
nych, wyznaczania toréw czastek elementarnych, robotyki, a nawet — archeologii (wyznaczenie
srednicy stadionu na podstawie zachowanych fragmentéw). W wymienionych przypadkach za-
zwyczaj mamy do czynienia z zestawem punktéw znajdujacych sie na tuku stanowigcym jedynie
niewielki fragment okregu. Z powodu zaburzen danych, spowodowanych na przyktad bledami
pomiaru, zadane punkty nie uktadaja sie idealnie na poszukiwanej krzywe;j.

Jesli okrag S reprezentowaé przez $rodek O = (a,b) oraz promien r:

S={(z,y) €R?: (x—a)* + (y— b)* =17},
to odleglo$¢ d; zadanego punktu p; = (x,y;) od S jest réwna, jak latwo sprawdzi¢,
di = ||lpi = Olla — /.

W takim razie, musimy zminimalizowaé¢ warto$¢ funkcjonatu

N
fla,byr) =Y (\/(961 —a)? + (y; — b)? —r>2.
-1

7.2.1. Atak na wprost

Poniewaz zadanie minimalizacji tym razem dotyczy bardziej skomplikowanego funkcjonatu
nieliniowego, uzyjemy standardowej procedury optymalizacji nieliniowej w Octave, sqp.

function d = residgeom(X,x,y)
% a=X(1),b=X(2);, r=X(3)
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c(ij: sumsq( sqrt((x—X(1))."2 + (y—X(2))."2) — X(3));
en

function [S,dist,info] = fitcircle1(S0,x,y)

% S = (a,b,r)
[S,dist,info] = sqp(S0,@(X)residgeom(X,x,y));
end

Funkcja residgeom wyznacza wartos$¢ funkcjonatu f(a, b, r), przy czym przekazujemy jej wszyst-
kie parametry funkcjonalu w pierwszym argumencie, w postaci wektora X. Musimy tak zrobié,
bo sqp spodziewa sie funkcji jednego argumentu — taka tworzymy w postaci funkcji anonimowej

©(X)residgeom(X,x,y)

przekazywanej do sqp. Poniewaz w zadaniu nieliniowym wymagany jest sensowny punkt startowy
So — taki wiec musimy przekazaé, procz zadanych wspoélrzednych punktéw (z;,y;), do funkcji
fitcirclel. Zadaniem uzytkownika jest wlasciwy dobér Sy = (ag, by, 70) tak, by metoda iteracyjna
byta zbiezna do wlasciwego minimum.

7.2.2. Zmiana sformulowania zadania

Jakkolwiek dokonany przez nas wybér parametréw zadania: a, b, r, jest niewatpliwie kuszacy,
to jednak, gdy punkty (z;,y;) sa prawie wspolliniowe, wyznaczany promien r moze by¢ bardzo
duzy w poréwnaniu do wspétrzednych srodka (a,b). Ponadto mate zaburzenia potozenia punk-
téw (x4, y;) moga prowadzi¢ do duzych skokéw wielkosci r (a takze — polozenia srodka okregu),
dlatego warto zadanie sformutowaé inaczej.

Okrag S mozemy opisaé¢ za pomocy standardowego réwnania krzywej drugiego stopnia,

Az +9y*)+ Bz +Cy+ D =0.

Poniewaz wynika stad, ze

<+B>2+< +C>2_B2+02—4AD
Y YToa) T IVER

Jak podaje [1], Pratt zasugerowal warunek normalizacyjny
B? +C? —4AD = 1.
Ponadto wéwczas odleglo$é d; punktu (x;,y;) od okregu jest réwna

i
d=929— "
14+ 1+ 4Ar

zatem musimy minimalizowa¢ funkcjonal

, gdzie r; = A(x? +y?) + Bx; + Cy; + D,

f(A,B,C,D)=Y d;

7 ograniczeniem

g(A,B,C,D)= B>+ C* —4AD —1=0.

To zadanie po raz kolejny zrealizujemy za pomoca funkcji sqp:
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function d = residgeom2(X,x,y)
A = X(1); B =X(2); C=X(3); D = X(4);
P = Ax(x."2 +y."2) + B*x + Cxy + D;
d = sumsq(2x(P./(14+sqrt(14+4xAxP))));
end

function d = constr(X)
d = X(2)"2 + X(3)"2 — 4xX(1)*X(4) — 1;
end

function [S,dist,info] = fitcircle2(S0,x,y)

%S = (AB,CD)

c = zeros(4,1);

c(1) = 1/(2%S0(3)); c(2:3) = —2xc(1)%S0(1:2); c(4) = (c(2)"2 + c(3)"2 — 1)/(4xc(1));

[cdist,info] = sqp(c, @(X)residgeom2(X,x(:),y(:)), @constr);
S j [—c(2:3)/(2xc(1)); sqrt(c(2)"2 + c(3)"2 — 4xc(1)*c(4))/(2*abs(c(1)))];

Jakkolwiek ostatnig linijke kodu moglibysmy teoretycznie zastapic¢ taniszym S = [—c(2:3); 1]/(2xc(1)),
to jednak bezpieczniej bedzie zrobi¢ tak, jak powyzej — bo warunek B? + C? —4AD = 1 moze
nie by¢ idealnie spelniony.

7.2.3. Wybér przyblizenia poczatkowego jako nowe zadanie

Pozostaje jeszcze pytanie, w jaki sposob bedziemy mogli sensownie wyznaczy¢ poczatkowe
przyblizenie Sp. Nadspodziewanie dobrym kandydatem na Sy jest (patrz [1]) okrag spelniajacy
tzw. algebraiczny warunek dopasowania, tzn. minimalizujacy, przy ograniczeniu B2+C?—4AD =
1, sume kwadratéw residuum réwnania okregu:

F(A,B,C,D)=> rZ,

gdzie r; jest zadane przez r; = A(x? + y2) + Bx; + Cy; + D.
Jest to wiec — bardzo podobnie jak widzieliSmy to w przypadku fitowania prostej — zadanie
najmniejszych kwadratéw dla u = (A, B, C, D)

|Mu)|3 = min!, z ograniczeniem u’ Ku = 1,

gdzie
4yl w1
M = . . , K =

$721+y7% Tn Yn 1 -9 ind
x

Niestety, macierz K nie jest dodatnio okreslona, co komplikuje algorytm rozwigzywania tego
zadania.
Funkcja Lagrange’a jest postaci

L(u,\) = MTMu — MNu' Ku — 1),
zatem koniecznym warunkiem dla ekstremum jest

Lu(u,\) = 0 oraz v’ Ku = 1.
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Poniewaz Ly (u,\) = MTMu — AKu, to pierwszy warunek oznacza po prostu, ze para (\,u)
jest para wlasng powyzszego uogodlnionego zadania wlasnego,

MTMu — AKu = 0. (7.1)
Wprowadzajac (ekonomiczny) rozklad QR macierzy M,
M = QR,

mamy réwnowaznie R’ Ru — AKu i stad (Ru,\) musi byé para wlasna macierzy RK 'RT.

Poniewaz macierz K1 ma warto$ci wlasne {1,1,1/2,—1/2}, to macierz RK'RT (na mocy

tw. Sylvestera) takze ma dokladnie jedna warto$¢ wlasna ujemna, a pozostale trzy — dodatnie.
Mnozac stronami (7.1) przez uT dostajemy

5= u"MTMu  ||Mulj3
- WKy uTKu

1M w3,

na mocy warunku u’ Ku = 1. Poniewaz ||Mu|% > 0, interesujaca nas A nie moze byé ujemna. Ze
wzgledu na to, ze poszukiwane przez nas v musi minimalizowaé | Mu||3, znaczy to, ze minimum
zostanie przyjete rowne najmniejszej dodatniej wartosci wtasnej B. W takim razie szukana
przez nas para wlasna to para odpowiadajaca najmniejszej dodatniej wartosci wlasnej macierzy
RB™'RT.

Stad jednym ze sposobéw implementacji powyzszego algorytmu wyznaczenia u — a tym
samym okregu spelniajacego wymieniony na poczatku tej sekcji algebraiczny warunek dopaso-
wania — moze by¢ funkcja:

function [S,dist,info] = fitcircle3(x,y)

x=x(); y = y();

invB=1[000-050100;0010; —05000]; % B~ explicite

X = [x."24y.72, %, y, ones(size(x))];

[Q R = ar(X,0);

[V L] = eig(R+invBxR’);

[L i] = sort(diag(L));

c = R\ V(:,i(2)); % interesuje nas druga najmniejsza w.wl, a raczej: wektor
S = [—c(2:3)/(2xc(1)); saqrt(c(2)"2 + ¢(3)"2 — 4xc(1)xc(4))/(2xabs(c(1)))];
dist = residgeom(S,x,y);

info = 1;

end

Cwiczenie 7.1. Przeredaguj funkcje fitcirclel i fitcircle2 tak, by jesli uzytkownik nie poda przy-
blizenia startowego, zostalo wybrane przyblizenie wyznaczanie funkcja fitcircle3.

Rozwigzanie. Musimy zmienié¢ kolejnosé argumentow tak, by przyblizenie poczatkowe byto
ostatnim. Wtedy poczatek funkcji, np. fitcirclel, nalezaloby zapisaé np. w takiej formie:

function [S,dist,info] = fitcirclel(x,y,S0)
if nargin < 3
SO = fitcircle3(x,y);
end
% ... tu dalsze instrukcje ...
end

Ponizej przytaczamy przyktadowy skrypt dopasowujacy okrag do zadanych punktéw trzema
opisanymi wcze$niej metodami.
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t = linspace(0,0.2xpi,100)";
X = 3xsin(t)+0.2«rand(size(t));
Y = 3.35xcos(t)+0.1+rand(size(t));

= [X,Y];
e = fitcircle3(X,Y);
¢ = fitcirclel(e,X,Y);
d = fitcircle2(e,X,Y);
[e cd]

t = linspace(0,2xpi,300);
plot(X,Y,’ro");
axis('square’);

hold on;
plot(c(1) + c(3)+sin(t).c(2)+c(3)+cos(t),'s—");
plot(d(1) + d(3)+sin(t),d(2)+d(3)xcos(t), r—");
plot(e(1) + e(3)xsin(t),e(2)+e(3)*cos(t), k—');
plot(X,Y,'ro");

hold off;

legend('dane’, 'fcl’, 'fc2’, 'fc3');

[residgeom(c,X,Y), residgeom(d,X,Y), residgeom(e,X,Y)]

c
d
e
);

- ‘—‘;@@4%‘%

-2 -1 0 1 2 3

Rysunek 7.2. Przykladowy wynik dopasowania okregu trzema opisywanymi metodami, gdy za-
dane punkty prawie leza na pewnym okregu. W tym (typowym) przypadku, kazda z metod daje
praktycznie identyczny wynik!.

7.3. Uwagi i uzupeltnienia

W przypadku, gdy wiadomo, ktére punkty P naleza do jakich bokéw prostokata, zadanie
geometrycznego dopasowania prostokata jest w miare prostym uogélnieniem zadania dopasowa-



7.8. Uwagi i uzupelnienia Y

nia linii, zob [7, Chapter 6, str. 88]. [1] jest prawdziwa kopalnia wiedzy na temat dopasowywania
prostych, okregdw i elips.



8. Stacjonarne réwnanie dyfuzji

W bardzo wielu praktycznych modelach (biologicznych, chemicznych, fizycznych i nawet
ekonomicznych) nalezy rozwigzaé réwnanie rézniczkowe postaci

—div(a(z)Vu(z)) = f(z), x €, (8.1)
u(z) = g(x) x € 0.

Niewiadoma jest funkcja u : Q — R. W klasycznym modelu fizycznym dyfuzji, u odpowiadaloby

stezeniu jakiejs substancji, a wspotczynnik a nazywalibysmy wspétczynnikiem dyfuzji. Zadana

funkcja f bytaby interpretowana jako zewnetrzne zrédlo substancji, a warunek brzegowy typu

Dirichleta oznaczalby, ze na brzegu obszaru utrzymujemy zadane stezenie réwne g. Warto pa-

mietaé, ze rownaniem tego samego lub podobnego typu mozna opisywaé¢ wiele innych sytuacji,

na przyktad rozchodzenie sie ciepla w pewnym materiale.

Ze wzgledu na powszechnosé wystepowania takich i podobnych modeli w zastosowaniach
matematyki, trudno wyobrazié¢ sobie, by absolwent matematyki stosowanej nie potrafil skutecz-
nie zmierzy¢ sie z takim zadaniem, choéby w najprostszej postaci — wykorzystujac w tym celu
choéby najprostsze metody. Dlatego w niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ szczegdltowo rozwia-
zaniem takiego zadania w Octave.

W ogdlnym przypadku, mogliby$my mie¢ do czynienia z macierza wspélczynnikéow a(z),
ale tutaj dla uproszczenia (zadanie i tak bedzie obliczeniowo wystarczajaco skomplikowane)
przyjmiemy, ze
— Wspétezynnik dyfuzji jest dodatnig funkcja skalarng, a : Q@ — R,y i ograniczona: istnieja

stale absolutne m, M takie, ze 0 < m < |a(-)| < M.

—  jest kostka w R%, przy czym d € {1,2,3} — czyli rozpatrujemy dyfuzje w co najwyzej
tréjwymiarowym obszarze o bardzo prostej geometrii. Co robi¢ w przypadku, gdy €2 nie jest
kostka, powiemy pare stéw pod koniec rozdziatu.

Zaczniemy wiec od samodzielnej dyskretyzacji réwnania (8.1) w najprostszym przypadku.

8.1. Laplasjan: dyskretyzacja metoda réznic skonczonych

Na poczatek przyjmijmy, ze warunek brzegowy jest jednorodny: g = 0 oraz a(z) = 1.
Wowczas zadanie (8.1) upraszcza si¢ do réwnania Poissona:

— Au(z) = f(x) x €€, (8.3)
u(r) =0 x € 0N (8.4)

Najprostsza, cho¢ zazwyczaj najmniej skuteczna (przez swdj brak wyrafinowania i dostoso-
wania do faktycznego przebiegu rozwiazania) metoda dyskretyzacji takiego réwnania jest uzycie
rownomiernej siatki na 2 i metody réznic skonczonych.

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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8.1.1. Dyskretyzacja jednowymiarowego laplasjanu

Gdy d = 1, to Q jest odcinkiem!, Q = (0, X), a (8.3) staje si¢ réwnaniem rézniczkowym
zwyczajnym z warunkiem brzegowym:

2
_ %u(;p) = f(z)  Vae(0,X), (8.5)
u(0) = u(X) = 0. (8.6)

Aby znalez¢ jego przyblizone rozwiazanie, mozemy na przyktad zastapi¢ réwnanie rézniczkowe
odpowiadajacym mu réwnaniem réznicowym,
Uj—] — 2U; + Ujsq .
- h; Hl— 0 Vi=1,..., N, (8.7)
x
ugp = un,+1 =0, (8.8)

gdzie u; ma odpowiadaé¢ warto$ci rozwiazania w wezle dyskretyzacji x;, u; ~ u(z;), oraz
x; = i-hyg, przy czym hy, = X/(N;+1). Odpowiedzia na pytanie, jak dobrze (i czy w ogéle) takie
rozwigzanie dyskretne aproksymuje rozwigzanie doktadne, zajmujemy sie na wyktadzie z Nume-
rycznych réwnan rézniczkowych; tutaj interesuje nas przede wszystkim aspekt praktyczny, czyli
metoda uzyskania konkretnego przyblizenia. Najpierw zobaczmy wiec, do jakiego zagadnienia
algebraicznego prowadzi réwnanie réznicowe (8.7).

Jest to oczywiscie réwnanie liniowe na wspétezynniki Uy, = (u, ..., un, )T,
In,Un, = FN,,
gdzie

2 -1

-1 2 -1
1

TN, = 5 : (8.9)
hCC
-1 2 -1
—1 2/ N,

Poniewaz interesuja nas dobre przyblizenia (to znaczy przypadek, gdy h, jest mate — lub
bardzo male), znaczy to, ze N, bedzie (bardzo) duze. Nasza macierz jest macierza rozrzedzona,
bo ma nieco mniej niz 3N, niezerowych elementéw. Jej wspélezynnik wypelnienia (density),
czyli stosunek liczby niezerowych do liczby wszystkich elementéw macierzy, rzedu 1/N,, maleje
ze wzrostem N,. Nie ma wiec sensu pamietanie wszystkich N2 jej elementéw — raczej, pamieta-
liby$my tylko jej niezerowe elementy. Do tego $wietnie nadaje si¢ format macierzy rozrzedzonych
Octave. Dowolna macierz w takim formacie mozna utworzy¢ poleceniem sparse, ale ze wzgledu
na to, ze nasza konkretna macierz ma wyjatkowo prosta strukture, uzyjemy polecenia

hx = X/(Nx+1);
Tx = spdiags( repmat([—1 2 —1]/(hx"2), Nx, 1), [-1,0,1], Nx, Nx);

gdzie wczesniej musimy zdefiniowaé X = X Nx = N,. Komenda repmat klonuje dang macierz Nx
razy.

Dzigki reprezentacji naszej macierzy w formacie rzadkim, macierz rozmiaru N, zajmie nam
w pamieci tylko okolo 8 - 3 - N, = 24 N, bajtéw (w Octave wszystkie liczby rzeczywiste sa
domysélnie reprezentowane w podwdjnej precyzji, a wiec na 64 bitach, czyli 8 bajtach) — a nie
standardowe 8 N2 bajtéw w przypadku, gdybyémy reprezentowali ja jako macierz petna.

! Bez zmniejszenia ogélnosci zatozymy, ze poczatek odcinka znajduje sie w punkcie = = 0.
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Cwiczenie 8.1. Sprébuj zaimplementowaé obliczanie T}, zastepujac w kodzie powyzej

[-12 —1]/(hx"2)

przez pozornie ,réwnie dobrze wygladajace”

[-1 2 —1]/hxxhx

Czy dostajesz te sama macierz Tx? To jeszcze jeden przyczynek do tego, ja wazne jest, by na
rézne sposoby zweryfikowaé¢ poprawnosé konkretnej implementacji.

8.1.2. Rozwigzanie ré6wnania Poissona w obszarze jednowymiarowym

Otrzymana powyzej macierz jest tréjdiagonalna (a przy tym: symetryczna i dodatnio okre-
§lona), zatem wiaéciwie zrealizowany algorytm eliminacji Gaussa (lub lepiej: rozktadu LDLT)
pozwoli nam wyznaczy¢ rozwiazanie uktadu Ty, Uy, = Fy, kosztem O(N;) flopéw — a wiec, z
doktadnoscig do statej, optymalnym. Standardowy operator rozwigzywania réwnan w Octave —
»\” — sprawdza na wstepie, czy macierz ukladu jest wtasnie rozrzedzona, a jesli tak — stosuje
odpowiedni solver oparty na eliminacji Gaussa, w naszym przypadku w pelni uwzgledniajacy
tréjdiagonalng strukture. Dlatego rozwigzanie naszego ukladu skutecznie i szybko obliczymy
komenda

Ux = Tx \ Fx;

Cwiczenie 8.2. Wyznacz przyblizone rozwiazanie réwnania

d2
—k@u(x) = f(x), z € (0,2),

u(0) = u(2) =0,

gdzie k = 2.45 oraz
fa) = {1/(2 —z), z€(0,1],

1/a5, T €[1,2).

Rozwigzanie. Dzielac réwnanie przez stala k dostajemy (8.20) dla prawej strony réwnej f(x)/k.
Poniewaz f(z) zalamuje sie w x = 1, weZmiemy siatke, w ktorej jeden z weztéw wypadnie akurat
w x = 1. W przypadku siatki jednorodnej zagwarantujemy to sobie, biorac nieparzyste N;.
Wstepnie wydaje sie, ze biorac N, = 99 X + 1 = 199, uzyskamy dostatecznie duzg rozdzielczosé
schematu (wszak wowczas h, = 1072). Potem postaramy sie sprawdzi¢ inzynierska metoda, jaka
jest jakos¢ obliczonego rozwiazania.

Najpierw musimy wiec zdefiniowaé¢ podstawowe obiekty wykorzystywane w procesie dyskrety-
zacji.

X = 2; % fizyczne rozmiary obszaru
k = 2.45; % stata dyfuzji

Nx = 199;

hx = X/(Nx+1);

px = hx*[0:Nx+1]"; % prawdziwe wspétrzedne weztéw dyskretyzacji
% potrzebne m.in. do definicji prawej strony;
% okreslone facznie z brzegiem obszaru

Tx = laplddset(Nx,hx); % macierz laplasjanu

% wyznaczamy funkcje prawej strony
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m = 1; % punkt graniczny

pxl = px(px<m); pxr = px(px>=m); % wezty na lewo i prawo od "m"
Fx = [1./(2—pxl); 1./(pxr."5)] / k;

plot(px,Fx); % sprawdzamy wizualnie poprawnosc Fx

Fx = Fx(2:end—1); % wybieramy tylko wartosci w wewnetrznych weztach

Zwroémy uwage na sposOb generowania prawej strony: poniewaz musimy zdefiniowaé ja jedynie
w wewnetrznych weztach siatki, odwolujemy sie jedynie do wezléw Fx(2:end—1). Dla wiekszej
skutecznosci (i przejrzystosci) kodu uzyliSmy operatora potegowania tablicowego.

Do zdefiniowania macierzy T, wykorzystaliémy funkcje pomocnicza laplddset,

function T = laplddset(N, h)
T = spdiags( repmat([-1 2 —1]./(h"2), N, 1), [-1,0,1], N, N);
end

Teraz wystarczy rozwiaza¢ réwnanie i wizualizowaé wynik:

Ux = Tx \ Fx;
plot(px, [0; Ux; 0]); legend('"U_{N_x}(x)"); grid on;

Pozostaje przekonaé sig, czy uzyskane przez nas rozwiazanie jest wystarczajaco doktadne. W
tym celu zastosujemy inzynierski sposob: sprawdzimy, jak bardzo rézni sie nasze rozwiazanie
od rozwiazania uzyskanego na gestszej siatce. Zapamigtamy wiec Ux pod tymczasowa nazwa,

TUx = Ux; ‘

i ponownie uruchomimy symulacje, startujac jednak z N, = 399 (a wiec, uzywajac dwa razy
drobniejszej siatki). Wtedy mozemy ,oszacowaé” popelniony blad:

ans = 9.5256e—06

octave:12> norm(Ux(2:2:end—1)—TUx,Inf)

Zatem rozwiazanie uzyskane na dwukrotnie zageszczonej siatce (a wiec zapewne dokladniejsze,
bo btad aproksymacji maleje jak O(h?), por. wyktad z numerycznych réwnan rézniczkowych,
rozdzial dotyczacy metody réznic skonczonych dla réwnan eliptycznych) rézni sie w punktach
starej siatki od oryginalnie uzyskanego jedynie o okolo 107°. To oczywiécie tylko jest pewna
sugestia co do bledu realnego, gdyz na pewno mozemy powiedzieé¢ jedynie, ze w dyskretnej
normie maksimum okreélonej w weztach rzadszej siatki,

lu—Un, lloo < |[Un, — Uan, +1lloc + v — Uzan,41lloo
N——
~10-5 (?) wierzymy, ze jest ,male” wobec poprzedniego

Testy

Nasza praca nie bedzie zakonczona, dopoki nie zweryfikujemy na kilku testowych przykta-
dach, czy wykorzystana metoda produkuje rezultaty zgodne z oczekiwaniami. Minimalny zestaw
testéw moglby tutaj wygladaé nastepujaco:

— Czy T, jest symetryczna? Czy jest tréjdiagonalna tak, jak chcielismy?

— Czy h2Ty, jest macierza o diagonali réwnej 27

— Ile wynosi Tn,Un,, gdy Uy, jest wektorem stalym? (Wynik powinien byé zerowy z wyjat-
kiem pierwszego i ostatniego wezla.)

— Czy jedli F, = 2, to rozwiazujac zadanie dyskretne dostajemy w wyniku dyskretyzacje
funkcji (X —x)? A dla Fy, =07


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=nrr&part=Ch7
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27 T\ 2
— Funkcja u(z) = sin (Xa:) spelnia réwnanie Poissona dla f(z) = X u(x). Nalezy zba-
daé, czy blad rozwiazan dyskretnych uzyskiwanych dla siatek o oczku hy, h, /2, hy/4, ...,
maleje zgodnie z teoretycznymi przewidywaniami dla tego zadania, por. wyklad z numerycz-
nych réwnan rézniczkowych, rozdzial o metodzie réznic skonczonych dla réwnan eliptycz-
nych.

Wykonanie tych testéw pozostawiamy Czytelnikowi.

Cwiczenie 8.3. Przeprowadz testy poprawnosci implementacji zaréwno macierzy T, , jak i
sposobu rozwigzywania jednowymiarowego rownania Poissona.

Wskazowka. Aby na przyklad sprawdzi¢ wynik dzialania operatora Ty, na wektorze statym,
wydamy komende

Ux = ones(size(Fx));

s = TxxUx;
norm(s(2:end—1),Inf)
plot(px,[0;s;0]); grid on;

Obliczona powyzej norma fragmentu s powinna byé réowna zero, a wykres powinien mieé¢ dwa
piki w punktach tuz przy kraricach odcinka. Oczywiscie, nie jest glupim pomystem sprawdzenie
wyniku dla kilku (np. malej i duzej) wartosci Ny.

8.1.3. Dyskretyzacja dwuwymiarowego laplasjanu

Chcac rozwiazaé¢ dwuwymiarowe zadanie Poissona,

ok 0?
~ gu(@:y) - g Y) = fl@y)  V(z,y) € (0,X) x(0,Y) =, (8.10)
u(z,y) =0  V(z,y) € 09, (8.11)

postapimy analogicznie jak w poprzednim przypadku, korzystajac z jednorodnej siatki weztow
na prostokacie 2.
Bedziemy zatem mieli do czynienia z warto$ciami rozwigzania w punktach (x;,y;), gdzie

ri=1-hy, dlai=0,...,N,+1, oraz yj=7-hy, dlaj=0,...,N,+1,
przy czym
X Y
hy = ora hy = .
TON+1 raz YN, +1
Wartosci rozwigzania dyskretnego u; ; beda odpowiada¢ wartoSciom rozwigzania w wetach dys-
kretyzacji (x;,y;), tzn. w;; ~ u(z;, y;).
Aby znalez¢é przyblizone rozwiazanie (8.10), réwnanie rézniczkowe zastapimy odpowiadaja-
cym mu réwnaniem rézZnicowym, korzystajac z tego samego co poprzednio sposobu aproksymacji
drugiej pochodnej:

2
0 U(QL’ y‘) L Ui—15 — 2uz~7j + Uit
3 i Yj) = 5
Ox h?

2
i analogicznie dla ﬁ(azz, yj). Otrzymamy wiec w kofcu réwnanie réznicowe postaci
Y

LUy — 22U Uiy Wil — 2U5 + Uit
h3 hg

= fij Vi=1,...,Nz, 7=1,..., Ny,

(8.12)
UQg,j = UN,+1,j = Ui,0 = Ui N,+1 =0, Vi=0,...,N;+1, jZO,...,Ny—I-l, (813)
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o i Ry ITN+1

Rysunek 8.1. Regularna siatka na €2.

gdzie f; j = f(xi,y;). Mamy wiec do wyznaczenia N = N, - N, niewiadomych, ktére w naturalny
sposob ukltadaja sie w macierz

Uu1,1 Uu1,2 u,3 ...  ULN,
u2,1 u2,2 U23 ... U2N,
UNg,1 UNz2 UNg3 ... UNLN,

(zwr6émy uwage na to, ze ,fizyczne” wspélrzedne sa odwrdcone: wartosci odpowiadajace ko-
lejnym wspélrzednym w kierunku osi OX znajduja sie w kolejnych wierszach jednej kolumny
powyzszej macierzy!). Podobnie jest z warto$ciami prawej strony rownania. Aby jednak korzy-
sta¢ ze standardowych narzedzi Octave (na przyklad operatora ,\” rozwiazywania ukladéw
réwnan liniowych), nasze zadanie musimy sformulowaé¢ w postaci, w ktérej niewiadome (a takze
wektor prawej strony) sa reprezentowane w postaci wektora, dtugosci N. Jakkolwiek mozna to
robi¢ na wiele sposobéw, nam bedzie najwygodniej uporzadkowaé elementy kolumnami?:

T
Un = (u1,1,U21,U31, -+, UN, 15 U125 U2,2,UB 25 - -+, UN, 25+ - s UL Nys U2, Ny > UB, Ny - - 5 UNy N, )

niewiadome pierwszej kolumny drugiej kolumny ostatniej kolumny

(8.14)

Analogicznie zdefiniowaliby$my takze wektor prawej strony F. Bedziemy wiec szukaé¢ wektora
Uy, ktéry spetnia liniowy uktad réwnan o macierzowej postaci

Py Uy = Fh,

2 Ze wzgledu na to, ze tatwo to osiggnaé¢ w Octave; patrz nizej.
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gdzie Py jest pieciodiagonalna macierza o blokowej strukturze,

2 1
1’ "9 1
——1 In, + <51 ——=1
hy hy by
Py = (8.15)
1 2 1
Y 1Y v,
——1T T, + —=1
2 x 2
hy hy / nxn
2
W kolejnych diagonalnych blokach Py znajduja sie macierze trojdiagonalne T, + ﬁl , gdzie
y

Ty, jest znana juz nam macierza dyskretyzacji jednowymiarowego laplasjanu. Jest tych blokdw
Ny. Uzywajac symbolu Kroneckera dla iloczynu tensorowego macierzy mamy po prostu

Py :INy ®TNx +TNy®INx-

Przypomnijmy na marginesie, ze iloczyn tensorowy macierzy A i B jest macierza o strukturze
blokowej, postaci

a1B  a;2B a1 B
a1 B ax2B asy B
an1B ansB anyuB

W Octave istnieje funkcja kron, ktéra wyznacza iloczyn Kroneckera macierzy, przy czym
zastosowana do macierzy rozrzedzonej daje w rezultacie takze macierz rozrzedzona. Dlatego
definicja macierzy Py bedzie w Octave wyjatkowo krotka:

hx = X/(Nx+1); hy = Y/(Ny+1);
Tx = laplddset(Nx, hx); Ix = speye(Nx, Nx);
Ty = laplddset(Ny, hy); ly = speye(Ny, Ny);
P = kron(ly, Tx) + kron(Ty, Ix);

Cwiczenie 8.4. Zweryfikuj poprawnos$é¢ swojej implementacji macierzy Py.

8.1.4. Rozwigzanie r6wnania Poissona w obszarze dwuwymiarowym

W przypadku macierzy Py, prosta strategia polegajaca na eliminacji Gaussa (z wykorzy-
staniem dodatkowo faktu, ze Py jest pasmowa, o szerokosci pasma 2N, ), dalaby nam szanse
rozwigzaé to réwnanie kosztem O(N2 Nj), co jest, przy duzych wielkosciach N, i N,, wartoscia
trudna do zaakceptowania. Na szczescie, wbudowany Octave solver uktadéw réwnan liniowych
z macierzami rzadkimi, kryjacy sie za operatorem ,,\”, potrafi (czasem!) uporzadkowaé niewia-
dome i réwnania tak, zeby wyraznie obnizy¢ koszt rozwigzania.

Zatem, mogliby$my w dalszym ciggu wyznaczaé rozwigzanie poleceniem

U=P\F;

o ile tylko Fy w odpowiedni sposéb przedstawimy w postaci dlugiego wektora F. Uzyskane
rozwiazanie, U, bedzie dla nas z pewnoécia bardziej uzyteczne, jesli ,zwiniemy” je z powrotem
do postaci macierzowej: U = reshape(U,Nx,Ny).

Jak to powinno wyglada¢ w szczegdlach, jest trescig ponizszego ¢wiczenia.
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Cwiczenie 8.5. Wyznacz przyblizone rozwiazanie réwnania dyfuzji w érodowisku anizotropo-
wym,

0? 0?

@U(l‘,y) -k @U((L‘,y) = f(xay)a (Z’,y) € (07 2) X (073) = Qa

u(z,y) =0,  (z,y) € 0%,
gdzie k = 2.45 oraz
1L, Je—1<4,ly—2/ <3,
0, w przeciwnym przypadku.

f(ac,y) = {

Narysuj wykres u(x,y) i zbadaj nastepnie, jak rozwiazanie zmienia si¢ wraz ze zmiana k.

Rozwigzanie. Zgodnie z wyzej opisanym schematem, musimy wyznaczy¢ macierz Py odpowia-
dajaca réwnaniu réznicowemu

CMic1 = 2y Uiy Wit — 2Ui F Ui
n2 n2

= fij

(zwr6émy uwage na obecnosé wspolezynnika k przy dyskretyzacji drugiej pochodnej wzgledem
y). Zatem, postepujac zgodnie z opisana metoda, po dyskretyzacji réwnania dostaniemy macierz

Py :INy ® TN, —I—(k}TNy)@INZ.

Reszta jest juz tylko (7) programowaniem. Musimy przy tym pamiegtaé, by we wlasciwym mo-
mencie z dwuwymiarowej tablicy wartoéci rozwiazania/prawej strony przechodzi¢ do postaci
rozwinietej w wektor (lub na odwrét).

X =2:Y = 3; k = 2.45;

Nx = 100; Ny = 200;
hx = X/(Nx+1); hy = Y/(Ny+1);

Tx = laplddset(Nx, hx); Ix = speye(Nx, Nx);
Ty = kxlaplddset(Ny, hy); ly = speye(Ny, Ny);
P = kron(ly, Tx) + kron(Ty, Ix);

Chwila refleksji Jest jeszcze jeden wazny szczegol: funkcja prawej strony nie jest ciagla, zatem
dokladne rozwiazanie nie moze by¢ klasy C?(2) — nie bedzie klasyczne. Owszem, mozemy
spodziewaé si¢ rozwiazan stabych — klasy H}(2) — ale czy uprawnione w tym przypadku jest
uzywanie aproksymacji réznicowej dla drugiej pochodnej, opartej na rozwinigciach Taylora?
Ten dylemat natury teoretycznej wydaje sie by¢ nieistotnym dla praktyka — w koncu przeciez
wystarczy uzy¢ naszego sposobu i sprawdzi¢, ,,czy sobie poradzi”. Jednak ktopot polega na tym,
ze nie zawsze mamy wystarczajace podstawy, by rozstrzygnaé, czy otrzymane rozwiazanie jest
wsensowne”. Uzycie kryterium czysto estetycznego (,ladnie wyglada”) niestety czesto prowadzi
do pochopnej akceptacji catkowicie falszywych wynikdw.

Zatem wstepne zastanowienie sie nad jakoScig uzywanych narzedzi aproksymacji problemu nie
jest bez znaczenia, bo uzycie blednej/niewlasciwej dyskretyzacji moze w efekcie doprowadzié
nas do efektownych wizualizacji, ktore nie beda mialy wiele wspdlnego z realnym rozwigza-
niem. Zachecajac Czytelnika do poszukania odpowiedzi® na to pytanie na przyklad w naszym

3 Okazuje sie, ze nasza dyskretyzacja ma sens nawet w tym przypadku: gdy potraktowaé ja jako dyskrety-
zacje metoda elementu skoficzonego z nienajlepsza (ale wciaz sensowna) aproksymacja wektora prawej strony.
Nastepnym etapem rozwiazywania tego zadania byloby wiec ,podrasowanie” wektora prawej strony.
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ulubionym rozdziale o metodzie réznic skonczonych dla réwnan eliptycznych w wykladzie z
numerycznych rownan rézniczkowych, teraz — na wlasne ryzyko — (a przy tym dla lepszego
rozeznania) sprawdzimy jednak po prostu, ,co wyjdzie”.

Na poczatek wygodnie bedzie nam utworzy¢ macierz F' = (F”) okreslong we wszystkich we-
zlach dyskretyzacji (lacznie z brzegowymi):

px = hx*[0:Nx+1]'; % prawdziwe wspétrzedne weztéw dyskretyzacji
py = hy«[0:Ny-+1];
[PX, pY] = meshgrid(px,py); % tablica weztow do manipulacji tablicowej

F = zeros(size(pX));

[ij] = find( (abs(pX—1) <= 0.5) & (abs(pY—2) <= 0.5) );
F(ij) = 1;

F = permute(F, [2 1]); % zamienia ze soba wiersze | kolumny

Ostatni krok moze wydaé sie nam niejasny: dlaczego musimy zamieni¢ ze soba wiersze i kolum-
ny macierzy F'7 Przyczyna jest struktura, jaka maja macierze pX, pY, ktére Octave generuje
poleceniem meshgrid. Aby ulatwi¢ wizualizacje takich macierzy, indeksy odpowiadajace zmien-
nej x odpowiadaja tam numerom kolumn — a nie, tak, jak my sobie to zalozyliSmy, wierszy.
Okreslajac wigc wartosci F na podstawie pX i pY, dostajemy F o zamienionych ze soba wierszach
i kolumnach. Dlatego na koniec musimy to odwrécié¢ poleceniem permute?.

Chcac teraz wizualizowaé¢ macierz F, musimy ponownie zamienié¢ ze soba wymiary: polecenie
imagesc oczekuje macierzy wartoéci w weztach takiej, jak np. produkowana poleceniem meshgrid.

imagesc(px, py, permute(F, [2 1]));
axis('xy’,'square’);
title('Prawa_strona’);

Na zakonczenie musimy z tablicy F usuna¢ niepotrzebne wartosci odpowiadajace weztom leza-
cym na brzegu, a nastepnie ,,rozprostowaé” F do wektora:

F = F(2:Nx+1,2:Ny+1);
F=F()

Ostatnie polecenie tworzy wektor, ktorego elementy sg kolejnymi elementami kolejnych kolumn
macierzy F — dokladnie tak, jak umawialiSmy si¢ w (8.14).
Teraz wystarczy zadanie rozwiaza¢, a wynik na powro6t zwingé do tablicy i wizualizowaé.

U = zeros(Nx+2,Ny+2);

U(2:Nx+1, 2:Ny+1) = reshape(P \ F, Nx, Ny);
imagesc(px, py, permute(U, [2 1]));
axis('xy’,'square’);

title('Rozwiazanie');

Na zakonczenie powinni$my oceni¢ (w analogiczny sposéb jak w przypadku jednowymiarowym),
jakiego rzedu blad popelniliémy stosujac nasza dyskretyzacje. Wykonanie odpowiednich testow
pozostawiamy Czytelnikowi.

4 Tak, moglibyémy tez uzyé transpozycji, ale nie uogélniloby sie to na przypadek tréjwymiarowy, ktérym za
niedtugo bedziemy sie zajmowac.
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8.1.5. Dyskretyzacja i rozwigzanie réwnania Poissona w obszarze
tréjwymiarowym
Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze dyskretyzacja operatora Laplace’a w kostce Q = (0, X) x
(0,Y) x (0, Z) réznicami skonczonymi na regularnej siatce o oczku (hg, hy, h,) i Ny x Ny x N,
wewnetrznych weztach, prowadzi do zadania réznicowego
C Uim1gk — 2k Uit1 gk Uig—1k — 2Uigk + Wik Wigk—1 — 2Uijk + Uijrg1 Fiin
- 27.]7

h2 hz h?

(8.16)

dlai=1,...,N;, j=1,....,Ny, k =1,...,N,, z odpowiednimi warunkami brzegowymi.
Oczywiscie u; j i, = u(ihg, jhy, kh;). Mamy wiec do wyznaczenia N = N, - N, - N, niewiadomych
wewnatrz obszaru, ktére w naturalny sposéb uktadaja sie w tréjwymiarowq tablice

wisi) |
( LK ) Ny Ny x N,

Aby wcigz korzystaé ze standardowych narzedzi Octave jak w przypadkach dwu- i jednowy-
miarowym, nasze zadanie musimy sformutowaé¢ w postaci, w ktérej niewiadome tworzg jeden
wektor dlugosci N. Z objasnionych wczesniej powoddw, zrobimy to ,kolumnami” — to znaczy
tak, by w uzyskanym wektorze najszybciej zmieniala si¢ pierwsza wspotrzedna, potem druga, a
najwolniej — trzecia:

Unv=( UL1, U211, U115 - - - s UN,, 1,1 JUL21, U221, U3 2,15+ s UN, 2,15 -

niewiadome pierwszej kolumny i pierwszego plastra drugiej kolumny i pierwszego plastra

UL Ny, 15 U2 Ny, 15 U3 Ny, 1s -+ y UNZ Ny, 1y« -5

ostatniej kolumny i pierwszego plastra
R

T
U1,N,,N,» U2,N, N2 U3,N, Nz s - - - » UNy Ny, N=)

ostatniej kolumny i ostatniego plastra

Bedziemy szuka¢ wektora Uy, ktory spetnia liniowy uklad réwnan
SnUn = Fy,
gdzie Sy jest siedmiodiagonalna macierza o blokowej strukturze,
Sy =1IN,®IN,®TN, +IN, ® TN, ® IN, + TN, ® IN, ® IN,. (8.17)

Implementacja takiej macierzy, a nastepnie jej rozwiazanie za pomoca standardowego bez-
posredniego solvera z Octave przebiega w sposéb w pelni analogiczny do przypadku dwuwy-
miarowego. Niestety, gdy ledwie dziesieciokrotnie zmniejszymy rozmiar oczka siatki w kazdym
kierunku, liczba niewiadomych roénie az tysiackrotnie. Otrzymane zadanie bedzie wiec bardzo
duze: faktycznie, juz dla umiarkowanego N, = N, = N, = 100 dochodzimy do N = 10° (!)
Dodatkowo, struktura naszej (bardzo rozrzedzonej) macierzy jest na tyle skomplikowana dla
bezposredniego solvera opartego na eliminacji Gaussa, ze szybko staje si¢ on nieskuteczny.

Cwiczenie 8.6. Rozwiaz zagadnienie Poissona

—Au=f w Q=(0,1) x (0,2) x (0,3),
u=0 na oS},

gdzie f przyjmuje warto$é¢ 1, zaburzona o losowe wartosci z przedziatu [—0.1,0.1]. Wizualizuj
rozwiazanie.
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Rozwigzanie. Tak sformulowane zadanie ma charakter czysto jakoSciowy, a nie iloSciowy —
rzeczywiscie, skoro f jest poddana losowemu zaburzeniu, to trudno spodziewac sie, by blad po-
pelniany z powodu dyskretyzacji mial inny niz losowy charakter i dlatego jakikolwiek konkretny
wynik sam w sobie jest malo uzyteczny: wszak rodzielczo$¢ uzytej przez nas siatki nigdy nie
bedzie wystarczajaca, by uchwyci¢ wszelkie wahniecia f! Jednak zadanie bedzie dla nas dobrym
pretekstem do tego, by

— pokaza¢ wygladzajacy efekt dyfuzji

— zobaczy¢ ograniczenia bezposredniego solvera ukladéw réwnan z macierzami rzadkimi na

jakimkolwiek konkretnym przyktadzie.

X=1,Y=2;,Z =3; % fizyczne rozmiary kostki
Nx = 30; Ny = 30; Nz = 30;

hx = X/(Nx+1);
hy = Y/(Ny+1);
hz = Z/(Nz+1);

px = hx#[0:Nx+1]; py = hyx[0:Ny+1]; pz = hz«[0:Nz+1]; % prawdziwe wspdtrzedne weztow (lacznie z brzej

% macierze pomocnicze dla zadan jednowymiarowych
Tx = laplddset(Nx,hx); Ty = laplddset(Ny,hy); Tz = laplddset(Nz,hz);
Ix = speye(size(Tx)); ly = speye(size(Ty)); |z = speye(size(Tz));

% macierz laplasjanu
S = kron(lz, kron(ly,Tx)) + kron(lz, kron(Ty, Ix)) + kron(Tz, kron(ly, Ix));

% prawa strona i jej wizualizacja

F =1 + 0.1x(2xrand(Nx+2,Ny+2,Nz+2)—1);

slice(px, py, pz, permute(F, [2 1 3]), X/2,Y/2, Z/2),

xlabel('x’); ylabel('y'); zlabel('z'); grid on; title('Prawa_strona’);
pause(1);

F = F(2:Nx+1,2:Ny+1,2:Nz+1); % ograniczamy sie do weztow wewnetrznych

% wyznaczamy rozwigzanie
U = zeros(Nx+2,Ny+2,Nz+2);
U(2:Nx+1,2:Ny+1,2:Nz+1) = reshape(S \ F(:),Nx,Ny,Nz);

% wizualizacja rozwigzania

slice(px, py, pz, permute(U, [2 1 3]), X/2,Y/2, Z/2);
xlabel('x’); ylabel('y'); zlabel('z'); grid on; title('Rozwiazanie');
pause(1);

bl
b

Zwr6émy uwage na to, jak gruba siatke wzigliSmy w naszym przyktadowym kodzie. Gdyby
bowiem zagesci¢ ja dwukrotnie, czas potrzebny na uzyskanie rozwiazania znaczaco wydtuza sie;
préba wyznaczenia rozwiazania na siatce 80 x 80 x 80 konczy sie® komunikatem o btedzie z
powodu braku wystarczajacych zasobdw.

Krytyka standardowego solvera bezposredniego

Jakkolwiek stosowany przez nas solver bezpo$redni catkiem dobrze sobie radzi z zadaniami
dwuwymiarowymi, w ktérych liczba weztéw sigga nawet 500 x 500, to juz dla zadan rozmiaru

® Na komputerze z 2GB pamieci RAM. Na szybkiej maszynie z ,nieograniczonymi” zasobami (wieloproce-
sorowy Intel Xeon 2.4GHz, 64GB RAM), rozwiazanie udaje si¢ policzyé, owszem, wykorzystujac w tym celu (w
MATLABIe) ponad 8.5 GB pamieci i 400 sekund czasu rzeczywistego.

jem obszaru)
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1000 x 1000 staje sie mato efektywny, a jego wymagania pamieciowe stajg sie duze. Sytuacja
staje sie jeszcze bardziej dramatyczna, gdy przejdziemy do zadan tréjwymiarowych, co mieli-
$my okazje oglada¢ w ostatnim przyktadzie. Jasne jest, ze stosowane przez bezposredni solver
algorytmy reorderingu niewiadomych i rownan sg nieskuteczne w przypadku dyskretyzacji troj-
wymiarowych — nawet tak regularnych jak nasza.

Solver oparty na FFT

W przypadku tak specyficznej macierzy, jaka jest macierz laplasjanu, mozna na szczeScie
wskazaé specjalne metody jej rozwiazywania. To typowa i charakterystyczna dla obliczen na-
ukowych sytuacja, kiedy do konkretnego zadania mozna dobra¢ niestandardowa metode, ktora
bedzie znacznie skuteczniejsza od metod ogdlnego przeznaczenia. Czesto taka metoda bedzie
motywowana fizycznymi chechami zadania; w naszym przypadku lepsza metoda bedzie wynikaé
wylacznie z matematycznych wlasnosci zadania.

Otoz okazuje sie, ze znane sg jawne wzory na czynniki rozktadu macierzy T na wartosci i
wektory wlasne,

Tn = QNANQY,

skad wynika, ze
— w przypadku dwuwymiarowym:

Py =Qn,Qn,(IN, ® AN, + AN, @ INZ)Q%,QJT\@-

macierz diagonalna

— w przypadku tréjwymiarowym:

SN =OQn.Qn,QN,(IN, ® In, ® AN, + In, ® Ay, ® IN, + AN, @ IN, ® INJQ&Q&Q%Z-

macierz diagonalna

Rozwiazanie uktadu z macierza diagonalna kosztuje tylko N operacji, natomiast mnozenia
przez macierze Qn mozna latwo zrealizowaé (niskim kosztem) za pomoca algorytmu FFT,
dostepnego w Octave. Wiecej informacji na ten temat (w tym — informacje o jeszcze szybszym
algorytmie!) mozna znalez¢é w wykladach z Matematyki Obliczeniowej II.

Przyktad 8.1 (Tréjwymiarowe réwnanie Poissona przez FFT). Pokazemy, jak rozwiazywaé
tréjwymiarowe réwnanie Poissona (por. éwiczenie 8.6) z wykorzystaniem solvera opartego na
FFT. Jest to niewielka modyfikacja kodu z ¢wiczenia 8.6: niepotrzebne fragmenty zostaly wy-
komentowane, a nowo wstawiane czeéci oznakowano komentarzem NOWE.

X=1,Y=2;7Z=3; % fizyczne rozmiary kostki
Nx = 100; Ny = 100; Nz = 100; scale = 0.1;

hx = X/(Nx+1);
hy = Y/(Ny+1);
hz = Z/(Nz+1);

X = hx*|[0:Nx+1]; = *|0:Ny+1]; pz = hzx|0:Nz+1|; 7 prawdziwe wspolrzedne wezlow (lacznie z brzeglem obszaru
p hx[0:Nx+1]; py = hy*[0:Ny+1]; p hz«[0:Nz+1]; % prawdzi polrzed low (I e z brzeg b )
% macierze pomocnicze dla zadan jednowymiarowych
% Tx = laplddset(Nx,hx); Ty = laplddset(Ny,hy); Tz = laplddset(Nz hz); % potrzebne tylko dla metody bdzposredniej
Ix = speye(Nx,Nx); ly = speye(Ny,Ny); 1z = speye(Nz,Nz);

% NOWE!
Lx = spdiags(fftsetd(Nx,hx),0,Nx,Nx); Ly = spdiags(fftsetd(Ny,hy),0,Ny,Ny); Lz = spdiags(fftsetd(Nz,hz),0,Nz,Nz); % ma
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% macierz laplasjanu, tylko dla metody bezposredniej
% S = kron(lz, kron(ly, Tx)) + kron(lz, kron(Ty, Ix)) + kron(Tz, kron(ly, Ix));

% NOWE!

% macierz diagonalna zadania 3D, tylko dla metody FFT

global Lambda; % gloablna, bo wykorzystywana przez fftsolve3dd()

Lambda = kron(lz, kron(ly,Lx)) + kron(lz, kron(Ly, Ix)) + kron(Lz, kron(ly, Ix));

% prawa strona

F = 1 + scalex(2+rand(Nx+2,Ny+2,Nz+2)—1);

slice(px, py, pz, permute(F, [2 1 3]), X/2,Y/2, Z/2);

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('z'); grid on; title('Prawa_strona’);
pause(1);

F = F(2:Nx+1,2:Ny+1,2:Nz+1);

% tylko dla metody bezposredniej
% U = zeros(Nx+2,Ny+2,Nz+2);
% U(2:Nx+1,2:Ny+1,2:Nz+1) = reshape(S \ F(:),Nx,Ny,Nz); % rozwiazanie

% NOWE!

% macierz diagonalna zadania 3D, tylko dla metody FFT

U = zeros(Nx+2,Ny+2,Nz+2);

tic; U(2:Nx+1,2:Ny+1,2:Nz+1) = fftsolve3dd(F); toc % rozwiazanie FFT

% wizualizacja

slice(px, py, pz, permute(U, [2 1 3]), X/2,Y/2, Z/2);
xlabel('x"); ylabel('y'); zlabel('z'); grid on; title('Rozwiazanie');
pause(1);

Powyzszy skrypt korzysta z pewnych dodatkowych funkcji: fftsolve3dd i fftsetd; ponizej ich
listingi.

function V = fftsolve3dd(F)

% Rozwiazuje, korzystajac z FFT, uklad rownan liniowych LapxV = F,
% gdzie V,F sa macierzami wartosci na siatce kwadratowej.

% Warunki brzegowe Dirichleta: jednorodne.

global Lambda; % wartosci wlasne

[Nx, Ny, Nz] = size(F);

F = fftmult3d(F); %F = ZX«F«ZY;

V = Lambda\F(:);

V = reshape(V, Nx, Ny, Nz);

V = fftmult3d(V); %V = ZX«VxZY;

end

function Lambda = fftsetd(N,h)
%

% Wartosci wlasne dla 1—d Laplasjanu z war brzeg. Dirichleta
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Lambda = (4/h"2)x(sin(0.5xpi*[1:N]'/(N+1)))."2; % exact eigenvalues
end

Nagle... realne staje si¢ szybkie wyznaczenie rozwigzania zadania trojwymiarowego, nie tylko
na siatce 100 x 100 x 100 (to milion niewiadomych!) w czasie ponizej 1 sekundy (sic!) na kompu-
terze Core 2 Duo 2.4 GHz z pamigcia 2GB. Nawet zadanie postawione na siatce 200 x 200 x 200
wcigz liczy sie w wiecej niz przyzwoitym czasie: ponizej 7 sekund!

Kluczowa dla szybkosci dziatania solvera jest funkcja fftsolve3dd, wykorzystujaca umiejetnosé
Octave przykladania FFT ,wzdluz” zadanego wymiaru macierzy.

Cwiczenie 8.7. Zmodyfikuj powyzszy kod oraz funkcje fftsolve3dd tak, by mogla dzialaé¢ w
przypadku dyskretyzacji dwuwymiarowego réwnania Poissona.

Cwiczenia testowe 8.8. 1. Czy warto zastosowaé powyzszy algorytm do rozwiazywania,
jednowymiarowego zadania Poissona?

NIE. Komentarz do odpowiedzi prawidtowej: Metoda oparta na eliminacji Gaussa, wykorzystujgca
strukture macierzy trojdiagonalnej, jest w tym wypadku optymalna. Komentarz do odpowiedzi blednej:
Pomyél, ile kosztuje rozwigzanie ukliadu réwnan z macierzq tréjdiagonalng.

2. Czy w przypadku dwuwymiarowym opisana powyzej metoda oparta na FFT bedzie da-
wala rozwiazanie obarczone wiekszym btedem niz w sytuacji gdy zastosujemy w Octave

standardowy operator rozwiazywania rownan liniowych?

NIE. Komentarz do odpowiedzi prawidtowej: OdpowiedZ, przynamniej teoretycznie, brzmi: nie. Obie
metody rozwigzujg ten sam ukiad réwnan i obie sg metodami bezposrednimi: w arytmetyce doktad-
nej dajg dokladne rozwigzanie. Poniewaz w praktyce obliczenia wykonujemy w arytmetyce podwdjnej
precyzji, a kazda z metod wykonuje inne rachunki, nalezy spodziewaé sie niewielkiej réinicy, ,na po-
ziomie precyzji arytmetyki”. Wiekszy wplyw na wynik moze mieé zle vwarunkowanie samej macierzy,
a nie réznice miedzy solverami. Patrz takze [12]. Komentarz do odpowiedzi btednej: To jeszcze nie
uzasadnienie, ale... ktéra z metod wyznaczy rozwigzanie nizszym kosztem. Zajrzyj do [12].

Cwiczenie 8.9. Sprawdz, czy metoda iteracyjna — taka jak na przyklad PCG, o ktérej wiecej
dowiesz sie z wykltadu z Matematyki Obliczeniowej 11, a ktéra jest implementowana w Octave
komenda pcg — jest rozsadna alternatywa dla solvera FFT.

Wskazowka. W przypadku zadania tréjwymiarowego nalezy uzyé komendy

U = zeros(Nx+2,Ny+2,Nz+2);
[Uin, flag, relres, iter, resvec, eigest] = ...

pcg(S,F(:), (1e—3)xmin([hx,hy,hz])"2, 50);
U(2:Nx+1,2:Ny+1,2:Nz+1) = reshape(Uin,Nx,Ny,Nz);
disp(['Uwarunkowanie_S_=_', num2str(eigest(2)/eigest(1))]);

Jakie jest vwarunkowanie tej macierzy? (OdpowiedZ na to pytanie znajdziesz na przyklad znéw

w wykladzie z Matematyki Obliczeniowej 11.) Co to oznacza dla solvera iteracyjnego, takiego jak
PCG?

8.2. Rownanie dyfuzji

Wykorzystywany przez nas solver FF'T ma niestety powazne ograniczenia, ktére uniemoz-
liwiaja zastosowanie go wprost do zadania (8.1), w ktérym mamy co prawda do czynienia z
jednorodna siatka na kostce (2, ale jednoczesnie wspoélczynnik dyfuzji nie jest staly w calym
obszarze: aby go zastosowaé, musieliémy zalozy¢, ze mamy do czynienia z réwnaniem Poissona,
bo tylko dla niego znaliémy wartosci i wektory wtasne odpowiednich macierzy.
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Okazuje si¢ wszakze, iz mozemy efektywnie skorzysta¢ z FFT nawet w przypadku zmie-
niajacego si¢ wspotczynnika dyfuzji. Jednak wtedy musimy podej$é¢ do zadania z jeszcze innej
strony: uzywajac metody iteracyjnej PCG do rozwigzywania zadania i wykorzystujac jednocze-
$énie bezpoéredni solver oparty na FFT w charakterze wydajnego operatora sciskajacego®, dzieki
czemu metoda PCG bedzie szybko zbieznal

Zwroémy uwage, ze wiele metod iteracyjnych — w tym metoda PCG — rozwigzywania
uktadu réwnan liniowych

Ax =b

nie wymaga wcale konstrukcji macierzy A; w zupelnosci wystarcza im funkcja, wyznaczajaca dla
zadanego wektora v ilocznyn Av (takie metody iteracyjne nazywamy metodami operatorowymi).
W naszym przypadku bedzie to wielkim ulatwieniem, gdyz obliczenie dzialania dyskretnego
operatora dyfuzji na zadanej funkcji siatkowej bedzie tatwe do osiggniecia — w przeciwienstwie
do jawnej konstrukcji macierzy takiego operatora. To jeszcze jeden powdd, by zastosowaé metode
PCG.
Aby przetestowaé nasze nowe podejscie, zaczniemy od przypadku jednowymiarowego, uwzgled-

niajac (wreszcie!) przypadek, gdy warunek brzegowy nie jest jednorodny.

8.2.1. Dyskretyzacja zadania jednowymiarowego

Gdy  jest odcinkiem (0, X), (8.1) staje sie rownaniem rézniczkowym zwyczajnym z warun-
kiem brzegowym:

_ %(a(x) %u(x)) — flz) Vze(0,X), (8.18)
u(0) = 9(0),  u(X) = g(xX). (5.19)

Aby znalezé jego przyblizone rozwigzanie, mozemy na przykltad zastapi¢ réwnanie rézniczkowe
odpowiadajacym mu réwnaniem réznicowym. Okazuje sie, ze prostoduszne

Ai—1Ui—1 — 20;U; + Qi1Uit1

dos¢ kiepsko aproksymuje nasze réwnanie, a znacznie lepsze wlasnosci (wiedza nie szkodzi!) ma
aproksymacja postaci

_Gi1/2Ui—1 — (ai—1/2 + Qiy1/2)ui + @i j2Uit1

12 =fi Vi=1,...,Ng, (8.20)
uo = go; UNy+1 = YNz+1, (8.21)
gdzie za a;;1/o mozna wzigé na przyklad
a; + @41
Ait1/2 = % lub Ait1/2 = a(93i+1/2)-
Ti + Tit1

gdzie, zgodnie z intuicja, ;12 = . Widzimy wiec, ze obliczenie dzialania dyskret-

nego operatora dyfuzji Dy, : RVe™2 — R¥= na wektorze Uy, (dane wzorem (8.20)), wymaga
znajomosci wartosci takze Uy, na brzegu obszaru i prowadzi do wyznaczenia warto$ci wyniku
jedynie w weztach wewnetrznych.

5 Wiecej szczegdléw na temat PCG, §ciskania i macierzy $ciskajacych mozna poznaé na wykladzie z Mate-
matyki Obliczeniowej II.
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Uwzglednienie warunkéw brzegowych

W naszym zadaniu poszukujemy rozwigzania postaci

T
UNz = (90, Uty , UN, ;9N1+1)
N

realne niewiadome

takiego, ze

Powyzsze zadanie, z niejednorodnym warunkiem brzegowym, bardzo tatwo sprowadzi¢ do za-
dania z warunkiem jednorodnym. Rzeczywiscie, oznaczajac

UNZE = UNz - (907 05" . 70 7gN+1)T
——

wewnetrzne

mamy, ze Uy, na brzegu przyjmuje wartosci rowne zero oraz spelnia

DNzﬁNz = (f17 .. ‘7sz)T - DN1(907O7 cee 7079N+1)T' (822)

W ten sposéb wystarczy zmodyfikowaé prawa strone réwnania, by potem przez rozwiazanie
réwnania z jednorodnym warunkiem brzegowym wyznaczy¢ wartosci rozwigzania we wszystkich
punktach wewnetrznych siatki.

Oto wigc, jak mozna byloby zaimplementowaé¢ dziatanie operatora Dy, w Octave:

function F = multdiffldd(Uin, h, A, U)

%

% wyznacza F = —(a(x) u'(x))’, dla dyskretyzacji

%

% Uin — wartosci u(x) we wnetrzu siatki

% h — dtugosc¢ kroku siatki

% A — wartosci a(x) we wszystkich weztach posrednich siatki

% domysinie a(x) = 1

% U — wartosci zerowego rozszerzenia warunku brzegowego na wszystkie wezty siatki
% domysinie U(x) = 0

if nargin < 4 % domyslnie jednorodny warunek brzegowy
U = zeros(length(Uin)+2,1);
end

[Nx, Ny] = size(U);

if nargin < 3 % domysinie a(x) = 1
Ax = ones(Nx—1,1);

else
Ax = A;

end

ix = 2:Nx—1; % indeksy odpowiadajace wartosciom z wnetrza

U(2:Nx—1) = Uin;

F = (—U(ix—1).%Ax(ix—1) ...
+ U(ix).*(Ax(ix—1)+Ax(ix)) ...
UG 1) A3/ (1))

Jesli wiec chcemy wyznaczy¢ wynik dziatania Dy, na



74 8. Stacjonarne réwnanie dyfuzji

— tablicy U o wartosciach zadanych wylgcznie w wewnetrznych weztach siatki i domyslnej
wartosci zero na brzegu, uzylibySmy wywolania

F = multdiffldd(U, hx, Ax); ‘

— tablicy o warto$ciach w wewnetrznych weztach siatki réwnej zero i wartosciach na brzegu
okreslonych przez tablice G (rozmiaru N, + 2), uzyliby$émy wywotania

F = multdiffldd(zeros(Nx,1), hx, Ax, G); ‘

Ostatnie wywotlanie pasuje jak ulal do wyznaczenia poprawki na prawa strone Dy (9o, 0, ...,0, gn41)"

por. (8.22).

)

Cwiczenie 8.10. Pamietajac o koniecznosci nieustannego weryfikowania poprawnosci zaimple-
mentowanych funkcji, przygotuj i przeprowadz serie testow sprawdzajacych funkcje multdiffidd.

Wskazowka. Warto wykorzystaé w tym celu m.in. napisane wczesniej funkcje testujgce/rozwiq-
zujgcee rownanie Poissona z jednorodnym warunkiem brzegowym.

8.2.2. Rozwigzanie ro6wnania dyfuzji w obszarze jednowymiarowym

Zgodnie z wcze$niej przyjeta strategia, zastosujemy iteracyjng metode rozwiazywania réw-
nania. Dla ustalenia uwagi przyjmieny, ze a(x) = z + 1 oraz f(x) = g(x) = 1.

A = pX+1; % definicja wartosci wspétczynnika dyfuzji w weztach siatki
Ax = 0.5%(A(1:end—1) + A(2:end));

multdiff = ©(x) multdiffldd(x, hx, Ax); % funkcja przyktadajaca operator dyfuzji z zerowym warunkiem brzegowym
precond = ©(x) Tx\x; % jako operator sciskajacy wybieramy rozwiazanie r—nia Poissona

F = ones(Nx,1);
U = ones(Nx+2,1);
F = F — multdiffldd(zeros(Nx,1), hx, Ax, U); % uwzglednienie warunku brzegowego
[Uin, flag, relres, iter, resvec, eigest] = ...
pcg(multdiff, F(:), (le—3)xhx"2, 50, precond);
U(2:Nx+1) = Uin;

Cwiczenie 8.11. Czy w przypadku jednowymiarowej dyfuzji nie mozna byloby w prosty sposéb
uzy¢ solvera bezposredniego?

Rozwigzanie. Faktycznie, mamy

—ayj2 a/2 + ag/2 —ag)o
—ag/o ag/o + as 2 —as5/2

—Q(N,-2)/2 O(N,-2)/2 T YN, —1)/2 —Q(N,—1)/2
—A(N,-1)/2 AN, —1)/2 T (N, +1)/2

A wiec mozna (i nawet: trzebal) w tym wypadku uzyé solvera bezposredniego. My implemen-
tujemy solver iteracyjny jedynie w celu oswojenia i sprawdzenia podejscia zwigzanego z wyko-
rzystaniem metody iteracyjnej...

Cwiczenie 8.12. Pamietajac o koniecznosci nieustannego weryfikowania poprawnosci zaimple-
mentowanych funkcji, przygotuj i przeprowadz serie testéw sprawdzajacych opracowana metode.
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Wskazowka. Przede wszystkim, warto sprawdzié, co dzieje sie w przypadku a(x) = 1, czyli
w znanym nam doskonale przypadku rownania Poissona. Czy dla testowanych prawych stron
dostajemy zawsze niemal identyczne rozwigzania? (doskonalg prawq strong jest wektor losowy!)
Czy zawsze dostajemy zbieznos¢ PCG w jednej iteracji? Co dzieje sie, gdy zwiekszamy Ny ?

Nastepnie nalezy koniecznie przeprowadzié serie testow dla a(x) # 1 (pamietajgc o tym by
wybierane przez nas a bylo ostro odgraniczone od zera) w sposéb analogiczny jak to robilismy w
max |a(z)|

min |a(z)|

przypadku dyskretnego operatora Laplace’a. Czy gdy

(Powinna!)

> 1, to zbieznosé pogarsza sie?

Cwiczenie 8.13. Funkcja mnozaca wektor przez operator Sciskajacy powinna by¢ mozliwie
tania, gdyz bedziemy ja wywolywaé wiele razy. Nasza funkcja:

precond = ©(x) Tx \ x;

ma te wade, ze za kazdym wywotaniem dokonuje rozktadu LU macierzy T,. Pomys$l, jak to
usprawnic.

Rozwigzanie. Wyznaczajac na etapie preprocessingu rozklad LU (lub Cholesky’ego)

Rx = spchol(Tx); % rozktad Cholesky'ego: Rx«Rx = Tx
precond = ©(x) Rx \ (Rx" \ x);

8.2.3. Dyskretyzacja dwuwymiarowego operatora dyfuzji

Gdybysmy od razu cheieli atakowaé zadanie (8.1) w przypadku dwu- lub wiecejwymiarowym,
mogloby nam by¢ dosy¢ trudno. Teraz jednak, po przepracowaniu przypadku jednowymiaro-
wego, sprawa powinna potoczy¢ sie wartko. Bedziemy musieli pamicta¢ o dwoistosci spojrzenia
na niewiadome: raz bedziemy je traktowaé jako (dwuwymiarowa!) tablice wartosci w wezlach
(tak bedzie nam wygodniej zapisaé¢ dzialanie operatora dyfuzji), innym razem bedziemy musieli
rozwinaé tablice w jeden diugi wektor (tak dziala funkcja pcg w Octave).

Przez analogie do przypadku jednowymiarowego, nasza dyskretyzacja bedzie miata postac:

aj—1/2,jUi-1,5 = (@125 + Gig1/2,5)Uij + Qi1yo Uit
2
hw
a;j—1/2%ij—1 = (@i j-1/2 + Qi j1/2)Wig + 4 j1 /90511
2
hy
—fi; Ni=1,... Ny, j=1,....N,,

z warunkiem brzegowym

U0 = 9o,j, UN+1,j = INy+1j, Wi0 = Gi0, Wi Ny+1 = Gi,Ny+1, Vi=1,...,Nz j=1,...,N,.

Mamy do wyznaczenia N = N, - N, niewiadomych, ktére w naturalny sposéb ukladajg si¢ w
macierz

ui,1 U1,2 U3 ... ULN,

u21 u2,2 u2,3 ... U2N,
Un = .

UN,,1 UN,2 UN,3 --- UN,N,

Zauwazmy, ze aby na przykiad wyznaczy¢ iloraz réznicowy

“Ui—1,j + 2Uij — Uit

F=
h2 ’
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nie musimy uzywac¢ zadnej macierzy; mozemy po prostu wykonaé¢ dziatanie, ktére, nieco nad-
uzywajac notacji Octave’, zapiszemy

F = —-U(0:Nx—1, :) + 2xU( 1:Nx, :) — U( 2:Nx+1, :);

F = F/hx"2;
Analogicznie, dysponujac tablica Ax zawierajaca wartosci a;yq/p; dla i = 0,..., N, oraz j =
1,..., Ny, iloraz réznicowy

—ai—1/2,%i-1,4 + (@i1/2,5 + Giv1/2,5)Uij = Gig1)2,jUiv1
2
hl‘

F=

wyznaczymy korzystajac z operatoréw tablicowego mnozenia,

F = —Ax(0:Nx—1).%U( 0:Nx—1, :) 4+ (Ax(0:Nx—1)4+Ax(1:Nx)).*U( 1:Nx, :) — Ax(1:Nx).xU( 2:Nx+1, :);
F = F/hx"2;

Powyzsza obserwacja pozwoli nam efektywnie — bez uzycia petli i instrukcji warunkowych
— obliczy¢ wynik dziatania dyskretnego dwuwymiarowego operatora dyfuzji na tablicy wartosci
funkcji siatkowej w weztach.

Cwiczenie 8.14. Zaimplementuj funkcje F = multdiff2dd(Uin, h, Ax, Ay, U), bedaca analogonem
opracowanej wczesniej funkcji jednowymiarowej. Niech a(z,y) = zy + 1. Wyznacz i zobra-
zuj wynik dzialania dyskretyzacji operatora dyfuzji —div(a(x,y)Vu(z,y)) w przypadku, gdy
u(x,y) = zy na Q = [0,2] x [0, 3].

Rozwigzanie. Najpierw implementacja operatora dyfuzji:

function F = multdiff2dd(Uin, h, A, U)

%

% wyznacza F = —div (a(x,y) grad u(x,y) ), dla dyskretyzacji

%

% Uin — wartosci u(x,y) we wnetrzu siatki

% h — dtugos¢ kroku siatki: h = [hx,hy]

% A — wartosci a(x,y) we wszystkich punktach posrednich siatki: A = {Ax, Ay}

% domysinie a(x) = 1

% U — wartosci zerowego rozszerzenia warunku brzegowego na wszystkie wezty siatki
% domysinie U(x) = 0

if nargin < 4 % domysinie jednorodny warunek brzegowy
U = zeros(size(Uin)+2);
end

[Nx, Ny] = size(U);
if nargin < 3 % domysinie a(x) = 1

Ax = ones(Nx—1,Ny—2);
Ay = ones(Nx—2,Ny—1);

else
Ax = A{1};
Ay = A{2};
end

ix = 2:Nx—1; iy = 2:Ny—1; % indeksy odpowiadajace wartosciom z wnetrza
U(2:Nx—1,2:Ny—1) = Uin;

7 W Octave nie wolno indeksowaé macierzy od zera.
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F = (—U(ix—1,iy).*Ax(ix—1,:) + U(ix,iy).x(Ax(ix—1,:)+Ax(ix,:)) — U(ix+1,iy).*Ax(ix,:))/(h(1)"2) + ...
(d—U(ix,iy—l).*Ay(:,iy—l) + U(ix,iy).*(Ay(:,iy—=1)+Ay(:,iy)) — U(ix,iy+1).xAy(:,iy))/(h(2)"2);

Podczas pisania tej funkcji musimy bardzo uwazaé¢, by uniknaé¢ pomylek przy przesunieciach
indeksow. Zwrocémy takze uwage na pewna rozrzutnosé w gospodarowaniu pamiecia: wektory
pomocnicze Ax i Ay sa (formalnie niepotrzebnymi) kopiami pél struktury A: uzyliSmy ich dla
wickszej czytelnosci kodu.

Dalej, po podstawowych testach (ktére tutaj pominiemy wierzac, ze Czytelnik samodzielnie i
rutynowo je przeprowadzi), wykorzystamy $wiezo napisang funkcje w konkretnym przypadku
opisanym w zadaniu.

X=2.Y=3;
Nx = 151; Ny = 153;
hx = X/(Nx+1); hy = Y/(Ny+1);

px = hxx[0:Nx+1]; py = hyx[0:Ny+1];

[pX, pY] = meshgrid(px,py);

A = pX.xpY+1,;

contour(px, py, A ); title('"A(x,y)’); pause(1);

A = permute(A, [2 1]); % przechodzimy na nasz uktad tablicowy
Ax = 0.5%(A(1:end—1,2:end—1) + A(2:end,2:end—1));

Ay = 0.5%(A(2:end—1,1:end—1) 4+ A(2:end—1,2:end));

U = permute(pX.xpY, [2 1]);
F = multdiff2dd(U(2:Nx+1,2:Ny+1),[hx,hy],{ Ax,Ay},U);
contour(px(2:Nx+1), py(2:Ny+1), permute(F, [2 1]) ); title('—div_(a(x,y)-grad_u(x,y))"); pause(1);

8.2.4. Rozwigzanie ré6wnania dyfuzji w obszarze dwuwymiarowym

Sama procedura rozwigzania réwnania nie zmieni sie zanadto w stosunku do przypadku jed-
nowymiarowego; dla ustalenia uwagi przyjmiemy, ze a(z,y) = zy+1 oraz f(z,y) = g(z,y) = 1, a
wszystkie pozostale parametry zadania sg takie same, jak w uprzednio rozwazanym zagadnieniu
Poissona w prostokacie.

%

% definicje siatki oraz macierzy Lx, Ly, Ix, ly jak w przypadku r—nia Poissona —
% — tutaj pominiete!

%

global Lambda;
Lambda = kron(ly,Lx) + kron(Ly, Ix);

% definicja wartosci wspéfczynnika dyfuzji w weztach siatki

[pX, pY] = meshgrid(px,py);

A = pX.xpY+1,;

A = permute(A, [2 1]);

Ax = 0.5%(A(1:end—1,2:end—1) + A(2:end,2:end—1));

Ay = 0.5%(A(2:end—1,1:end—1) + A(2:end—1,2:end));

% definicja operatoréw niezbednych do rozwigzania zadania

multdiff = ©(x) reshape(multdiff2dd(reshape(x,Nx,Ny), [hx,hy], {Ax,Ay}), Nx«Ny, 1); % funkcja przykfads
precond = ©(x) reshape(fftsolve2dd(reshape(x, Nx, Ny)), Nx«Ny, 1); % jako operator sciskajacy wybieram

bca operator dy
rozwiazanie r—
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F = ones(Nx,Ny);
U = ones(Nx+2,Ny+2);
F = F — multdiff2dd(zeros(size(F)), [hx,hy], {Ax,Ay}, U); % uwzglednienie warunku brzegowego
[Uin, flag, relres, iter, resvec, eigest] = ...
pcg(multdiff, F(:), (1e—3)«min([hx,hy])"2, 50, precond);
U(2:Nx+1,2:Ny+1) = reshape(Uin,Nx,Ny);

contour(px, py, permute(U, [2 1]) );
xlabel('x"); ylabel('y');

Brakujaca funkcje fftsolve2dd bez trudu opracujesz, majac za wzér funkcje fftsolve3dd z przy-
ktadu 8.1.

Cwiczenie 8.15 (trudne). Zaimplementuj w Octave funkcje rozwiazujaca tréjwymiarowe za-
danie dyfuzji.

Cwiczenie 8.16 (trudne). Zaimplementuj w Octave funkcje rozwiazujaca na kostce d-wymiarowe
(d € {1,2,3}) zadanie dyfuzji z warunkiem brzegowym Neumanna.

8.3. Uwagi i uzupelnienia

W przypadku zadan trudniejszych, na przyktad obszaréw o bardziej skomplikowanej geome-
trii, warto skorzysta¢ z bardziej wyspecjalizowanych narzedzi. Jedna z mozliwosci jest uzycie
biblioteki Deal.Il napisanej w jezyku C++ i pozwalajacej dyskretyzowaé réwnania rézniczkowe
réznych typéw przy uzyciu metody elementu skonczonego. Zawiera on w sobie takze kilka narze-
dzi do rozwigzywania zadan dyskretnych; ma takze mozliwos¢ wspolpracy z innymi pakietami
pomocniczymi, takimi jak zestaw procedur rozwigzywania zadan dyskretnych na komputerach
wieloprocesorowych PETSc. Wada tego podejicia jest koniecznos¢ nauczenia sie i zrozumienia
tej skomplikowanej biblioteki, co jest bardzo czasochlonne.

Tej wady nie majg proste narzedzia, takie jak program freeFEM++4, ale ich stosowalnosé
jest mocno ograniczona.

Cwiczenie 8.17 (trudne). Zaimplementuj w C/C++ funkcje rozwiazujaca dwu- lub tréjwy-
miarowe zadanie dyfuzji ze zmiennym wspélczynnikiem, z wykorzystaniem biblioteki Deal II.

Cwiczenie 8.18 (trudne). Zaimplementuj w Octave lub w C++ funkcje rozwiazujaca anizo-
tropowe zadanie dyfuzji w Q = (0,1)¢ ze zmiennym wspoélczynnikiem,

—div(A(z)Vu(z)) = f(x), x €,

z warunkiem brzegowym Dirichleta. Tutaj, dla zadanego = € 2, macierz A(z) jest dodatnio
okreslona macierza rozmiaru d x d. Rozwaz d € {1,2,3}.


http://www.dealii.org
http://www.mcs.anl.gov/petsc
http://www.freefem.org

9. Roéwnanie logistyczne z opdznieniem

Klasyczne modele oparte na réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych zaktadaja, ze w da-
nej chwili reakcja systemu (zmiana wartosci) jest natychmiastowa i zalezy od jej wartosci w
tym momencie (czyli, ze y'(t) = f(t,y(t)). Jednak bywaja sytuacje, kiedy takie zalozenie jest
nierealistyczne i nalezy uwzglednié¢ fakt, iz — wskutek swego rodzaju bezwtadnosci uktadu —
wartos¢ pochodnej rozwiazania moze zalezeé¢ nie tylko od jego biezacej kondycji, lecz rowniez
od wartosci z chwil wezesniejszych. W pierwszym przyblizeniu taka koncepcja prowadzi to do
tzw. rownan rézniczkowych ze stalym opdznieniem 7 > 0:

y'(t) = f(t,y(t),y(t — 1)), t € (tmintmax]-

Pakiet OdePkg, rozszerzajacy mozliwosci Octave i dostepny w Octave-Forge [2], zawiera
w sobie kilka solverdw réwnan rézniczkowych ze stalym opdznieniem 7. Drobna ich wada jest
to, ze dopuszczaja jedynie staly warunek poczatkowy (w réwnaniach z op6zZnieniem warunek
poczatkowy musi by¢ zadany nie w jednym punkcie, ale na odcinku, [tmin — 7, tmin|. Wszystkie
solvery wykorzystuja tzw. wlozone jawne metody Rungego—Kutty, od metody niskiego rzedu
ode23d, po metode wysokiego rzedu ode78d. Warto pamietaé, ze w przypadku réwnan z opdznie-
niem rozwigzania moga nie by¢ zbyt gtadkie i wéwczas korzystniej moze by¢ stosowaé schemat
nizszego rzedu.

Spos6b wykorzystania pakietu jest bardzo dokladnie opisany w [25], na ktérym, jak sie
wydaje, opiera sie¢ zestaw solverdow z OdePkg. My ograniczymy sie do krotkiego omoéwienia
sposobu rozwiazania jednego z najprostszych rownan.

9.1. Sformulowanie zadania i implementacja

Rozwazmy réwnanie postaci

Yy (t)=(a—yt—1)) y(t), dla t € (0,77, (9.1)
y(t) = 0.2, dlat <0.

Jest to tzw.réownanie logistyczne z opdinieniem. Dodatni wspdlczynnik a jest bardzo istot-
nym parametrem. Okazuje sie bowiem, ze gdy a < 7/2, to — dla dostatecznie dlugich czaséw —
rozwiazania (9.1) stabilizuja sie na poziomie a, natomiast dla a > 7/2 rozwiazania wpadaja w
niegasnace, regularne oscylacje. Wiecej na temat logistycznego réwnania z opdZnieniem mozna
dowiedzie¢ sie z wyktadu Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie.

Zacznijmy od zapisania skryptu, rozwiazujacego nasze réwnanie dla wartosci parametru a
réwnych 0.1, 7/2—0.1, 7/24.01, na przedziale czasowym dlugosci T' = 100 (dostatecznie dtugim,
bysmy zaobserwowali prawdopodobng tendencje rozwiazania).

global a;

lag = 1,
T = 100;

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=mbm&part=Ch5
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% parametry solvera
opts = odeset ('Stats’, ‘on’, ...
'RelTol', 1e—4, ... % tolerancja bledu wzglednego
'AbsTol', le—4, ... % tolerancja bledu bezwzglednego
'InitialStep’, 1le—5, ... % poczatkowy krok schematu
'MaxStep’, le—2); % przy okazji steruje liczba punktow probkowania rozwiazania

filename = 'logdel’;
for a = [0.1, pi/2 — 0.1, pi/2 + 0.1]

sol = ode23d(@logdelf, [0,T], 0.2, lag, 0.2, opts);

t = sol.x; Y = sol.y; sol.stats

Ylag = interpl(t,Y,t—lag,'cubic'); % rozwiazanie opoznione
Ydot = logdelf(t,Y,Ylag); % pochodna rozwiazania

plot(t,Y);
xlabel('t"); ylabel('y(t)'); title('Rozwiazanie_y(t)');

print('—depsc’, strcat(filename, '—a—', ...
strrep(num2str(a,’%g’),".".’p’), ".eps’) )

pause(1);

plot(Y,Ydot);

xlabel('y(t)'); ylabel('y"'(t)"); title('"Wykres_fazowy');

print('—depsc’, strcat(filename, '—a—", ...
strrep(num2str(a,'%g’),".".'p’), '—phase.eps’) )

pause(1);

end

Kluczowa jest linijka

sol = ode23d(@logdelf, [0,T], 0.2, lag, 0.2, opts);

ktora w rzeczywistosci rozwigzuje nasze réwnanie. Parametrami funkcji ode23d sg kolejno:
— funkcja okreglajaca prawa strone! (u nas jest to logdelf), do ktérej parametr a przekazujemy
7 przyzwyczajenia za pomocg zmiennej globalnej?),
— przedzial czasowy, na ktérym wyznaczamy rozwiazanie, tutaj: [0, 7],
— warunek poczatkowy,
— wartosci opéznien (u nas jest tylko jedno, bo réwnanie jest skalarne) lag = 1), no i ewentualnie
— struktura, zmieniajaca domyslne parametry pracy solvera.

function ydot = logdelf(t,y,ylag)

global 3;
ydot = (a — ylag).xy;
end

W odréznieniu od Isode, ode23d zwraca wartosci rozwiazania w przez siebie wyznaczonych
punktach przedziatu [0, 7). Aby wiec okresli¢ jego wartos¢ w zadanych przez nas punktach,

! Funkcja musi byé przekazana jako wskaznik, a nie jako nazwal
2 W rzeczywistosci funkcje z pakietu OdePkg umozliwiaja wygodne przekazywanie listy dodatkowych para-
metréow do wnetrza funkcji prawej strony.
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t = linspace(0,T,10xT);

musimy interpolowaé¢ wartosci; warto takze wezesniej zada¢ w opcjach maksymalng dlugosé kro-
ku, ktéra zagwarantuje nam wystarczajacg rozdzielczo$é probkowania; dla danych opéznionych,
a nastepnie wyznacz

Ylag = interpl(t,Y,t—lag,’cubic’); % rozwiazanie opdznione
Ydot = logdelf(t,Y,Ylag); % pochodna rozwiazania

ktora zwraca nam wartosci obliczonego przyblizenia rozwiazania (i jego pochodnej!) w punktach
t. Potem wystarczy je tylko narysowaé, komendami

plot(t, Y);
plot(Y, Ydot);

— najpierw rozwiazanie w zaleznosci od czasu, potem — wykres fazowy.
Wyniki, ktére, przynajmniej w sposéb jakosciowy, zgadzaja sie z przewidywaniami teore-
tycznymi, przedstawia rysunek 9.1.

25| 35

¥t
¥t

05 |

Wykres fazowy Wykres fazowy

)
¥

Rysunek 9.1. Wykresy rozwiazania (na gorze) i wykresy fazowe (na dole) rozwiazan réwnania
logistycznego z opéZznieniem dla parametru a réwnego 1.4708 < 7/2 (po lewej) i 1.6708 > m/2
po prawej. Rozwiazania po lewej stronie stabilizuja sie¢ wokét a, natomiast po prawej — oscyluja
niegasnaco wokot a.
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9.2. Weryfikacja wynikow

Aby nabra¢ wiecej przekonania do iloSciowych wynikéw, zobaczymy, czy stukrotne zmniejsze-
nie parametréw tolerancji btedu spowoduje wyrazng zmiane uzyskanych wartosci rozwiagzania.
Sprawdzenie przeprowadzimy dla parametru a = 7/2 4 0.1.

Najpierw wyznaczymy w standardowy sposéb wartosci rozwiazania w interesujacych nas
punktach:

a=pi/2+0.1;

opts = odeset ('Stats’, 'on’, ...
'RelTol', 1e—4, ... % tolerancja bfedu wzglednego
'AbsTol', le—4, ... % tolerancja btedu bezwzglednego
'InitialStep’, 1e—5, ... % poczatkowy krok schematu
'MaxStep’, le—2); % przy okazji steruje liczba punktéw prébkowania

sol = ode23d(@logdelf, [0,T], 0.2, lag, 0.2, opts);
t = sol.x; Y = sol.y; sol.stats

a nastepnie powtorzymy obliczenia dla ostrzejszych kryteriéw:

opts = odeset ('Stats’, 'on’, ...
'RelTol’, 1e—6, ... % tolerancja btedu wzglednego
'AbsTol', 1le—6, ... % tolerancja btedu bezwzglednego
'InitialStep’, le—7, ... % poczatkowy krok schematu
'MaxStep’, le—2); % przy okazji steruje liczba punktéw prébkowania

sol = ode23d(@logdelf, [0,T], 0.2, lag, 0.2, opts);
tref = sol.x; Yref = sol.y; sol.stats

Jednak klopot w tym, ze — w przeciwienstwie do Isode — funkcja ode23d zwraca rozwigzanie
nie we wskazanych przez nas wartosciach ¢, ale raczej zwraca wszystkie wyznaczone przez siebie
wartosci, co oznacza, ze dla réznych parametrow wywotania solvera prawie na pewno dostaniemy
inny zestaw sol.x.

Dlatego musimy napierw sprowadzi¢ wyznaczone warto$ci do wspélnego zestawu chwil cza-
sowych g, ...,txn. Wydaje si¢ rozsadne, by za ten bazowy zestaw wzia¢ po prostu t — wartosci
wyznaczone przy mniej restrykcyjnych parametrach pracy solvera. Nastepnie, musimy interpo-
lowacé® wartoéci (tref,Yref) na t, do czego idealnie nadaje sie funkcja interpl.

Yreft = interpl(tref, Yref, t);

Nastepnie sprawdzamy, jak bardzo réznia sie rozwiazania Y i Yref:

octave:> norm(Yreft-Y, Inf)
ans = 4.8362e-06
octave:> semilogy(abs(Yreft-Y));

A wiec maksymalna réznica pomiedzy rozwigzaniami wynosi jedynie okolo 1076, co jest
raczej uspokajajaca wiadomoscia (choé¢ nalezaloby jeszcze wykluczyé na przyklad zjawisko alia-
singu, ktére mocno dato sie nam we znaki, gdy rozwiazywaliSmy zadanie o transformatorze, z
rozdziatlu 6).

Cwiczenie 9.1. Potwierdz eksperymentalnie, ze wlasnie dla a = 7 /2 nastepuje zmiana dlugo-
terminowego charakteru rozwiazan, z gasnacych do zera, na oscylacyjne.

3 To moze wprowadzi¢ dodatkowe zaburzenia w wynikach, wiec musimy byé czujni!
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Cwiczenie 9.2. Napisz funkcje, pozwalajaca rozwiazaé réwnanie logistyczne z opéznieniem o
zadanych parametrach i jednoczesnie od razu zweryfikowa¢ w opisany powyzej sposob jako$é
rozwiazania. Zadbaj o komunikaty i wizualizacje dla niecierpliwego uzytkownika. Nastepnie
sprawdz pozostale uzyskane powyzej wyniki.

Cwiczenie 9.3. Napisz skrypt Octave lub MATLABa, rozwiazujacy inna wersje réwnania,
logistycznego z opdznieniem, pochodzaca z pewnego modelu wzrostu nowotworu u myszy [5]:

N(t—7‘)>.

N'(t) = rN(t— 7) (1 L

Dodatnie wspotczynniki » i K sa parametrami modelu. Zweryfikuj jakosé uzyskanych aprok-
symacji rozwiazania i jego pochodnej w przypadku, gdy r = 4, K = 2, a opdznienie wynosi
7 = 0.7. Jako funkcje poczatkowa przyjmij stala réwna Ny(t) = 1.2.



10. Zadanie telekomunikacyjne

Rozwazmy nastepujace zagadnienie, ktére pojawia sie w analizie sieci telekomunikacyjnych®.
Otéz przypusémy, ze mamy n zrodel pakietéw, ktoére podtaczone sa do routera, ktory sktada sie
z systemu kolejkujacego pakiety i procesora, ktéry je przetwarza. Zrédla moga w danej chwili
by¢ albo wtaczone, albo wylaczone, a wysylaé pakiety moga oczywiscie tylko wtedy, gdy sa
wlaczone.

Przyjmujemy, ze i-te zrédlo przechodzi ze stanu wylaczonego w stan wlaczony ze Srednig
czestoscia a;, a ze stanu wlaczonego do wylaczonego — z czestoscia b;. Znaczy to na przyktad, ze
srednio co 1/a; jednostek czasu Zrédlo, ktore jest wylaczone, przechodzi do stanu wlaczonego.
Gdy i-te zrédio jest wlaczone, moze wystaé¢ pakiet danych do routera, ktory je kolejkuje i
nastepnie, jeden po drugim, przetwarza w procesie sktadajacym sie z M etapdéw posrednich.

a

off/-D
(2
b

1

procesor
kolejka

router
%h

off

(/on

b

Rysunek 10.1. Schemat sieci telekomunikacyjnej. Po lewej zrédta pakietéw (pierwsze jest uprzy-
wilejowane), po $rodku kolejka dlugosci K, po prawej procesor z M-etapowym przetwarzaniem.

Zakladamy, ze $rednia szybkoS¢ przetwarzania pakietu w procesorze wynosi pu, czyli Srednio
co 1/u jednostek czasu pakiet przechodzi do kolejnego etapu przetwarzania. Jesli w procesorze
nie ma pakietu, z ta sama czestodcia moze zosta¢ pobrany do przetwarzania nowy pakiet z
kolejki.

Kolejka ma pojemno$é K pakietéw i jest typu FIFO (first in, first out). Nowe pakiety sa
wysylane do kolejki z i-tego Zrédla z czestoécia «; (pod naturalnym warunkiem, ze jest ono
wlaczone). Dodatkowo przyjmujemy, ze pierwsze zrédlo jest uprzywilejowane i gdy dlugosé
kolejki przekroczy pewien zadany prég bezpieczenstwa Ky € (0, K), przyjmowane sa pakiety

! Zadanie to przedstawil mi dr hab. Piotr Pokarowski z Uniwersytetu Warszawskiego. Wiele podobnych
przyktadéw Czytelnik znajdzie w [29].

Obliczenia naukowe (©) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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tylko z pierwszego zrddla: pakiety z pozostatych Zrodet sg tracone. Oczywiscie, gdy kolejka jest
pelna, pakiety ze wszystkich Zrédel sa odrzucane i tracone.

Dla zmniejszenia liczby parametréw modelu przyjmiemy (niezbyt realistycznie), ze a; =
as=...=a,=aorazb =by=...=0b, =0b, natomiast oy = foraz as =...=a, = a.

W danej chwili, stan takiego uktadu zrédta—kolejka—router jest wiec charakteryzowany przez
tréjke liczb naturalnych: (s, g, ), gdzie

— s5=0,...,2"—1 oznacza stan zrédel (kazde ze Zzrédel moze byc albo wylaczone (stan jednost-
kowy ,,0”) albo wlaczone (stan jednostkowy ,1”); jesli wiec i-te zrodlo jest w jednostkowym
stanie s; € {0, 1}, to kladziemy

n
5= Z 52071,
i=1

czyli s; sa cyframi zapisu s w ukladzie dwojkowym: s = (sp8p—1 ... 5251)2;
— q¢=0,...,K — 1 oznacza dlugos¢ kolejki;
— r=0,...,M — 1 oznacza etap przetwarzania pakietu w procesorze.

Alternatywnie, mozna byloby rozpatrywaé nie trojwymiarowa, ale (n+2)—wymiarowa przestrzen
stanow, gdzie pierwsze n stanéw mogloby przyjmowaé tylko wartosci 0 albo 1. Numerujac
wszystkie N = 2"KM stanéw mozemy utworzy¢ macierz przejscia W = (wij)f-yjzl, w ktoérej
element w;; odpowiada czestosci przejscia ze stanu ¢ do stanu j; ponadto ktadziemy w; =
— 2 j4; Wij- Przyjmujac, ze modelowany przez nas uklad ,nie ma pamieci”, to znaczy: stan
chwili nastepnej zalezy jedynie od stanu w chwili biezacej, konkludujemy, ze mamy do czynienia
z tancuchem Markowa z ciaglym czasem i dyskretna przestrzenia stanéw.

Zgodnie z regutami omoéwionymi na poczatku, moga zajs¢ nastepujace zdarzenia:
— ktoéres ze zrédel sie wiaczy lub wytaczy,
— kolejka powiekszy sie o kolejny pakiet,
— zostanie ukonczony kolejny etap przetwarzania pakietu w procesorze,
— procesor pobierze z kolejki nowy pakiet.
W naszym modelu zatozymy, ze w jednej chwili mozliwe jest wystapienie tylko jednego z nich.

Zatem jesli zmiana stanu dotyczy zrddel, to w danym momencie moze zmienié¢ sie stan
tylko jednego z nich: albo przestanie nadawad, albo przestanie wysytaé¢ (ewentualnie nie zmieni
stanu). Dlatego jesli w zapisie binarnym s = (sysy—1...51)2, to s moze przyjaé tylko takie
nowe wartosci, ktore réznia sie doktadnie jedna cyfra zapisu binarnego.

Dalej, moze zwigkszy¢ sie dtugosé kolejki. Jesli jest wltaczonych p Zzrdédel, w tym uprzywi-
lejowane, to dlugosci kolejki wzrosnie o 1 z czestoécia 5+ (p — 1)a (o ile nie sa przekroczone
wartodci graniczne, o ktérych byla mowa na samym poczatku). Oznacza to przejécie ze stanu
(s,k,r) do stanu (s, k + 1,r) ze wspomniana wyzej czestoscia. Gdy kolejka przekroczy diugosé
K, wtedy dopuszczane sg tylko pakiety ze Zzrodia uprzywilejowanego: gdy jest ono wlaczone,
dtugosci kolejki wzroénie o 1 z czestoscia (.

W koncu, stan moze zmienié¢ sie wskutek przetworzenia pakietu przez procesor. Jesli router
wypusci pakiet na zewnatrz, uklad przechodzi ze stanu (s, q, M) do stanu (s, q,0). Jesli router
jest wolny (czyli juz jest w stanie (s,q,0)), z kolejki moze zostaé pobrany nowy pakiet (czyli
przejdziemy do stanu (s,q — 1,1); jesli kolejka jest pusta, nie stanie sie nic). Wreszcie, pakiet
przetwarzany przez procesor moze przesunac sie do kolejnego etapu przetwarzania, to znaczy —
do stanu (s, g, +1). Wszystkie te zalezne od procesora zmiany stanu odbywaja sie z czestoscia
1h.

W zastosowaniach interesujacy jest stan stacjonarny 7 naszego tancucha, to znaczy stan,
w jakim powinien ustabilizowaé si¢ nasz uktad po bardzo dtugim czasie. Wspoétrzedna m; od-
powiada $redniemu procentowi czasu, w ktérym nasz system znajduje sie w stanie o numerze
i. Mozemy wiec by¢ zainteresowani takim doborem parametréw sieci (tzn. czestosci lub np.
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dlugosci kolejki), by np. nie tracié¢ (Srednio) zbyt wielu pakietéw. Stan stacjonarny = jest dany
réwnaniem [29]

wir=o, (10.1)

przy czym m; > 0 oraz y_, m; = 1.
I to jest wtaénie zadanie z jakim sie zmierzymy: sprébujemy znalezé wektor 7, speliajacy
(10.1).

10.1. Konstrukcja macierzy przejscia

Jak widzieliSmy powyzej, w naszym przypadku, z danego stanu uktad moze przejsé jedynie
do kilku — dokladniej: do n+ 141 innych (lub pozostaé¢ w stanie niezmienionym). Znaczy to, ze
macierz W jest silnie rozrzedzona, co oznacza, ze mustmy ja reprezentowa¢ w postaci macierzy
rzadkiej.
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Rysunek 10.2. Macierz przejécia dlan =5, K =5 M =3, K1 = 3..

Wszystkich stanéw jest N = 2" KM i, aby skonstruowa¢ macierz W, musimy je najpierw
ponumerowaé wedlug jakiej$ reguly?. Ale jak? Narzuca sie jedno z sze$ciu naturalnych rozwia-

zan®:

sqr ¢ =s+2"q+2"Kr
srq i =s+ Kr+2"Kq
rsq i =r+ Ms+2"Mgq
rqs i =r+ Mg+ MKs

gsr i =q+ Ks+2"Kr
qrs i =q+ Kr+ MKs

2 Wybér reguty moze mieé znaczenie dla efektywnosci dziatania metody rozwiazywania uktadu réwnan
(10.1)!
3 Na razie przyjmijmy, ze indeksujemy od zera.
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Pytanie o to, ktéry z nich okaze sie najlepszy (i czy mozliwy jest jeszcze lepszy sposéb) zosta-
wimy na pézniej. Na razie przyjmiemy wybér reguty silnych powigzan, dzieki czemu uzyskamy
macierz o mozliwie zageszczonych wokél diagonali elementach. Poniewaz stany zrédel moga
zmieniaé si¢ az na 2" sposobdéw, wybierzemy je jako najszybciej zmieniajaca sie wspolrzedna
trojki (s,q,r) i zdecydujemy sie na zakodowanie numeru przez

1=s5+2"q+2"Kr.

W praktycznej implementacji bedziemy musieli jeszcze pamietaé o tym, ze w Octave i MATLA-
Bie elementy wektora musimy indeksowaé¢ od , 17, a w jezyku C — od ,,0”.

10.1.1. Implementacja w malej skali: Octave

Jak widaé¢ z powyzszego — i tak wlasnie bardzo czesto zdarza sie w najrozmaitszych zada-
niach obliczeniowych matematyki stosowanej — nasz probleme skaluje sie, to znaczy mozna go
postawi¢ zaréwno dla niewielkiej liczby niewiadomych (na przyklad dlan =21 K = M = 4),
jak tez dla bardzo duzej liczby parametréw (wystarczy wziaé¢ dostatecznie duze n: juz dla n = 64
liczba samych stanéw zrédet, 264
réwl!).

, przekroczy mozliwosci adresowania wspdtczesnych proceso-

Mozemy wiec na probe, dla testéw i wstepnych obserwacji sprébowaé wykorzystaé srodowi-
sko Octave dla matych n, K, M. Utworzone przez nas narzedzia dla zadania malej skali moga
przydacé sie np, do pre- lub postprocessingu danych lub wynikéw zadania w duzej skali.

Nasza macierz W bedziemy tworzy¢ wierszami, wedtug schematu:

for r=0:M-1
for g = 0:K-1
for s =0:2"n—1
% wyznacz numer stanu i odpowiadajacy tréjce (s,q,r)
% wyznacz czestosci w_ij przejscia od stanu i=(s,q,r) do innego stanu j
end
end
end

Alternatywnie, moglibySmy uzy¢ jednej petli po wszystkich numerach stanéw:

for i=1:N

% wyznacz tréjke (s,q,r) odpowiadajaca stanowi i

% wyznacz czestosci przejscia od stanu (s,q,r) do innego stanu j
end

Bedzie wiec nam potrzebna funkcja, ktéra danemu stanowi, reprezentowanemu przez tréjke
(s,q,r), przyporzadkowuje jego numer kolejny, na przyktad

function i = triple2state(x,z,p)

% nadaje numer "i" stanowi reprezentowanemu trojka [x(1),x(2),x(3)]

% zakladamy, ze x(1) = 0..2"n—1, x(2) = 0..K—1, x(3) = 0..M—1,

% gdziez = [2"n K M]

% p jest sposobem numerowania, np. aby dostac sposob "sqr”, bierzemy p = [1 2 3],
% dla sposobu "qrs” kladziemy p = [2 3 1], itp.

% schemat "p(1)—p(2)—p(3)”
=14 x(p(1)) + z(p(1)) * (x(p(2)) + z(p(2)) * x(p(3)) );

% stany powinnismy numerowac od jedynki, bo numer stanu
% bedzie indeksem w macierzy!
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end

Cwiczenie 10.1. Zaprogramuj w Octave funkcje odwrotng do triple2state, to znaczy — wyzna-
czajaca trojke (s, q,r) na podstawie numeru stanu.

Rozwigzanie. Ponizej przyktadowy kod.

function x = state2triple(k,z,p)

% zamienia numer stanu k na trojke opisujaca stan, [x(1),x(2),x(3)]
% zakladamy, ze x(1) = 0..2"n—1, x(2) = 0.K—1, x(3) = 0..M—1
% gdzie z = [2°n K M]

x=[-1,-1,-1];

k = k—1;

q = fix(k/z(p(1)));
a =k — qgxz(p(1));
c = fix(q/z(p(2)));
b=q — cxz(p(2));
x(p) = [a,b.cf;

end

Praca z numerami stanéw zrodel

Ze wzgledu na to, ze stany kolejnych Zrédet kodujemy ustawiajac konkretne bity w liczbie

s, musimy nauczy¢ sie pracowaé¢ z pojedynczymi bitami w danej zmiennej catkowitoliczbowej.

Ponizej przypomnijmy wigc podstawowe informacje na ten temat:

Sprawdzenie bitu Aby sprawdzié¢, czy i-ty bit liczby s = (sySy—1...51)2 jest réwny jeden,
musimy wykonaé¢ bitowa operacje AND na s inam = (0... 0\1/0 ...0)2. Wynik nie jest
zerem wtedy i tylko wtedy, gdy s; = 1. Z

Zapalenie bitu Aby ustawié warto$¢ i-tego bitu liczby s na 1, nalezy wykonaé bitows operacje
OR na sim.

Zgaszenie bitu Aby ustawié¢ wartosé i-tego bitu liczby s na 0, nalezy wykonaé bitows, operacje

AND na s i NOT m, czylinasina(1...1_0 1...1).
~
7

Przelaczenie bitu Aby zmieni¢ wartosé i-tego bitu liczby s na inna (czyli z 0 na 1 i na odwrét,
mozemy wykorzysta¢ gotowy operator w jezyku C, w przeciwnym razie musimy skorzystaé
z opisanych powyzej funkcji.
Wszystkie powyzsze operacje mozna w prosty sposéb przeprowadzi¢ w jezyku C i w Octa-
ve/MATLABIe, ale nalezy pamietaé, ze w C bity indeksujemy od zera.

Operacja na i-tym bicie | C (i =0,...) Octave (i=1,...)
Czy zapalony z=s& (1<<i) | z = bitget(s,i)
Zapalenie S =s|(1<<i) S = bitset(s,i,1)
Zgaszenie S =s& "(1<<i) | S = bitset(s,i,0)
Przetaczenie S=s"(1<<i) S = bitset(s,i, "bitget(s,i))

Znaczy to, ze jesli chcemy znalez¢ wszystkie mozliwe stany osiagalne z danego stanu s i
nadaé wartosci czestosci przejscia zrédet ze stanu s do nowego stanu, musimy wykonaé petle

S = triple2state(][s,q,r],z,ord); % numer biezacego stanu
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%% %% %% %% zmiana stanu z powodu zmiany stanu zrodla

fori = 1:n
bit = bitget(s,i);
sn = bitset(s,i, bit); % zmienia i—ty bit na przeciwny: to nowy numer stanu zrodla
SN = triple2state([sn,q,r],z,ord); % numer nowego stanu zrodla

if bit == 0
W(S,SN) = a; % przejscie od wylaczonego do wlaczonego
else
W(S,SN) = b; % przejscie od wlaczonego do wylaczonego
end
end

Z kolei zmiane stanu kolejki realizowalby nastepujacy kod:

S = triple2state(s,q,r); % numer biezacego stanu fancucha
%%%%%%%% zmiana stanu z powodu zmiany stanu kolejki

if g < (K=1) % tylko wtedy mozna wydluzyc kolejke, w przeciwnym razie wszystkie pakiety sa odrzucane
SN = triple2state([s,q+1,r],z,ord); % nowy stan: przyjeto pakiet do kolejki
bs = bitsum(s); % ile jest wlaczonych
b0 = bitget(s,1); % czy zerowy jest wlaczony
if bs > 0 % cokolwiek nadaje

W(S,SN) = 0;

if b0 > 0 % specjalne traktowanie pierwszego zrodla
W(S,SN) = beta;

end

if g < (K1-1) % pakiety z innych sa odrzucane jesli kolejka ma dlugosc K1 lub wieksza
W(S,SN) = W(S,SN) + (bs—b0)x*alpha;

end

end
end

Wreszcie, moze zmienié si¢ stan procesora:

S = triple2state(s,q,r); % numer biezacego stanu fancucha
%% %% %% %% zmiana stanu z powodu zmiany stanu procesora

switch r
case (M-1)
SN = triple2state([s,q,0],z,0rd);
W(S,SN) = mu;
case 0
if (g > 0)
SN = triple2state([s,q—1,1],z,ord);
W(S,SN) = mu;
end
otherwise
SN = triple2state([s,q,r+1],z,0rd);
W(S,SN) = mu;

end
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Powyzej okreslone operacje traktowaly W jak macierz gesta. W realnej implementacji wy-
bierzemy format macierzy rzadkiej, dlatego ostateczna funkcja generujaca macierz przejécia W
bedzie postaci:

function spW = sptelecomtrans(n,K,M,K1,rate)
% create (sparse) transition rate matrix spW

%

% queue length 0..K—1

% source states 0..2"n—1

% processing phases 0..M—1

% queue threshold K1

if nargin < 5
rate=[11111];

To tylko fragment kodu Zrodiowego Octave. Wiecej na http://mst.
mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch10.

Dobrze, ze zaczynamy od Octave; tu najprosciej testowaé implementacje, np. moglibySmy
szybko na kilku przyktadach sprawdzié, czy nasze procedury: przypisywania czestosci przejscia
oraz numerowania stanéw dziataja poprawnie. Nie sposob przecenié czasu (i nerwow) jakie dzieki
tym wstepnym testom mozna zaoszczedzié.

Cwiczenie 10.2. Sprawdz na malych przyktadach, czy otrzymujesz poprawne macierze przej-
écia. Na przyktad?, dlan = M = K = 1ia = 1,b = 2 (co prawda nie mozna nada¢ im znaczenia
czestoscl, ale to bez znaczenia dla testéw) powiniene$ otrzymaé macierz

-1 1
W - ( . _2> |
Pamieta]j, wyrazy na diagonali W sa okreslone zaleznoscia wi; = — >, wj!

10.2. Wyznaczenie stanu stacjonarnego

Wydaje sie, ze nasze zadanie polega na znalezieniu jadra macierzy W7, a nastepnie wytu-
skaniu zen (i unormowaniu) odpowiedniego wektora. Rzeczywiscie, w Octave jest funkcja

W = sptelecomtrans(n,K,M,K1,[a,b,alpha,beta,mu]);
X = null(W');

ktora wyznacza jadro zadanej macierzy. Jesli wiec jadro jest jednowymiarowe (tego nie wiemy),

a wszystkie wspolrzedne sa dodatnie (to musimy sprawdzi¢ i ewentualnie sobie zagwarantowac),
to

X = Xxsign(X(1)); % gwarancja znaku
if all(X>0) % sprawdzenie dodatniosci
Pi = X/norm(X,1);
else
Pi = NaN(size(X));

4 Doéwiadczenie uczy, ze wykonanie tylko tego jednego testu to za malo, by wychwycié¢ wszystkie dotad
popelnione pomyiki.
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end
residW = norm(W'«Pi,Inf)

Niestety, wyznaczanie jadra macierzy generalnie przy duzych N moze by¢ bardzo kosztowne
obliczeniowo. W dodatku, jego implementacja w Octave wykorzystuje shuszna, ale droga meto-
de rozkltadu SVD macierzy. Dzigki temu, ze W jest rozrzedzona i ma kilka innych ciekawych
matematycznych wlasnoéci, bedziemy mogli obej$¢ to ograniczenie.

Cwiczenie 10.3. Zaimplementuj metode rozwiazywania zadania wykorzystujaca null i zbadaj,
jakie maksymalnie moga by¢ n, K, M dla ktérych otrzymasz sensowne rozwigzanie w sensownym
czasie.

Wskazowka. Generalnie, wszystkie potrzebne komendy zostaly wczesniej przedstawione, ale po-
winnismy jeszcze zabezpieczyc sie przed sytuacjg, w ktorej null zwroci wiecej niz jeden wektor.
Takq sytuacje nalezy potraktowadé jako indykator, zZe zadanie nie jest dobrze postawione i zglosié
przynajmnie] ostrzezenie:

X = null(W');
if size(X,2) > 1

warning('Nonunique_solution’);

X = X(:,end); % wybieramy jakikolwiek (zwykle ostatni odpowiada wartosci szczegolnej najblizszej zera)
end

10.2.1. Wyboér wlasciwej metody

Najwyzszy czas, by siegnaé¢ do literatury. W monografii [29], dotyczacej numerycznego
wyznaczania réoznych cech — takze stanéw stacjonarnych — tancuchéw Markowa jest oméwiona
metoda, w ktorej poprzez usuniecie jednego wiersza i jednej kolumny z macierzy W mozna
zadanie sprowadzi¢ do zwyklego zadania rozwiazywania uktadu réwnan liniowych z macierza
nieosobliwg. Zapewne dla Srednich rozmiarow macierzy W to bytaby catkiem dobra alternatywa
— wszak W jest macierza rozrzedzona i taka pozostanie po usunigciu wiersza i kolumny —
ale musieliby$my nieco obawiaé si¢ postepujacego wypelnienia blokéw czynnikéw rozkladu LU
macierzy.

Inny sposéb podejscia do zadania wyznaczenia stanu stacjonarnego tancucha Markowa (por.
[28]) to wykonanie tzw. odwrotnej metody potegowej na macierzy (raz tylko sfaktoryzowanej!)
WT — el. Jest to metoda iteracyjna rozwigzywania zagadnienia wilasnego, ktérej zasadniczym
skladnikiem jest wielokrotne rozwigzywanie uktadu réwnan postaci W7 — eI. Aby wiec metoda
bylta efektywna, musimy umieé¢ wyznaczyé¢ rozklad macierzy W7 — eI na prostsze skladniki,
najlepiej — wykorzystujac fakt, ze macierz W7 jest mocno rozrzedzona. Wiecej na temat me-
tody potegowej i odwrotnej metody potegowej mozna przeczytaé w wykladzie z Matematyki
Obliczeniowej II. Jednak w naszym przypadku domyslnie stosowana w Octave metoda rozktadu
macierzy rozrzedzonych zabiera zbyt wiele czasu i jest mato efektywna, gdy N jest duze.

Na szczescie, jest jeszcze jedna droga, wykorzystujaca dodatkowe wlasciwosci naszego za-
dania. (Skad my to znamy?...) Skoro mamy do czynienia z lafcuchem Markowa, to mozemy
zapisa¢ zadanie w réwnowaznej postaci z macierza stochastyczng® P,

Pr =,

gdzie P = 6W7T + I, przy czym § = 0.99/ max; |ws;| (dowéd réwnowaznoéci i stochastycznogci
P zostawiamy Czytelnikowi jako niezobowiazujace ¢wiczonko, zob. [28]). Zatem poszukiwany

5 Cazyli taka, ktérej elementy sg nieujemne i w kazdej kolumnie sumuja sie do jednosci.
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wektor 7 jest wektorem wlasnym macierzy (kolumnami) stochastycznej P, odpowiadajacym
wartosci wlasnej rownej 1. Jest to znaczaca informacja, gdyz to pociaga za soba, ze:

— istnieje wektor wlasny odpowiadajacy wartoéci wlasnej 1 (rzeczywiscie, lewostronny wektor
wlasny dla 1 to wektor (1,...,1).

— warto$¢ wlasna 1 jest dominujgcg wartodcia wlasna (rzeczywiscie, |A(P)| < [|P]l1 = 1) i nie
ma innych wartosci wlasnych o module réwnym 1 (wynika to z twierdzenia Gerszgorina).

Ponadto nasza macierz P jest nieredukowalna (w jezyku tancuchéw Markowa, tancuch jest
nieprzywiedlny: kazdy stan jest osiagalny z kazdego innego, w skonczonej liczbie krokéw), wiec
na mocy twierdzenia Perrona—Frobeniusa [3, 29] warto$¢ wlasna 1 macierzy P jest pojedyncza,
a odpowiada jej wektor wlasny m o dodatnich wspoétrzednych.

Te wszystkie fakty oznaczaja, ze — zamiast kosztownego SVD — mozemy sprébowaé uzyé
na przyklad metody potegowej wyznaczania dominujacej wartoéci wtasnej macierzy P!

Nalezy pamietaé, ze metoda potegowa, oprocz ewidentnej zalety (jest metoda iteracyjna,
wiec mozna obliczenia przerwaé¢ w bardziej dogodnym momencie, a iteracja opiera sie na bardzo
tanim mnozeniu, 7Y = Pr(®) przez macierz rozrzedzong P; ma tez minimalne wymagania
pamieciowe, co istotne przy duzych n), ma tez wady: jesli druga co do wielkoSci warto$é¢ wlasna
macierzy, \g, jest bliska dominujacej — |A2| & 1 — zbiezno$é metody moze by¢ bardzo wolna.

W Octave mozemy wyznaczy¢ dominujaca wartos¢ wlasna na dwa sposoby: zaimplemento-
waé wprost metode potegowa, albo wykorzysta¢ funkcje eigs, wykorzystujaca bardziej zaawan-
sowane techniki wyznaczania ekstremalnych wartosci wlasnych. Ponizej wybieramy wlaénie ten
drugi wariant:

opts.maxit = MAXIT;

opts.tol = TOL;

tic; [V, D, info] = eigs(spW, 6, 'Im’, opts); toc
D = diag(D); [m i] = max(abs(D));

if (abs(m—1) > lelxeps)

warning(['Dominant_eigenvalue.=_', num2str(m, '%e’), '_not_equal_to_1._Difference:.’, num2str(abs(m-t

end

Pi = V(i)

Pi = abs(Pi); % ustalamy znak Pi
Pi = Pi/sum(Pi);

1))]);

Pozostaje jeszcze przerobi¢ macierz W na macierz P; w naszym przypadku zastapimy funkcje
W = sptelecomtrans(..) funkcja [P, W] = sptelecom(..), wyznaczajaca przede wszystkim macierz P,
a macierz W — tylko opcjonalnie.

function [spP, spW]| = sptelecom(n,K,M,K1,rate)

% create (sparse) transition probability matrix spP and (if requested)
% transition rate matrix spW

%

% queue length 0..K—1

% source states 0..2"°n—1

% processing phases 0..M—1

% queue threshold K1

if nargin < 5

To tylko fragment kodu Zrédtowego Octave. Wiecej na http://mst.
mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch10.
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Parametry zadania zapiszemy w prostym skrypcie Octave, o nazwie telecomparam.m:

a = 3.33;
b = 3.52;
alpha =1,
beta = 2;
mu = 34e—1; % uwaga

n=13;

K =38;

M = 5;

Kl =7;
MAXIT = 100;
TOL = le—6;

Aby wygenerowa¢ macierz P, wystarczy wiec wydaé polecenia:

telecomparam;
P = sptelecom(n,K,M,K1,[a,b,alpha,beta,mu]);

10.3. Zadanie w duzej skali

Poniewaz liczba wszystkich stanéw N zalezy eksponencjalnie od n, to gdy n jest wicksze
niz kilka, generowanie samej macierzy P w Octave bedzie trwalo potwornie wolno: z powodu
koniecznosci zinterpretowania wielokrotnie zagniezdzonych petli.

Dlatego, aby méc prowadzié¢ obliczenia dla duzych N, powinniSmy przyspieszy¢ proces ge-
nerowania macierzy P, implementujac procedure na przyktad w jezyku C.

10.3.1. Implementacja procedury generowania macierzy w C

W zasadzie wystarczy wprost przettumaczy¢ tekst procedury z Octave na jezyk C, pamie-
tajac wszakze o nastepujacych putapkach, ktore czyhajg na nas po drodze:

— tablice w C indeksujemy od zera, dlatego
— licznik nz bedziemy inicjalizowa¢ na —1,

— funkcja triple2state bedzie zwracaé s+Nx(q+Kxr), a nie jak w Octave, 14+s+Nx(q+Kxr),

— bity w C numerujemy od zera, dlatego petla po bitach Zrodet powinna by¢ dlai =0,...,n—1:
for (i = 0; i < n; i++), a bitem Zrédla uprzywilejowanego zrédla jest bit zerowy b0 = bitget(s,0);
funkcja bitget(s,i) powinna akceptowaé¢ wartosci ¢ =0,...,n — 1;

— w kodzie zakladamy, ze bitget() zwraca zero lub 1, dlatego nie mozemy uzy¢ prostego s & (1<<i),
ktére moze zwraca¢ wartosci wieksze od 1;

Ponadto, nie bedziemy juz generowaé (niepotrzebnej w tej chwili) macierzy czestosci W, a tylko

sama macierz P.

Warto zwrdci¢ uwage na fragment pozwalajacy prosto odczytaé¢ wszystkie parametry zadania
zapisane w pliku Octave telecomparam.m.

Gléwnym celem programu sptelecom.c jest wyznaczenie macierzy rozrzedzonej P w forma-
cie wspdélrzednych i zapisanie jej do pliku (aby mozna bylo nastepnie wezytaé ja do Octave i
potraktowaé eigs).

Tu kryje sie jeszcze jedna pulapka. Zapisujac macierz w formacie tekstowym, ryzykujemy
utrate dokladnosci reprezentacji wartosci elementéw macierzy P. Dlatego, lepiej bedzie zapisy-
waé dane w formacie binarnym — i tak faktycznie zrobimy: patrz kod zZrédtowy programu w
jezyku C.
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gcc —o sptelecom sptelecom.c —Im
time . /sptelecom < telecomparam.m
%/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define NPARAM 11 /« liczba parametrow do wczytania z pliku /

/* zmienne, do ktorych wczytamy parametry z pliku */
int n, N, K, M, K1;

double a, b, alpha, beta, mu;

int MAXIT; double TOL;

To tylko fragment kodu Zrodtowego w C. Wiecej na http://mst.
mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch10.

10.3.2. Rozwigzanie zadania w Octave

Majac macierz P w formacie wspotrzednych, w postaci binarnej, musimy najpierw zmusié¢
Octave do wezytania jej wlasnie w tej postaci:

function [spW, dim] = sptelecomload(filename)
fp = fopen(filename,'rb’);
nz = fread(fp, 1, 'int’);
IJ = fread(fp, [nz,2], 'int");
IJ = 1J+1; % indeksy nie od zera, ale od 1
dim = max(lJ(:,1));
V = fread(fp, nz, 'double’);
fclose(fp);

spW = sparse(1J(:,1), 1J(:,2), V, dim, dim);
end

Teraz mozemy juz rozwiaza¢ zadanie:
1. Whpisa¢ poprawne wartosci parametréw do pliku telecomparam.m
2. Wygenerowaé plik z macierza P:

make sptelecom
./sptelecom < telecomparam.m

3. Wyznaczy¢ wektor m:

telecomparam;
system ('make_cout.dat’);

[P, dim] = sptelecomload(’cout.dat’);
opts.maxit = MAXIT;

opts.tol = TOL;
tic; [V, D, info] = eigs(P, 2, 'Im’, opts); toc
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D = diag(D); [m i] = max(abs(D));

if (abs(m—1) > lelxeps)
warning(['Dominant_eigenvalue_=_', num2str(m, '%e’), '_not_equal_to_1._Difference:.’, num2str(abs

end

Pi = V(i)

Pi = abs(Pi);

Pi = Pi/sum(Pi);

residP = norm(Pi—PxPi,Inf)

if (abs(residP) > lelxeps)
warning(['Residual_||(P—1)xPi||.=_", num2str(residP)]);

end

semilogy([0:K—1],sum(sum(reshape(Pi,[2"n,K,M]),3),1),'0—");
% semilogy([0:2"n—1],sum(sum(reshape(Pi,[2"n,K,M]),3),2),'0—");

file=fopen('moutx.dat’,'w’');
fprintf(file, '%23.18e\n", Pi');
fclose(file);

Poniewaz Octave potrafi uruchamiaé z poziomu sesji inne programy systemowe, wykorzysta-
lidmy to do automatycznego wygenerowania nowych danych, jak tylko zmienily si¢ parametry
zapisane w pliku, lub zmianie ulegt sam kod zZrédtowy.

Cwiczenie 10.4. Ktéra wspoélrzedna 7 jest najwieksza, gdy a = 3.33, b =3.52, a =1, § = 2,
w=34,n=13, K =8 M =5, Ki = 77 Sprawdz, jaki jest przewidywany procent czasu,
w ktéorym kolejka ma zadang dtugosé L z przedziatu O,..., K. Z jakim prawdopodobienstwem
bedziemy traci¢ pakiety z nie-priorytetowych zrédet?

Rozwigzanie.

semilogy([0:K—1],sum(sum(reshape(Pi,[2"n,K,M]),3),1),'0—");




11. Roéwnanie reakcji—dyfuzji

Ten wyklad jest modyfikacja jednego z rozdzialéw w [20], uwzgledniajaca de-
monstracje sposobu poprowadzenia wizualizacji rozwiazan.

Rozwazmy proste nieliniowe zagadnienie ewolucyjne (zmienna ¢ bedziemy interpretowaé jako
czas), okreslone na prostokacie 2 = (0,a) x (0, b):

up = BAu~+ f(u) w Q% (0,7)
u=20 na 02 x (0,7), (11.1)
u =g na Q x {0}.

Niewiadoma jest funkcja u = u(z,y, t). Zadana funkcja ug(x,y) okresla warto$é rozwiazania
w chwili poczatkowej ¢ = 0. Symbolem A oznaczamy dwuwymiarowy operator Laplace’a,

u  0%u
Roéwnanie (11.1) nazywamy réwnaniem reakcji-dyfuzji, gdyz jesli u modelowaloby stezenie ja-
kiej$ substancji chemicznej, to 3 > 0 bytoby jej wspolczynnikiem dyfuzji, a f — czlonem
odpowiedzialnym za szybkos¢ reakcji chemicznej, zalezng od wartosci u. Dla ustalenia uwagi,
przyjmiemy dalej, ze
flu) =u—ud.

Do rozwiazywania tego zadania zastosujemy tzw. metode linii, w ktérej (11.1) przyblizymy
wielkim ukladem réwnan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu. Zaczniemy od samo-
dzielnej dyskretyzacji po zmiennych przestrzennych x,y. Wybierzemy tu najmniej efektywna,
ale za to koncepcyjnie najprostsza metode dyskretyzacji, oparta na réwnomiernej siatce weztow
pij = (x4, y;) € Q. Przyjmiemy x; = ihy,y; = jhy, gdzie hy = a/(N, + 1) jest krokiem siatki w
kierunku z i analogicznie h, = b/(N, + 1), zob. rysunek ?7?.

Oznaczajac u;;(t) = wu(z,y;,t), a nastepnie zastepujac pochodne przestrzenne ilorazami
réznicowymi [15]

1 1
Auij = Bpttij = 35 (2ij = Uirrg = Ui1) + 55 (2uig — Uige1 — uig-1), (11.2)
T Yy

przyblizamy (11.1) ukladem réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

d

ZU) = BAWU®) + FU®)). (11.3)

Macierz U jest rozmiaru N, x N, o elementach bedacych funkcjami czasu: U(t) = (u;;(t))
dla 1 <@ < Ng, 1< j <Ny, aoperator Ay, odpowiada macierzy dyskretnego dwuwymiarowego

Obliczenia naukowe (©) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Rysunek 11.1. Regularna siatka na ).

laplasjanu (11.2). W weztach brzegowych, U jest oczywiscie réwne zero, z warunkéw zadania,
wiec nie musimy go wyznaczac.

Do uzyskanego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych (11.3) nie mozemy, z powoddéw
natury praktycznej, zastosowaé¢ wprost Isode. Rzeczywiscie, otrzymany uktad réwnan zwyczaj-
nych jest bardzo sztywny (im mniejsze h, tym sztywniejszy uklad!), a wiec powinnismy rozwiazy-
wacé go, korzystajac ze schematu niejawnego. Jednak w przypadku schematu niejawnego ujawnia
sie¢ kluczowy niedostatek Isode: procedura DLSODE z biblioteki ODEPACK nie ma mozliwosci
wykorzystania rozrzedzenia macierzy pochodnej i stosuje ,w ciemno” solver dla macierzy ge-
stych, poteznie spowalniajac dzialanie schematu niejawnego. Cos, co dotychczas byto nieistotne
(wezesniej rozwazalismy uklady co najwyzej kilku réwnan rézniczkowych), w przypadku uktadu
réwnan zwyczajnych (11.3), w ktérym mamy do czynienia z ukladem d réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, gdzie

d=N,-N,

(przy czym rozsadne wartoéci zaréwno N, jak i N, beda rzedu setek, a moze nawet tysiecy),
staje sie ciezarem nie do udZwigniecial.

Oczywiscie, alternatywnym rozwigzaniem mogtoby potencjalnie by¢ zastosowanie schematu
jawnego, w ktorym w ogdle nie trzeba rozwigzywaé¢ zadnych rownan, ani liniowych, ani tym
bardziej nieliniowych! Jednak niestety, takze i ten pomyst nie jest zbyt rozsadny. Jak sie okazuje
na gruncie teorii [15], musielibySmy wtedy uzyé¢ bardzo matej dlugosci kroku czasowego T,
proporcjonalnego do min{h2, h;}! Dlatego, z wyjatkiem ekstremalnie krétkich czaséow T lub
niewielkiego d (maksymalnie rzedu kilkuset), schemat jawny po prostu ,zaliczy si¢”, zmuszony

do wykonania bardzo wielu krokdéw czasowych.

! Tak drastycznych ograniczei nie maja funkcje MATLABa stuzace rozwigzywaniu sztywnych réwnan réz-
niczkowych, np. odel5s — mozna (i trzeba!) wykorzysta¢ tam rozrzedzenie macierzy pochodne;j.
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11.1. Rozwigzanie numeryczne réwnania zdyskretyzowanego w przestrzeni

Do rozwiazania nieliniowego parabolicznego réwnan rézniczkowego czastkowego (11.1), a
doktadniej — (11.3) — wykorzystania biblioteki CVODE. Biblioteka CVODE z pakietu SUN-
DIALS [14] to kolekcja narzedzi bardzo dobrej jakosci stuzacych do rozwiazywania duzych ukla-
déw réwnan rézniczkowych zwyczajnych. W szczegblnosci, mozna ja takze dostosowaé wlasnie
do rozwigzywania ewolucyjnych réwnan rézniczkowych czastkowych metoda linii.

CVODE jest rozwinieciem biblioteki LSODE z pakietu ODEPACK, uzywanej w Octave do
rozwiazywania rownan rézniczkowych. Jednak w odréznieniu od LSODE, dostajemy mozliwoscé
rozwigzywania naprawde duzych uktadow réwnan metodami niejawnymi, gdyz do zadan zline-
aryzowanych, jakie trzeba rozwiazywac¢ na kazdym kroku czasowym, biblioteka CVODE moze
uzy¢ nie tylko standardowej eliminacji Gaussa, ale takze metody iteracyjnej (np. GMRES)
— réwniez z wykorzystaniem zadanej przez uzytkownika macierzy $ciskajacej (zob. wyktad z
Matematyki Obliczeniowej II. Drugie istotne rozszerzenie mozliwoéci CVODE w stosunku do
LSODE to mozliwoé¢ pracy na komputerze wieloprocesorowym — lecz z niej nie bedziemy tutaj
korzystac.

Biblioteka CVODE jest bardzo dobrze udokumentowana, towarzyszy jej takze zestaw przy-
ktadéw wykorzystania jej mozliwosci. Wtasnie najprostszym sposobem skorzystania z CVODE
jest po prostu ostrozne i uwazne zaadaptowanie przykladowego programu do wlasnych potrzeb.

Pierwszym krokiem powinno by¢ $ciagnigcie z internetu i zainstalowanie tej biblioteki w
naszym systemie. W przypadku popularnych dystrybucji Linuxa bedzie to bardzo proste, gdyz
wystarczy zainstalowaé gotowy pakiet sundials (rzeczywiscie, CVODE jest czeScia wiekszego
pakietu, SUNDIALS). W przypadku bardziej egzotycznych systeméw bedziemy musieli samo-
dzielnie skompilowaé¢ kody zrédtowe CVODE i nastepnie zainstalowaé w systemie. Na szczeScie
i ten proces jest szczegdlowo opisany w podreczniku CVODE [13].

Ponizej pokazujemy zapis przykitadowej instalacji biblioteki na oba sposoby.

Zobacz animacje: Instalacja biblioteki Cvode z pakietu RPM w sys-

temie Fedora Linux, znajdujaca sie na stronie WWW przedmiotu.

Pokazujemy, jak na komputerze pracujgcym w systemie Fedora Li-

nuz zainstalowac pakiet SUNDIALS, ktorego czeScig jest biblioteka

@ Cvode. Musimy pamietaé, by opricz pakietu RPM z bibliotekq za-

. instalowaé towarzyszgcy mu pakiet ,devel”, zawierajgcy m.in. pliki

nagtowkowe potrzebne nam przy kompilacji wlasnych programow,
korzystajgcych z biblioteki.

Zobacz animacje: Instalacja biblioteki Cvode w systemie Linux, wy-
korzystujgca kody Zrédlowe. Procedura jest typowa dla instalacyi in-
nych bibliotek, ktorych kod Zrodiowy pobralismy z internetu, znajdu-
jaca sie na stronie WWW przedmiotu. Pokazujemy, jak na kompu-
terze pracujgcym w systemie Fedora Linux zainstalowacé biblioteke
Cvode wprost z archiwum zawierajgcego kody Zrodtowe. Proces in-
stalacyi sktada sie z kilku etapow, na ktory skladajg sie: Sciggniecie
z internetu archiwum z plikamsi Zrodtowymi i dokumentacjq, lektura
instrukcji dotyczqcej kompilacji biblioteki, modyfikacja Makefile’a,
kompilacja, testy i na konicu — skopiowanie plikow biblioteki do ich
finalnego potozenia.

Nastepnie, powinniémy napisa¢ program w jezyku C, ktéry bedzie rozwiazywaé (11.3) z
wykorzystaniem biblioteki CVODE. Typowy program wykorzystujacy sekwencyjng wersje bi-
blioteki CVODE ma mniej wiecej nastepujaca strukture (por. podrecznik CVODE [13]):


http://computation.llnl.gov/casc/sundials/description/description.html
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pliki nagtéwkowe, w tym ———

dla funkcji biblioteki CVODE
**************************************************/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <cvode/cvode.h>

.dtd..

definicje niezbednych makr i statych
#tdefine T0 0.0 /+ chwila poczatkowa =/
##define TSTEP /« co jaki czas chcemy miec rozwigzanie */
##define NSTEP /« ile takich rozwigzan? */
/* powyzsze znaczy, ze otrzymamy rozwigzania w chwilach TO + i« TSTEP, i = 1..NSTEP x/

#tdefine RTOL RCONST(1.0e—5) /+ parametr tolerancji btedu wzglednego */
#tdefine ATOL RCONST(1.0e—6) /* parametr tolerancji btedu bezwzglednego */
#tdefine NEQ (NX«NY) /x liczba rownan w ukfadzie, tutaj zadana jako NX - NY «/
...itd...

/%*************************************************
definicja struktury przechowujacej dane,
Jjakie chcielibySmy przekazywac do wewnatrz
solvera; przy rozsadnym wykorzystaniu zmiennych
globalnych i makrodefinicji, moze by¢ zbedna
typedef struct {
realtype beta;
...inne obiekty...
} xUserData;

prototypy najwazniejszych funkcji
definiowanych przez uzytkownika:
— prawej strony (F) i opcjonalnie:
— Jakobianu (DFxV),
— by¢ moze takze preconditionera;
ich format jest szczegétowo wyspecyfikowany
w manualu.
static int F(realtype t, N_Vector u, N_Vector udot, void xf_data);
static int DFxV(N_Vector V, N_Vector JV, realtype t,
N_Vector y, N_Vector fy, void *jac_data, N_Vector tmp);

/%*************************************************
prototypy funkcji pomocniczych —
nazwy moéwia same za siebie

static UserData AllocUserData(void);

static void InitUserData(UserData data);

static void FreeUserData(UserData data);

static void SetlnitialProfiles(N_Vector u);
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static int PrintOutput(void xcvode_mem, N_Vector u, realtype t, int iout);
static void PrintFinalStats(void xcvode_mem);
...itd...

/* ewentualne zmienne globalne dla (nie)wygody programowania */
...definicje zmiennych globalnych...

zaczyna sie gtéwny program
int main(void)

/* KROK 0: niezbedne definicje zmiennych x/

realtype abstol = ATOL; /* tolerancja bfedu =/
realtype reltol = RTOL;

realtype t, tout; /+ obsfuga czasu =/
int iout;

UserData data = NULL; /* kontener na parametry uzytkownika =/
N_Vector U = NULL; /* tu znajdzie sie rozwigzanie w chwili biezacej */

void xcvode_mem = NULL; /* bedzie wskazywac obszar roboczy dla CVODE x/

/* KROK 1: alokacja i inicjalizacja danych uzytkownika x/

U = N_VNew_Serial(NEQ);
data = AllocUserData();
InitUserData(data);
SetlnitialProfiles(U);

/* KROK 2: przygotowanie CVODE do pracy:
inicjalizacja obszaréw roboczych, wybér parametréw solvera x/

/* wybieramy opcje pracy solvera: schemat BDF;

réwnania nieliniowe beda rozwigzywane metoda Newtona */
cvode_mem = CVodeCreate(CV_BDF, CV_NEWTON);
CVodeSetFdata(cvode_mem, data);

/* uwaga: to tu podajemy chwile poczatkowa TO0! x/
CVodeMalloc(cvode_mem, f, TO, U, CV_SS, reltol, &abstol);

/* wybieramy solver iteracyjny (GMRES, bez macierzy Sciskajacej)
dla zadan zlinearyzowanych metoda Newtona */

CVSpgmr(cvode_mem, PREC_NONE, 20);

/* opcjonalnie — podajemy funkcje wyznaczajaca Jakobian x/
CVSpilsSetJacTimesVecFn(cvode_mem, DFxV, NULL);

/* KROK 3: wydruk warunku poczatkowego — nie zaszkodzi! */

jout = 0; tout = TO;
PrintOutput(cvode_mem, U, tout, iout);

/x KROK 4 (NAJWAZNIEJSZY): rozwigzujemy réwnanie, a rozwigzania "drukujemy”! * /
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for (iout=1, tout = TO+TSTEP; iout <= NSTEP; iout++, tout += TSTEP)
{
flag = CVode(cvode_mem, tout, U, &t, CV_.NORMAL);
PrintOutput(cvode_mem, U, t, iout);
/* zawsze sprawdzamy, czy ostatni cykl obliczeri zakoriczyt sie sukcesem x/
if(check_flag(&flag, "CVode”, 1)) break;

/* KROK 5: statystyki solvera i sprzatanie x/
PrintFinalStats(cvode_mem);
N_VDestroy_Serial(U);

FreeUserData(data);

CVodeFree(&cvode_mem);

return(0);

Jak widzimy, nawet szkielet programu jest do$é¢ rozbudowany, a samo wywotanie biblioteki
wymaga wielu przygotowan. Gtéwnym zadaniem CVODE jest — majac zadang funkcje prawej
strony i dane poczatkowe — wyznaczy¢ wartos¢ rozwigzania w danej chwili tout. Najwazniejsza
petla w powyzszym kodzie jest wiec

for (iout=1, tout = TO+TSTEP; iout <= NOUT; iout++, tout += TSTEP)
{
flag = CVode(cvode_mem, tout, U, &t, CV_NORMAL);
PrintOutput(cvode_mem, U, t, iout);
if(check_flag(&flag, "CVode", 1)) break;

}

w ktérej funkcja CVode() wyznacza wartosci rozwiazania w chwilach tout, powiekszanych za
kazdym obrotem petli o TSTEP. OczywisScie, nic nie stoi na przeszkodzie, by zamiast petli for,
wprowadzonej w celu wygenerowania rozwiazan w réwnych odstepach czasu, skorzystaé¢ np.
z petli while i w niej decydowaé wedtug wtasnych regut o tym, w jakich momentach nalezy
wydoby¢ warto$é rozwiazania podobnie, jak robiliSmy to w Octave.

CVODE moze oczywiscie mie¢ klopoty z dotarciem do zadanego czasu tout (na przyklad
dlatego, ze rozwiazanie wczesniej eksploduje...) — dlatego zmienna t zawiera faktyczny czas,
do jakiego udalto si¢ dotrze¢ funkcji CVode(); jesli kod zakoniczenia funkcji, ktéry zapisujemy do
zmienne]j flag, jest r6zny od zera, oznacza to wystapienie ktopotéw w pracy CVode() i, w naszym
przypadku, jest powodem do przerwania obliczen.

Szczedliwie, nasza zadanie — réwnanie (11.3) — jest bardzo podobne do przykltadowego
zadania towarzyszacego dokumentacji CVODE [13], cvkryx.c — dlatego bedziemy je rozwiazywaé
poprzez modyfikacje tego pliku.

/x ====== Modyfikacja pliku examples/cvode/serial/cvkryx.c ======== %/
/* ====== Modyfikacja pliku examples/cvode/serial/cvDiurnal_kry.c = x/

#include <stdio.h>
Finclude <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <string.h>

#include <cvode/cvode.h> /« main integrator header file x/
#include <cvode/cvode_spgmr.h> /* prototypes & constants for CVSPGMR solver */
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To tylko fragment kodu Zréodtowego w C. Wiecej na http://mst.
mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Chili.

dl

Aby skompilowaé nasz plik do programu wykonywalnego, najwygodniej skorzystaé¢ z pole-
cenia make, dla ktérego nalezy uprzednio przygotowaé plik z instrukcjami i opcjami kompilacji.
Wiecej o poleceniu make mozna przeczyta¢ w [20] lub na przyklad na Wazniaku (przedmiot
Srodowisko programisty). Przykladowy taki Makefile podajemy ponizej:

CC = gcc -std=c99

ARCHFLAGS= -march=native

CFLAGS = -03 -msse2 -mfpmath=sse $(ARCHFLAGS) -funroll-loops \
-finline-functions -malign-double \
-ftree-vectorize -ftree-vectorizer-verbose=2

LIBS = -1Im

all: cvrd

cvrd: cvrd.o
———$(CC) $(CFLAGS) -o $@ $< -lsundials_cvode -lsundials_nvecserial -1m

%.0: %.c Makefile

— $(CC) $(CFLAGS) -c $<
clean:

——— —rm -f *.o0

—— rm —-f cvrd

Jak widzimy, w odréznieniu do kréciutkich plikow Octave, gdzie na wyznaczenie rozwigza-
nia (i jego wizualizacje!) ukladu réwnan rézniczkowych potrzebowalismy kilkunastu linii kodu,
koncowa wersja pliku zrédlowego w C jest bardzo obszerna. Dlatego ograniczymy sie tutaj
zwrdcenia uwagi na kilka istotnych fragmentéw gtownego programu.

Wykorzystanie makr Zacznijmy od ogdlnej uwagi, dotyczacej niebezpieczenstwa, jakie za
soba niesie uzywanie wyrazen #definiowanych, takich jak np.

#define HX (X/(N+1)) /« krok przestrzenny x/

Gdyby$my napisali makro inaczej, #tdefine HX X/(N+1) (r6znica: brak nawiaséw okalaja-
cych), to potem spotkalaby nas niemila niespodzianka:

#define HX X/(N+1) /« Zle! «/
z = a/HX;

Rzeczywiscie, po podstawieniu makra do wyrazenia, dostajemy z = a/X/(N+1) i — poniewaz,
w jezyku C warto$¢ wyrazenia oblicza sie od lewej do prawej — zostaloby to obliczone jako
(a/X)/(N+1)=a/(X - (N +1)). To zapewne nie jest wynik, jakiego si¢ spodziewaliby$my....

Dostep do macierzy niewiadomych Podobnie jak w Octave, dla danej chwili czasu, niewia-
dome traktujemy jako macierz U o rozmiarach N x N. Jej elementy odpowiadaja warto$ciom
rozwiazania w punktach siatki przestrzennej. Poniewaz CVODE spodziewa si¢ wektora, a nie
macierzy niewiadomych — zastosujemy technike rozwijania macierzy w wektor (por. [20]). Ma-
kro


http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch11
http://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=ona&part=Ch11
http://wazniak.mimuw.edu.pl
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#define 1Jth(a,ij) (a[()—1 + ((1)—1)*N])

pozwoli nam w funkcjach uzytkownika (np. F() i DFxV()) patrzeé¢ na U jak na macierz N x N
i jednoczesnie pozwoli CVODE wewngetrznie traktowaé U jako wektor dtugoséci N - N. Wszedzie,
gdzie bylo to mozliwe, petle po wszystkich elementach macierzy U zapisujemy

for(i=1;i <= N;i++)
{
for(j=1;) <= N; j++)
{
...wyrazenie zawierajace 1Jth(u,ij)...
}
}

Z punktu widzenia lokalnosci dostepu do danych, indeksowanie elementéw macierzy U wierszami
(wlasnie tak, jak zapisano w makrze 1Jth powyzej) powinno byé¢ korzystniejsze niz analogiczne
indeksowanie kolumnami. I rzeczywiscie, pomiary czasu wykonania programu dla N = 320 wy-
kazuja, ze gdy wybierzemy indeksowanie wierszami, oszczedno$¢ czasu moze siegnaé¢ kilkunastu
procent. Jesli za§ wybierzemy indeksowanie kolumnami i, bardziej zlodliwie, N = 256 (pote-
ge dwdjki), wéwcezas spotyka nas spadek szybkosci dzialania programu nawet o 40%. Jeszcze
raz widzimy wiec, jak wazne jest efektywne wykorzystanie pamieci podrecznej procesora (ang.
cache).

Opcje wykorzystania innych metod W naszym kodzie zostawiliémy sobie mozliwosé wy-
korzystania eliminacji Gaussa dla rozwigzywania ukladéw réwnan z macierza Jakobianu, w
zalezno$ci od wartosci parametru ITLS:

if (ITLS == 0)
CVDense(cvode_mem, NEQ);
else

{
CVSpgmr(cvode_mem, PREC_NONE, 10);

if(USERJAC > 0)
CVSpilsSetJacTimesVecFn(cvode_mem, DFxV, NULL);

Dzieki temu, prowadzac proby dla niezbyt wielkich wartosci N, zawsze mozemy zbadaé, czy
ewentualne trudnosci solvera maja jaki$ zwiazek z klopotami metody iteracyjnej. Dodatkowo,
zwroémy uwage na opcje skorzystania — lub nie — z wlasnej procedury mnozenia przez Jako-
bian. Czesto bowiem opcja automatycznego wyznaczenia wyniku na podstawie réznic dzielonych
jest w ostatecznym rachunku tansza, zwlaszcza, gdy nieliniowosci nie sg dokuczliwe. Poza tym
zawsze warto upewnic sie, ze faktycznie wykorzystanie funkcji DFxV() powoduje zmniejszenie, a
nie zwigkszenie liczby iteracji Newtona w stosunku do wariantu z automatyczna aproksymacja
Jakobianu (pogorszenie zbiezno$ci metody Newtona jest najczesciej objawem naszego bledu w
definicji DFxV()).

Zapis wynikéw do pliku i ich wizualizacja Wreszcie, rozwigzujac réwnanie rézniczkowe,
musimy mie¢ §wiadomo$é, ze wynikiem bedzie mrowie liczb. Sensowne jest wiec pomyéle¢ o ich
zapisie do pliku, a nastepnie — wizualizacji.

Nasza procedura jest tak skonstruowana, by zapisany plik z danymi bez trudu mozna byto
wezytaé do zewnetrznego programu wizualizacyjnego OpenDX:


http://www.opendx.org
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outfile = fopen("cvrd.out”, "w");
/% ...pominiete instrukcje... x/

for(i=1;i <= N;i++)
{
for(j =1; ) <= N; j++)
{
fprintf(outfile, " %e.", 1Jth(udata,i j));

fprintf(outfile, "\n");
}
/* ...pominiete instrukcje... x/
fclose(outfile);

Dane z macierzy, odpowiadajace ich utozeniu na siatce dwuwymiarowej, zapisujemy dla ko-
lejnych krokéw czasowych. Gdyby danych byto bardzo duzo, mozemy je skompresowac, zapisujac
je w postacji binarnej, takze akceptowanej przez OpenDX.

Aby zapisa¢ dane w formacie strawnym dla innego popularnego systemu, Paraview, nalezy
uzy¢ nieco innego kodu, powodujacego utworzenie serii plikow zawierajacych ,zdjecie” uktadu
dla danej chwili czasowej, indeksowanej w naszym programie, jak pamigtamy, zmienng iout. Na
kazdym kroku czasowym, macierz wartosci rozwigzania w punktach siatki przestrzennej, U;; <
u(ty, z;,y;) musimy zapisa¢ w specjalnym formacie. W tym celu mozemy uzy¢ nastepujacego
kodu, ktory zamie$cimy wewnatrz funkcji PrintOutput() programu cvrd.c:

char filename[26];

sprintf(filename,” cvrd%d.vtk" iout);
outfile = fopen(filename, "w");

fprintf(outfile, " #._vtk_DataFile_Version._3.0\n");
fprintf(outfile, " CVRD._wyniki_dla_siatki_%d.x._%d._Krok_czasowy:_.%d/%d\n", N, N, iout, NOUT);
fprintf(outfile, "ASCII\n");

fprintf(outfile, " DATASET_STRUCTURED_POINTS\n");
fprintf(outfile, " DIMENSIONS . %d_%d_%d\n", N, N, 1);
fprintf(outfile, "ORIGIN %g.%g %g\n", 0.0, 0.0, 0.0);

fprintf(outfile, " SPACING.%g %g _%g\n", HX, HY, 0.0);

fprintf(outfile, " POINT_DATA_%d\n", N«N);
fprintf(outfile, "SCALARS_U_float\n");
fprintf(outfile, "LOOKUP_TABLE._default\n");
for(j=1;j <= N; j++)

for(i=1;i <= N; i++)
{
fprintf(outfile, " %e\n", [Jth(udata,i,j));
}
}

fclose(outfile);

}



http://www.paraview.org
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Nie bedziemy tu dyskutowaé, dlaczego wlasnie warto uzy¢ takiej, a nie innej reprezentacji
danych dla ich pézniejszej wizualizacji w systemie OpenDX albo ParaView. Zainteresowanych
odsylamy do dokumentacji tych $rodowisk lub do podrecznika [20)].

W zamian, w rozdziale 11.2 przyjrzymy sie (dostownie, Sledzac zapis dziatan na komputerze),
jak wizualizowaé tak spreparowane dane.

11.2. Wizualizacja wynikow

Ponizej przedstawiamy zapis sesji wizualizacyjnej, w ktérej dane wygenerowane podczas
symulacji wezytamy do dwéch narzedzi wizualizacyjnych: OpenDX i ParaView. Ich instalacja
nie powinna nastrecza¢ zadnych probleméw, pod warunkiem, ze uzywana przez nas dystrybucja
Linuxa dostarcza gotowe pakiety instalacyjne (por. demo instalacji CVODE z pakietéw RPM
w Fedorze wczesniej w tym rozdziale); kompilacja tych pakietéw z plikéw Zrédlowych moze byé
zrodlem frustracji i powaznego bolu glowy.

11.2.1. Wizualizacja w OpenDX

Zobacz animacje: Demonstracja sposobu wizualizacji wygenerowa-
nego pola w systemie OpenDX, znajdujaca sie na stronie WWW
przedmiotu. Pokazujemy, jak wygenerowaé dane do wizualizacyi,
opisac je korzystajgc z Data Promptera, a nastepnie wizualizowac.
Potem demonstrujemy najprostsze sposoby manipulacji obrazem:
animacje, powiekszanie i obracanie.

11.2.2. Wizualizacja w ParaView

Zobacz animacje: Wizualizacja danych z symulacji rownania
reakcji—dyfuzji w ParaView, znajdujaca sie na stronie WWW przed-
miotu. Pokazano m.in., jak uruchamiacé Paraview, wczytac zestaw
danych, natozyc proste filtry, takie jak Fxtract Surface, Wrap By
Scalar, Threshold i Slice, interpretowaé wyniki, zapisaé wynik wi-
zualizacji do pliku PNG i koriczyc prace.

Korzystajac z dodatkowych mozliwoéci ParaView, mozemy zwizualizowa¢ nie tylko samo
pole, ale takze na przyklad jego gradient i dywergencje.

Zobacz animacje: Wizualizacja gradientu i dywergencyi pola z sy-
mulacji rownania reakcji—dyfuzji w ParaView, znajdujaca si¢ na
stronie WWW przedmiotu. Gradient wizualizujemy stosujgc go-
towy filtr, dywergencje musimy sami skonstruowac, korzystajgc z
filtra Calculator.

11.3. Weryfikacja wynikéw

Na zakonczenie warto, aby$my wstepnie zewryfikowali uzyskane wyniki. Do testéw uzyliémy
warunku poczatkowego przedstawionego na rysunku 11.2.

Korzystajac z CVODE i wizualizujac rozwigzanie w ParaView, dostaliémy w chwili 7" = 150
rozwigzanie przedstawione na rysunku 11.3.

Oczywiscie po wczesniejszych naszych do$wiadczeniach nasuwa si¢ pytanie, ile pewnosci
mozemy mieé¢ co do jakosci otrzymanych rozwigzan? Poniewaz nie mamy czasu ani sily na
opracowanie bardziej wyrafinowanego testu, mozemy skorzystac ze standardowego tricku: nalezy
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Rysunek 11.2. Rozwiazanie w chwili 7" = 0.

Rysunek 11.3. Rozwigzanie w chwili T' = 150, siatka o N, = N, = 256 wezlach, RTOL=1e-5.

dwukrotnie (lub wiecej razy!) zmniejszy¢ wszystkie parametry dyskretyzacji i tolerancji bledu
— i sprawdzié, czy dalej dostajemy ,te same” wyniki.
W naszym przypadku:
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— czterokrotnie zmniejszymy krok dyskretyzacji przestrzennej, czyli zmienimy parametr N z
256 na 1024;
— stukrotnie zmniejszymy parametry tolerancji bledu po czasie, czyli zmienimy RTOL z le—5
na le—7;
i ponownie przeprowadzimy symulacje i wizualizacje wynikéw. Jak widaé? z rysunkéw 11.3
oraz 11.4, uzyskane wyniki sa bardzo podobne, a wiec (prawdopodobnie!) sensownie przyblizaja
one prawdziwe rozwiazanie.

Rysunek 11.4. Rozwigzanie w chwili T' = 150, siatka o N, = N, = 1024 wezlach, RTOL=1e-7.

Cwiczenie 11.1. Zapisywanie wynikéw na potrzeby wizualizacji w formie liczb podwéjnej
precyzji zazwyczaj jest gruba przesada. Zmodyfikuj wiec procedure eksportu rozwiazania do
pliku w taki sposéb, by zapisywaé wartosci jedynie w pojedynczej precyzji (float) i tym samym
dwukrotnie zmniejszy¢ objetosé plikow.

Cwiczenie 11.2. Rozwiaz réwnanie Swifta-Hohenberga, modelujgce powstawanie wzorzystych
struktur z poczatkowego chaosu,

pr=r¢— (A+1)%p+¢*—¢>  wQx(0,T)

Eksperymentuj z réznymi obszarami € (na poczatek: z kwadratem), réznymi nieujemnymi (w
tym: zerowymi) warto$ciami parametru r i réznymi warunkami brzegowymi dla ¢. Startujac z
losowego rozkladu ¢(z,0) odpowiedz na pytanie, jaka jest wartosé uzyskanych wynikéw. (Trud-
ne.)

2 Znacznie korzystniej jest zmierzyé réznice pomiedzy wynikami. Oko ludzkie moze nie dostrzec niewielkich,
lokalnie wystepujacych, ale systematycznie utrzymujacych sie réznic, bedacych symptomem kltopotéw solvera.
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Symulacje komputerowe na dobre zadomowily si¢ w wielu dziedzinach badan naukowych,
a tym bardziej w zastosowaniach modelowania matematycznego. Ufamy — ludzie matematyki
stosowanej — wynikom symluacji tak bardzo, ze przestaliSmy glo$no watpi¢ w ich poprawnos¢.
Doszto do tego, ze w pracach naukowych dotyczacych analizy konkretnych modeli matematycz-
nych rzeczywisto$ci nagminnie pomija sie szczegdly dokonanych obliczen (zastepujac je — jesli
w ogble — zdawkowym ,...wyniki komputerowych symulacji wykazuja, ze...”). Gdy poréwna-
my to ze szczegdlowym opisem narzedzi badawczych, technik pomiarowych i procedury ekspe-
rymentéw, ktory jest nieodlaczna czescig powaznych prac naukowych, bedziemy mogli lepiej
pojac¢ stopien balwochwalczego uwielbienia i bezgranicznej ufnosci, jaka wspotczesni badacze
obdarzaja narzedzia i procedury prowadzenia eksperymentow obliczeniowych.

Zobacz ilustracje: Wystepujocy w Oceanie Atlantyckim stawondg, o
nazwie skrzyptocz, znajdujaca sie na stronie WWW przedmiotu. Ze
wzgledu na wyglgd, skrzyptocze po angielsku nazywa sie horeseshoe
crab, czyli krab-podkowa. Naleig do rzedu ostrogondw, z powodu
odwloka w ksztalcie dlugiego kolca (miecza)

Aby w zyciu zawodowym uniknaé takiego — zdecydowanie niewlasciwego — stosunku do
obliczen naukowych, proponuje na zakonczenie ,zbadaé¢” metodami komputerowymi kolejny mo-
del matematyczny: tym razem bedzie to model reakcji oka skrzyptocza na $wiatto, zaczerpniety
z pracy [6]'. Jest to uklad N réwnan rézniczkowych na [0, T] postaci

yr+ye(l+yn) =91, r=1,...,N. (12.1)

(Jak zwykle w modelowaniu matematycznym, powyzsze eleganckie réwnanie jest efektem wcze-
$niejszych sprytnych manipulacji wzorami i dewymiarowania oryginalnego uktadu réwnan). Za-
dana z gory funkcja yo(t) ma modelowaé przebieg natezenia Swiatta zewnetrznego w czasie. W
[6] jest to funkcja schodkowa, przyjmiemy wiec konkretnie, ze dla ¢ € [0,7T] i zadanych czaséw
krytycznych Th < ... < Tn € [0,T]

1, gdy min; |t —T;| < T,
yo(t) =
0 wp.p
(por. rysunek 12.1).
Dodatkowo powinnismy przyjac, ze T jest male. Dla badaczy interesujaca jest przede wszyst-
kim sktadowa yy(t) rozwigzania, modelujaca odpowiedZ oka na bodziec.
Oryginalna praca [6] byla na tyle stara, by — oprécz szczegdléw sposobu przeprowadzania

pomiaréw fizycznych, stuzacych jako poréwnawczy materiat eksperymentalny — wskazaé uzyte
narzedzia obliczeniowe; oto one [6, strona 257]:

Solutions [...] were obtained on EDSAC 2 at Cambridge using a Runge-Kutta method.

! Dziekuje p. Wandzie Niemyskiej za przedstawienie modelu i wskazanie literatury.

Obliczenia naukowe (¢) P.Krzyzanowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.


http://en.wikipedia.org/wiki/Limulus
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Rysunek 12.1. Przykladowy wykres funkcji yo(t), gdy 7; = 0,1,2,...1i7=0.1.

Kazdy, kto cho¢ troche liznat metod numerycznych rozwiagzywania réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, natychmiast bedzie mial watpliwosci: ktorg konkretnie metode Rungego-Kutty
maja na mysli autorzy? czy klasyczng metode czteropoziomowa, czy moze tansza, dwupoziomo-
wa? A moze ktéras z metod RKF (o ile mamy w ogdle $§wiadomosé istnienia takiego wariantu
metody Rungego—Kutty...)? Czy stosowano automatyczne sterowanie dlugoscia kroku — jesli
tak, to na podstawie jakiego kryterium? A jesli nie, to jakiej uzyto dtugosci kroku catkowania?

12.1. Pierwsze bledne symulacje

Na tym etapie nie wydaje si¢, by powyzsze réwnanie moglo sprawi¢ nam (to znaczy: naszemu
systemowi obliczen numerycznych) jakikolwiek powazniejszy problem. Wystarczy skorzystaé z
gotowych narzedzi rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych dostepnych w Octave
(lub w MATLABIe): na przyklad, z solvera oded5 zaimplementowanego w obu wspomnianych
systemach obliczen naukowych.

W naszych obliczeniach przyjmiemy na poczatek nastepujace wartosci liczbowe parametrow
zadania:

Parametr | Wartos¢
N 10

T 3

T 0.2

Rozwiazanie problemu i wizualizacja sktadowej yx moglaby byé na przyktad zrealizowana
ponizszym, catkiem standardowym kodem:

function dY = rhs(t,Y)
% prawa strona rownania
N = length(Y);

q = [y0(t); Y(L:N-1)];
dY = =Yx(1+Y(N)) + q;
end
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function v = y0(t)

% wymuszenie zewnetrzne; t musi byc skalarem!

global tau;

global Ti;

v = (min(abs(t — Ti)) < tau); % krotkie (21) pulsy wokot T;
end

global tau;
global Ti;

tau = 0.2;

N = 10;

T=3;

Ti=0T, %T;=0,1,...,|T]

Y0 = zeros(N,1);
tsmpl = linspace(0,T,300);

[tcomp, Y] = oded5(@rhs, tsmpl, Y0);
plot(tcomp,Y(:,N));

Program dziala w Octave i wydaje sie, ze produkuje poprawne wyniki (yy stabilizuje sie), ale
juz dla T = 153 obserwujemy ciekawe zjawisko: wyznaczone rozwiazanie wykazuje zachowanie
oscylacyjne!

Cwiczenie 12.1. W symulacji powyzej potéz T = 153 i sprawdz wyniki. Jak wyglada przebieg
wszystkich sktadowych rozwigzania w czasie?

A wiec mamy ,numeryczny dowdd”, ze oczy skorupiaka (przynajmniej w ramach naszego
modelu), poddane pulsacyjnemu dzialania Swiatla zewnetrznego, reaguja takze w sposéb perio-
dyczny — co zasadniczo nie powinno nas dziwié¢... Warto wiec bytoby zbadaé okres tej reakcji,
a nastepnie sprébowaé¢ odnie$é¢ to zachowanie do wynikéw eksperymentéw fizycznych. Jednak...
fizyczny eksperyment nie moze by¢ przeprowadzony w tak dlugim czasie, pozostaje wiec nam
poruszaé sie na gruncie teorii.

To, ze program dziala, nie znaczy jeszcze, ze dziala tak, jak bySmy chcieli Gdybysmy
byli nieco bardziej ostrozni, zauwazyliby$my (by¢ moze), iz nieco naduzylismy skladni funkcji
oded5. Doktadniej, aby skorzystaé¢ z automatycznego sterowania dtugoscia kroku w tym solverze,
powinniémy? — nieco inaczej niz w lsode — podaé jako drugi argument jedynie dwuelementowy
wektor [0, T])! W przeciwnym razie, solver zawsze wybiera staly krok dtugosci tsmpl(i)—tsmpl(i—1),
co przy T = 150 daje krok catkowania ~ 0.5 — zdecydowanie za duzy, na przyktad, w porow-
naniu z 7 ~ 0.2!

Cwiczenie 12.2. Sprawdz, jak zmienia sie rozwigzania, gdy uklad réwnan rézniczkowych (12.1)
zastapimy ukladem postaci [6]

yr + yre?N = yr_y, r=1,...,N.

Przeprowadz symulacje i zweryfikuj ich wyniki. A moze da si¢ cos konkretnego powiedzie¢ na
gruncie matematycznej teorii, korzystajac z faktu, ze (w jakim$ sensie) eV ~ 1 4 y?

2 Wystarczy przeczytaé opis funkeji!
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12.2. Klopotliwe pytania

Po rozwiazaniu zagadki oscylacji — nieistniejacych w rzeczywistosci — mozemy teraz mieé
ochote na zabawe z wartoscig parametru 7, okreslajacego dtugosé trwania impulsu Swietlne-
go. Z punktu widzenia modelowania, interesujace bytoby wyznaczenie wartosci 7, przy ktorej
bezwladnosé oczu stwora jest na tyle duza, ze przestaja one reagowaé¢ na (najwyrazniej zbyt
krétkie) impulsy $wietlne i ich reakcja wygasa.

W tym celu wystarczy stopniowo zmniejszaé 7 i obserwowaé, jak zmieni sie odpowiedz
ukladu; dla wystarczajaco krotkich impulséw spodziewamy sie, ze bodzce beda zbyt stabe,
by stabilnie wzbudzié¢ niezerows wartos¢ sktadowej yn: spodziewamy sie yy gasnacych do zera.

Przeprowadzmy zatem symulacje dla 7 = 1072 — to znaczy dwudziestokrotnie mniejszej niz
dotychczas.

global tau;
global Ti;

tau = le—2; % krotsze impulsy

N = 10;

T = 3; % zbyt krotki czas, by cos zobaczyc
Ti =0T,

Y0 = zeros(N,1);
tsmpl = linspace(0,T,300);

[tcomp, Y] = oded5(@rhs, [0,T], YO); % juz dobra informacja o przedziale calkowania
plot(tcomp,Y(:,N));

Jak mozna zorientowaé sie z przeprowadzonej symulacji, poczatkowo yx roénie (eksponen-
cjalnie?) i nie wiadomo, czy potem stabilizuje sie, jak poprzednio, czy tez moze zachowanie jest
inne. Dlatego nalezy wydtuzy¢ czas symulacji:

global tau;
global Ti;

tau = le—2; % krotsze impulsy
N = 10;

T = 30; % dluzszy czas symulacji
Ti =0:T;

Y0 = zeros(N,1);
tsmpl = linspace(0,T,300);

[tcomp, Y] = oded5(@rhs, [0,T], YO); % juz dobra informacja o przedziale calkowania
plot(tcomp,Y(:,N));

Okazuje sie, ze faktycznie, rozwigzania yy po chwilowym wzbudzeniu szybko gasna do zera.
Aby upewnié sie, czy nie mamy czasami do czynienia z numerycznym artefaktem, rozwiazemy
to samo réwnanie, drastycznie zaostrzajac kryteria tolerancji btedu, uzywajac do tego funkcji
odeset.

global tau;
global Ti;

tau = le—2;
N = 10;
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T = 30;
Ti =0:T;

Y0 = zeros(N,1);
tsmpl = linspace(0,T,300);

[tcomp, Y] = oded5(@rhs, [0,T], Y0);
[tcomps, Ys] = oded5(@rhs, [0,T], YO, odeset('RelTol',1e—9,'AbsTol’, 1e—9)); % zmiana parametrow pracy
plot(tcomp,Y(:,N), tcomps,Ys(:,N));

solvera; domyslr

Jak wida¢, cho¢ otrzymane krzywe nie pokrywaja sie idealnie, zgadzaja sie ze soba co do
charakteru: yy, po chwilowym wzroscie, gasnie do zera.

Gdybyémy jednak wykazali mniej zaufania do wynikéw i rozwiazali zadanie... innym solve-
rem, na przyklad ode78 (dostepny w Octave, w MATLABie mozesz wybraé¢ na przyklad odel15)?

Cwiczenie 12.3. Wykonaj powyzszg symulacje z innym solverem.

Wskazowka. Jesli bedziesz pracowac z Isode, pamietaj o tym, Ze wymaga on innej skladni wy-
wotania oraz innej skiadni funkcji prawej strony!

Moze okazaé sie, ze otrzymamy zupelnie inny wykres! Co prawda pragmatycy staraliby
sie podkresli¢, ze ,co do charakteru” dalej mamy zgodno$é, bo rozwiazania gasna (do zera?),
ale wigkszos¢ z nas, widzac wykresy jak na rysunku 12.2, zaczetaby powatpiewaé w jakosé
prowadzonych obliczen.

RelTol = AbsTol = 100

ode78
ode45
0.006 - ]

0.005 i
0.004 - .
0.003 |- i
0.002 |- ;"‘ i

0.001 + E

0 *"l ] E— | L I I I -
0 20 40 60 80 100 120

Rysunek 12.2. Poréwnanie wykreséw yy(t) dla 7 = 1072, wyznaczonych réznymi solverami, dla
T = 130.

Moze jednak problem lezy w tym, ze impulsy sa na tyle krétkie, ze nasz solver, stosujac
pewne strategie doboru kroku catkowania ,jopuszcza” cze$¢ impulsu tak, ze to z tego powodu
rozwigzania gasna?

Gdyby bowiem zastosowaé jeszcze bardziej drastyczne parametry tolerancji btedu, na przy-
ktad

odeset('RelTol’,1e—12,’AbsTol’, 1e—12)
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to okazuje sig, ze co prawda czas obliczen wydtuza sie niepokojaco, ale tez i wynik obliczen
zmienia si¢ nie do poznania, zob. wykres 12.3.

RelTol = AbsTol = 102

0.03 - »1\\\I||\\\\\\III\\\\\\Q{#[L
0.025 [ | i
0.02 - | | i
0.015 1 | | ' | |
0.01 - ! B

0.005

0 1 | | 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Rysunek 12.3. Wykres y1(t) i yn(t) dla 7 = 1072, wyznaczony przy bardziej wyérubowanych
parametrach tolerancji btedu, solverem ode45..

Po do$wiadczeniu z wigkszymi 7 bylibyémy zapewne sklonni uwierzyé¢ bez zastrzezen, ze
otrzymali$my wynik wykazujacy, ze dla 7 = 10~2 rozwiazania jednak nie zanikajg w czasie.

Ale, jesli przeprowadzilibyémy symulacje korzystajac z dokladniejszej metody, ode78 i réwnie
ostrych parametrach tolerancji btedu jak ostatnio, to zapewne zaskoczylby nas przebieg tak
wyznaczonego rozwigzania, przedstawiony na rysunku 12.4.

Bardzo mozliwe, ze jednak za bardzo przejeliSmy si¢ narzedziami, a za mato samym proble-
mem: przeciez rozwigzania, ktére nas interesuja, sa bardzo malto regularne! A to z kolei znaczy,
ze stosowanie solvera wysokiego rzedu aproksymacji — takiego jak ode78 — nie bardzo ma sens;
rzeczywiscie, dla parametréw tolerancji bledu 107!, wyniki symulacji (prawie) pokrywaja sie
(por. rysunki 12.5 i 12.6: nie tylko dla obu dotychczas przez nas prébowanych solverdw, ale
takze dla Isode, ktéry wykorzystuje nie tylko zmiany dtugosci kroku, ale takze dostosowuje rzad
metody.

A jak Ty uwazasz, ponizej jakiej wartosci 7 rozwigzania yy naprawde daza do zera, gdy
t — o0o?

12.3. Ponure konstatacje

Zauwazmy, ze nasze zadanie jest mimo wszystko trudne do rozwiazania numerycznego! Wiaze
sie to z charakterem nieliniowosci prawej strony réwnania, a dokladniej, z przebiegiem yo(t),
ktora jest funkcja nieciaglta. Wszystkie uzywane przez nas metody (w postaci solverdw typu
oded5) zakladaja tymczasem, ze aproksymowane rozwiazania sa funkcjami dostatecznie gladki-
mi, co oczywiscie w naszym przypadku nie jest zalozeniem spelnionym. To typowa dla obliczen
naukowych sytuacja, gdy istniejace oprogramowanie (i zaimplementowane w nim metody nu-
meryczne) zmuszamy do pracy w warunkach wykraczajacych poza ich zalozone zastosowanie.
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RelTol = AbsTol = 1072
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Rysunek 12.4. Wykres 1 (t) i yn(t) dla 7 = 1072, wyznaczony przy bardziej wyérubowanych
parametrach tolerancji bledu, przez solver wyzszego rzedu..
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Rysunek 12.5. Wykres yy(t) dla 7 = 1072, wyznaczony przy jeszcze bardziej wysrubowanych
parametrach tolerancji btedu, przez solver wyzszego rzedu, ode78..

Gdyby na nasz problem rzuci¢ okiem praktyka, natychmiast zwrécitby nam uwage na to, ze

w ,trudnej” wersji zadania (dla malych 7) wystepuja dwie skale czasowe: skala szybkozmienna,
zwiazana z zewnetrznymi impulsami i skala wolnozmienna, reakcji yx na wymuszenie. To za$
podpowiada nam, by w takiej sytuacji zastosowaé¢ krok catkowania krdtszy niz dtugo$é najkrot-
szej skali czasowej zadania.

Rozwiazaniem sitlowym byloby wiec zmuszenie solvera do pracy z krokiem czasowym wyraz-
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RelTol = AbsTol = 10°"%
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Rysunek 12.6. Wykres yn(t) dla 7 = 1072, wyznaczony przy érednio wysrubowanych parame-
trach tolerancji btedu, przez inny solver, zmiennego rzedu, lsode..

nie mniejszym niz 7. Jednak z drugiej strony oznacza to nieprawdopodobne zwigkszenie kosztu
obliczeniowego potrzebnego do wyznaczenia rozwigzania: dla 7 = 10 i 7 = 1072 musieliby$my
wykonaé co najmniej 105 krokéw czasowych (zapewne znacznie wiecej).

I faktycznie, o ile uzyskanie (najprawdopodobniej) blednego wykresu yy wymagalo tylko
kilku- kilkunastu sekund cierpliwosci, to wygenerowanie (blizszego prawdy, miejmy nadzieje)
wykresu yy kodem:

opts = odeset('RelTol’, 1e—10, ...
'AbsTol’, 1e—10, ...
'MaxStep', tau, ... % redukcja kroku catkowania do najmniejszej skali czasowej
'InitialStep’, tau/3);

[tcomp, Y] = oded5(@rhs, [0,T], YO, opts);

ciagnie si¢ niemalze w nieskonczonosé¢ (sprawdz, ile herbat zdazysz sobie przyrzadzié¢, gdy 7 =
1074...).
Czy mozna byloby wiec jako$ temu zapobiec?

12.4. Swiatelko w tunelu

Musimy raz jeszcze spojrzeé¢ na nature naszych ktopotéw. Wszystko zdaje sie pochodzié stad,
ze solvery, ktoérych uzywamy, dobrze dzialaja, gdy rozwiazania sg gladkie. Tymczasem nasze
rozwiazania sa niegtadkie. No dobrze, ale przeciez tym samym jest to nie tylko problem oblicze-
niowy, ale takze problem czysto matematyczny: jak bowiem zdefiniowaé¢ rozwiazania réwnania
rozniczkowego, w ktérym prawa strona jest... nieciagta?!

W naszym przypadku, Scislej rzecz biorac, prawa strona jest kawatkami stata — ciggla z
wyjatkiem punktow postaci T; £ 7 — zatem, gdyby ograniczy¢ sie do przedziatéw postaci

(T; =7, T; + 1) oraz (T; +71,Ti+1 — 7),

vo=1 vo=0
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tam mogliby$my sensownie zdefiniowa¢ nasze réwnanie rézniczkowe (za wartos¢ poczatkowa w
danym przedziale biorac wartos¢ koncowa z przedziatu poprzedniego). Gdyby$my wiec postapili
identycznie w naszych obliczeniach, catkowicie uniknelibySmy w ten sposéb klopotéw z niecig-
glodciami vg i ich automatyczna lokalizacja! Ceng za to jest wbudowanie w program petli po
pododcinkach, jednak — jak sami za chwile sie przekonamy — bedzie warto ja zaptacic!

opts = odeset('RelTol’, RTOL, ...
'AbsTol’, ATOL, ...
'InitialStep’, tau/3);
tcomp = [|; Y = []; Y0i = YO0;
for i = L:length(Ti)—1
opts = odeset(opts, 'MaxStep’, (Ti(i+1)—Ti(i))*0.1);
[tcompi, Yi] = oded5(@rhs, [Ti(i), Ti(i+1)—tau], YO0i, opts);
tcomp = [tcomp; tcompil;
Y = [Y; Yi];
YO0i = Yi(end,:);

opts = odeset(opts, 'MaxStep’, taux0.1);
[tcompi, Yi] = oded5(@rhs, [Ti(i+1)—tau, Ti(i+1)], YOi, opts);
tcomp = [tcomp; tcompi];

Y = [Y; Yi];
YO0i = Yi(end,:);
end

I=Y(,1); V=Y(N)
plot(tcomp,[I,V]);

Cwiczenie 12.4. Czy teraz jeste$ w stanie zbadaé zaleznos$é yn ,przy t — oo’ dla réznych
0 < 7 < 17 Jaka mozesz postawi¢ hipoteze? Czy potrafisz ja udowodnié?
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