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1. Wiadomosci wstepne

1.1. Wprowadzenie

Rozpoczniemy od przedstawienia kilku charakterystycznych przyktadow zadan optymalizacji
liniowej.

Zagadnienie diety.

Jak wymiesza¢ pszenice, soje i maczke rybna by uzyskaé najtansza mieszanke zapewniajaca
wystarczajaca zawartosé weglowodanéw, biatka i soli mineralnych dla kurczat.
Zapotrzebowanie, zawartosé¢ sktadnikow i ceny przedstawia nastepujaca tabela:

weglowodany | biatko | sole mineralne | cena
pszenica 0,8 0,01 0,15 300 zt/t
soja 0,3 0,4 0,1 500 zt/t
maczka 0,1 0,7 0,2 800 zt/t
zapotrzebowanie 0,3 0,7 0,1

Rozpoczynamy od zdefiniowania zmiennych. Niech z; oznacza wage i-tego sktadnika w mie-
szance.
Funkcja celu jest min zo = 3001 + 50024 + 800x3 - czyli koszt mieszanki.

Ograniczenia sa dwojakiego typu
a) W mieszance musi by¢ wystarczajaco kazdego ze sktadnikéw:

0,8z1 + 0,322+ 0,123 > 0,3
0,01z + 0,429 4+ 0,723 > 0,7
0,15x1 + 0,129 + 0,223 > 0,1

b) Waga uzywanych skladnikéw jest nieujemna.
T >0 T >0 T3 >0

Podsumowujac. Szukamy najmniejszej wartoéci funkcji trzech zmiennych zo : R? — R
ograniczonej do podzbioru R? zwanego obszarem dopuszczalnym.

Zadanie to nazywamy liniowym, bo funkcja celu zg zalezy liniowo od zmiennych 1, zs, x3 i
obszar dopuszczalny opisany jest zbiorem nieréwnosci liniowych.

Zagadnienie transportowe:

Mamy 3 hurtownie i 5 sklepéw. Koszt transportu jednostki towaru z i - tej hurtowni do j -
tego sklepu przedstawia tabela.

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.



1. Wiadomosci wstepne

Koszt | §1 Sy S3 Sy Ss | podaz
H, 8 12 15 13 21 10
Ho o 1 8 3 4 31
Hs 5 8 7 8 6 20

popyt | 10 10 20 10 11

Jak zorganizowadé transport, zeby koszt catkowity byt minimalny?

WprowadZzmy zmienne x;; opisujace ilos¢ towaru przewozonego z i - tej hurtowni do j - tego

sklepu.

Niech a;; oznacza koszt przewiezienia jednostki towaru przewozonego z i - tej hurtowni do
7 - tego sklepu.
Jako funkcje celu przyjmijmy: min xg

Rozpatrzmy przypadek gdy zadanie jest zbilansowane, czyli gdy

podaz = popyt.

Wtedy warunkami ograniczajacymi sa:
Aby pierwsza hurtownia wystata caty towar to: 2?21 x1; =10
analogicznie dla pozostatych hurtowni:

S0y moy =31, Y- ws; = 20,

3 5
Dim1 Dog—1 GijTij

Aby pierwszy sklep otrzymal caly zamowiony towar towar to: Z?:l i = 10,
analogicznie dla pozostatych sklepéw

S e =10, 7 i3 = 20,

N3 @iy =10, Y3 s = 11.

Ponadto nie mozna przewozi¢ ujemnej liczby towaréw - a wiec:

Vi,j Lij >0
Czasami towary sa podzielne jak prad czy woda, ale czgsto dodajemy warunek, ze zmienne
sg liczbami catkowitymi - czyli dodajemy warunki:
Viyj Tij € Z.

Dylemat stolarza

Stolarz ma zamowienie na 11 pétek o ksztalcie jak na rysunku:

Ile desek o dtugosci 220 cm potrzebuje na wykonanie zamoéwienia?

Na poczatku ustalamy sposoby ciecia desek:

i | 60cm | 40cm
1 3 1
2 2 2
3 1 4
4 0 5

Wprowadzamy zmienne: x; - liczba desek cietych i-tym sposobem.
Teraz matematyczny model zagadnienia wyglada nastepujaco:

min rog =1 + T2 + 3 + x4



1.1. Wprowadzenie 7

40 cm

N _/
N

60 cm

Rysunek 1.1.

3r1 4+ 222+ 23 > 11
x1 + 229 + 43 + Dy > 22

Vix; 20,2, € Z

Zadania tego typu wystepuja czesto w realnym zyciu gdyz huty dostarczaja do fabryk prety
okredlonej dtugosci, ktére trzeba oszczednie pociaé lub tadme, z ktérej trzeba wykroié¢ detale.

Jak widzimy w zadaniach optymalizacji liniowej opisujace obszar dopuszczalny sa réwnania-

mi lub nieréwnosciami liniowymi. Do pewnego stopnia te typy warunkéw sa wymienne.
Rownos¢ Y i ajxz; = b mozna zastapi¢ uktadem nieréwnodci.

{ iy aiw; > b

i1 @i <b
lub réwnowaznie:

{ Z?:l a;T; > b

i1 —ax; > —b

Podobnie nieréwnosé a1x1 + asxs + ...+ apxy, < b
mozna zastapi¢ uktadem:

a1x1 4+ a2To + ... + apTy + Tpp1 =0b
Tn+1 > 0

Podobnie warunki minimum i maksimum w funkcji celu mozna stosowaé¢ wymiennie gdyz:
min{xo = f(z) |z € S} = max{yo = —x9 = —f(z) |z € S}

Jako uzupelniajace podreczniki do wykladu polecamy [1], [2], [6] i [12]



8 1. Wiadomosci wstepne

30 cm

50 cm

Rysunek 1.2.

Zadania

Cwiczenie 1.1. Ile pélek o wymiarach 30 x 50 mozna wykonaé z 9 desek dlugoéci 130 cm.?
Rozwiaz zadanie graficznie.

Cwiczenie 1.2. Przy warunkach zadania 1.1 wylicz ile desek potrzeba na wykonanie 11 pélek.

1.2. Zbiory wypuktle i zbiory domkniete

Zagadnienie optymalizacji polega na znalezieniu minimum lub maksimum funkcji f : X — R,
gdzie X jest podzbiorem R"™ zwanym obszarem dopuszczalnym. Od zbioru X wymagamy by
byt domkniety i wypukty.

Zaczniemy od opisania najwazniejszych wtasnosci zbioréw wypuktych i domknietych.

Definicja 1.1. Podzbiér A C R™ nazywamy domknietym jezeli granica kazdego zbieznego ciagu
punktéw z A nalezy do zbioru A. Lub réwnowaznie: Jezeli punkt p nie nalezy do A to istnieje
e > 0 taki, ze kula o $rodku p i promieniu ¢ jest rozlaczna z A. Symbolami zapisujemy to:
pgA = Foo0 K(p,e)NA=0.

Bedziemy tez uzywaé znanego twierdzenia o zbiorach domknietych.

Twierdzenie 1.1. Czesé wspdlna zbiorow domknietych jest zbiorem domknietym.

Definicja 1.2. Domknieciem zbioru A C R™ nazywamy zbior
A=N{B| AcC B A B domkniety}
czyli najmniejszy zbiér domkniety zawierajacy A.

Jedna z najwazniejszych wtasnosci obszaru dopuszczalnego jest wypuklosé.

Definicja 1.3. Wypuktosé

Podzbior A C R"™ jest wypukly jesli wraz z kazdymi dwoma punktami zawiera odcinek
taczacy je, czyli:

vp,qu pgC A
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Odcinek pg mozemy zapisa¢ jako
pg={p+rpglr € [0,1]} ={p+r(g—p)|r (0,1} =
={p+rq—rplr 0,1} ={(L —r)p+rq|re[0,1]}.
Ostatni zapis czytamy: pg jest zbiorem kombinacji wypuklych punktéow p i q.

Definicja 1.4. Brzegiem zbioru A C R" nazywamy zbiér
OA={peR"|Vero Jg1,00 1 € K(p,e)NA, 2 € K(p,e) \ A}.

Twierdzenie 1.2. Podzbior A C R" jest domkniety wtedy i tylko wtedy gdy zawiera
swaj brzeg, czyli:
A=A & JACA.

Dowad.
= Niech p ¢ A. Wtedy istnieje € > 0 taki, ze K(p,e) N A = (. Stad p & 0A.
< Niech p ¢ A. Poniewaz p ¢ 0A wiec istnieje ¢ > 0 taki, ze K(p,e)N A= 0. Stad A = A.
O

Definicja 1.5. Pélprzestrzenia w R" nazywamy zbiér rozwigzan nietrywialnej nieréwnosci
liniowej, a zatem zbidr postaci:
H = {(x1,..zy) € R"|a121 + agx2 + ... + anx, < b}

Twierdzenie 1.3. Brzegiem OH pélprzestrzeni
H = {(x1,...zy) € R" | a121 + agxs + ... + apx, < b}
jest hiperprzestrzen,

0H = {(x1,...,zp) € R"|a121 + agx2 + ... + apz, = b}

Dowdéd. Niech D = {(x1,...,xn) € R" |ayz1 + agwe + ... + apzy, = b} ip € D.
Poniewaz D C H wiec Voo p € K(p,e) N H. Ponadto jesli p = (p1,p2....,pn) 1 aj # 0 to
Yeso p+ (0,0,..., 9% 0....0) € K(p,e) \ H. Zatem D C OH.

D
Niech teraz p € D. Wtedy, stosujac wzor z algebry liniowej na odlegtosé punktu od hiper-
_ laipitaspat..+anpn—b| -0
9

przestrzeni opisanej réwnaniem, otrzymujemy: o(p, D) 2
vaitas+..+a2
wiec dla 0 < e < o(p, D), K(p,e) NH=0gdy p¢ Hi K(p,e) C H,
egdy p € H. Stad O0H C D.

Twierdzenie 1.4. Poilprzestrzen jest zbiorem wypuklym i domknietym.

Dowdd. Dowdd domknietosci otrzymujemy jako wniosek z dwdch ostatnich twierdzen.

Dowdéd wypuklosci
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Niech p= (plap27 pn) 1 q= (QIaQQ7 Qn) cH
Niech r € [0, 1].
Pokazemy, ze rp+ (1 —r)qg € H

Yic1ai pi <b =X ai (rpi) <rb
Y i < b= Y ai((1-r)g) <(1—r)b
Setiai[rpi+(1—r)g) <b=rp+(1—-r)ge H

Twierdzenie 1.5. Czesé wspdlna zbiorow wypukiych jest zbiorem wypukiym .

Dowdd. Niech A = N;A; bedzie przecieciem zbioréw wypuklych. Wezmy dwa punkty p i g ze
zbioru A. Wéwczas V;p € A; oraz q € A;. Z wypuklosci wynika, ze odcinek pqg C A;. Zatem,
wobec dowolnosci wyboru indeksu 4, odcinek pg C A O

Przedstawimy teraz szereg faktéw o rozdzielaniu zbioréw domknietych.
Lemat 1.1. Niech A bedzie zbiorem wypuklym i domknietym i p € R™\ A.
Wtedy istnieje taki punkt q € A, Ze odleglosé o(p,q) = o(p, A) = inf o(p,q)
qeEA

Dowdd. Wezmy dowolny punkt = € A. Rozpatrujemy ANK (p, o(p,z)) = A’". Wtedy o(p, A) =
o(p, A’). Zatem bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjac, ze zbidr A jest zwarty.
Niech ¢, g2,... bedzie takim ciagiem punktéw € A ze lim o(p, q;) = o(p, A).
1—00

Jesli A jest zwarty to z ¢, mozemy wybrac¢ podciag gi,, ¢i,, ... zbiezny do pewnego punktu
g- Wtedy o(p, q) = lim o(p, 4i;) = o(p, A)- -

Twierdzenie 1.6. Jesli A jest zbiorem wypuktym i domknietym zas p & A to istnieje
potprzestrzen H, taka e AC H ip & H

Dowdéd. Niech q € A bedzie takim punktem, ze o(p, A) = o(p, q).
Wiemy, ze (p — q) ® (p — q) > 0, gdzie x @ y oznacza standardowy iloczyn skalarny. Zatem:
pep—2qep+qeq>0
%pw—%'pﬂz- —1qeq>0
gpep—5qeq>qep—qeqg=qe(p—q)

anlalogicznile —%p0p+p0p—qop+%qoq>0
—5pep+508q>—pep+peg=—pe(p—q)

Przyjmijmy H = {z € R"|ze(p—q) < 3(pep) — 3(geq)}. H jest pélplaszczyzna
zawierajaca ¢ i nie zawierajaca p. Jej brzeg OH = {x € R" |z e (p —q) = % (pep) — % (geq)},
jak tatwo policzyé, jest symetralng odcinka pgq.

Przypu$émy teraz, ze istnieje punkt ¢ € A\ H. Wtedy na odcinku giq istnieje punkt
q2 € OH. Tréjkat q,p, g2 jest rGwnoramienny a poniewaz qo € A, z wypuklosci, to jego najkrét-
szym bokiem jest pg. Zatem wysokos¢ opuszczona z wierzchotka p ma spodek g3 na boku giq.
OtrzymaliSmy sprzeczno$¢ bo g3 € A oraz o(p,q3) < o(p,q). Zatem A C H.

O]
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Twierdzenie 1.7. Kazdy zbior wypukly © domkniety w R™ jest czeScig wspolng
potprzestrzeni.

Dowdd. Niech A bedzie zbiorem wypuktym i domknigtym. Z kazdym punktem p ¢ A zwiazuje-
my pewna polprzestrzen polprzestrzen Hy, taka, ze A C Hy ip & Hy. Teraz A =(,g4 Hy. U

Wiegcej wiadomosci na ten temat mozna znalezé w [11].

Zadania
Cwiczenie 1.3. Opisa¢ wypukle podzbiory prostej R.

Cwiczenie 1.4. Niech S bedzie zbiorem wypuklym w R™.
a) Pokazaé, ze jego domkniecie S tez jest zbiorem wypuklym.
b) Pokazaé, ze jego wnetrze S\ 0S tez jest zbiorem wypuklym.

Cwiczenie 1.5. Niech S bedzie zbiorem wypuklym w R". Pokazaé, ze jezeli domkniecie S = R"
toi S =R"



2. WieloSciany

2.1. Przestrzenie afiniczne

Zbiorowi ciggdéw n elementowych o wspdleczynnikach rzeczywistych R™ mozna nadaé struk-
ture przestrzeni liniowej wprowadzajac dodawanie ciagéw ( wektoréw ) i mnozenie przez liczby.
Mozna tez nadaé strukture przestrzeni afinicznej wprowadzajac nastepujace dzialanie zwane
srodkiem ciezkosci lub kombinacja afiniczna.

Definicja 2.1. Uktadem wag nazywamy taki ciag liczb rzeczywistych ri, 72, ..., 7, 72e Si_ 1 =
1. Niech p1, po, . .., ps bedzie ciaggiem punktéw z R™. Srodkiem ciezkosci punktéw p; o wagach
r; nazywamy punkt p = Z§:1 TiDi.

Branie srodka ciezkosci ma nastepujace wlasnosci:

Dilp=p
2) iy mipi =iy ripi +0q
3) Jezelip; = Y0y rijqiia =0y sjpjtoa= Y5y ;3 rija = Yio (ZLl Sﬂ”z‘,j) i

Definicja 2.2. Podprzestrzenig afiniczng nazywamy podzbiér R"™ zamkniety ze wzgledu na
branie §rodkéw ciezkosci.

Twierdzenie 2.1. Niech W bedzie niepustym podzbiorem R™. Wowczas réwnowazne
sq warunki:

1) W jest przestrzeniq afiniczng.

2) W jest postaci W = p+V = {p+a |a €V, gdziep € W iV jest podprzestrzeniq
liniowg R™.

3) W jest zbiorem rozwigzan pewnego ukladu réwnan liniowych.

Definicja 2.3. Ukladem bazowym przestrzeni afinicznej W = p+V nazywamy ciag (p; a1, o, ..., ),
gdzie ciag (aq, g, ..., o) jest baza przestrzeni liniowej V.

Kazdy uktad bazowy wyznacza izomorfizm afiniczny przestrzeni W na R™ zadany wzorem:
(P(p + Zznzl aiai) = (a17 az; ... an)'
Definicja 2.4. Niech T bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni afinicznej R"™. Symbolem
af(T) oznacza¢ bedziemy podprzestrzen afiniczna rozpieta przez T, czyli zbiér wszystkich $rod-
kéw ciezkosci punktéw z T

To znaczy. Jezeli pg € T to af(T) = po + lin{po,p|p € T} =
{po + 3% aipo,pi | p e T} = {Z?:o aipi | p € T, 55 a; = 1}. gdzie ciag ag,ai,...,ax jest
uktadem wag.
Uwaga 2.1. Z dowolnego ciagu liczb rzeczywistych (a1,aq,...,ar) mozna zrobi¢ uklad wag
(ag, a1, a2, ...,ax) przyjmujac ap = 1 — Zle a;.

Definicja 2.5. Wymiarem zbioru T nazywamy wymiar przestrzeni af(T).

Optymalizacja I (¢) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Definicja 2.6. Niech T bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni afinicznej R™. Symbolem
Conv(T) zbioér wszystkich srodkéw ciezkoscei punktéw z T o wagach nieujemnych.

To znaczy. Jezeli pg € T to Conv(T) = {Zf:o aip; | pi €T, Zi’c:o a; =1,a; > O} =
= {po + aopo, po + by aipo, p; | pi € T, 3K ga; = 1,a; > 0} =
= {Po + 58 aipopi | pi €T a; < 1a; > 0}-

Przyktad 2.1. Uwypukleniem trzech punktéw A = (0,0), B = (0,2) i C' = (5,2) jest trojkat
NABC = Conv({A,B,C}) = {a1A+ aaB 4+ a3C | a1 + as + a3 = 1,a; > 0} = {(bas, 2a2 +
2@3) ’ a1 +as+az=1,a; > O} = {(0,0) +6L2(0,2> +CL3(5,2) ’ a2+ asz < 1l,a; > 0}

Twierdzenie 2.2. Conv(T) jest nagmniejszym zbiorem wypuklym zawierajgcym T .

Dowad.

1) Wypuktosé.

Niech p = Zf:o a;p; oraz q = Z?:o b;p; beda dwoma punktami z Conv T. Zatem p; € T,
Zf:o a;=1= Z?:o b; oraz a; > 0, b; > 0. Dowolny punkt odcinka [p, ¢ jest postaci (1—t)p+tq,
gdzie t € [0,1].

Teraz (1 —t)p+tq= (1—t) X5 o aipi+t X5 o bipi = S5 o (1 = t)a; + th;) p; € Conv(T), gdyz
¥ o ((1 = t)a; + tb;) = 1 i wspblczynniki sa nieujemne.

2) Minimalnosé.

Niech X bedzie zbiorem wypuklym zawierajacym T. Pokazemy przez indukcje wzgledem
dlugosci zapisu kombinacji wypuklej, ze kazdy punkt z Conv(T') nalezy do X.

Niech p = Zf’f:o a;p; € Conv T, gdzie p; € T, Z?:o a; =1 oraz a; > 0.

1k =0. Wtedy p=po €T C X.

20 Krok indukcyjny. Zakladamy, ze k > 0 i kazda kombinacja wypukla dlugosci < k nalezy
do X.

Punkt p przedstawiamy w postaci kombinacji wypuklej p = Zf:(] a;pi = aopo + (1 — ap)gq,
gdzie q = le 13201‘71" Ponadto punkt ¢ € X z zalozenia indukcyjnego. Gdyby 1 —ag = 0 to
P = Ppo-

d

Definicja 2.7. Hiperplaszczyzng V podpierajacg zbiér wypukty W C R™ w punkcie p
nazywamy taka podprzestrzen afiniczng V', ze: dimV =n —1, p € V, W lezy po jednej stronie
V' to znaczy istnieje taka pOlprzestrzen H zawierajaca W, ze V = OH jest brzegiem i p € 0H.
Inaczej mowiac V jest opisana réwnaniem

V={rxeR"| aex =0},

gdzie « € R™ b € R s3 takie, ze Vyoeww ez < boraz aep=25.

Twierdzenie 2.3. Jezeli W jest zbiorem wypuklym i domknietym i p € OW (p nalezy
do brzegu W) to istnieje hiperplaszczyzna podpierajgca zbior W w punkcie p.
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Dowdéd. Niech p € OW

Istnieje zatem ciag punktéw pi, po,... € W taki ze o(p;, p) < %

7 kazdym z tych punktéw zwiazujemy pewna hiperplaszczyzne rozdzielajaca wyznaczong
przez wektory «y; oraz liczby b; spelniajace warunki:

1° piea; > b;

2° quW qgea; <b;

({x € R" |z e qa; <b;} jest pélprzestrzenia zawierajaca W, ktérej brzeg jest hiperplaszczy-
zna rozdzielajaca p; oraz W)

3° o; e + bZQ =1

Przyjmijmy a; = (ay, b;) € R+,

Zbiér ai, @z, ... jest zwarty w kuli jednostkowej K(0,1) € R"™*!. Poniewaz K (0,1) jest
zwarta, to w ciagu @; mozemy wybraé podciag zbiezny (ze wzgledéw redakcyjnych przyjmujemy,
bez zmniejszenia ogdlnodci, ze @; jest zbiezny ).

Oznacza to, ze zbiezne tez sa ciagi a; oraz b;.

Przyjmijmy:

lim a; =«

71— 00

lim b; =b

71— 00

Ponadto lim @; = @ implikuje ||a|| = 1.
1—00

Badamy H = {z|aex < b}.

Dla dowolnego punktu ¢ € W «; @ ¢ < b; wiec a e ¢ < b (bo nieréwnosci tepe zachowuja sie
przy przejsciu do granicy). Wiec W C H.

Aby wykazaé, ze OH jest hiperptaszczyzna podpierajaca W w punkcie p wystarczy pokazaé
aep=>b. Poniewaz p € W wiec aep < b. Ponadto pea = z‘li@;p. a; > zli@, b;=2» O

2.2. Wielosciany

Definicja 2.8. Wielo$cianem (uogélnionym) w R™ nazywamy czes¢ wsp6lna skonczonej
rodziny pélprzestrzeni.

W szczegblnosci zbiér pusty () i R™ jako przeciecie pustej rodziny polprzestrzeni sg wielo-
$cianami.

Poniewaz kazdy zbiér wypukty i domkniety jest przecieciem potprzestrzeni, patrz twierdzenie
1.7, wiec moze by¢ aproksymowany wieloscianami z dowolna doktadnoscia. Szukanie ekstreméw
funkcji tylko na wieloécianach nie jest wiec powaznym ograniczeniem.

Tak jak tréjkat jest tréjkatem niezaleznie czy traktujemy go jako podzbiér ptaszczyzny, prze-
strzeni 3 - wymiarowej czy wiekszej tak tez nastepne twierdzenie pokazuje, ze pojecie wieloscianu
nie zalezy od wymiaru przestrzeni.

Twierdzenie 2.4. Definicja wieloScianu nie zalezy od przestrzeni w ktérej go rozpa-
trujemy. W szczegolnosci jezeli W jest niepustym podzbiorem w przestrzeniach afinicz-
nych Vi C Va. Wowczas W jest wieloScianem w Vi wtedy i tylko wtedy, gdy W jest
wieloscianem w Vy.
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Dowéd. Przyjmijmy V3 ~ R" i Vo ~ R

=

Wprowadzmy uklad bazowy (p;ai,aq,...,a,) przestrzeni Vi i rozszerzamy go do ukladu
bazowego (p; a1, a2, ..., Qp, Wy 1, ..., 0 ) przestrzeni V. Teraz jezeli W = ﬂi-“:l H;, gdzie H; C V)
sg opisane nieréwnosciami
H; ={z|(a;1,ai2,...,ain) ®x < b;} to w przestrzeni Vs zbiér W jest opisany ukltadem nieréw-
nosci: (a1, ai2, ..., @in,0,..,0) 0z <bjdlal<i<korazz; <0i—-z;<0dlan+1<j<t.

< Niech W = NF_, H;, gdzie H; sa polprzestrzeniami Va. Teraz W = Nr_, (H; N V1)
a oczywistym jest, ze H; N V] moze by¢ polprzestrzenia w Vi lub cala przestrzenia V.

O

Definicja 2.9. Sciang zbioru wypuklego W nazywamy zbiér W NV gdzie V jest hiperplasz-
czyzng podpierajaca.

Wymiarem $ciany nazywamy liczbe j = dim af(W NV).

Wierzchotkiem nazywamy taki punkt p € W, ze istnieje polprzestrzen H taka, ze W C H
i{p}=0HNW.

Uwaga 2.2. Zwykle wierzchotkiem nazywaé¢ bedziemy nie tylko zbiér {p} ale takze punkt p.

Krawedzig K nazywamy Sciane wymiaru 1. Dokladniej K = 0H N'W jest krawedzig gdy
jest podzbiorem prostej majacym wiecej niz 1 element. ( H jest pélprzestrzenia i W C H ).

Twierdzenie 2.5. Rozpatrujemy zadanie optymalizacji liniowej:
Maxr 9 = ceox, gdzie x € W i W jest opisane ukliadem nierdwnosci:
arex < b
g 0T < bQ

arer < by

Niech p € W bedzie takim punktem, Ze c;op = b;, dlait=1,2,...,7 oraz a;ep < b;,
dla v > j. Wowczas:

1) Jezeli dla pewnych liczb rzeczywistych r1 > 0,79 > 0,...,7; > 0

c= Z:l riay; to p jest punktem optymalnym tego zadania.

2) Jezeli p jest punktem optymalnym tego zadania to OH =
{r € R" |cex =cep} jest hiperplaszczyzng podpierajacg W w punkcie p.

Dowdad.
ad 1) Niech g € W. Wtedy x¢(q) = ceq = Zgzl ria;eq < 2321 rib; = Zgzl ria;ep = xo(p).
Wiec punkt p jest optymalny.

ad 2) Niech ¢ € W. Wtedy zo(q) < zo(p), co daje ce g < cep. Zatem q € H =
{reR"|coex <ceplipcedH={x€R"|cex =cep}. O

Uwaga 2.3. Jednym z podstawowych twierdzen teorii dualnoéci jest:
p jest punktem optymalnym tego zadania wtedy i tylko wtedy gdy dla pewnych liczb rze-
czywistych 71 > 0,79 > 0, ...,r; > 0 zachodzi ¢ = >/ rio.



16 2. Wielosciany

Uwaga 2.4. Twierdzenie 2.5 pozwala tatwo budowaé¢ funkcje celu taka, by zbiorem punktéw
optymalnych byta zadana $ciana.

Przedstawimy teraz kilka prostych wlasnosci $cian.

Stwierdzenie 2.1. Niech S = W NOH bedzie $ciang wieloScianu W.
Jezeli S # W to dim S < dim W.

Dowdd. Niech ¢ € W\ S. Poniewaz OH jest przestrzenia afiniczna wiec af(S) C 0H i ¢ ¢ OH.
Zatem af(S) # af(W) co implikuje dim S < dim W. O

Lemat 2.1. Niech S1,559,...,S: bedqg $cianami wielo$cianu W C R™. Wowczas S = ﬂ§:1 S;
jest sciang W lub zbiorem pustym.

Dowdd. Niech S; = W N 0OH;, gdzie H; = {z € R"| o; @ z < b;}. Definiujemy polprzestrzen
H={recR"| Y a;ex <X b} Oczywiicie jezeli ¢ € W to V; o; @ x = b; implikuje
q € H. Ponadto S C 0H.
Niech teraz ¢ € 0H N W wtedy warunki Vi<; a; e q < b;
oraz Yf_jc;eq =Y.' ; b; implikuja o; ¢ = b; dla i < t. Zatem S = OH NW.
O

Lemat 2.2. Niech K C H bedzie j-wymiarowqg kulg o $rodku p zawartq w pélprzestrzeni H.
Jezelip € OH to K C OH.

Dowdd. Niech g € KNH ¢ ¢ 0H. Przyjmijmy:
H={zeR"|aex <b} wtedy veqg <biaep =0
Ale p = %q + %q’ dla pewnego ¢’ € K
Dochodzimy do sprzecznosci, gdyz z jednej strony
¢ € K C H implikuje c e ¢’ < b
za$ z drugiej strony
aegd =ae(2p—q)=2cep —aeq =2b—aeq >b.

Definicja 2.10. Niech H = {z € R" |« e < b} bedzie pélprzestrzenia.
Polprzestrzenia dopelniajaca nazywamy polprzestrzen H- = {x € R" |a e x > b}

Stwierdzenie 2.2. JeZeli H jest polprzestrzenig to HUH - =R" i HNH- =0H =0H .
Stwierdzenie to prowadzi bezposérednio do wniosku.

Whniosek 2.1. Niech W = ﬂ§:1 H; CR" bedzie wieloscianem. Wowczas, dla kazdego j,
S=WnoH; =W NH; jest Sciang wieloscianu W lub zbiorem pustym.

Whiosek 2.2. Niech W = (\i_; H; zas S = W N (i, H; bedzie niepustym podzbiorem.
Wowczas S jest Sciang W.

Dowdd. S=W N Nizy H =iy (W N H[) jest przecigciem Scian a wigc $ciang na mocy

lematu 2.1.
O
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3.1. Wierzcholki i krawedzie
Definicja 3.1. Niech T' € R" bedzie niepustym podzbiorem. Relatywnym wnetrzem zbioru
T nazywamy podzbiér rint(T) = {p € T'| Jes0 K(p,e) Naf(T) C T}.

Pojecie relatywnego wnetrza jest praktyczniejsze przy badaniu wieloscianow niz zwykte wne-
trze. Np. relatywnym wnetrzem odcinka w przestrzeni tréjwymiarowej jest odcinek otwarty
mimo, ze caly odcinek jest brzegiem.

Stwierdzenie 3.1. Jezeli T jest niepustym podzbiorem wypuklym w R™ to rint(T) # 0.

Dowdd zostawiamy czytelnikowi.

Zajmijmy sie kluczowym lematem przy opisie $cian wieloScianu.

Lemat 3.1. Niech p bedzie punktem wieloscianu
W={zeR" oex <b;, 1<i<t}= ﬂHZ»,

gdzie Hy={x € R" |a; @& < b;} S sq polprzestrzeniama.

Dodatkowo zakladamy, Ze nieréwnosci sq tak ustawione by:

a;ep =b; dlal1<1i<s;

a;ep <b; dlas<i<t;

Oznaczmy literq j liczbe n — rz Ay, czyli wymiar przestrzent rozwigzan ukladu jednorodnego
opisanego macierzq Ap,

aq
gdzie Ap = a2 , jest podmacierzqg macierzy opisujgcej W zlozong z pierwszych s wierszy
aS
macterzy opisujgcej W.
Wowczas:
1)S=Wn (N H jest $ciang wymiaru j, za$ punkt p nalezy do jej relatywnego wnetrza.
1<s

2) Punkt p jest Srodkiem pewnej j - wymiarowej kuli zawartej w W.
3) Punkt p nie jest $rodkiem Zadnej kuli j + 1 - wymiarowej zawartej w W.

Dowdd. Niech V' bedzie zbiorem rozwiazan uktadu V = {zx € R" |a; ez =b;, 1 <i < s}. Po-
niewaz p € V i V jest zbiorem rozwiazan uktadu réwnan liniowych wiec na mocy twierdzenia
Kroneckera - Capelli’ego V' jest przestrzenia afiniczng wymiaru n — rz(4,) = j. Zauwazmy
dodatkowo V. = (1 H; N () H; .

1<Ss 1<Ss

Niech S; = WNOH;. Wowczas dla 1 < ¢ < s .5; sa Scianami W zawierajacymi punkt p zatem

na mocy lematu 2.1 S jest éciang wieloécianu W. Ponadto S = Wn N H;, = N H; N (| H; C
i<s i<t i<s

N H N N H =V wic dim$§ < j.

i<s i<s

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Aby wykazaé, ze dim S = j i p € rint S znajdziemy j—wymiarowa kule, zawarta w S o
srodku w punkcie p.

Niech ¢; = p(p;0H;) bedzie odlegloscig punktu p od brzegu odpowiedniej pélprzestrzeni.
Niech e = Min{e;|s <i < t}. Teraz K = K(p;e) NV C WNV =8 jest j—wymiarowa kula o
srodku p.

Niech B bedzie kula o srodku p zawarta w wieloScianie W. Wtedy V;<,B C H; oraz p € 0H,.
Na mocy lematu 2.2 B C (| 0H; = V. Stad dim B < j.

i<s

O
Stwierdzenie 3.2. Niech S = WNOH bedzie $ciang wieloScianu W. Wowcezas S =W N af(S).

Dowdd. Inkluzja S C W Naf(S) jest oczywista.
Poniewaz S C 0H i OH jest podprzestrzenia, wiec af(S) C 0H.
Stad Wnaf(S) c WNoH =S. O

Lemat 3.2. Niech S bedzie Sciang wieloScianu W, zas p jej punktem relatywnie wewnetrznym.
Wowczas S = Wnaf (K), gdzie K C W jest kulg o Srodku w punkcie p, maksymalnego wymiaru.

Dowdd. Niech S =W NOH. Poniewaz p € 0H, wiegc K C WNOH = S. Stad af(S) = af(K) i
S=Wnaf(S)=Wnaf(K). O

Lemat 3.3. Niech S bedzie Sciang wieloscianu W = (i, H;, zas p jej punktem relatywnie
wewnetrznym.

Wowczas S=W N (1 O0H;, =W n H;.
{ilp€oH;} {ilpeH; "}
Dowdd. Niech S =W N0OH, dla pewnej pdiprzestrzeni H DO W. Wéwczas
W=HnN ﬂle H; i z dowodu poprzedniego lematu

S=WnNoH N ( O0H; cWn () 0H;=3_8.Dodowodu S = S wystarczy zauwazy¢,
pEOH,; pEOH,;

ze S jest $ciang tego samego wymiaru co S, gdyz kazda kula o érodku w p zawarta w S jest
zawarta w S. O

Lemat 3.4. Niech W = (!, H; C R" bedzie wieloscianem.
Jezeli W # (N Iy Hi to W NOH; # 0.

Dowdd. Niech g € ﬂ§:2 H; \ W za$ p € W. Oznaczmy przez ¢’ punkt przeciecia odcinka pq
z OH1. Punkty p oraz ¢ leza po réznych stronach hiperptaszczyzny OH; wiec punkt przeciecia
odcinka p; G z OH; nalezy do W.

O

Lemat 3.5. Niech W € R" bedzie wielo$cianem. Wowczas W jest podprzestrzenig afiniczng
wtedy 1 tylko wtedy gdy W nie ma wlasciwych Scian ( to znaczy Scian réznych od W ).

Dowad.

= Niech W bedzie przestrzenia afiniczna zas S = W N 0H $ciana. Wybierzmy dowolny
punkt p € S. Poniewaz p € rint W wiec istnieje kula K o érodku w punkcie p rozpinajaca W.
Ale na mocy lematu 1.1 K C 0H wiec W =af(K) COHiW = S.

=

a) Jezeli W = R" to jest podprzestrzenia afiniczna.

b) Niech W = N!_, H; bedzie opisem wieloécianu W przy pomocy minimalnego zbioru
polprzestrzeni. Na mocy lematu 3.4 zbiér S; = WNOH; # () dla kazdego 1 < i < t. Zatem sg to
éciany oraz W = S; C 0H,. Otrzymujemy W C (\._; OH; C (.=, H; = W.Stad W = '_, 9H;
jest podprzestrzenia afiniczna. O
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Bezposrednio z wniosku 2.1 i lematu 3.2 otrzymujemy:

Twierdzenie 3.1. Niech W = (N\!_, H; C R" bedzie wieloscianem zas T podzbiorem
{1,2,3,...,t}. Wowczas
1) S=N'y HiNier H; jest sciang lub zbiorem pustym.
2) Kazda $ciana S wielo$cianu W jest postaci S = ﬂ;?:l H,n N H,
{i|peH;}
gdzie p jest dowolnie ustalonym punktem relatywnego wnetrza S.

Whiosek 3.1. Sciana $ciany wieloscianu jest $ciang.
Popatrzmy jak poprzednie lematy mozna zastosowaé¢ do opisu wierzchotkéw.

Twierdzenie 3.2. Niech p bedzie punktem wieloscianu W C R", opisanego uktadem

o] ex <b1
r e R o & <bQ

[T 4 <bt

Dodatkowo zakladamy, Ze rownania sq tak ustawione by:
a;ep =b; dlal <i<s;

a;ep < b dlas<i<t;

Wowczas rownowazne s¢ warunki:

1) p jest wierzchotkiem wieloScianu W.

2) p nie jest Srodkiem odcinka zawartego w W.

2a,) p nie jest nietrywialng kombinacjg wypuklq punktow z W.
o1

3) rzqd macierzy A, =n gdzie Ay = = , jest podmacierzg macierzy
Qs

opisujgcej W ztozZong z pierwszych s wierszy tej macierzy.

Dowdd. Implikacje 1) = 2) = 3) = 1) wynikaja bezposrednio z lematu 3.1.
Implikacja 2) = 2a) jest oczywista.

Dowéd 2a) = 2). Niech p = St 7;p; bedzie nietrywialng kombinacja wypukta punktéw z

W. To znaczy V;r; > 0 i wszystkie punkty sa rézne. Wtedy p = ripy + (1 — 1) >0 L

i=2 1—r Pi
nalezy do wnetrza odcinka o koncach p; i Z;?:Q ﬁ—;lpi, a wiec jest $rodkiem pewnego mniejszego

odcinka zawartego w W.

O]

Whiosek 3.2. Wieloscian ma co najwyzej skonczong liczbe wierzcholkow. Dokladniej: Jezeli

W jest wieloscianem w R™ opisanym przez t polprzestrzeni, to W zawiera co najwyzej < n

wierzchotkow.
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Algorytm szukania wierzchotkéw.

Z nieréwnosci opisujacych wieloscian wybieramy n liniowo
niezaleznych. Zamieniamy je na réwnania i rozwigzujemy otrzymany
uktad n réwnan.

Poniewaz réwnania sg niezalezne rozwigzanie jest jednoznaczne.
Jezeli rozwigzanie spetnia pozostate nieréwnosci, to otrzymaliSmy
wierzchotek.

. , t
Procedure ta mozemy stosowaé ( n > razy.

Analogicznie mozemy opisywaé krawedzie.

Twierdzenie 3.3. Niech p bedzie punktem wieloscianu W C R™, opisanego ukladem:

a1 e <b1
oo & <bg

arex < by
Dodatkowo zakladamy, Ze rownania sq tak ustawione by:
a;ep =b; dlal<i<s;
a;ep < b dlas<i<t;
Wowczas rownowazne sg warunki:

1) p jest punktem wewnetrznym krawedzi wieloScianu W. (p € rint(W) )
2) p jest Srodkiem odcinka zawartego w W, ale nie jest srodkiem kola

( kuli wymiaru 2) zawartego w W.
aq
3) rzqd macierzy Ap =n — 1 gdzie Ay = 2
Qs
opisujgce; W zlozong z pierwszych s wierszy tej macierzy.

, jest podmacierzqg macierzy

Whniosek 3.3. Wieloscian ma co najwyiej skonczong liczbe krawedzi. Dokladniej: Jezeli W

. L . , . . L t
jest wieloscianem w R™ opisanym przez t polprzestrzeni to W zawiera co najwyzej < n—1 )

krawedzi.

Algorytm szukania krawedzi.

Z nieréwnosci opisujacych wieloscian wybieramy n — 1 liniowo
niezaleznych. Zamieniamy je na réwnania i rozwigzujemy otrzymany
uktad n — 1 réwnan.

Poniewaz réwnania sg niezalezne wiec rozwigzaniem jest prosta, nazwijmy
ja l. Aby wyliczy¢ krawedZ zawartg w otrzymanej prostej
przedstawiamy ja w postaci parametrycznej | = ¢ + ta,t € R.
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Wstawiamy réwnanie prostej
do pozostatych nieréwnosci i
otrzymujemy ograniczenia na t.

. . 13
Procedure ta mozemy stosowaé ( n—1 ) razy.

Algorytm szukania krawedzi wychodzacych z wierzchotka .

Wypisujemy wszystkie nierdwnosci, ktoére punkt p spetnia jako
réwnosci. Z tego zbioru wybieramy n — 1 liniowo niezaleznych i dalej postepujemy jak w
poprzednim algorytmie.

Twierdzenie 3.4. Niech ) # W C R"bedzie wieloScianem opisanym wzorem W=
{ac € R"| AzT < b}.

Wowczas rownowazne s¢ warunki:

1) W zawiera wierzcholek.
2) rzA =n.
3) W nie zawiera prostej.

Dowdd. 1) = 2) wniosek z twierdzenia 3.2.

Dowéd 2) = 3)

Przypu$émy, ze | = {p+ra|r € R} jest prosta zawarta w wieloScianie W, (p,a € R").
Pokazemy, ze prosta [ jest zawarta w zbiorze rozwiazan ukladu réwnan liniowych o macierzy

[A]b).

v'rER A(p+7“0¢)<b
——
aq bl
A= | =] "7 |}¢
b

Vlgigt aio(p+7“a)<
a;ep +ra;ea < b

r(a;ea) <b,—a;ep
Zatem:

Vici<t Veer T(0ieq) <bj—a;ep.
Alea;ea > 0= r < iz

bi—ajep
o e

=

2
S

(2

aea<0=r2=

Co daje a; e o = 0.

Stad « jest niezerowym rozwiazaniem jednorodnego ukladu réwnan liniowych Afy] = 6.

Niech p + ra €, wtedy A(p+ra) =rAa+Ap=0+b=1»

Skoro wymiar przestrzeni rozwiazan jest > 1 wiec na mocy twierdzenia Kroneckera - Capel-
li’ego rzA < n.

Sprzecznosé.



22 3. Wierzcholki i krawedzie

3)=1)

Niech S bedzie Sciana wieloscianu W najmniejszego wymiaru. Poniewaz kazda Sciana S jest
$ciang W, wiec S nie ma wladciwych $cian, a zatem na mocy lematu 3.5 S jest przestrzeniag
afiniczng. WieloScian W nie zawiera prostej, wiec .S nie zawiera prostej. Stad S ma wymiar 0 i
jest wierzchotkiem. O

Whniosek 3.4. Niech ) # W1 C Wy bedq wielo$cianami. Jezeli Wy zawiera wierzcholek to W1
tez zawiera wierzcholek.

Dowdd. Wo zawiera wierzchotek = Ws nie zawiera prostej = Wi nie zawiera prostej = Wj
zawiera wierzchotek.

O
Whiosek 3.5. Niech 0 # W ={z € R"| Az =b i x > 0} bedzie wieloScianem.
Wtedy W zawiera wierzcholek.
Dowsd. W C Wy gdzie Wy = {x € R" |z > 0}, czyli —x <0
-1 0 ... O
0 -1 ... 0
ale rz . =n
o o0 ... -1
Stad Wy zawiera wierzchotlek, wiec W1 tez. O

Twierdzenie 3.5. Niech W C R”" bedzie wieloscianem z wierzchotkiem. Niech S
bedzie $Sciang wieloscianu W. Wowczas S ma wierzcholek i kazdy wierzcholek S jest
wierzchotkiem W.

Dowdd. S jest wieloScianem wiec na mocy poprzedniego wniosku zawiera wierzchotek. Przypu-
$¢émy, ze p jest wierzcholtkiem S. Na mocy wniosku 3.1 p jest $ciang wieloScianu W wymiaru 0,
a wiec wierzchotkiem.

O]

Bezposrednio stad wynika.

Whniosek 3.6. Niech W C R"™ bedzie wieloScianem z wierzchotkiem. Wtedy kazda krawedZ
wieloscianu W zawiera pewien wierzcholek W.

Zadania
Cwiczenie 3.1. Niech W = !, H; C R" bedzie wielo$cianem. Jezeli W # () !_, H; to
W N OH; jest éciang W wymiaru > dimW — 1.

Cwiczenie 3.2. Niech S bedzie skonczonym zbiorem punktéw przestrzeni R". Pokazaé, ze
zbiorem wierzcholkéw Conv S jest najmniejszy podzbior T' C S, taki ze ConvT = Conv S.

Cwiczenie 3.3. Pokazaé, ze jezeli W C R™ jest wiclocianem wymiaru k, to z kazdego wierz-
chotka wychodzi co najmniej k krawedzi.
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4.1. Twierdzenia strukturalne

Zajmiemy sie teraz innym opisem wieloScianéw.

Twierdzenie 4.1 (Twierdzenie strukturalne).
1) Niech p1,p2,...,pt oraz aq,qa, ..., nalezg do R™. p; traktujemy jako punkty,
za$ o jako wektory. Wowczas zbidr

S = {25:1 rip; + Z?Zl sjog | Stimi=1, 1,20, 5; > 0}.
jest wieloScianem.
2) Jezeli W jest wieloScianem to istniejq takie punkty p1,ps2,...,pr oraz wektory

; ¢ k ¢
o1, 0, ..., 0, 26 W = {Z¢:1 TP+ 2o 805 | i =1, 120, 55 > 0}-
3) Jezeli W jest wieloScianem z wierzcholkiem, gdzie p1, pa, ..., py jest zbiorem wierz-
chotkow W, zas aq, ag, ..., oy jest zbiorem wektorow kierunkowych krawedzi nieograni-

czonych, to W = {Zﬁzl ripi + 2?21 sjog | Siami=1 120, ;> 0}.

Twierdzenie to ma skomplikowany dowdd wiec przedstawimy go dopiero po wprowadzeniu
teorii dualnosci.

7 twierdzenia strukturalnego wynika, ze kazdy wielo$cian mozna przedstawi¢ w postaci sumy
algebraicznej dwoch zbioréw. Gdy

W = {2521 rip; + 25?21 sjaj | Ytyri=1, Vicict 1 = 0, Vigjck 55 > 0}
toW =T+ 85, gdzie T = {25:1 ripi | Zle ri =1, Vici<t Ti = 0} jest wieloScianem klasycz-

nym zas S = {pl + Z?ZI sjog | Vigi<h 85 = 0} jest stozkiem.

Aby przyblizy¢ twierdzenie przedstawimy przyktad gdy W jest sympleksem:

Przyktad 4.1. Niech pg, p1, - - , pn bedzie uktadem punktow z R™ w polozeniu ogdlnym

po 1
o po 1 . o .
takim, ze det | . . | > 0. Wowczas W = Conv {po,p1,- -+ ,Pn} jest wieloScianem opisanym
pn 1

ukladem n + 1 nieréwnosci:

T1 Tg o Ty 1
D1 1

0) det ) .1 =20
Pn 1

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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1) det

T

n) det

Ponadto zbiorem wierzchotkéw W jest {po,p1,- -

I

Z2

Do 1
Ty 1
p2 >0
Dn 1
Do 1
D1 1
: 1 =20
Pn—1 1
Ty 1

T2

dowolne dwa wierzchotki.

Dowdéd. Niech g € R™ bedzie dowolnym punktem. Poniewaz ciag (po, p1, - - -
towa R™ wiec istnieje taki uktad wag (rg,r, -

kiedy punkt ¢ spelnia j - ta nieréwnos¢.

det

bo
Pji-1

> i Tibi
Pji+1

Pn

1

,pn} zas$ krawedziami sa odcinki laczace

, Pn) jest baza punk-

), (iori = 1), 2e ¢ = Y ir o ripi. Badamy

teraz dla i # j od j-tego wiersza macierzy odejmujemy wiersz i-ty pomnozony przez r;.

= det

Po 17
Dj—1 1
q 1 | =det
Dj+1 1
Pn 1
Do 1]
Dj—1 1
ripj T
Dj+1 1
L Pn 1 ]

Poniewaz przyjelismy

Pbo
b1
=7r;- det .
DPn
po 1
p1 1

> 0, wiec punkt g spelnia j - ta nieréwnosé¢ wtedy i tylko

pn 1

wtedy gdy r; > 0. Zatem punkt ¢ € W wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia wszystkie n + 1
nier6wnosci.

Poniewaz dla kazdego j punkt p; spelnia wszystkie za wyjatkiem j - tej nieréwnosci jako
réwnania wiec jest wierzcholtkiem. Wiecej wierzchotkéw nie ma gdyz n nieréwnosci ze zbioru
n—+1 elementowego mozna wybraé na n+ 1 sposobéw. Podobnie n— 1 nieréwnosci mozna wybraé

n —

n—+1

-

n(n+1)

5— sposobow, czyli tyle ile jest par wierzchotkow.

O]
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Rozpoczynamy od badania wieloécianéw podobnych do stozkéw. Wprowadzmy zatem for-
malng definicje.

Definicja 4.1. S-wieloécianem nazywamy wieloScian ktéry ma doktadnie jeden wierzchotek.
Stwierdzenie 4.1. Sciana s-wieloscianu jest s-wielo$cianem.

Dowdd. Niech S bedzie Sciang s-wieloScianu W. Na mocy twierdzenia 3.5 Sciana S ma wierz-
chotek i jest to jedyny wierzchotek. O

Stwierdzenie 4.2. Jezeli s-wieloscian W ma wiecej niz jeden punkt to ma krawedZ nieskori-
czong.

Dowdéd. Niech {p} = W N OH bedzie wierzchotkiem W za$ ¢ dowolnym innym punktem

s-wieloscianu. Teraz S = W N (0H + p, ¢) jest wieloécianem zawierajacym g, a nie zawierajacym
p. S ma wierzchotki na mocy wniosku 3.4. Niech ¢; bedzie wierzchotkiem S. Wowczas g1 lezy
na przecieciu brzegéw n liniowo niezaleznych pélprzestrzeni opisujacych S. Jednym z nich jest
OH + p,q a pozostale n — 1 opisuja W. Zatem ¢; nalezy do krawedzi W i p,q; jest wektorem
krawedzi nieskonczone;j. O

Lemat 4.1. Niech p bedzie punktem wieloscianu W. Jezeli wektor B spelnia warunek:
Vr>0 p+r3 €W to quva;() q+rB e W.

Dowdd. 1) Niech W = {zx € R"|a ez < b} bedzie pélprzestrzenia. Teraz:

V,«;o CkO(p-FT,B) <b

Visovep+raeF<b

Vr>0 7"()&0ﬂ<b—040p

to implikuje cv @ 3 < 0

Visoae(qg+rf)=aeqgt+raef<aeq<hb

2) Niech W = N!_; H; bedzie przecieciem polprzestrzeni. Jezeli Visop+rB € W, to
ViVeso p+rB € H;, az kroku 1) Vi¥oen,Vozo ¢ + 78 € W. Zatem Vyew Vo0 g + 78 € W.

O

Uwaga. Lemat pozostaje prawdziwy gdy zalozenie "W jest wieloScianem” zastapimy "W
jest zbiorem wypuklym i domknietym”.

Twierdzenie 4.2. Niech W € R" bedzie s-wieloScianem. Wowczas
W = {p—i—Z?zl sjoy | sj > 0} gdzie p jest wierzcholkiem W za$ aq,ag, ..., ap jest
zbiorem wektorow kierunkowych krawedzi nieograniczonych.

Dowod. 7 lematu 4.1 wynika inkluzja W D {p + Z?Zl sjo | 85 > O}

Dowdd przeciwnej inkluzji przeprowadzimy przez indukcje wzgledem wymiaru W.

19 Jezeli dim W = 0 to Wjest punktem i dowdd jest oczywisty.

20 Niech p bedzie wierzchotkiem s-wielogcianu W = le H,; za$ ¢ dowolnym innym punktem
W. Niech a bedzie wektorem krawedzi nieskonczonej.

1) Jezeli g nalezy do krawedzi o wektorze kierunkowym a to ¢ = p + ra dla pewnego r > 0.

2) Przypu$émy, ze ¢ nie nalezy do zadnej krawedzi. Prosta [ = {q¢ 4+ ra|r € R} przecieta
z W daje pélprosta. Nazwijmy jej poczatek g;. Istnieje teraz j < t takie, ze ¢1 € 0H;. Sciana
W N 0H; ma mniejszy wymiar niz W wiec z zalozenia indukcyjnego ¢ = p + Zle s dla
pewnych s; > 0 i wektoréw kierunkowych krawedzi nieograniczonych oy, as, ..., ay. Zatem q =
g1 +sa=p+ Zle s;o; + sa ma zadane przedstawienie. O
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Lemat 4.2. Niech punkt p bedzie wierzcholkiem wieloscianu W. Wowczas istnieje wieloscian
Wy, spetniajocy warunki:

a) Punkt p jest wierzcholkiem wieloscianu W)p.

b) W C W,.

c) Jezeli k; jest krawedzig wieloscianu Wy, to s; = ki N W jest krawedzig wieloScianu W.

Dowdd. Niech W = ;L H; bedzie przecieciem pélprzestrzeni, gdzie H; = {x|a; e x < b;}.
Przenumerowujac pélprzestrzenie w razie potrzeby mozemy przyjac, ze p € 0H; < 1 < i < k.
Zdefiniujmy W), = ﬂzil H;.
Wtedy W C W, i p jest jedynym wierzchotkiem W), gdyz na mocy twierdzenia 3.2 p jest
a1
wierzchotkiem W & rz | = n = p jest wierzchotkiem W),
(€73
Niech teraz k; = {p +ra|r > 0} bedzie krawedzig wieloscianu W),. Wowczas k; = W, N0H,
dla pewnej potprzestrzeni H zawierajacej W),. Poniewaz p € WNOH C W,NOH wigc wystarczy
wykazaé, ze éciana WNOH do ktorej nalezy p nie jest jedno punktowa. Dla kazdego j > k istnieje
gj > 0 taki, ze |lgjof < o(p;0H;) . Przyjmujac e = min{e;|j > k} otrzymujemy p + ea € H;
dla i > k. Zatem p+cea € W oraz p+eca € WNIH.
O

4.2. Geometryczny algorytm metody sympleks

Definicja 4.2. Rozwazmy zagadnienie PL

Mazx{xo=ceox :x € W}

Niech p bedzie wierzchotkiem W, za$ a wektorem kierunkowym krawedzi wychodzacej z
wierzchotka p

{p+ta|t>0}1lub {p+ta|t € [0,r]} jest krawedzia.

Krawedz ta nazywamy:

poprawiajaca gdy ce a > 0,

neutralna gdy ce o = 0,

pogarszajaca gdy ce a < 0.

W przypadku zadania Min {zg = d ez |z € W} krawedZ nazywamy:
poprawiajaca gdy d e o < 0,

neutralng gdy d e o = 0,

pogarszajaca gdy d e a > 0.

Twierdzenie 4.3. Jesli z wierzcholka p wieloscianu W nie wychodzi zZadna krawedZ
poprawiajgca to p jest punktem optymalnym zadania PL

Inaczej mowige, dla zadar typu Max{xog =cex |z € W}.

Jezeli p jest wierzchotkiem wieloscianu W 4 jesli dla kazdego wektora o, kierun-
kowego dla krawedzi wychodzqcej z p, iloczyn skalarny c e o < 0 to Vgew cop >
ceq.

Dowdéd. Niech W), bedzie wieloScianem z lematu 4.2. Wéwczas na mocy twierdzenia 4.2 W), jako
s - wielodcianem mozna opisaé

Wy, ={p+ X2 ria; | 7 > 0}, gdzie a1, ag, ..., oy, sa wszystkimi wektorami kierunkowymi
krawedzi W), a wigc wektorami kierunkowymi krawedzi wieloscianu W wychodzacych z p.
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WeZmy dowolny punkt ¢ € W. Wtedy ¢ € W), = p+ >/7 ric.
Zatem
zo(q) =coeqg =co(p+ X" ria;) =cep + > " r;ea; < cep=uxy(p). O

Whniosek 4.1. Jeéli zadanie PL ma rozwigzanie © wielo$cian bedgcy obszarem dopuszczalnym
ma wierzcholek to istnieje wierzchotek obszaru dopuszczalnego, ktory jest punktem optymalnym.

Whniosek 4.2. Badajgc krawedzie wychodzgce z wierzcholka p mozemy rozstrzygnagd, czy jest to
punkt optymalny.

Geometryczny algorytm metody sympleks.

Dany wieloscian opisany uktadem t nieréwnosci w R™. Dany
wierzchotek p (startowy).

2 = zmienna (punkty)
a = zmienna (wektory)
0) z:=p
1) Budujemy tablice T' zfozona z kandydatéw na krawedzie
wychodzace z wierzchotka x
2) Dopéki T' # () wykonujemy
3) Wybieramy krawedz k z T i usuwamy
4) Jezeli k jest krawedzig
poprawiajaca to:
5) Jezeli k jest krawedzig
nieskonczona to STOP: zadanie nieograniczone.
6) Jezeli k jest krawedzig skonczonj to:
7) Znajdujemy jej drugi koniec ¢
x := ¢ i wracamy do punktu 1)

8) T =0 STOP: x jest wierzchotkiem optymalnym.

Uwaga 4.1. Algorytm sympleks jest skonczony, gdyz wieloscian ma skonczong liczbe wierzchol-
kow i krawedzi.

Przyktad 4.2. Badamy zadanie Maz zo = 3z1 — 222, gdzie

$1—£L’2<2
T2 <D
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.%'1}0, 1‘220

Jako wierzcholek startowy wezmiemy punkt (0,0).
Jest on opisany ukladem

=0 . . C .
{ il 0 pochodzacym z dwoéch ostatnich nieréwnosci.
2 p—

Wychodza z niego dwie krawedzie w kierunku wektora (1,0) - poprawiajaca i w kierunku
wektora (0, 1) - pogarszajaca.
Wybieramy krawedz (0,0)+¢(1,0) i szukamy ograniczenia na t podstawiajac do pozostaltych
t<2
nieréwnosci. ¢ 0< 5
t>0

Wiec t € [0, 2] i drugim koficem krawedzi jest wierzcholek (2, 0) opisany uktadem {

pochodzacym z pierwszej i ostatniej nieréwnosci. Opuszczajac pierwsza réwnosé otrzymamy
krawedz, ktéra przyszliSmy a wiec z punktu widzenia wierzchotka (2,0) krawedz pogarszajaca.
Opuszczamy réwnanie zo = 0.
Réwnanie x1 — x9 = 2 opisuje prosta {(2 + ¢,t); t € R}.
Wstawiamy do pozostatych nieréwnodci i otrzymujemy:
t<5
t+22>0 .
t>0
Wiec t € [0, 5] i drugim konicem krawedzi jest wierzcholek (7, 5) opisany uktadem 1 ;2 xj 5: 2
pochodzacym z pierwszej i drugiej nieréwnosci. Zauwazmy, ze funkcja celu wzrosta z 2 do
3-7—2-5=11 wiec krawedz byta poprawiajaca.
Z wierzchotka (7,5) wychodza dwie krawedzie, pogarszajaca, ktéra przyszlismy i lezaca na
prostej opisanej réwnaniem xo = 5. Wstawiajac do pierwszej nieréwnosci otrzymujemy
x1 —5 < 2. Wiec wektorem kierunkowym jest (—1,0). Jest to krawedz pogarszajaca i stad (7,5)
jest wierzchotkiem optymalnym.

Zadania

Cwiczenie 4.1. Niech W € R? bedzie wieloécianem opisanym ukladem:
T, — 229 + 13 < 3
2x1 — 319 — 313 < 2
3x1 — dxo — 223 < 5
x1>0,$2>0,$3€R
a) Dla kazdego z punktéw: A = (0,0,0) , B =(0,0,3) ,C = (1,1,1) , D = (4,1,1) wylicz
najmniejszy wymiar $ciany W do ktérej 6w punkt nalezy.
b) Opisz wszystkie krawedzie W zawierajace punkt A = (0,0,0).

Cwiczenie 4.2. Opisz prosty algorytm metody sympleks na przykladzie zadania:
Max zg = 3x1 + 2z — Tx3 , gdy:
T, 4+ 210 — 323 < 3
2:L‘1 + 81‘2 — 41‘3 <8
21‘1 — 31‘2 — 71‘3 < 9
120,020,223 20
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Cwiczenie 4.3. Niech W bedzie niepustym wielogcianem zawartym w K (6, 50) - kuli o rodku w
poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu 50 zawartej w R2°. Badamy graf G' niezorientowany,
ktérego wierzchotki sa wierzchotkami W za$ krawedzie sa krawedziami W.

a) Udowodnij, ze G jest skoficzonym grafem spéjnym.

b) Udowodnij, ze G jest drzewem wtedy i tylko wtedy gdy W ma co najwyzej jedna krawedz.

Cwiczenie 4.4. Niech p bedzie wierzcholkiem optymalnym zadania PL o obszarze dopuszczal-
nym W. Wiemy, ze sposréd krawedzi wychodzacych z p tylko jedna krawedz k jest neutralna.
Udowodnij, ze k jest zbiorem punktéw optymalnych.



5. Tablice sympleks

5.1. Tablice sympleks

Algorytm sympleks wymaga by obszar dopuszczalny, na ktérym badamy ekstrema funkcji
celu, byt wieloScianem z wierzchotkiem. Dowolny wielodcian mozemy ”przerobi¢” na wielo$cian
z wierzchotkiem przechodzac do zadania réwnowaznego i zamieniajac zmienne tak by byly
nieujemne.

Jezeli z; < 0 to zastepujemy je nowa zmienna z;, = —x;, gdzie x} > 0.

Jezeli z; € R jest nieograniczone to zastepujemy je roéznica x; = xj —x; , gdzie asj == 0
oraz x; =2 0.

W szczegblnodci w tym rozdziale bedziemy badaé¢ wieloSciany zapisane w postaci kanonicznej

czyliW:{xeR”]AxT:b, x>0}.

Opis wierzchotkéw i krawedzi zadania PL w postaci kanonicznej.

Niech W = {:U ER"| AxT =b, x> 0} bedzie wieloscianem. Dodatkowo zaktadamy, ze
rownania opisujace W sa liniowo niezalezne -
czyli rzA =t = liczba réwnan.

Niech p bedzie wierzcholtkiem W. Ze zbioru réwnan i ”nieréwnosci spelnionych jako réw-
nosci” ktére spetnia wierzchotek p wybieramy n liniowo niezaleznych w specjalny sposéb. Po
pierwsze wybieramy ¢ réwnan Az = b opisujacych wieloécian a potem uzupelniamy do n
liniowo niezaleznych réwnan dodajac pewne x; = 0.

Wynika to z lematu Steinitza o bazie. Dokladniej: ze zbioru rownan spetnianych przez p
wybieramy dowolnie baze¢ A - n liniowo niezaleznych réwnan. Nastepnie zbiér liniowo niezalezny
Az” = b uzupeliamy do bazy réwnaniami z A. Musza to byé réwnania typu x;, = 0,7, =
0,...,z;,_, = 0 Otrzymalidémy uklad n liniowo niezaleznych réwnan z n niewiadomymi, ktérego
jedynym rozwiazaniem jest punkt p. Macierz tego ukladu oznaczmy litera U.

Zmienne i1, ..., t,—; Nazywamy niebazowymi zas pozostale bazowymi.

Wspblrzedne niebazowe wierzchotka p sa réwne 0.

Uwaga: Wierzcholek ma co najwyzej ¢ niezerowych wspétrzednych.

Dla utatwienia przenumerujmy tak zmienne by 1,2,...,n — ¢t byly zmiennymi niebazowymi
oraz n —t+1,...,n zmiennymi bazowymi.

Wtedy macierz réwnania opisujacego W sklada sie z 3 czeSci A = [N|B|b], gdzie [B] jest
macierza kwadratows.

rz[U] =n = rzB =t = B jest odwracalna.

Mnozac uklad réwnan Az” = b z lewej strony przez macierz B~! otrzymujemy réwnowazny
opis wieloscianu W
by
[B7IN|I]2T = B7lb=| :
by

Zas wierzcholek ma wspdlrzedne p = (0, ...,0,b;, ba, ..., by).

Podsumowujac, kazdemu wierzchotkowi, przez wybér zmiennych bazowych przyporzadko-
wujemy uklad réwnan o macierzy zawierajacej podmacierz jednostkowa.

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Definicja 5.1. Tablica sympleks nazywamy taka macierz rozszerzona ukladu réwnan [A|b], ze
A zawiera podmacierz jednostkowg rozmiaru t. Doktadniej, mozna z macierzy A tak powykreslaé
kolumny i poprzestawiaé wiersze by uzyskaé¢ macierz jednostkows.

Tablice sympleks nazywamy pierwotnie dopuszczalng gdy wszystkie wyrazy wolne sg
> 0. Co zapisujemy b > 0.

Jak pokazaliSmy poprzednio kazdemu wierzchotkowi odpowiada co najmniej jedna tablica
sympleks pierwotnie dopuszczalna. Dokladniej tyle tablic ile jest mozliwosci wyboru zmiennych
(nie)bazowych.

Stwierdzenie 5.1. Pierwotnie dopuszczalne tablice sympleks opisujg wierzcholks.

Dowdd. Niech [A|b] bedzie tablica sympleks pierwotnie dopuszczalna. W macierzy wybieramy
kolumny tworzace macierz jednostkowa. Zmienne odpowiadajace tym kolumng nazwiemy ba-
zowymi za$ pozostale niebazowymi. Zmiennym niebazowym przypisujemy warto$¢ 0. Bazowe
zmienne wyliczamy z ukladu réwnan po opuszczeniu zmiennych niebazowych. Tak wiec zmienne
bazowe przyjmuja wartosci wyrazow wolnych w odpowiedniej kolejnosci. Otrzymany punkt jest
wierzchotkiem gdyz spelnia n nieréwnoéci jako réwnania. ¢t z réwnan Ax = b i n —t z réwnan
x; = 0 spelnianych przez zmienne niebazowe. Dodatkowo réwnania te sa liniowo niezalezne. [

Twierdzenie 5.1. Niech W = {x ER"| AxT =b, z > 0} bedzie wieloscianem. Do-
datkowo zakladamy, Ze rownania opisujgce W sq liniowo niezalezne -
czyli rzA =t = liczba rownan. Niech p bedzie wierzchotkiem W. Wowczas:

a) Liczba niezerowych wspdlrzednych wierzcholka p jest nie wieksza niz liczba réw-
nan.

b) Istnieje taka odwracalna podmacierz B € RL macierzy A, ze [B~TA|B~b] jest
tablicg sympleks opisujgcqg wierzcholek p.

¢) Niech B € R! bedzie odwracalng podmacierzq macierzy A. Wowczas
[B~YA|B~1b] jest tablicg sympleks opisujgcq wierzcholek p wtedy i tylko wtedy gdy
macierz B zawiera wszystkie kolumny A, ktérych indeksy sq indeksami niezerowych
wspotrzednych wierzcholka p.

Stwierdzenie 5.2. JeZeli w wieloscianie W = {x ER"| AT =b, x> O} opisanym t row-
naniami wierzcholek p ma t niezerowych wspélrzednych to jest opisany doktadnie jedng tablicg
sympleks.

=]

r1 T2 I3 X4 X5 X Ty ‘ ww

0o 1 5 0 -5 3 0] O

1 0 1 1 -2 1 0] 1

0o 0 -6 0 -4 1 1| 3

mozemy wybra¢ kolumny 1, 2 i 7. Niebazowymi zmiennymi sa s, x4, x5, T¢ 1 one przyjmuja

warto$¢ 0. Wykreslamy kolumny zmiennych niebazowych i zmienne bazowe wyliczamy z réw-
r1 T2 I7 | WW

Przyktad 5.1. W tablicy sympleks

nania o macierzy 100
1 0 0] 1
0 0 1] 3

Wiegc 1 = 1, 29 = 0 i 7 = 3. Wierzchotkiem jest p; = (1,0,0,0,0,0, 3).
Wybierzmy teraz kolumny 2, 4 i 7. Otrzymamy wierzchotek ps = (0,0,0,1,0,0, 3).
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Algorytm szukania wierzchotkéw.

Niech W = {x € R™ | Ax = b,x > 0} bedzie
wielo$cianem. Dodatkowo zaktadamy, ze réwnania opisujace W sa
liniowo niezalezne — czyli rzA =t = liczba réwnan.

Wybieramy maksymalne kwadratowe podmacierze B macierzy A.
Jezeli B jest macierza odwracalna to mnozymy réwnanie Az = b
przez B~! z lewej strony i otrzymujemy tablice sympleks.

Jezeli otrzymana tablica jest pierwotnie dopuszczalna to opisuje
wierzchotek.

Algorytm opisu krawedzi.

Niech [A|b] bedzie tablica sympleks pierwotnie dopuszczalng

opisujaca wierzchotek p. Szukamy krawedzi wychodzacych z tego
wierzchotka. Zaczynamy od wybrania n — 1 réwnan z tych opisujacych
wierzchotek. Nie mozemy odrzucaé réwnan z uktadu Az = b zatem dla
pewnej zmiennej niebazowej zamiast z; = 0 przyjmujemy x; > 0.

Otrzymujemy opis prostej w ktdrej zmienna z; jest
parametrem. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy

T Tt ‘ Te41 ZT; Tn ‘ ww
1 e 0 a1, t4+1 ai,q a1,n bl
A= [Ap] =
. Qj.4
0 PN 1 Q¢ t4+1 e Qi e Qi bt

Teraz wyliczamy zmienne bazowe x; = b; — a;;7;, dla 1 < j < t. Punkty otrzymanej prostej maja

postac’ (bl — a1,;%4, b2 — A2,iTjy ey bt — Qi T4, O, O7 vy 0, i, O, ceny 0) = (bl, bg, vy bt, 0, 0, ceey O) + a:i(alﬂ', az i,
Jezeli wszystkie a;; < 0 to jedynym ograniczeniem jest

x; > 0 i otrzymujemy krawedZ nieskonczona.

W przeciwnym

przypadku najwieksza wartoscig x; bedzie minimum po wszystkich
dodatnich a;; z liczb 2 czyli liczba
.

Min {2 10<j<t, aj;; >0},

Uwaga 5.1. Liczba d = Mm{% | 0 < j <t aj; > 0} wyznacza dlugos¢ krawedzi. Je-
zeli startujemy z wierzchotka p = (b1,b2,...,04,0,0,...,0) i poruszamy sie w kierunku o =
(a1,i,a24, ...,014,0,0,...,0,1,0, ...,0) to p+ do jest kolejnym wierzchotkiem. Diugoscig krawedzi
jest liczba d - ||a]|.

Uwaga 5.2. Jezeli minimum d = 0 to krawedz ma dlugo$¢ 0 ( jest punktem ) i nazywamy ja
krawedzig zdegenerowang.

...,at7i,0,0, ,0



5.1. Tablice sympleks 33

Twierdzenie 5.2. Niech T'S bedzie pierwotnie dopuszczalng tablicg sympleks, z usta-
long bazq i opisujgcg wierzchotek p. Wowczas T'S opisuje n —t krawedzi wychodzgcych
z wierzchotka p i wektory kierunkowe tych krawedzi sq liniowo niezalezne. Wliczamy
krawedzie zdegenerowane zas n oznacza liczbe kolumn i t liczbe wierszy.

Dowdd. Ustawmy wektory kierunkowe w macierz a nastepnie wykre$lmy kolumny zmiennych
bazowych. Otrzymaliémy macierz jednostkowa (n — t) x (n — t). Zatem wektory byly liniowo
niezalezne. O

Uwaga 5.3. Aby opisaé¢ wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka p nalezy uzy¢é wszystkich
tablic sympleks opisujacych p.

Przyktad 5.2. Opiszmy ostrostup W € R3 o podstawie kwadratowej z wierzchotkami
p1 = (07 070)a b2 = (1a0a0)7 p3 = (Oa 1,O)a bg = (15 130) io SZCZyCie w punkCie Ps = (0707 2)

p,=(0,00] p,=(1.00)

Rysunek 5.1. Ostroshup.

W jest opisane ukladem nieréwnosci:
2r1 + 23 < 2
2x9 + 23 < 2
x1,x2,23 2 0

Przerabiamy nieréwnoéci na réwnania dodajac nowe zmienne i otrzymujemy postaé¢ kano-
niczna:

201 +x3+ 14 = 2

2x9 +x3 + x5 = 2

T1,%2,3,T4,T5 2 0
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Zapiszmy w postaci tablicy sympleks:
T @y w3 my T | ww
7$i=12 0 1 1 0| 2
0 2 1 0 1] 2
Zmiennymi bazowymi sa x4 1 x5 za$ T'S] opisuje wierzchotek:
D1 = (07070’272)7
Poruszamy sie w kierunku wierzchotka ps krawedzia wyznaczong przez x3:
l
r1 T2 I3 T4 Ty | WW
2 0 1 1 0] 2
0 2 (1) o 1] 2

Szukamy elementu centralnego.

TS =

Min {%, %} = 2 zatem mozemy wybra¢ dowolny element kolumny 3-ciej.
k1 ko ks ‘
TSy=| 2 -2 0 1 —1]0 |.Zmiennymi bazowymi sa teraz xs i x4 zas T'So opisuje
0 2 10 1|2
wierzchotek p5 = (0,0,20,0)
Ile krawedzi wychodzi z W7
Z rysunku widad, ze 4, zas tablica T'Ss opisuje tylko trzy krawedzie o wektorach kierunkowych
k1 — (1,0,0,—2,0) - krawedZ zdegenerowana (dtugosé 0) gdyz Min {%, *} =0
ky — (0,1,—2,2,0) w kierunku wierzchotka p3
ks — (0,0,—1,1,1) w kierunku wierzchotka py
Wedrujac wzdtuz krawedzi zdegenerowanej ki znajdujemy nowa T'S opisujaca p.

k1 | [1 -1 0 I =170
Otrzymujemy | (2) -2 0 1 —-1(0|—=|0 2 1 0 1 |2 |=T53
0 2 1 0 1|2 B B

Tablica T'S3 opisuje dalej wierzchotek ps i krawedzie:

k4 ks ke
1 -1 0 & -i]o
0 2 1 0 1|2
B B

ks — (1,1,—2,0,0) w kierunku wierzchotka pg
ks — (—%,0,0, 1,0) - zdegenerowana kg = —%kl

k¢ — (3,0,—1,0,1) w kierunku wierzchotka p3

Definicja 5.2. Tablicg Sympleks opisujaca zadanie programowania liniowego
Max{zo=cex +by| Axr =b,x > 0}

nazywamy taka macierz, w ktorej pierwszy wiersz reprezentuje réwnanie xg — c @ x = b,
pozostale wiersze réwnania [A|b] 1 macierz ta zawiera podmacierz jednostkowa. Zwyczajowo
pierwszy wiersz - opisujacy funkcje celu jest oddzielony linig pozioma. Podobnie znak rownoéci
przedstawiamy jako linie pionows.

Tablice sympleks nazywamy dualnie dopuszczalna gdy w wierszu kosztow zredukowanych
(nad kreska ) wszystkie wyrazy sa > 0, dla zadania typu Max lub sa < 0, dla zadania typu Min.
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Przyktad 5.3. Tablica sympleks dla zadania
Max zg = 221 + 6x9 — 3x3 , gdy:
1+ 209 — 33+ 214 =3
201 +3x0 —bx3+ 25 =7
201 — 3x0 — Txs + 26 =8
120,29 20,2320
jest

Trog 1 i) r3 T4 I5 T WWwW
1 -2 -6 3 0 0 O 0
o 1 2 -3 1 0 O 3
0o 2 3 -5 0 1 0 7
0o 2 -3 -7 0 0 1 8
Funkcje celu zastgpiliSmy réwnaniem xg — 2x1 — 622 + 3x3 = 0 za$ podmacierz jednostkowa
powstaje z kolumn odpowiadajacych zmiennym o indeksach 0,4,5 i 6.

Uwaga 5.4. Poniewaz w algorytmie metody sympleks kolumna odpowiadajaca zmiennej xg nie
zmienia sie wiec zwykle ja pomijamy.

Zadania

Cwiczenie 5.1. Ponizsze dwie tablice sympleks opisuja to samo zadanie PL.
wylicz zmienne od a do [ .
1 00 2 -3|5
2 1

0 -2 dle
-3 a b ¢ 2|4
oraz
7 g h 0 -7]|-3
4 1 2 1 5|14
f 0 1 j k|1

Cwiczenie 5.2. Wiedzac, ze ponizsze tablice sympleks dotycza tego samego zadania progra-
mowania liniowego wyznacz nieznane wspélczynniki od a do k.

a b c 4 -2|-6 4 g 010 0|-2
31 0d 3 |e |oraz|1 h 0 3 1] 2
7011 6| f i =21 j k|3

Cwiczenie 5.3. Wiedzac, ze punkt p = (3,0,0,2,0,0,) jest wierzchotkiem wieloécianu
W ={x| Az = b, x > 0}, gdzie

2 3 -2 1 -11 8
A=12 -1 -5 -3 3 0 |b=]0
1 3 0 2 =21 7

wypisz wszystkie takie macierze B, zawarte w A, ze [B~1A|B~1b]
jest tablica sympleks opisujaca p.

5.2. Metoda sympleks

Wedrowanie miedzy wierzcholtkami, eliminacja Gaussa - Jordana.



36

5. Tablice sympleks

W zadaniu PL mamy wierzcholek p opisany tablicg sympleks. Dla ustalenia uwagi przyjmij-

my
To | L1 Tt Tt+1 ZT; In ww
110 0 | —ct41 —¢; —cn | bo
1 0 | a1,441 ay; arpn | b1
S : : aj; :
010 1| at 41 ag; atyn | b

Zakladamy, ze krawedz odpowiadajaca zmiennej x; jest skonczona i szukamy tablicy sym-

pleks opisujacej drugi koniec tej krawedzi.

Wyliczamy minimum po wszystkich dodatnich a;; z liczb % czyli liczbe

M m]{% |aj; > 0}. Wybieramy dowolny wspélczynnik a;;, na ktérym osiagane jest mini-
mum. Nazywamy go elementem centralnym. Na nastepnej tablicy zaznaczony bedzie nawia-

sem.
[ xo | 21 x; Tt | Teg1 T; Ty | ww ]
1 0 0 0 —Ct+1 —C; —Cp, b(_)
1 0 0 | are+1 ap; ain | b
010 1 0] ajet (@) ajn | bj
L 0] 0 0 1| a1 ag; agpn | by

Teraz j - ty wiersz dzielimy przez a;; za$ od kazdego innego wiersza k odejmujemy po-
prawiony j-ty wiersz pomnozony przez ay; - czyli zerujemy pozostate miejsca k-tej kolumny.
Otrzymujemy macierz:

o | L1 :Ej Tt Tt+1 s Tn ww
>k k >k
1 0 d() O _Ct+1 O _CTL bo
1 dq 0| arq41* 0 a’f’n by*
: : : : : ,
. * * >k
00 d; 0 ajypr - 1 @, | b
* * >k
L 0 0 e dt o .. 1 at’t_;'_l 0 at’n bt i
3 __ G A1,
gdzie dy = s dy = T
= %=1 g1 g Gl — G
d]_l - aji 7d.7 - aj,i’d]"‘l - aj i 7'”7dt_ aji

Otrzymaiiémy tablice sympleks. Z bazy wypadla zmienna z; a doszta zmienna x;.

Test optymalnos$ci i koszty zredukowane. Rozwazamy zadanie typu
n
Mama:ozz:cixi—l-bﬂfla::b, x>0
i=1
opisane tablica sympleks TS. Oznacza to, ze w gornym wierszu T'S mamy kolejno liczby
1, —cq,

—C2,y ey —Cp, | b

. Poniewaz jest to tablica sympleks wszystkie wspotczynniki ¢; odpowiadajace zmiennym bazo-
wym sa rowne 0.
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Jezeli koszt zredukowany —c; odpowiadajacy zmiennej niebazowej z; jest < 0 (¢; > 0)
to krawedz wyznaczona przez zmienng x; jest poprawiajaca. Poniewaz wedrujac tg krawedzig
zmieniamy tylko zmienne bazowe nie majace wpltywu na funkcje celu i zwiekszamy liczbe xg =
¢z + bo.

Jezeli koszt zredukowany —c; odpowiadajacy zmiennej niebazowej x; jest = 0 (¢; =0 ) to
krawedz wyznaczona przez zmienng x; jest neutralna.

Jezeli koszt zredukowany —c; odpowiadajacy zmiennej niebazowej z; jest > 0 (¢; < 0)
to krawedZ wyznaczona przez zmienng x; jest pogarszajaca. Poniewaz wedrujac tg krawedzig
zmieniamy tylko zmienne bazowe nie majace wpltywu na funkcje celu i zmniejszamy liczbe

To = ¢jT; + bo

Twierdzenie 5.3. JeZeli w tablicy sympleks opisujgcej zadanie

Max xo = Y1 ciwi + by | Ax = b, = > 0 wszystkie koszty zredukowane sq¢ > 0 to
tablica ta opisuje wierzchotek optymalny zadania zas w prawym gornym rogu tablicy
otrzymugjemy optymalng wartosé funkcji celu.

Dowdd. Jezeli w tablicy sympleks wszystkie koszty zredukowane sa > 0 to funkcja celu
xTo = Y i ¢iT; + by moze by¢ zapisana tylko przy pomocy zmiennych niebazowych
T0 = Dy, niebazowe CiTi + bo gdyz dla zmiennych bazowych ¢; = 0. Funkcja celu x¢ przyjmuje
w wierzchotku opisanym tablica sympleks warto$é¢ by a dla pozostatych punktéow wieloScianu
T < bo.

O

Algorytm prosty metody sympleks.

Rozwazamy zadanie typu Mazzo =Y ;. ¢;it; +bo | Ax =b
0) Start: Dana tablica sympleks pierwotnie dopuszczalna.
1) Test optymalnosci i wybér kolumny gtéwnej.

1a) Jezeli wszystkie koszty zredukowane s3 nieujemne
to STOP. Tablica opisuje wierzchotek optymalny.

1b) Jezeli nie to wybieramy kolumne i, w ktérej koszt
zredukowany jest ujemny.

2) Test nieograniczonosci i wybdr elementu centralnego.

2a) Jezeli wszystkie elementy kolumny i s3
niedodatnie to STOP. Funkcja celu jest nieograniczona.

2b) Jezeli istnieja ay; > 0 to jako element centralny wybieramy taki a; ;,

o bi ; br . .
ze b = Mmk{%,i ;ag,; > 0}
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3) Znajdujemy tablice sympleks opisujaca drugi koniec krawedzi
metoda Gaussa — Jordana, GOTO 1).

Przyktad 5.4. Rozwiazujemy zadanie: Max xg = 2x1 + 6z2 — 323 , gdy:
T + 229 — 323 < 3
2r1 4+ 510 — D3 <7
2x1 — 3x9 — Txy < 8
1 20,2020, 2320

Postacia kanoniczna jest:

Max xg = 2x1 + 6x2 — 3z3 , gdy:
1+ 2209 — 33+ 14 =3

201 4+ 510 —dx3 + x5 =7

201 — 320 — Tz + 26 = 8
x1>0,x2>0,$3>0

,8) odpowiada TS
0
3
7
8
Idziemy krawedzia poprawiajaca wyznaczona przez xi
Liczymy Min {3 %, %} = 3 wigc jako element centralny wybieramy a;; = 1.

1
Po przeksztatceniach Gaussa - Jordana Otrzymujemy

Wierzchotkowi p; = (0,0,0,3,7
1/-2 -6 3 |

0
0] (1) 2 -3 1
0/ 2 5 -5 0

0

0 0
0 0
10
0|2 -3 -7 0 1

1/0 -2 =3 2 0 0]6
o[t 2 -3 1 00]3
00 1 (1) =2 1 0|1
00 =7 =1 =2 0 1|2

Tablica ta opisuje wierzchotek py = (3,0,0,0,1,2,)
Idziemy krawedzig poprawiajaca wyznaczong przez Ta
Liczymy Min {%, %, *} = 1 wiec jako element centralny wybieramy ag 3 = 1.
Po przeksztalceniach Gaussa - Jordana Otrzymujemy

1/0 1 0 -4 3 0]9
0|1 5 0 =5 3 0/6
00 1 1 -2 1 0/1
00 -6 0 —4 1 1|3

Kolumna odpowiadajaca zmiennej 4 ma ujemny koszt zredukowany wiec na krawedzi przez
nia wyznaczonej

k= {(64+5x4,0,142x4,24,0,344x4) | x4 > 0} funkcja celu g = 9—xo+4x4—3x5 = 9+4x4
rosnie w nieskonczono$é.
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5.3. Wymiar zbioru punktéw optymalnych.

Twierdzenie 5.4. Niech zadanie Max xo = > 1 ciz; +by | Az = b, x > 0 bedzie
opisane tablicg sympleks pierwotnie i dualnie dopuszczalng. Wowczas zbior punktow
dopuszczalnych zadania ma wymiar nie wiekszy niz liczba zer niebazowych.

Dowdd. Przyjmijmy, ze tablica sympleks ma ¢ wierszy i n kolumn. Zbiér punktéw optymalnych
P jest wieloScianem w przestrzeni R™ opisanym réwnaniami z tablicy, nieréwnosciami x; > 0 i
funkcja celu. Ale jezeli punkt ¢ jest optymalny to jego wspélrzedne odpowiadajace kolumnom
poprawiajacym muszg by¢ réwne zero. Tak wiec zbiér punktéw optymalnych jest przecieciem
stozka opisanego nieréwnosciami z; > 0 i podprzestrzeni V opisanej réwnaniami z tablicy i
réwnaniami x; = 0 dla ¢ odpowiadajacych kolumnom poprawiajacym. Réwnania te sa liniowo
niezalezne wigc dimV =n— (t+n—t—k) = k. Zatem dim P < dimV = k. O

7 twierdzenia 5.4 otrzymujemy bezposrednio:

Whniosek 5.1. Jezeli w tablicy sympleks pierwotnie dopuszczalnej wszystkie koszty zredukowane
odpowiadajgce zmiennym niebazowym sq > 0 to tablica ta opisuje jedyny wierzcholek optymalny
zadania.

Whiosek 5.2. Jezeli w tablicy sympleks pierwotnie i dualnie dopuszczalnej kazda krawedZ neu-
tralna opisywana przez tg tablice jest niezdegenerowana to wymiar zbioru punktow optymalnych
jest réwny liczbie tych krawedzi. ( Liczbie zer niebazowych w tablicy sympleks.)

Dowdéd. Przyjmijmy, ze tablica sympleks opisuje wierzcholek p i wychodzace z niego krawedzie
neutralne ki, ko, ..., ks. Wtedy wymiar zbioru punktéw optymalnych d spelnia warunki: d <
dimaf(p + lin{ky, ko, ...,ks}) = s, gdyz na mocy twierdzenia 5.2 wektory krawedzi sa liniowo
niezalezne. Z drugiej strony d > s na mocy twierdzenia 5.4. O

Whiosek 5.3. Jezeli tablica sympleks pierwotnie i dualnie dopuszczalna ot wierszach pod kreskq
ma nad kreskq doktadnie t + 1 zer, to:

a) jezeli krawedZ neutralna jest niezdegenerowana to zbiorem punktéw optymalnych zadania
jest ta krawedz,

b) jezeli krawedZ neutralna jest zdegenerowana to tablica ta opisuje jedyny wierzcholek opty-
malny zadania.

Dowoad.

Ad a) Zbiér punktéw optymalnych jest $ciana wielodcianu - obszaru dopuszczalnego, zawiera
krawedz neutralna opisana tablica sympleks i na mocy twierdzenia 5.3 ma wymiar < 1 wiec jest
ta krawedzia.

Ad b) Przenumerujmy kolumny tak by tablica sympleks miata postaé

0 .. 0] 0 dyyo o di ... dn |bo

1 ... 0 art+1 a1t42 e Q14 a1.n b1
[Afp] =1 . . .| . L , A

: . : : . aji . : :

0o ... 1 att+1  QAtt+2 ... QAtg ... Gtn bt

gdzie pierwszych ¢t zmiennych jest bazowych zas d; > 0 dla ¢ > ¢+ 1.

Niech ¢ = (q1, g2, ..., ¢n) bedzie punktem optymalnym. Poréwnujac wartosci funkeji celu w
punkcie p opisanym tablica i w punkcie g otrzymujemy by = xo(p) = 20(q) = — D isi0 dits-
Wigci >t +1= ¢, =0.
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KrawedzZ opisana t+1-szg kolumng jest zdegenerowana wigc istnieje wiersz j taki, ze a; 41 >
01ib; = 0. Po wstawieniu do j-tego réwnania ¢ otrzymujemy g; + a;:+1¢;t+1 = bj = 0 1 stad
¢jt+1 = 0. W rezultacie punkt ¢ spelnia ten sam uklad réwnan co punkt p wiec ¢ = p. ]

Przyklad 5.5. Jezeli w tablica sympleks pierwotnie i dualnie dopuszczalna o t wierszach pod
kreska ma nad kreska wiecej niz ¢ + 1 zer, to wymiar zbioru punktéw optymalnych moze by¢
kazda liczba miedzy 0 a liczba zer niebazowych. Zobaczmy to na przykltadzie zadania opisanego

tablica:
0000 0 0 3|0
1000 0 1 11
0100 0 0 1]2
0010 (1) =210
0001 -1 1 10

Wierzchotek optymalny ma wspélrzedne p; = (1,2,0,0,0,0,0). Mamy dodatkowo dwie ko-
lumny opisujace zdegenerowane krawedzie neutralne 5-tg i 6-ta. Pokazemy, ze zbiér punktow
optymalnych jest trojkatem. Po eliminacji Gaussa - Jordana otrzymujemy inng tablice opisujaca
ten sam wierzchotek.

00 0O0O0 O
0 0 0 (1)
00 0 O
1 01 -2
001 10 -1 2/0 |
Teraz 6-ta kolumna opisuje krawedz niezdegenerowana. Dochodzimy nia do wierzchotka ps =
(0,2,0,1,2,1,0) opisanego tablica:
00 0 0 0 0 3|07

= = =W
O N RO

1
0
0

o = O

10 0 00 1 1]1
01 0 O0O0O0T1T|2
20 1 010 3|2

10 (1) 1 0 0 3|1 |
Teraz 3-ta kolumna opisuje kolejna krawedz niezdegenerowana. Dochodzimy nia do wierz-
choltka ps = (0,2,1,0,1,1,0) opisanego tablica:

0 00 0 00 3]0

(1) 0 0 0 01 1|1

0 1 0 0 00 12

1 00 -1 10 0]1

. 1 01 1 00 3|1
7 tej tablicy mozemy doj$¢ do tablicy opisujacej wierzchotek p; wybierajac element centralny

W wWyzhaczonym miejscu.

Zadania

Cwiczenie 5.4. Opisz prosty algorytm metody sympleks na przykladzie zadania:
Max zg = 2x1 + bz — 3x3 , gdy:
T1 4+ 220 + 323 < 4
1+ 39+ 23 <H
2x1 — 3w+ Tx3 < 9
120,020, 2320

Cwiczenie 5.5. Opisz wszystkie punkty optymalne zadania:



5.8. Wymiar zbioru punktow optymalnych.
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Mazx xg = —4x1 + 229 + 323
201 —x9+ 13 < 2
—6x1 + 3x9 — 223 < 2
—Tx1 + 429 — 323 < 2
z120,2020,23>20



6. Dwufazowa metoda sympleks

6.1. Szukanie wierzchotka startowego

Jezeli zadanie PL opisane jest macierza, ktéra nie ma postaci tablicy sympleks, to by méc
stosowaé¢ metode sympleks stosujemy chwyt genialny w swej prostocie - dopisujemy macierz
jednostkowa. Doktadniej:

Dwufazowa metoda sympleks

Badamy zadanie:

Max x0=cx

Az =b

x>0

macierza uktadu jest [A|b]

Mnozac w razie potrzeby niektore réwnania przez —1 mozemy przyjac, ze b > 0. Aby uzyskaé
T'S dopisujemy macierz jednostkowa i otrzymujemy tablice sympleks T'S = [A|I|b].

Odpowiada temu uklad réwnan

Az + Iy =10
Z; a1 a2 ... Qign
gdzie y = | . A= :
) a1 at2 ... Qltn
Yi
Pierwsza faza
Rozwiazujemy zadanie PL (x): Max yo = —y = —y1 — Y2 — ... — Yt
Ax+1Iy=1»>
x>0 y=>0

zadanie (*) jest ograniczone poniewaz y > 0 = yo < 0. Dodatkowo jezeli p nalezy do obszaru
dopuszczalnego zadania pierwotnego, czyli Ap =b p > 0 to
P = (p,0,...,0) jest punktem optymalnym (x) gdyz
P1 0
[AIlp=A| ¢ |+1]| : | =D
Pn 0
za$ yo(p) = 0

I Przypadek:
Jezeli w rozwiazaniu optymalnym zadania (%) yYomaer < 0 to wielodcian
W ={x € R"| Az = bx > 0} jest zbiorem pustym (zadanie pierwotnie sprzeczne).

IT Przypadek:
Jezell Yomaz = 0 to T'S opisujaca wierzcholek optymalny zadania (%) pozwala nam opisaé

wierzcholek zadania pierwotnego.
T = [A]D]b]

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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a) Jezeli wszystkie zmienne y1, 4o, ..., ¥+ sa niebazowe to macierz powstala po wykresleniu
kolumn z nimi zwigzanych jest T'S opisujaca wierzchotek obszaru dopuszczalnego zadania pier-
wotnego.

Rzeczywiscie. Jezeli (p1, .., Pn, Y1, .-, y¢) jest wierzchotkiem opisanym [A|D|b] to
y1=0,..,9 =0, Ap=15>

(A zawiera macierz jednostkowa)

[A]b] powstala z [A|b] przez operacje elementarne na wierszach, wiec opisuje ten sam wielo-
Scian.

b) Niech y; bedzie zmienna bazowa. Przyjmijmy, ze kolumna odpowiadajaca y; ma jedynke
w j-tym wierszu i pozostale wspélrzedne = 0.

10 jezeli wiersz j-ty ma tylko jeden element niezerowy ( j- ty wiersz A jest zerowy )
to znaczy, ze [A|b] i A byly ukladem zaleznym. Taki wiersz i kolumny mozna wykresli¢ ( w
praktyce zostaje).

20 Jezeli oprécz jedynki odpowiadajacej y; istnieje aj, # 0 w j-tym wierszu macierzy
A to wybieramy go jako element centralny i po przeksztatceniach elementarnych otrzymujemy
TS, w ktoérej y; jest niebazowe, za$ x, jest dolgczone do bazy.

Po wykonaniu I fazy otrzymujemy 7'S opisujaca wierzchotek obszaru dopuszczalnego T' lub
informacje, ze zadanie bylo sprzeczne.

Druga faza:
Najpierw budujemy wiersz kosztéw zredukowanych
Max x9g=cx
Koszty zredukowane to xg = dx+ by gdzie d = (d1, ..., dy) to dj = 0 gdy z; - bazowa. Wektor
d wyliczamy wstawiajac do rownania xg = cx
ai1 ar2 ai,, b’f
réwnania x; = b; — aj;z; pochodzace z T'S [A*|b*] =
a1 a2 ... Gy | bF
Dalej zadanie rozwigzujemy prosta metoda sympleks.

Przyklad 6.1. Badamy zadanie:
Mazx xg = Tx1 + 2209 — 323 — 4
8r1+ 310 —dxg+x4 =4
3r1+ 20— 223 — 24 =1
x1,T2,23,%4 2 0

I faza:
Wprowadzamy sztuczne zmienne y; i yo i funkcje celu i otrzymujemy:
Mazx yo = —y1 — y2
8r1 +3x0 —brs+ x4 +y1 =4
31+ 22 —2x3 — 24 +y2 =1
T1,T2,T3,%4,Y1,Y2 2 0

Zamieniamy teraz funkcje celu podstawiajac: y1 = —(8x1 + 3z — bwg + x4 — 4) 1 y2 =
—(3$1 + x9 — 223 — x4 — 1).
Otrzymujemy:

yo—(8.7}1—1—3.7}2—5.7}3—}—%4—4)—(3.291—}—3}2—2.7}3—1‘4—1) =0
yo — 11z — 4x9 + T3 = —5 Zadanie opisujemy tablica:
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baza sztuczna

Ty T2 T3 T4 Y1 Y2
—-11 —4 7 0 0 0|5
8 3 -5 1 1 0] 4

1

3 (1) -2 -1 0 1

Opuéciliémy tu kolumne odpowiadajaca zmiennej yg bo, jak wczeéniej zauwazyliSmy, kolum-
na ta nie ulega zmianie podczas rozwigzywania.
Wybieramy kolumne poprawiajaca xs.

Min {%, %} =1 i element centralny zaznaczamy nawiasem

10 -1 —40 4]-1
-10 (1) 41 =3[ 1
31 -2 -10 1] 1
00001 1]0
-1 0 1 41 =3[1
11072 -5|3

Zmienne sztuczne wypadly z bazy wiec mozemy je wykresli¢. Pozostalta tablica opisuje wierz-
chotek startowy (0,3, 1,0).
Wracamy do pierwotnej funkeji celu i liczymy koszty zredukowane:
xo=Tr1+ 219 — 303 — w4 = Ty + 2(—21 — T4 + 3) — 3(x1 — 424 + 1) — 24 = 221 — 324+ 3
i otrzymujemy tablice sympleks:
-2 0 0 3|3
-1 01 41
(1) 1. 0 7|3
Pierwsza kolumna wyznacza krawedz poprawiajaca. Idac nig otrzymujemy.
020 17]9
0 1 1 114
110 7|3
Ta tablica opisuje jedyny wierzcholek optymalny (3,0,4,0),
w ktérym Max xg =9

Przyklad 6.2. Rozwiazmy zadanie:
Max xg = 3x1 + 8x2 — 223 — 24
201+ 20 —x3+ 624 =3
T1+x9—3Tr3— x4 =25
T1,X2,X3,T4 >0

I faza:
Wprowadzamy sztuczne zmienne y; i yo i funkcje celu
Max yo = —y1 — 2
O=yo+y1+y2=2y0— (221 + w2 — x3+ 624 — 3) — (1 + 22 — 323 — 24 — 5)
Yo — 3x1 — 29 + 4x3 — bry = —8
co daje tablice sympleks
(-3 =24 -5 0 0|-8
2 1 -1 (6) 1 0| 3
1 1 -3 -1 0 1| 5
stosujac prosty ?ggorytm metody sympleks otrzymujemy kolejno:

— = — L =2 0 2 0 ‘ — ==
= <7 —_= = 0 =
L = i — = 0 = I =
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10 2 7 2 0[-2

21 -1 6 1 0] 3

-1 0 -2 -7 -1 1] 2
Nad kreska sa same liczby nieujemne a funkcja celu jest réwna -2 zatem zadanie jest sprzeczne

(obszar dopuszczalny jest zbiorem pustym).

6.2. Modyfikacje dwufazowej metody sympleks
1. Metoda czeSciowej bazy sztucznej

W metodzie dwufazowej wystarczy dodaé tylko tyle zmiennych sztucznych, by otrzymacé
macierz jednostkowa.

np.

Max o = cx

Ala: < b1

A2$ = b2

x>0

W tym przypadku mamy ¢; zmiennych bazowych i gdy b; > 0 dodajemy tylko t2 zmiennych
sztucznych.

Max x9g=cx

Az + Itlf =b

Azx + Ito = bg

x>0

T2>20

y=>0

W przypadku rzeczywistych obliczen ( na maszynach) zwykle nie stosuje sie czesciowe]j bazy
sztucznej. Nie trzeba wéwcezas wyszukiwaé w macierzy A kolumn zero - jedynkowych.

2. Mozna obie fazy rozwiazaé na jednej T'S. W zadaniu:
Max x9g=cx

Ax=b

x>0

Rozwazamy obie funkcje celu jednoczeénie.

Max x9g=cx

Maz  yo=—y

Az +ITy =10

x>0 y=>0

Budujemy tablice sympleks majaca dwa wiersze nad kreska.

o | Yo |1 X2 ... Tp |Y1 ... Yt | WW
— | 11]0 —c 0 .. 0] 0
TS=B"1 611010 0 .. ol1 . 1l0 |
| 0] 0| A | I b
gdzie
110]0..0
B=|0|1]1.1
olo| I

W fazie 1 maksymalizujemy yg i w rezultacie otrzymujemy, ze zadanie jest sprzeczne lub T'S
opisujaca wierzcholek startowy (lacznie z kosztami zredukowanymi funkeji zg).

Ta metoda nigdy nie prowadzi do zmniejszenia liczby operacji (np. wyszlo, ze zadanie jest
sprzeczne, wiec naliczylidémy sie zupelnie niepotrzebnie).
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Przyklad 6.3. Badamy zadanie:
Max xog = Tz + 2209 — 323 — 24
8r1+3x0 —brs+x4 =4
3r1+x0 — 2203 — 24 =1
T1,X2,X3,T4 =20

I faza:

Wprowadzamy sztuczne zmienne y; i y2 i funkcje celu

Maz yo = —y1 — y2

Yo+yr+y2=0
yo—(8561+3x2—5x3+:z:4—4)—(3x1+x2—2x3—x4—1) =0
yo — 1lxy —4xo + Ty = —5

baza sztuczna

(g0 xo a1 w2 w3 x4 |y1 y2 | WW
1 0 —-11 —4 7 0] 0 O -5
o 1 -7 -2 3 110 0 0 | Wybieramy kolumne poprawiajaca xs.
0 0 8 3 =5 111 0 4
. 0 0 3 (1) =2 -1 0 1 1
Min {%, %} =1 i element centralny zaznaczamy nawiasem
(1.0 1 0 -1 —4[0 4]-1
01 -1 0 -1 —-110 2 2
00 —1 0 (1) 411 -3 1
00 31 -2 -1]|0 1 1
1.0 0 0 0 01 110
01 -2 00 3|1 —-1/3
00 -1 01 4|11 =3|1
00 11 0 712 —-513

Koniec fazy pierwszej. Wszystkie sztuczne zmienne sg niebazowe wykreslamy wiersze i ko-
lumny zwiazane ze sztucznymi zmiennymi.

(1 -2 0 0 3|3

0 -1 01 41

0 (1) 1. 0 73

Kolumna x; wyznacza krawedZ poprawiajaca. Idac nia otrzymujemy.
(10 2 0 17 9

0011 11 4

0110 7 3

Ta tablica opisuje jedyny wierzcholek optymalny (3,0, 4, 0),

w ktorym xpqr = 9

3 Metoda duzego M.

Czasami potrafimy oszacowaé wartosé¢ xg i max x;. Szczegdlnie w zagadnieniach catkowi-
toliczbowych np. transport ciezaréwkami i gdy wsréd warunkéw sa 0 < z; < b;.

Aby rozwiagzaé¢ zadanie: Max x¢ = cx

Axr=b>

x>0

wybieramy liczbe M dostatecznie duza i rozpatrujemy zadanie Max Tg=cxr — My
Az +ITy=1»

x>0 y = 0.
Teraz poprawione zadanie opisane jest tablica sympleks:
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—c—dM | 0.0 | —M -3 b;

A | T | b ’

gdzie wektor d jest suma wierszy macierzy A.

Rozwiazanie zawsze istnieje, ale czasami w opisie kosztow zredukowanych wierzchotka opty-
malnego wystepuje M - oznacza to, ze zadanie wyjSciowe jest sprzeczne. W stosunku do po-
przednich metod zyskujemy to, ze mamy jedng faze i jedng funkcje celu.

TS =

Przyklad 6.4. Max x9=1x1 — 222 — 324
X1 —T9g — T3 = 1
—x1+To+2x3—24 =1
Sprowadzamy do zadania:
Maxr Tg=x1 —2x2 —3x4 — My; — My
T —r2—23+y1 =1
—r1+ T2+ 203 -4+ Y2 =1
z; 20,y>0

Otrzymujemy nastepujace tablice sympleks:

To| T1 T2 T3 T4 | Y1 Y2 | WW
1|-1 2 0 3|M M| 0
of T -1 -1 o] 1 of 1
 0|-1 1 2 -1] 0 1| 1
[(1|-1 2 -M 3+M|0 0]-2M
1 -1 -1 01 0 1
0]-1 1 (2 -1|01 1
(1| -1-3IM 243M 0 3+iM|0 IM|-3M
I R I T
| 0 —2 3 1 210 3 2
(1|0 1.0 2|2+M M+1]|3
01 -1 0 -1 2 1]3
(00 01 -1 1 1|2

Rozwiazaniem jest wierzcholek (3,0,2,0), w ktérym funkcja celu osiaga wartosé 3.

Zadania

Cwiczenie 6.1. Opisz dwufazowy algorytm metody sympleks na przykladzie zadania:
Min xzg = 3x1 + 4x9 + 23 , gdy:
T1 —dxro+2x3 > 5
x1 + 3x9 + 223 < 2
1 — o2+ 313 > 3
1 20,2020, 23 >0,
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Cwiczenie 6.2. Opisz dwufazowy algorytm metody sympleks na przykladzie zadania:
Min zg = 3x1 — 2 + 223 , gdy:
1 — Dro + 223 > 4
1 —5ry +1x3 > 3
1+ 3x9 — 223 <5
1 20,292 20, 23 >0,



7. Wlasnosci metody sympleks

7.1. Zrewidowana metoda sympleks.

Kolejne kroki otrzymywania TS prowadzg do narastania btedow - duza liczba mnozen i dzie-
lei powoduje, ze wyniki sa coraz mniej dokladne (algorytm metody sympleks nie jest stabilny).
Przypuéémy, ze T'S startowg jest
—cn 0.0 | bg
Av | T |0
i w m-tym kroku uzyskalismy tablice zawiazana z wyborem zmiennych bazowych z;, , zi,, ..., T;,.
Oznacza to, ze macierz B = [k;,, kiy, ..., k;,] gdzie k;; jest i;-ta kolumna macierzy A = [A,|I],
spelnia warunek

0] Ay | I |b
jest m-tg T'S,
to znaczy jej kolumny k;,, ..., k;, tworza macierz jednostkowa
a5 1 —CpB o1 1 CBBil
B_[o B] B _[0 B!

Co pewien czas (np. co 100 krokéw) zamiast wylicza¢ T'S metoda eliminacji GJ, wyliczamy
ja bezposrednio ze startowej T'S mnozac ja z lewej strony przez odpowiednia podmacierz B~1
wyznaczong przez wybor bazy.

Kolejna T'S powstaje z poprzedniej przez mnozenie z lewej strony przez macierz réznigca
sie od jednostkowej tylko jedng kolumna a wiec postaci

_ —d.r _
L[| =22 0
0 .. | =210
Gor 0| aps |0
o . . 0| ... |0
o AP e
E=|. =1L : DL
: —1 : Qyr | : : I Qy,r
A~y r . 0 0
0 Qt 0
. —QtT
L 0 . Ay 1 p
Qo,r
aq,r
gdzie kolumna gléwna macierzy poprzedniej ma postaé " |ielementem centralnym jest
"
-]7”.l
L at,r n

a’YJ"

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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0
[0 agr
l QoT — ST RS ' ajﬂ”
aq.r U .
. = : = 1]y
atr
our — —— - Q4 .
at,r i r 7T N
0 .

Macierze B, ' — E, . E,_4...E,. Poniewaz macierze typu E sa podobne do macierzy ele-
mentarnych (I + a - e;;) mozna tak modyfikowa¢ uzyskiwanie macierzy B (dobierajac kolejnosé
mnozenia przez macierze elementarne by zminimalizowaé bledy) i dodatkowo jesli macierz po-
czatkowa byl a rozrzedzona, tzn. miala malo wspdétczynnikéw # 0, by macierz wynikowa byta
tez rozrzedzona.

Algorytm zrewidowanej metody sympleks:

Dana jest poczatkowa T'S (lub macierz opisujaca wieloScian i koszty).

W kolejnym kroku mamy dodatkowo macierz B—1 powstala przez odwrécenie podmacierzy
wyznaczone] przez zmienne bazowe i liste zmiennych bazowych.

o 1 |eB™!

Ty 0

Lo 0 B_l

Ty 0
bo bo
b/ ——1 b1

1) wyliczamy wyrazy wolne L1 =B

b} by

2) wyliczamy koszty zredukowane
2i = —¢C; + CB_lk‘i
gdzie k; jest i-ta kolumna macierzy A (poczatkowej)
3) test optymalnosci
Jezeli V; z; > 0 to stop:
0, 7¢&{i1,i2,....0}
b, wpp
Jezeli nie, to wybieramy kolumne gtéwna taka, ze ¢; < 0
4) obliczamy kolumne gtéwna ki = B~1 - k;
5) test skonczonosci
Jezeli k; < 0 to stop: otrzymujemy nieskoficzona krawedz poprawiajaca

wierzchotkiem optymalnym jest x; =

v,
6) wyznaczamy element centralny Min {Oj,}
m;i>0 J

7) wyliczamy nowa B stosujac do B~1 przeksztalcenia GJ i ustalamy nowg liste zmien-
nych bazowych.

[—CNOI)():O‘|

Av [T] b
nastepna
—CN + CNBflAN ‘ cB! ‘ 6 =cB!
TS = ANB—I

B! ‘ B~ 1b

nie interesujaca - nie wyliczamy

Policzmy ile dzialan wykonujemy w przypadku tablicy o n kolumnach i ¢t wierszach.



7.1. Zrewidowana metoda sympleks.

o1

Przeksztalcenia
Metoda Gausa Koszty Razem
Jordana zredukowane
x1/ (t+1)(n—t+1) tin—t)+n+1
Sympleks 7 tn—t+1) tn—t+1)
. %1/ (t+1)2 t(n—t) t(n —t) 4 (t +1)?
7
rewidowana i HE+1) Hn— 1) Hn+1)
Whniosek:

Zazwycza] metoda zrewidowana jest drozsza, ale zyskujemy dokladnosé.
Niestety macierzowy algorytm metody sympleks, w przeciwienstwie do geometrycznego, mo-
ze sig zapetli¢. Sytuacja zachodzi wtedy gdy jeden wierzchotek moze by¢ przedstawiony za pomo-
ca wielu tablic sympleks. Mozemy w nieskonczonosé wedrowaé krawedziami zdegenerowanymi
po jednym i tym samym wierzchotku. Aby unikngé tej sytuacji niektore algorytmy wykorzystuja
numerowanie leksykograficzne wierzchotkéw. Patrz [4]

Aby wierzchotek mégl byé przedstawiony wieloma tablicami sympleks z prawej strony kreski
musza znajdowaé sie zera. Algorytmy wykonujace przeksztalcenia Gaussa - Jordana nie sg
stabilne co w konsekwencji daje blad ale i przerwanie petli - co wykorzystuja inne algorytmy.

Podamy teraz przyktad zapetlenia sie algorytmu sympleks pochodzacy z [3].

Przyktad 7.1. Max xy = %:1:4 — 20x5 + %l’e — 6x7, gdzie

x1+%x4—8x5—x6+9x7:0
x2+%$4—12x5—%x6+3x720
T3+ 26 =1

1 >O,x2 >O,I3 > 0,.7542 0,:U5 >0;l‘6 }O,$7> 0

Ten uklad réwnan daje nast¢pujaca TS

1/0 00 =2 20 —3 60
0[1 00 (3 -8 -1 9]0
0j0 1 0 & —-12 —% 3|0
(0j00 1 0 0 101
Otrzymujemy nastepujace TS:
1/ 3000 -4 -2 33]0
0] 4001 -32 —4 360
0|-2 100 (4 32 -15(0
0 0010 0 1 0ft1
(1] 1 1000 -2 18]0
0[-12 8 0 1 0 (8 -840
1 1 3 15
0o -+ 2001 2 -0
0| 00100 1 O0f1
(1|2 30 00 =30
3 1 21
0[-2 10 £ 01 =30
0 j% -3 0 —%71 0 (% 0
0| 5 -1 1 —3 00 3|1
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1/-1 10 -2 16 0 0|0
0[(2) -6 0 =3 56 1 0]0
1 _ 2 1 16
0] 2+ -2 0 -3 ¥ o1jo
0| -2 61 2 -5 0 0|1
(1]/0 -2 0 =% 44 L 0]0
0[1t -3 0 -2 28 5 0/0
1 1 1
0/0 (3) 0 ¢ -4 —¢ 1]0
0j0 01 0 0 1 0|1
1/0 00 -2 20 -1 6]0
0/t 00 ; -8 —-19]|0
0jo 10 5 —-12 —% 3|0
(0j001 0 0 10/l

I tak ostatnia siddma TS jest identyczna z pierwsza.

Wszystkie tablice opisuja wierzcholek nieoptymalny p = (0,0, 1,0,0,0,0)
Idac inng droga otrzymujemy:
- 3 o

1/0 00 -2 20 -1 60
0/t 00 3 -8 -1 9]0
0j{0 10 () —-12 -1 3]0
(0j00 1 0 0 101
1/0 300 2 -3 20
0[1 -3 00 -2 -2 210
0/0 201 -24 -1 60
(0|0 010 0 (1) 01
B 3 5 21 | 5

2 4 2 | 4
0/0 2 11 -24 0 6|1
(0|0 010 01 0f1

Ostatnia tablica opisuje wierzchotek optymalny ¢ = (%, 0,0,1,0,1,0).

Rada praktyczna:

Krawedzie zdegenerowane pochodza od tych zmiennych, ktére na przecieciu swojej kolumny
i réwnania (wiersza) o wyrazie wolnym 0 maja liczbe > 0.

Badamy wiersze o zerowym wyrazie wolnym i szukamy krawedzi poprawiajacych, ktére maja
w tym wierszu liczbe < 0.
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8.1. Teoria dualnosci.

Definicja 8.1. Rozwazmy zadanie PL zwane pierwotnym P.

Maz zg = 127 + coxd + szl + by,
gdzie x1 € R™ 29 € R" 23 € R™, 1 = (x1, %2, x3) € RMTN21N3

[Arn | A | Arg] o® =bf
| A 1 ‘ As o ‘ Agg| ot < bl
|Asy | Asz2 | Asz] 2t > 0]
x1 € R™M, 29 20, 3 < 0.
wtedy zadaniem dualnym D nazywamy zadanie:
Minyo = c1y{ + cays + c3yz + bo,
gdzie y1 € R, ys € R, y3 € R,y = (y1, 42, y3) € R 11240
[Arip,l ‘ A2T,1 ‘ A%jl-‘ yT = ClT
’A{Q ‘ AT, ‘ Ai{z’ yl' > cf
{Ar{,?) ‘ A22r73 ‘ A§,3J y' <cf
Y1 € Rtla y2 2 0, y3 < 0.
Reguty przechodzenia od zadania pierwotnego do dualnego przedstawia tabela:

Jezeli P ma n zmiennych to D jest opisane przez m nieréwnosci (réwnan). Jezeli P jest
opisane t nieréwnosciami to D ma ¢t zmiennych.

Pierwotne Dualne
min max
max min
i-ta nier6wnosé¢ zgodna z typem i-ta zmienna > 0
j-ta nierownosé¢ niezgodna z typem j-ta zmienna <0
k-ta nieréwnosé jest rownaniem k-ta zmienna nieograniczona
i-ta zmienna > 0 i-ta nier6wnosé¢ zgodna z typem
j-ta zmienna < 0 j-ta nier6wnos¢ niezgodna z typem
k-ta zmienna nieograniczona k-ta nieréwnos¢ jest rOwnaniem

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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gdzie:
dla zadan typu Max
alz < b - nieré6wno$é jest zgodna z typem
a’z > b - nier6wno$é jest niezgodna z typem
dla zadan typu Min
a’z > b - nier6wno$é jest zgodna z typem
alz < b - nier6wnoéé jest niezgodna z typem

Przyktadami par zadan wzajemnie dualnych sa:

P: max cz’ D: min  by”
AzT <oT ATyl > o
x>0 y >0

lub

P: mar cx” D: min  by”
Aa;T — bT ATyT > CT
x>0 y e R

Przyklad 8.1. Jezeli zadanie pierwotne P ma postaé:
Max x9g=2x1+ 19 — T3
1+ w2 > —3
T+ 3x9 + a3 > 2
—x1+2x3="7
To+ 23 <D
T1 2 0, T3 < 0

-3 110
bl = 3 A= _1 g ; c=(2,1,-1)
5 011

to zadanie dualne D ma postac:
Minyo = —3y1 + 2y2 + Tys + 5ya
Y1 +y2 —ys = 2 «— zgodna z typem gdyz z1 > 0
Y1 +3y2 +ys =1 «— gdyz x9 nieograniczone

Yo + 2y +ys < —1 < niezgodna z typem gdyz z3 < 0

y1 <0 «— gdyz x1 + x2 > —3 niezgodna z typem

y2 < 0 «— gdyz x1 + 3x2 + x3 > 2 niezgodna z typem

Y3 € R — gdyz —x1 +2x3 =7
ys > 0 — gdyz x2 + 3 < 5 zgodna z typem.

Twierdzenie 8.1. Zadanie dualne do dualnego jest rownowazne zdaniu pierwotnemu.

Przyklad 8.2. Rozwazmy zadanie pierwotne P:
Maz 'z
Az < b

x>0
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|

D Min by
ATy > ¢
y=20

!

D’ —Mazx(—b)Ty
(—AT)y < —c
y=20

!

D(D’) —Min(—c"'z2)
(—AT)TZ > (—bT)T

z2>20

!

P’ Mazx 'z
Az <b
z=20

P’=P

Definicja 8.2. Zadania P; i P, nazywamy réwnowaznymi jezeli mozna od jednego do drugiego
przej$é stosujac nastepujace reguly:
1) Mnozenie nieréwnoéci (réwnania ) przez liczbe r # 0.
1) Mnozenie zmiennej przez liczbe r # 0.
2) Zastapienie nieréwnosci y ;v | a;x; < b para
Do %+ Tpy1 = b
{ Tpt1 2 0 '
2a) Zastapienie pary
Yoty @i+ Tpp1 =0
Tnt1 = 0
nieréwnoscia > ;- ajz; < b.
3) Zastapienie réwnania > ;- ; a;x; = b para
doie1 @i < b
2im1 —aiti < —b
3a) Zastapienie pary
2im1 i < b
g —airy < —b
réwnaniem Y ;- a;x; = b.
o : o : . + _ . z; >0
4) Zastapienie zmiennej nieograniczonej x; para z; = z; — x; , gdzie { :Lf_ S0
(2
5) Zastapienie problemu {zg = cx’ + by |x € D} problemem
{zg = cf(z)T + by | f(x) € f(D)}, gdzie f jest automorfizmem afinicznym.

Twierdzenie 8.2. JeZeli zadania P © Py sq rownowazne to dualne do nich zadania
D7 i Do tez sq rownowazne.
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Dowdéd. Zakladamy, ze zadania pierwotne sa typu Max.

Ad 1). Niech w zadaniu P; j— ta nieréwnosé¢ zgodna z typem mnozymy przez liczbe r # 0.
Wtedy w zadaniu dualnym j— ta kolumna zostanie pomnozona przez te sama liczbe r. Zaste-
pujac w zadaniu dualnym zmienng y; := ryg- otrzymamy ten sam rezultat. Ponadto znak j—
tej nieréwnosci zmienia sie taj samo jak znak nieréwnosci 7(y; > 0). W przypadku nieréwnosci
niezgodnej z typem lub réwnania rezultat jest analogiczny.

Ad 2). Niech w zadaniu P; j— ta nieréwno$¢ ma postaé Y -y a;z; < b za§ w rownowaznym
zadaniu P, bedzie zastapiona parg

Yoty @i+ Tpp1 =0
Tpt1 =0 ’

Wtedy w zadaniach dualnych: W zadaniu D; zmienna y; > 0 za$ w zadaniu Dy zmienna
y; € R i dochodzi nowa nieréwnos¢, wyznaczona przez n + 1— szg kolumne zadania P, jest nig
y; = 0. Zatem otrzymujemy to samo zadanie.

Ad 3,4). Niech w zadaniu P, j— ta réwnos¢ ma postaé¢ Y i~ a;x; = b za§ w zadaniu Py j—
ta rownosé zostala zastapiona para:

doie1 @iy < b
Yty —aiwi < b

Wtedy w zadaniach dualnych: W zadaniu Dy zmienna y; € R jest nieograniczona zas w
zadaniu Do zmienna y; zostala zastapiona parg yj > 0, y; > 0. Ponadto w zadaniu P,
dodatkowa nieréwno$é ma wspotczynniki przeciwne do j— tej wiec zadanie Ds mozna uzyskaé
z zadania Dy podstawiajac y; = y;r -y, 0.

Ad 5). Poniewaz kazdy automorfizm afiniczny jest zlozeniem automorfizmu liniowego i prze-
suniecia, dowdd rozbijemy na dwie czesci osobno dla automorfizmu liniowego i osobno dla prze-
suniecia. Przyjmijmy, Ze zadanie pierwotne ma posta¢ Py = {Maxzg = cx’ + by | AzT < b7},
wtedy zadanie dualne ma postaé¢ Dy = {Minyy = by’ +by| ATy" =T, y > 0}.

19 Niech f bedzie automorfizmem liniowym zadanym macierza B. Wtedy f(z)! = BxT i
zadanie

Py = {Mazzy=cf(z)" +bg | Af(x)T <bT} = {Mazzq = cBx’ 4 by | ABzT < b},
Zatem zadanie dualne ma postaé
Dy = {Minyg = by” +by| BTATy" = BTcT, y > 0}.

Zadanie D9 powstalo z zadania D; przez operacje elementarne na wierszach ( réwnaniach ).
20 Niech f(x) = z + d dla pewnego d € R™. Wtedy

Py = {Mazzy=cf(z)’ +bo | Af(x)T <bT} =

{Mazzo = ca’ +cd” +bg | AxT + Ad" < b7} = {Mazxg = ca’ + cd? + by | AzT < bT — Ad”}.
Zatem zadanie dualne ma postaé
Dy = {Minyy = (b— dAT)y" +cd” + by | ATy" =T, y > 0}.

Zadania D; i Dy sa réwnowazne poniewaz w obszarze dopuszczalnym ATyT = ¢’ co po

przemnozeniu przez d daje dATy"T = dc” = cd” . O
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Twierdzenie 8.3 (Stabe twierdzenie o dualnosci). JeZeli p jest punktem dopuszczal-
nym zadania pierwotnego P: Max {xo = cx’ | AzT < bT, z > 0} zas q jest punktem
dopuszczalnym zadania dualnego D: Min {yo = by’ | ATyT > cT', y > 0} to

zo(p) = "'p < bTq = yo(q)

Ponadto jezeli cp” = bq” to p jest punktem optymalnym P, zas q jest punktem
optymalnym D.

Dowdd. Niech p i ¢ beda punktami dopuszczalnymi zadan P i @) odpowiednio. Wowczas:

ApT < bT ATqT > CT
p=0 q=0
co mozemy zapisaé jako:
0 0
0 0
(ApT — b)Y <0 = . (ATqT — Ty > 0 =
0 0
p=0 q=0
Mnozac na krzyz otrzymujemys;
q(ApT — ") <0 R p(ATqT —cy>0eR
Wyliczamy
qAp" < gb” pATq" > pc”
Co daje

cp” = pe <pATq" = qAp" < gb” =bg"

Czes¢ druga
ep’ = bg" to V, z obszaru dopuszczalnego cx’ < bg? = cp?’ = p optymalny i z drugiej
strony identycznie by’ > ep” = bg" = ¢ optymalny
O

Whniosek 8.1. Jezeli zadanie P jest nieograniczone to D jest sprzeczne.

Dowdd. Przypusémy ze D nie jest sprzeczne = istnieje ¢ w obszarze dopuszczalnym zadania D

V. dopuszczalnego cx’ < bg” = P ograniczone
O

Whniosek 8.2. Jezeli D jest nieograniczone to P sprzeczne.
Niestety zadania P i D moga by¢ naraz sprzeczne:

Przyklad 8.3. P =maxr x1+ x2
—r1+ 2o < —1
r1 — a9 < —1

z1,29 2 0
I
0< -2
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Lemat 8.1 (Lemat Farkas’a). Sposrdd ukladow:
1) Azt =b" Az >0
2) yA>0nbyT <0
dokladnie jeden ma rozwigzanie.

Dowdéd. Przypusémy ze 1) i 2) maja rozwiazania xg i yp. Wtedy

xo > 01 yoA > 6 wiec yoAzl > 0. Ale ypAxl = yob? < 0. Sprzecznosé.

Przypu$émy ze 1) nie ma rozwiazania. Stosujemy pierwsza faze z dwufazowej metody sym-
pleks.

Rozwiazujemy zadanie opisane tablica l 0 A 0 1..1 ‘ 0 1,

I |oT
w1 b1
wa ba
gdzie zapisane wierszami A = . ibp! =
Wi bt
, . | dieoodny k1o ke ] bo ,
Koncowa tablica ma postaé [ y - D T | gdzie

wiersz (di...dp) > 01 by < 0. Ale wiersz ten jest kombinacja liniowa wierszy macierzy A.
Oznacza to, e istnieje ciag y = (y1,2, ..., y:) taki, ze (dy...d,) = b yiw;
oraz by = Y.'_; y;b;. Otrzymaliémy rozwigzanie 2) yA > 0 A by” < 0.

O
Podamy teraz pelna wersje twierdzenia 2.5.
Twierdzenie 8.4. Rozpatrujemy zadanie optymalizacji liniowey:
Max xg = c e x, gdzie x € W i W jest opisane ukliadem nieréwnosci:
w, ex < b1
wy e < by
W T < bt
Niech p € W bedzie takim punktem, ze w;ep = b;, dlai=1,2,..., 7 oraz w;ex < b;,
dla 1 > j. Wowczas:
p jest punktem optymalnym tego zadania wtedy i tylko wtedy gdy dla pewnych liczb
rzeczywistych r1 > 0,72 > 0,...,7; > 0 zachodzi ¢ = Y1, riw;.
w1
w2
Dowdéd. Niech B = i bedzie macierza pochodzaca od pierwszych j nieréwnosci. Wéwczas
wj

p nie jest punktem optymalnym wtedy i tylko wtedy gdy kiedy istnieje wektor « taki, ze p+a €
W ixzo(p+a) > xo(p). Poniewaz dtugosé wektora « nie gra roli to tylko j pierwszych nieréwnosci
opisujacych W ma znaczenie. Przeksztalé¢my warunki:
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wie(p+a) <by=wiep
wye (p+a) <by=wrep

wje(p+a)<bj=wjep

ce(p+a)>cepdo:

BaT <0ica® >0.

Przyjmujac oznaczenia A = BT i y = —a otrzymujemy:

yA > 0 A cy? < 0 czyli drugi uklad z lematu Farkasa.

A zatem uklad Az” = ¢ Az > 0 nie ma rozwiazan. Oznacza to, ze nie istnieje ciag liczb
nieujemnych 71 > 0,79 > 0, ...,r; > 0 taki, ze dla x = (r1,72,...,7j) tB = cczylic # Y1, rw.

O

Twierdzenie 8.5 (Silne twierdzenie o dualnosci). Jezeli jedno z zadari P lub D ma
rozwigzanie to drugie tez ma rozwigzanie i wartoS¢ funkcji celu sq rowne.

Dowdd. Przyjmijmy, ze zadanie pierwotne P:
{Mar z¢=caz” | Az” < b} ma punkt optymalny p taki, 7e w; e p = b;, dlai =1,2,...,j
w1

w2
oraz w; e x < b;, dlai > j, gdzie A = . e R

Wy
Wowezas na mocy poprzedniego twierdzenia istnieje ciag liczb nieujemnych
r1 > 0,70 > 0,...,m; >0 taki, ze c = Y7, ruw;.
Zadaniem dualnym jest D: {Min yo = by? | ATy" =T, y > 0}.
Niech ¢ = (r1,72,...,74,0,0,...,0) € RY. Wéwcezas g > 0
w1

w9 .
igA=(ri,re,..,7;0,0,..,0) : =37, riw; = c. Wiec AT¢T = ¢T'| co oznacza, ze ¢

Wy
jest punktem dopuszczalnym zadania D. A
Ale yo(q) = bg" = Y1y biri = 21y biry = Sy (wip”)ri =
=1 (rawi)p" = ep” = wo(p).
Teraz ze stabego twierdzenia o dualnoéci wynika optymalnos¢ punktu q. O

Twierdzenie 8.6 (Twierdzenie o réwnowadze (Kuhn, Tucker)).
Punkt dopuszczalny p zadania P (Max 9 = cx® | AzT < b7, 2 > 0) jest punktem
optymalnym wtedy i tylko wtedy gdy istnieje punkt dopuszczalny q zadania D

(Min yo = by" | ATy" > ¢,y > 0) taki, ze:

1) g(Ap" - ") =0

2) (qA—c)p" =0

Warunek 2) mozemy réwnowaznie zapisaé jako:

2a) p(ATq" = ") =0
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Dowdéd. Niech p bedzie punktem optymalnym zadania P. Woéwczas na mocy silnego twierdzenia
o dualnosci (twierdzenia 8.5) istnieje rozwiazanie ¢ optymalne dla zadania D. Podobnie jak w
dowodzie stabego twierdzenia o dualnosci ( twierdzenie 8.3) uzyskujemy podwdjna réwnosé.

gb" = qAp" = cp”.

7 pierwszej wyciagajac q przed nawias otrzymujemy q(ApT — bT) =0,

za$ z drugiej wyciagajac p? przed nawias otrzymujemy (¢gA — ¢)p? = 0.

Podkredlmy, jezeli p jest punktem optymalnym zadania P a g jest punktem optymalnym
zadania D to spelione sa warunki réwnowagi q(Ap” —b") =01 (¢4 — c)p’ = 0.

Przypuéémy, ze zachodza warunki 1) i 2)
wtedy z 1) otrzymujemy ¢7 Ap = bTq
2) otrzymujemy c’p = ¢ Ap. Zatem
= bT'q = ¢"p i na mocy stabego twierdzenia o dualnoéci p i ¢ optymalne. O

Bezposrednio z twierdzenia i dowodu otrzymujemy:

Whniosek 8.3. Jezeli punkt p jest optymalny to zbior punktéw optymalnych zadania D jest
rowny zbiorowi punktow dopuszczalnych q zadania D speiniajgcych warunki rownowagi.

Uwaga 8.1. Niech p = (p1, p2, .., pn) bedzie punktem dopuszczalnym zadania P zas ¢ = (q1, g2, ..., q¢)
bedzie punktem dopuszczalnym zadania D. Jezeli punkty te spelniaja warunki réwnowagi to:

1) Jezeli ¢; # 0 to punkt p speinia j - ta nieréwno$¢ jako réwnanie.

2) Jezeli punkt p spelnia j - ta nier6wno$é na ”ostro” to ¢; = 0.

3) Jezeli p; # 0 to punkt g spelnia i - ta nieréwnos¢ jako rownanie.

4) Jezeli punkt ¢ spelnia i - ta nieréwnosé na ”ostro” to p; = 0.

Dowdd. Ad 1,2) Jezeli gj > 0 to j - ta nieréwnosé¢ zadania P jest zgodna z typem co daje
gj(wjp' —b;) < 0. Zas gdy ¢; < to j - ta nieréwno$¢ zadania P jest niezgodna z typem co daje
gj(w;pT —b;) < 0. (w; oznacza j-ty wiersz macierzy A).

Teraz q(Ap' — b)) = 22‘21 qj(w;p? — bj) = 0 jest suma liczb niedodatnich. Oznacza to, ze
kazdy sktadnik musi byé¢ zerem czyli ¢; = 0 lub w;p? = b;. Daje to warunki 1) i 2).

Punkty 3) i 4) mozna analogicznie wyprowadzi¢ z drugiego warunku réwnowagi.

Przyktad 8.4.
P: Max x1+ dxo — 223
2x1 +3x90 — 23 <5 =
3x1+ 510 —203=7 =
T+ 2x3 > 6 > =y3=0
Z; > 0

Sprawdzamy czy p = (0, 3,4) jest optymalny?

Szukamy w tym celu punktu ¢ = (y1,y2,y3) spelniajacego oba warunki réwnowagi a po-
tem sprawdzimy czy ktérys ze znalezionych punktéw jest dualnie dopuszczalny. Aby sprawdzié
pierwszy warunek podstawiamy punkt p do nieréwnosci. Poniewaz trzecia nieréwnos¢ spetniona
jest na ostro to trzecia wspélrzedna punktu q musi by¢ zerowa.

0

Ap—b= 0

>0

Budujemy zadanie dualne.
D: Min  5y; + Tys + 6ys
201 +3y2 +y3 = 1 cokolwiek
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3y1 +5y2 =2 5
—y1 — 2y2 + 2y3 > —2
=20, 12 €R, y3 <0

Aby punkt g speliat drugi warunek réwnowagi to poniewaz punkt p ma druga i trzecig
wspolrzedng niezerows to punkt q musi spetniaé¢ druga i trzecig nieréwnos¢ zadania dualnego
jak réwnos¢. Po opuszczeniu trzeciej, zerowej wspolrzednej otrzymujemy:

Syrtoye=5 ) n=0
—Y1 —2y2 = —2 y2 =1

Zatem g = (0,1,0) lub nie istnieje.

Poniewaz ¢ = (0,1,0) jest dopuszczalny dla zadania dualnego, wiec p jest optymalny.

Ponadto ¢ jest optymalny dla D.

Zadania

Cwiczenie 8.1. Rozwazmy zagadnienie programowania liniowego:
Max xg = 3x1 — 4xs + 223 — x4 , gdy
2:6‘1—}-31‘2—21‘3—56424
1 — 229 + 3 — 214 = —8
6x1 — 310 —br3 + 514 <1
r1<0,2020,23€ R, 24 <0
a) Zbadaj, czy (0,3, —2,0) jest wierzchotkiem obszaru dopuszczalnego.
b) Opisz jedna z krawedzi przechodzi przez punkt (0,3, —2,0).
c¢) Napisz zadanie dualne.
d) Stosujac warunki réwnowagi sprawdz czy (0,3, —2,0) jest punktem optymalnym?
e) Opisz wszystkie punkty optymalne zadania dualnego.
f) Zbadaj jaki wymiar ma zbiér punktéw optymalnych zadania pierwotnego.

Cwiczenie 8.2. Rozwazmy zagadnienie programowania liniowego:
Max zg = x1 — Tx2 — 3x3 + x4 , gdy
T1+ T2+ X3+ 14 =2
2x1 — dxo — 623 + 214 < 6
1+ 229 — 33+ x4 =3
21 20,29<0,232>0, 24 €R
a) Napisz zadanie dualne.
b) Sprawdz czy (1,0,0,2) jest wierzcholkiem obszaru dopuszczalnego.
¢) Zbadaj ile krawedzi zawiera w sobie punkt (1,0,0,2).
d) Stosujac warunki réwnowagi sprawdz czy (1,0,0,2) jest punktem optymalnym zadania.
e) Opisz wszystkie punkty optymalne zadania pierwotnego.
f) Opisz wszystkie punkty optymalne zadania dualnego.

Cwiczenie 8.3. Rozwazmy zagadnienie programowania liniowego:

Max zg = 3x1 — 39 — Tx3 + x4 , gdy

r1 + 3x2 — 4x3 + Hry < 10

—x1 4+ 2x9 + 323 + 324 = —5

2x1 + 3x9 — 63 — 224 = 10

1 €ER, 2920, 23<0,242>20.

a) Napisz zadanie dualne.

b) Stosujac warunki réwnowagi sprawdz czy (2,0, —1,0) jest punktem optymalnym zadania.

c) Napisz taka funkcje celu by zbiorem punktéw optymalnych byla krawedz zawierajaca
punkt (2,0,—1,0).
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Cwiczenie 8.4. Rozwazmy zagadnienie programowania liniowego:
Max zg = 3x1 — x2 — 623 , gdy
201 +3x0 — 223+ x4 > 6
—3x1 + dxg + 3x3 — 2x4 = —9
—x1 + 6x9 + 4oz < —3
120,29 <0, 23 R< 024 <0
a) Napisz zadanie dualne.
b) Sprawdz czy (2,0,—1,0) jest wierzchotkiem obszaru dopuszczalnego.
c¢) Opisz dowolna krawedZ zawierajaca z punkt (2,0, —1,0).
d) Stosujac warunki réwnowagi sprawdz czy (2,0, —1,0) jest punktem optymalnym zadania.
e) Zmajdz oszacowanie z dotu na funkcje celu zadania dualnego.



9. Dualna metoda sympleks

9.1. Dualna metoda sympleks.

Badamy zadanie:

P Max x9=clx
Az =0
x>0
o —CN 0
rse [l

przypomnijmy definicje 5.1. T'S jest pierwotnie dopuszczalna (przedstawia wierzchotek ob-
szaru dopuszczalnego) < b > 0

T'S jest dualnie dopuszczalna (przedstawia wierzcholek zadania dualnego) < ¢ <0 (—cy >
0)

TS przedstawia wierzcholek optymalny jest pierwotnie i dualnie dopuszczalna.

Przyktad 9.1. P Min x9=2x1 + 319
1+ 72 > 2
31+ 21027
201 + a9 2 4
I > 0, xT9 > 0
(typowy przyklad zagadnienia diety)

o T1 T2 T3 T4 T | WW
1 -2 -3 0 0 0 0
0 1 1 -1 0 0 2
0 3 2 0 -1 0 7
0 2 1 0 0 —1 4
-2 -3 0 0 0 0
-1 -1 1 0 0] -2
Ts -3 =2 0 1 0] -7

-2 -1 0 0 1|4
jest dualnie dopuszczalna.
Rozpatrzmy teraz zadanie dualne:
D Max yo=2y1+ Ty2+4ys3
Y1 +3y2 +2y3 < 2
y1+2y2+ys <3
y1 20,9220, y3 > 0.
I réwnowazne mu:
D*  Min —yo = —2y1 — Ty2 — 4y3

T5*

= =N
N W
— N

0]0
02
13

o =IO

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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9. Dualna metoda sympleks

Jezeli wykredlimy kolumny zwiazane ze zmiennymi bazowymi to —T'ST = T'S*
Przesledzmy metode sympleks na tych dwéch tablicach réwnoczesnie.

Dualne Pierwotne
740 0]0 -2 =3 0 0 0| O
M 32102 (-1) =1 1 0 0|-2
1210 1l3 -3 -2 0 1 0|-7
-2 -1 0 0 1|—4
0 1 0 -2 0|4 (1)_1 _fgg;l
1 3 2 10| 2
0 -1 -1 -1 1| 1 0 1 (=3) 1 0]-1
0 1 =20 1| 0
0 -2 0 -2 042
1 2 1
-3 0 -3 -3 0]-43 o ‘%
112 10 2 1 0 0
3 503 3 I i
io_i_il 2 0’151%0%
3 3 73 3 0 & 0 -3 1| 3

OtrzymaliSmy rozwiazania

q = (0, %,0,0, g) dla zadania dualnego i p = (%,0, %,0, %) dla zadania pierwotnego. Ale

wartosci funkcji celu sa rowne

Algorytm dualnej metody sympleks

Na starcie mamy TS dualnie dopuszczalng (tzn. —cy > 0)

— b . .
TS = %‘TO gdzie elementy macierzy A oznaczamy:

a;;,1 <1< n, 1< j<tzas kolumny b oznaczamy b;,1 < j < t.

1° Test optymalnosci. Jezeli b > 0 to stop (tablica przedstawia
wierzchotek optymalny)

2° Wybieramy wiersz gtéwny i, taki, ze b; < 0

3° Test sprzecznosci: jezeli w i—tym wierszu
wszystkie wyrazy sa > 0 to stop (zadanie sprzeczne)

Poniewaz i—ty wiersz reprezentuje rébwnanie

Z?:l a; jx; = b;, w ktérym
a;;j 20 xz;>0o0razb; <0

4° Wybor elementu centralnego:

<j

Liczymy minimum Min{

:1<j<t,ai,j<0}.

Qi,j

Jako element centralny wybieramy dowolne a; ; na ktérym
osiggalne jest minimum.
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5° Eliminacja Gaussa—Jordana
6° Wracamy do 1°

Rzeczywiscie 5° daje T'S dualnie dopuszczalna:

nad kreska otrzymujemy W, — j—jWi,

gdzie Wy = (di,ds, ..., d,,) zatem w k—tej kolumnie otrzymujemy

d;
dp — g - @ik

- d.: . d.:
Jezeli ai7k>0toﬁﬂik<0boai7j<0|dk7ﬁ~ai,k20.

d;
ik

dy

Qg

Jezeli a; 1, <0 to >

@i,k < Qg j wigc
d.
di > a5 " Gik

Poréwnanie metody sympleks prostej i dualnej

1) zadanie opisane T'S dualnie dopuszczalna moze mieé¢ rozwiazanie lub by¢é sprzeczne, ale
nie moze by¢ nieograniczone.

1’) zadanie opisane T'S pierwotnie dopuszczalna moze mieé¢ rozwiazanie lub by¢é nieograni-
czone ale nie moze by¢ sprzeczne (T'S opisuje wierzcholek dopuszczalny)

2) Dualna metoda sympleks daje rozwiazanie (algorytm sie koniczy) poniewaz ma tyle krokéw
ile prosta metoda sympleks na zadaniu dualnym.

3) Przy zadaniu Max

W dualnej metodzie sympleks warto$é¢ funkcji celu maleje, ( w pierwotnej rosnie).

Dualna metoda sympleks jest uzywana tylko jako narzedzie pomocnicze, poniewaz niedo-
koniczone obliczenia nie daja przyblizonego rozwigzania, a tylko oszacowanie funkcji celu.

Cwiczenie 9.1. Opisz dualny algorytm metody sympleks na przykladzie zadania:
Min zg = 5x1 + o + 11z3 , gdy:
T1 4+ 2x3 > 5
T+ o + 3x3 < 6
6x1 + 222 + 1523 > 40
120,020, 2320

Cwiczenie 9.2. Opisz dualny algorytm metody sympleks na przykladzie zadania:
Min xg = 2x1 + 429 + T3 , gdy:
2.1‘1 — 5.1‘2 — 21‘3 > 5
z1 + 3z3 + 223 < 6
1 — Sx9 + 73 > 2
120,22 20, 23 2 0.
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10.1. Twierdzenia strukturalne 2

Na zakonczenie wykladu pokazemy zastosowanie teorii dualnosci do opisu wielo$ciandw.
Zacznijmy od dualnego opisu stozkow.

Lemat 10.1. Niech ay, s, ..., a; bedg wektorami. Wowezas zbidr S = {3F_, ria; | r; > 0} jest
wieloscianem.

Dowdd. Niech dim S = n. Dzieki twierdzeniu 2.4 bez zmniejszenia ogdlno$ci mozemy przyjac,
ze S C R™.

Wybieramy wszystkie wektory v € R" spelniajace warunki:

1) Vici<t ;09 <0.

2) Istnieje n — 1 liniowo niezaleznych wektoréw «;,, a,, ..., o, , W zbiorze {aq, o, ..., a4} ,
takich ze v1<j<n Oéij ey = 0.

3) yey=1

Warunki 2) i 3) wymuszaja skoficzong liczbe wektoréw ~.

Niech W =, H, gdzie H, = {z € R" | x v < 0}. Pokazemy teraz, ze S = W.

Z warunku 1) wynika inkluzja S C W.

Niech b ¢ S. Badamy zadanie

Max xo =bex
Vlgigt o; T < 0.

Poniewaz wektory «; rozpinaja przestrzen R"™ wiec obszar dopuszczalny jest wielo$cianem o
jedynym wierzchotku p = 0. Warunek b ¢ S oznacza, na mocy twierdzenia o dualnosci, twierdze-
nie 8.4, ze p nie jest punktem optymalnym tego zadania. Zatem istnieje krawedz poprawiajaca.
Niech v bedzie unormowanym wektorem kierunkowym tej krawedzi. Wéwczas:

1) v € W implikuje Vi<t o; @y < 0.

2) v jest wektorem krawedzi wiec istnieje n — 1 liniowo niezaleznych polprzestrzeni opisuja-
cych - wektoréw i, iy, ..., i, _, W zbiorze {1, ag, ..., aq }, takich ze Vigj<n «i; @y = 0.

3)yey=1.

Dodatkowo v e b > 0 wiec b ¢ H., a zatem réwniez b ¢ W.

Wykazalismy, ze S = W jest wieloScianem. O

Lemat ten mozna sformutowaé jako: ”Kazdy wypukly i skoniczenie generowany stozek jest
wielo$cianem”.

Pewna odmiana powyzszego lematu jest nazywana ”Fundamentalnym twierdzeniem o nie-
réwnosciach liniowych” i pochodzi z prac Farkasa [1894, 1898], Minkowskiego [1896], Karathe-
odoryego [1911] i Weyla [1935].

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Twierdzenie 10.1 (Fundamentalne twierdzeniem o nieréwnosciach liniowych). Niech
a1, a9, ..., © O bedg wektorami z przestrzeni R™. Wowczas albo:

I) B jest nieujemng kombinacjg liniowq liniowo niezaleznych wektoréw z
1,009, ...,0.

albo

1) Istnieje hiperprzestrzen V= {x € R" | v e x = 0}, zawierajgca m — 1 liniowo
niezaleznych wektorow z oy, ao, ...,y takich,

zevyeB<0ivyea; >0,7yeay>0,..,7ea; >0,

gdzie m = dim lin{a1, ag, ..., oy, 5}

Dowdéd. Algorytm szukania hiperprzestrzeni.

Krok 1. Jezeli 8 & lin{au, ag, ...,y } to jako V mozna wzia¢ dowolna hiperprzestrzen zawie-
rajaca lin{ay, a9, ..., a¢ } 1 nie zawierajaca [.

Krok 2. Przyjmijmy, ze R" = lin{ai,aq,...,aq}. Wybieramy dowolny liniowo niezalezny
podzbioér D = {«;,, iy, ..., i, } z wektoréw aq, g, ..., ay.

Nastepnie wykonujemy nastepujaca iteracje:

i) Zapisujemy 8 = 3771 aj; ;. Jezeli a;y, @iy, ..., a;, > 0 to stop jesteSmy w przypadku I).

ii) W przeciwnym przypadku wybieramy najmniejszy indeks h sposréd iy, ia, ..., i, taki,
ze ap, < 0. Nastepnie budujemy hiperprzestrzen H = {z | yex =0} = lin(D \ {ay}),
gdzie 7 tak normalizujemy by v e ap, = 1. (Wtedy v e = aj < 0).

iii) Jezeli yea; > 0,7eas > 0,...,vea; > 0 jestedmy w przypadku II).

iv) W przeciwnym przypadku wybieramy najmniejszy indeks s taki, ze v e ag < 0.
Teraz zamieniamy zbiér D na (D \ {an}) U {as} i powtarzamy iteracje.

Dowéd poprawnosci i skonczonosci algorytmu.

Przyjmijmy oznaczenia:

D; zbiér wektoréow uzywanych w i-tej iteracji.

Jezeli proces nie konczy sie to, wobec skonczonoéci zbioru wektoréw «, dla pewnych k < [
otrzymamy Dy = Dy.

Niech r bedzie najwiekszym indeksem, takim, ze wektor «, jest dodawany przy pewnej
iteracji Dy a wyrzucany przy iteracji Dp. (k < ¢ <1, k <p <I). Niech D, = {o,, ajy, ..., i, } 1
B = Z?:1 Qi Q; -

Zaczynamy q-ta iteracje:

ii) Poniewaz nie jestesmy w przypadku I) wybieramy najmniejszy indeks h sposrdd i1, ig, ..., in
taki, ze ap < 0. Nastepnie budujemy hiperprzestrzen H = {z | yex = 0} = lin(D\ {a}}), gdzie
~ tak normalizujemy by ye«y = 1. Poniewaz «y, jest kiedy$ dodawany wiec h < r. Otrzymujemy
vyeo3=ap<O.

iv) Teraz r jest najmniejszym indeksem takim, ze yeo o, < 0. Czylii <r = vyea; >0

Reasumujac 0 > ye 3= e (Zyzl aija¢j> = j—1 ai;yeai; >0 gdyz:

ij <r=yeaqa; >0oraza; >0,

ar <0iyea, <0,
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1> =y e =0 bo a;; € D,N Dy z wyboru r.
OtrzymaliSmy sprzecznosé.
O

Powyzszy dowdd poprawnoscei i skoniczonosei algorytmu mozna znalezé w [12] Twierdzenie 7.1.
Z fundamentalnego twierdzenia mozna tatwo wyprowadzi¢ lemat Farkasa, twierdzenia o
dualnosci i twierdzenia strukturalne.

Twierdzenie 10.2. Kazdy podzbior R" postaci
S={t ripi+ Z;?:l sjoy | St =1, 720, sj = 0} jest wieloScianem.

Dowéd. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy przyjaé, ze dim S = n. Niech p; = (1,p;) € R"t!
oraz @; = (0,;) € R"L. Tworzymy stozek S = {0+ 3'_, rp; + Z§:1 sjog 5 i >0, 55 > 0},
Niech H = {(x0, 21, ..., xn) € R"™!; 19 = 1}. Wtedy S ~ SN H. Ponadto dim S = dim S+1 =
n + 1. Na mocy poprzedniego lematu stozek S jest wielogcianem wiec S tez jest wielogcianem.

U

Twierdzenie 10.3. Niech W C R™ bedzie wieloScianem z wierzchotkiem. Niech
P1, P2, ---, Pt bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkéw W, oraz ay, as, ..., ap bedzie zbio-
rem wszystkich krawedzi nieskoriczonych W

S = {ZEZI TP + Z?:l Eed | Zle Py = ]_’ri > 0’ 8; > 0}
Wtedy S = W

Dowdd. 1) S C W
Niech p = Zle rip; wtedy p € W, bo W jest wypukly.
Poniewaz kazda krawedz zawiera wierzcholek wige V;3; Vi p; +tay; € W.
Zatem Vy V,, pit+tgeW
Na mocy poprzedniego lematu
6= Z?ZI sja; jest wektorem takim, ze V; p+t8 € W Co daje teze.

2) W cCSs:

Przypuéémy, ze W # S i bedziemy dochodzi¢ sprzecznoéci.

Niech g € W\ S.

S jako wieloscian jest zbiorem wypuklym i domknietym.

Istnieje taka polprzestrzen H, ze ¢ € H i SN H # ().

W N H jest wieloScianem zawartym w W, zatem istnieje wierzchotek p wieloécianu H N W.
p nie jest wierzchotkiem W, bo S zawieral wszystkie wierzcholki (a nawet krawedzie). p lezy na
brzegach n liniowo niezaleznych potprzestrzeni opisujacych W N H, wiec lezy na brzegach n — 1
polprzestrzeni opisujacych W. Stad p lezy na krawedzi W

- sprzecznosc. O
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Twierdzenie 10.4. Jezeli W jest wieloscianem, rozZnym od zbioru pustego, to istniejq
takie punkty p1, p2, ..., pr oraz wektory oy, as, ..., g,

ze W = {2521 ip; + Z?zl 850 ’ Zﬁ:l r,=1Ar; >20A S > 0}.

Dowdd. Niech p bedzie punktem wieloScianu W. Definiujemy zbiér wektoréw

V={aeR" |V,eg pt+racW}

Zauwazmy, ze V jest przestrzenia liniowa. Wprost z definicji wynika wlasnosé a € V = ra €
V. Dodatkowo z wlasnoéci wielo$cianéw mamy

a €V =>Vew q+acW

A wigc dla o, 8 € V zachodzi p+ (a+ () = (p+a)+ 8 € W.
Podsumowujac
VaevVeew ¢+ a € W.

Niech S =W nN (p + VJ-) bedzie wieloscianem powstalym z przeciecia W z podprzestrzenia
prostopadlg do V. Zbiér S jest niepusty bo zawiera punkt p ale nie zawiera prostej. Zatem S ma
wierzchotek i na mocy poprzedniego twierdzenia istnieja takie punkty p1, pa, ..., pr oraz wektory
a1, 02, ..., O,

ze S = {25:1 rip; + Z?:l 850 ‘ Zﬁzl ri=1Ar; 20A 8; > 0}.

A stad W = {Zle ripi+ 5oy sjog + 0 4B 4 Y0 ba(—Bz) }a
gdzie 25:1 ri=1Ar; 2 0As; > 0,Na, > 0,\b, > 0, oraz wektory B, B2, ..., Bm tworza baze
przestrzeni V. O

Definicja 10.1. Niech {p1, po, ..., p¢} bedzie zbiorem punktéw z przestrzeni R". WieloScianem
klasycznym w R™ nazywamy zbior:
S = Conv {p1,p2, ... pt} = {Zgzl ripi | Yieiri=1A1 > 0}

Twierdzenie 10.5. Niech ) # W bedzie wieloScianem w R™ z wierzchotkiem. Wtedy
rownowazne sqg warunki:

1) W jest wieloscianem klasycznym.
2) W jest ograniczony (tzn. 3, 3, K(p,r) D W).
3) W nie ma krawedzi nieskonczonych.

Dowdd. 3) = 1) - wynika z poprzedniego twierdzenia
1) = 2) - oczywiste
2) = 3) - oczywiste. O

Metody dowodu i cze$¢ idei pochodzi z nastepujacych twierdzen Karatheodory’ego (orygi-
nalnie po grecku - Kapafedwpn, po angielsku - Carathéodory )
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Twierdzenie 10.6. Niech q bedzie punktem n- wymiarowego stozka
S = {p+ Yo sjay | 85> 0}
wowczas mozna przedstawic jako sume punktu p @ co najwyzej n wektorow.

Twierdzenie 10.7. Niech q bedzie nieujemnym rozwigzaniem uktadu t réownan linio-
wych o n zmiennych AX = b. Wowczas z macierzy A mozna wybraé takie liniowo
niezalezne kolumny [k;,, ki, ..., ki,], ze uklad [k, kiy, ..., ki, ] X = b teZz ma nieujemne
rozwigzanie. ( istnieje niezerowe rozwigzanie bazowe ukladu AX =b.)

Twierdzenie 10.8. Niech q bedzie punktem n- wymiarowego wieloscianu

W = {Ele ip; + Z?:l S0 ’ 22:1 ri=1,7;20,s; > 0}.

Wowczas q jest kombinacjg wypukle co najwyzej n + 1 punktow i wektorow rozpi-
najgcych ten wieloscian.

Cwiczenie 10.1. Niech X = {(2,5),(-2,3),(1,3),(3,7),(1,2)}. Wiedzac, ze punkt
(1,4) € Conv X , (1,4) = £ (2,5) + £ (—2,3) + £ (1,3) + £ (3,7) + £ (1,2). Przedstaw (1, 4)
punkt jako kombinacje wypukta trzech punktéw ze zbioru X.

Cwiczenie 10.2. Niech X = {(1,3),(3,5),(5,4)} zas Y = {(1,1),(2,1)} Wiedzac, ze punkt
(1,4) =3 (1,3)+1(3,5)+3 (5,4)+(1,2)+(1,1) € Conv X+ StY , przedstaw (1,4) punkt jako
kombinacje wypukla trzech elementéw ze zbioru X UY. ( StY ={a(1,2)+b(1,1) | a,b > 0}).

Cwiczenie 10.3. Wiedzac, ze punkt p = (1,1,1,1, 1) jest dopuszczalnym rozwigzaniem ukladu
11 1 1 2 6
Axr =b,gdzie A= |2 -2 1 0 1| ib= | 2 | znajdz wszystkie bazowe rozwigzania
5 —6 2 -1 2 2
dopuszczalne.
Uzasadnij, ze otrzymane punkty leza na jednej plaszczyznie ale nie sa wspolliniowe -( sa
wierzchotkami czworokata).
Przedstaw p = (1,1,1,1,1) jako kombinacje wypukla trzech z otrzymanych punktéw.
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11.1. Zagadnienia catkowitoliczbowe

Definicja 11.1. Zagadnieniem catkowitoliczbowym nazyaw¢ bedziemy zadanie optymalizacji
liniowej w ktérym od zmiennych lub czedci zmiennych wymagamy by byly liczbami catkowitymi.
Na przyktad zadanie typu: Maz {zg =zec |z € W CR", Vicict x; € Z}.

Idea rozwiazania.

Skupmy sie na zadaniu w ktérym wszystkie zmienne majg by¢ catkowite a wieloscian W
jest ograniczony. Jako Wj bierzemy uwypuklenie zbioru wszystkich punktow z wieloscianu W
o wspotrzednych catkowitych. Zbiér W7 jest rozpiety na skonczonej liczbie punktéw. Na mocy
twierdzenia strukturalnego W jest wieloScianem i to takim, ktérego wszystkie wierzchotki maja
wspélrzedne calkowite. Zatem zadania P : Maz {xg = zec | v € W, Vigict x; € Z} i
Py : Max {xy=zec|z € W; C R"} maja te same wierzchotki optymalne. Metoda rozwiazania
polega na przecinaniu wieloScianu W takimi polprzestrzeniami by uzyskaé¢ wieloscian W7.

Rozpoczniemy od prezentacji metody zwanej ”Odcieciem Gomoryego” [7], [8], [9]. Metoda
opiera si¢ na relaksacji problemu i jej kolejnych zacie$nianiach zwanych odcieciami Gomoryego.

Definicja 11.2. Relaksacjg problemu P nazywamy problem
RP: Max { f(z) | z € Q(RP)},
gdzie obszar dopuszczalny Q(RP) jest wiekszy niz Q(P).

Zwykle relaksacja jest opuszczeniem najmniej wygodnych warunkéw opisujacych obszar do-
puszczalny, np. ze wspdirzedne sa catkowite.

Definicja 11.3. Zacie$nieniem relaksacji RP problemu P nazywamy taka relaksacje problemu
P ktérej obszar dopuszczalny jest mniejszy niz obszar Q(RP).

Odcieciem nazywamy zaciesnienie relaksacji w ktérym nowy obszar dopuszczalny jest prze-
cigciem pélprzestrzeni i Q(RP).

Odciecie Gomoryego wykorzystuje proste wlasnosci czesci catkowitej liczby:

la+b] > |a] + [b]

i jezeli x jest liczba naturalna to |za| > z|a]

Stad jezeli obszar dopuszczalny jest ( miedzy innymi ) opisany réwnaniem » ;- ; a;z; = b to
kazdy punkt tego obszaru o wspoélrzednych calkowitych spelnia tez nieréwnosé

[b] = |00t aawi] > 370 [ai] @i

Odcigciem Gomoryego nazywamy wiec ograniczenie obszaru dopuszczalnego potprzestrzenia
H ={x eR"[ XL [ai]zi < [b]}.

Algorytm rozwigzywania zadan calkowitoliczbowych metoda odcie¢ Gomoryego:

0) Dane zagadnienie P: Max {zg =z ec | Azl =b, Vicicn 2; > 0, Vicicn 75 € Z}.

1) Rozwiazujemy relaksacje RP: Max {zo =z ec | Az =b, V1<icn 7; > 0} polegajaca na pominieciu warunkéw V1<

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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2) Jezeli znaleziony punkt optymalny p = (p1, p2, ..., Pn) ma wspdtrzedne catkowite to STOP znalezliSmy rozwigzanie.

3) Wybieramy niecatkowity wspétrzedna p;. Odpowiadajace jej réwnanie ( wiersz macierzy sympleks ) ma postaé Z?:l a;x; -
Dodajemy nieréwnos¢ > |ai|x; < |[pj].

4) Budujemy nowga tablice sympleks z dodatkowa kolumna na nowa zmienng ( tu x4 ) i dodatkowym wierszem opisujacym

5) Rozwigzujemy relaksacje zadana ta tablica i GOTO 2.

Przesledzmy algorytm na przyktadzie:

Przyktad 11.1. Rozwiazujemy zadanie P.
Max g = —3x1 — z3 , gdy
%$1+2$2+x3+%x5 = %
%$1+%l’2+$4+3$5 = %

21 20,2020,23520,242>0,25 >0, x; € Z.

Zaczynamy od budowy tablicy sympleks pierwszej relaksacji. Jest nia:

31 000]/0
; 210 32
1 38
2 2 2

Otrzymalismy tablice sympleks pierwotnie i dualnie dopuszczalna opisujaca wierzchotek
optymalny p; = (0,0, %, %, 0). Poniewaz punkt nie ma wspo6irzednych catkowitych wybieramy
zmienng x3. Odpowiada jej pierwszy wiersz pod kreska i rownanie %xl +2x24+x+3+ %$5 = %
Polprzestrzei odcinajaca opisana jest nieréwnoscia (| 3]z1 + 220 + 2+ 3+ [2]zs < 2] ) czyli

2
2x9 +x + 3 + 25 < 3. Teraz od réwnania 2x9 + x + 3 + x5 + ¢ = 3 odejmujemy wyjsciowe
%1‘1 +2x9+x+3+ %1‘5 = % i otrzymane rownanie —%%1 — %335 +x6 = —% dopisujemy do tablicy

sympleks. Otrzymujemy dualnie dopuszczalna tablice sympleks:

3100 0 0]0
2, 2 01 3 0|3
-3 000 (=3) 1|—3

Stosujemy teraz dualna metode sympleks. Wybieramy wiersz 3-ci i element centralny w
piatej kolumnie. ( 0/ % < 3% ). Po redukcji Gaussa - Jordana otrzymujemy:

ot
ONIF DN =
O O RO
O = OO
— O OO

D WO
=l N O

—2

Teraz wierzcholtkiem optymalnym jest po = (0,0,2, %, 1]0). Poprawiamy zmienna z4. Do
3

tablicy dopisujemy réznice réwnaf |—3 |1 + |3 ]zo + 24 + 626 + 27 = [2] 1 =521 + a0+ 24 +

6z¢ + x7 = % Otrzymujemy:
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3 1 000 0 0|0
1 2 100 3 0|5
5 1 3
-2 L 010 6 0|32
1 0 001 —20]1
b ooo o 1|

Teraz element centralny wybieramy w 4-tym wierszu i 2-giej kolumnie. Po redukcji Gaussa
- Jordana otrzymujemy:

2 0000 0 2]|-1
30100 3 4713
-3 0010 6 1|1
1 0001 -2 0]1
1 1000 0 -2|1

Wyznaczony przez te tablice punkt p3 = (0,1,3,1,1,]0,0) ma wspoétrzedne catkowite wigc
jest rozwiazaniem zadania.

Uwaga 11.1. Odciecie Gomoryego zawsze wyrzuca badany punkt po za obszar dopuszczalny
nowej relaksacji. Rzeczywiscie, jezeli punkt p = (p1, po, ..., pn) ma niecatkowitg wspotrzedna p;
i odpowiadajace jej rownanie ma postac¢ » ;. a;x; = pj to aj = 11 x; jest zmienna bazowa zas
dlai # j a; =01lub p; = 0. Zatem Y ;' |a;]p; = p; > |pj]. Wiec p nie spelnia nieréwnosci
iz lai)zi < [pj].

Uwaga 11.2. Dodawane zmienne sa catkowitoliczbowe gdyz ,, 11 = |pj] — >ieqlai]xi € Z.

Uwaga 11.3. W przypadku gdy obszar dopuszczalny jest niepusty i ograniczony lub niepusty i
wspoélczynniki wyjsciowej tablicy sympleks sa wymierne to algorytm odciecia Gomoryego konczy
sie po skonczonej liczbie krokow, zaleznej od liczby zmiennych, ograniczenia i postaci wspél-
czynnikéw. Niestety jest to algorytm zuzywajacy duzo czasu i pamieci. Patrz [12] Twierdzenie
23.2.

Uwaga 11.4. Jezeli obszar dopuszczalny jest zbiorem pustym algorytm odciecia Gomoryego
moze nie dziataé.

Przyklad 11.2. Badamy zadanie P.
Max zg = z9 , gdy
Xr1 — I9 = %
120,20 20,x; € Z.

Obszar dopuszczalny jest zbiorem pustym zas algorytm urywa sie na pierwszym kroku gdyz
relaksacja jest zadaniem nieograniczonym.

Przyktad 11.3. Badamy zadanie P.
Max zg = z9 , gdy
r1+axres =a
120,29 2 0,x; € Z.

Jezeli a i b sg liczbami algebraicznie niezaleznymi > 1 to obszar dopuszczalny jest zbio-
rem pustym za$ algorytm nigdy sie nie konczy mimo, ze obszar dopuszczalny relaksacji jest
ograniczony.
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Cwiczenie 11.1. Rozwiaz w liczbach calkowitych zadanie:
Min xg = 2x3 + 314 + 625
1+ 2x3+ 24+ 325 =3
Sx9 + 223 — x4 — x5 = 12
V1<i§5 T = 0,.%'Z' cZ

Cwiczenie 11.2. Stosujac odciecie Gomory’ego rozwiaz w liczbach calkowitych zadanie:
Min zg = 41 + 322 + 5x3 , gdy
3$1 — I3 <9
3r1+ 10 =2
r1 + 3$3 <8
x1>O,x2>0,$3>0,xi€Z.



12. Metoda podzialu i ograniczen

12.1. Metoda podzialu i ograniczen

Badamy problem optymalizacji

P: Maz { f(z) | x € Q(P)}

W przypadku gdy obszar dopuszczalny Q(P) niewygodnie opisany, np. wymagamy by nie-
ktore wspotrzedne punktéw byty liczbami catkowitymi, jedna z gléwnych metod rozwiazywania
jest metoda podziatu i ograniczen zwana tez metoda rozgalezien i zamykania. Uzywaé bedziemy
tez skroconej nazwy angielskiej " B&B” ( Branch and Bound ). Nawet tak proste programy jak
Solver w arkuszu kalkulacyjnym Excel sa reklamowane jako uzywajace tej metody. Podstawo-
wymi pojeciami sg:

Definicja 12.1. Podzialem problemu P nazywamy ciag podprobleméw P, Ps, ..., P;, postaci
P;: Maz { f(z) | x € Q(P;)}, gdzie obszar dopuszczalny Q(P) jest roztaczna suma obszaréw

Q).

Podsumowujac, zamiast problemu P : Max { f(x) | € Q} rozwiazujemy ciag probleméw
Py, Py, ..., P, postaci P;: Maz { f(z) | = € Q(F;)}, gdzie obszar dopuszczalny

Q(P) c Uiz Q(P).

Rozwiazanie problemu polega na rozwigzaniu wszystkich podprobleméw. Operacje te nazy-
wamy zamykaniem podproblemu. Postugujemy sie nastepujacymi kryteriami:

Kryteria zamykania podprobleméw.

KZ1 Jezeli pewna relaksacja RP; problemu P; jest sprzeczna, Q(RP;) = (), to problem P;
uznajemy za zamkniety.

KZ2 Jezeli pewna relaksacja RP; problemu P; ma rozwiazanie dopuszczalne p, p € Q(P), to
problem P; uznajemy za zamkniety.

KZ3 Jezeli znamy oszacowanie dolne w* zadania P, np. jest wartoscia funkcji celu w pewnym
punkcie dopuszczalnym i pewna relaksacja RFP; problemu P; ma rozwiazanie o mniejszej wartosci
funkcji celu, to problem P; uznajemy za zamkniety.

Algorytm metody B&B.

Dana jest lista kandydacka L zawierajaca wszystkie niezamkniete
problemy. (L moze np. zawiera¢ tylko jeden problem poczatkowy).

Lista L bedzie sie rozszerza¢ przy dokonywaniu podziatu i skracac
przy zamykaniu problemu. Celem jest osiagniecie L = () .

Dodatkowo mamy sukcesor Z. Jest nim zbiér zawierajacy element ze zbioru
dopuszczalnego i wartos¢ funkcji na tym elemencie. W chwili
poczatkowej sukcesor moze by¢ pusty.

= {(w, f(w))} lub
0

T
x

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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1)Test stopu:

Jezeli L = () to stop,

jesli T = {(w, f(w))} # 0 to w jest punktem optymalnym, a f(w) jest rozwiazaniem,
jesli 7 = () to zadanie jest sprzeczne.

2) Wybér kandydata z listy:

Wybieramy i usuwamy z listy L podproblem Pj.
Ustalamy jego relaksacje RPk.

3) Rozwigzujemy RPFk i testujemy kryteria zamykania:

a) Jezeli jest spetnione kryterium KZ2 i nie jest spetnione
KZ3 to zmieniamy sukcesor w : wy, f: fr, GO TO 1)

b) Jezeli spetnione kryteria KZ1 lub KZ3 GO TO 1)

4) Jezeli zadne kryterium zamykania nie jest spetnione to decydujemy, czy zaciesniamy relaksacje
czy dokonujemy podziatu:

Jezeli zaciesniamy relaksacje to GO TO 3)

Jezeli dokonujemy podziatu to powstate podproblemy dodajemy do listy kandydackiej L i GO TO 2).

Zobaczmy to na nastepujacym przykladzie. Stosowa¢ w nim bedziemy tak zwane podziaty
Dakina [5]. W sytuacji gdy otrzymaliémy niedopuszczalne rozwiazanie p relaksacji RP, w ktérym
i-ta wspolrzedna p réwna p; nie jest liczba catkowita to problem dzielimy na dwa. Tak zwany
"lewy” przez dodanie ograniczenia x; < |p;] 1 tak zwany ”prawy” przez dodanie ograniczenia
z; > [pi] = [pi] + 1.

Przyklad 12.1. Rozwigzujemy zadanie P.

Maz o = =91 — 62 — 223

—%ml — %HTQ + %1‘3 + x4 = %

41 + 329+ 223+ 25 =3

—2x3+ 16 =4

Vix; 20, x, € Z
Jest to zadanie typu:
P: Maxr xp=cex
x € Q(P).
1) Lista L zawiera tylko problem poczatkowy P. Sukcesor jest pusty.
2) Budujemy pierwsza relaksacje RP opuszczajac warunki V; x; € Z.
Teraz zbiér dopuszczalny pierwszej relaksacji jest wielo$cianem.
3) Rozwiazujemy RP metoda sympleks.

i) I T r3 T4 Iy Tg | WW
1 9 6 2 0 0 0] 0
015 =1 1 10 03
0 4 3 2 0 1 0] 3
0 0 0 -2 0 0 1| 4
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Otrzymana macierz jest tablica sympleks pierwotnie i dualnie dopuszczalng wigc opisuje
wierzcholek optymalny relaksacji w; = (0,0, 0, %, 3,4). Nie jest on dopuszczalny dla zadania P
zatem dokonujemy podzialu wzgledem zmiennej z4.

4) Wydzielamy ze zbioru Q(RP) 2 podzbiory, tak zwany ”lewy” i "prawy” przez dodanie
ograniczen:

T4 < EJ =2 lub Ty > {%J + 1 = 3 odpowiednio

Oczywiscie Q(P) C Q(RPr)UQ(RPp) gdyz wyrzuciliémy tylko punkty u o wspdlrzednej 3

z przedzialu otwartego (2, 3). Idziemy do 1).

1) Lista L zawiera podproblemy ”lewy” i ”prawy”. Sukcesor jest pusty.

2) Wybieramy problem "lewy” i ustalamy relaksacje przez odrzucenie warunkéw V; x; € Z.
3) Rozwiazujemy relaksacje problemu ”lewego”.

RP;, Dodajemy ograniczenie z4 < 2 & x4 + x7 = 2

Warunek x4 + 7 = 2 zastepujemy %xl + %1’2 — %xg +x7 = —%, ktory powstaje przez odjecie
pierwszego rownania. Zatem ”lewa” relaksacja ma postac:
Max o = —9x1 — 629 — 213

—%xl — %$2 + %333 + x4 = %
41 + 329+ 223+ 15 =3
—2x3+x6 =4
%l‘l + %33‘2 — gl‘g +x7 = —%
Vix; >0
Budujemy tablice sympleks. Jest ona dualnie dopuszczalna wiec stosujemy dualng metode
sympleks.

9

N[Oy
|
IH b

&

Nt O

NIWw O WNIW O
—_ DN DN

S O O =IO
O O = OO
S R O OO
— o O OO
NI A o NIgl O

Jedynym elementem nadajacym sie na centralny jest —%.
Po przeksztalceniach Gaussa - Jordana otrzymujemy:
19 12 0 0 0 0 4]-2

0 00100 1 2

14 9001 0 4 1

-10 -6 0 0 01 —-4] 6

-5 -3 1 00 0 -2 1
RP;, ma rozwiazanie dopuszczalne p; = (0,0,1,2,1,6,0) xyp = —2. Zapamietujemy to roz-

wigzanie w sukcesorze.

Zamknelismy problem ”lewy” stosujac kryterium KZ2.

1) Nasza lista kandydacka zawiera tylko problem ”prawy”. Sukcesor zawiera punkt p; i
warto$é xg = —2.

2) wybieramy problem ”prawy” RPp i ustalamy relaksacje¢ przez odrzucenie warunkéw
V; x; € Z.

3) Rozwiazujemy relaksacje problemu ”prawego”. .

Dodajemy ograniczenie Ty > l%J +1=3

Ty —T7 =3 —x4+x7=—3
Teraz po dodaniu do pierwszego réwnania dodanego ograniczenia otrzymujemy nowe:
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—%xl — %1‘2 + %.%3 +x7 = —%
Zadanie "prawe” zapisujemy w postaci tablicy sympleks:
9 6 2 0 0 00 0
5 3 T 5
-3 3 3 1L 000} 3
4 3 2 0100 3
0 0 —-20010 4
9 4 Foo001|-}
i rozwiazujemy dualng metoda sympleks. Liczymy Min {9/ %; 5/ %} = @ wiec elementem

centralnym jest —g.
Po przeksztalceniach Gaussa - Jordana otrzymujemy:

3 19 181 9
05 5 000 F|-5
00 0100 —1| 3

3 14 8 | 11
02 410 &L
00 2001 0 4

3 1 21 1
15 -5 000 —-5| 5

Otrzymany wierzchotek optymalny ps = ( 0,0,3, 151,4 0) nie jest dopuszczalny wiec pro-
blem dzielimy na nowe podproblemy Wzglgdem zmiennej x5 i idziemy do 1).

1) Lista L zawiera podproblemy ”prawy,lewy”- Ppy, i ”prawy,prawy”’- Ppp. Sukcesor zawiera
punkt p i wartos¢ xg = —2.

2) Wybieramy problem Ppj, i ustalamy relaksacje przez odrzucenie warunkéw V; z; € Z.

3) Rozwiazujemy relaksacje problemu Ppy,.

RPr, Dodajemy ograniczenie x5 < {%J =2& w1+ 23 =2

Otrzymujemy zadanie opisane tablica:

r 3 19 18 9 7

0 £ = 000 2 0]-—%

0 0 0100 —-10 3

3 14 8 11

0 £ = 010 =z 0 =%

0 0 -2 0 01 0 0 4

3 1 2 1

IR E RS LN
L0 (=5) —% —5 1]-5 .

i rozwiazujemy dualna metoda sympleks. Liczymy M1in {f 3. Q %, 1—5? f} %/% =1 wiec

elementem centralnym jest —%.
Po przeksztalceniach Gaussa - Jordana otrzymujemy:

00 1000 2 1|-27
00 0100 -1 0] 3
00 0010 0 1] 2
00 -2001 0 0] 4
10 -3000 -2 1| 0
01 ¥ o000 & -3 1]

Otrzymany wierzcholek optymalny ps = (0, é,O 3,2,4,0,0) nie jest dopuszczalny. Wartosé
funkcji celu w tym punkcie jest taka sama jak w sukcesorze. Ponadto nad kreska nie ma ”nie-
bazowych” zer wiec jest to jedyny punkt optymalny relaksacji. Oznacza to, ze kazdy punkt
zadania Ppy, ma warto$¢ mniejsza niz sukcesor. Stosujac kryterium KZ3 zamykamy problem.

Idziemy do 1).
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9

1) Lista L zawiera podproblem ”prawy,prawy”’- Ppp. Sukcesor zawiera punkt p; i wartosé
To = —2.
2) Wybieramy problem Ppp i ustalamy relaksacje przez odrzucenie warunkéw V; x; € Z.
3) Rozwiazujemy relaksacje problemu Ppp.
RP;, Dodajemy ograniczenie x5 > {%J +1=3< x4 — 23 =3.

Otrzymujemy zadanie opisane tablica:

rn 3 19 18 9 A
02 2000 & o|-2
00 0100 —1 0] 3

3 14 8 11
02 #o1o 2o
00 —2001 00| 4
1 2 L o000 -2 0| 1
ogliooogl—i
L~ 5 5 5 5 -

OtrzymaliSmy sprzeczno$¢ bo ostanie réwnanie nie ma dodatnich rozwiazan. Zamykamy
problem stosujac kryterium KZ1. Idziemy do 1).

1) Lista L pusta. Sukcesor zawiera punkt p; i warto$é¢ zo = —2. Rozwiazanie jest zawarte w
sukcesorze.

Uwaga 12.1. Metoda podziatu Dakina w przypadku gdy po usunieciu warunkéw catkowitolicz-
bowych otrzymujemy ograniczony obszar dopuszczalny.

Uwaga 12.2. Metoda podziatu Dakina jest skuteczna gdy tylko cze$¢ zmiennych jest catkowito-
liczbowa.

Metoda B&B mozna rozwiazywaé zadanie programowania liniowego z parametrem (pew-
ne wspélezynniki nie sa okreslone), na przyklad zadania w ktérych obszar dopuszczalny jest
wielosScianem ale funkcja celu jest wymierna.

__ a1x1tasxo+...+an,x,
up. MCLZC .CUO T b1£1+b2$2+...+bn1n

xeQ
| —en [ 0| bo
Ts= N |I|b ]
Niech t=)";" ;| bixz; irozwiazujemy zadanie dopisujac réwnanie ¢ do tablicy.
—CN 0 bo
o TS = N |1 b

bix1 4+ boxs + ... + by t

przeksztatcenia polegaja na wyborze elementu centralnego M z'no sz , bi} = min
1,05 > R

i dzielimy na dwa podproblemy
1) % < min — bj - element centralny
J

2) % > min — element centralny - jaki$ z kolumny j

{52}

Przyktad 12.2. Rozwiazujemy zadanie P.

_ _—2z1+x2+43
Max M = TR TE—)

3xr1+ax0+x4 =4

T1+ 229 + 5 =3

Vi$i>0

Ustalmy parametr ¢t = 2x1 4+ 3z2 + x3 + 2 i rozwiazujmy zadanie



80 12. Metoda podziatu i ograniczen

Max o = —2x1 +x9+ 3
3x1+ax0+x4 =4
T1+ 220+ 25 =3
201+ 3x2 + a3 =1t —2
Vi a:i>0

Wtedy maksymalna wartos¢ M jest réwna maksymalnej wartosci % i punkty optymalne

obu zadan pokrywaja sie.
Budujemy wiec tablice sympleks i zadanie dzielimy na podproblemy w zalezno$ci od para-
metru ¢.

-1

N = WND
W N =

[l eo il en) Nan)
o O =IO

Py Jezeli t < 2 to zadanie jest sprzeczne.
P Jezeli 2 <t < % to element centralny lezy w ostatnim wierszu.

2 -1 00 0| 3
3 1 01 0] 4
1 2 00 1| 3
2 3) 1.0 0[t—2

i po przeksztalceniach Gaussa - Jordana otrzymujemy:

8 1 71
3 0 S 0 0] 5t gt
1 i3
-3 0 —5 0 1 A st
2 1 2
s 1 5 0 0] 3t—3
. (0 ly_2 (14 1, 13 2 4o :
Punktem optymalnym jest p = (0, 5t — 5,0, 5 — 3¢, 5 — 5t), maksymalng wartodcia g jest
% + %t. Zatem M przyjmuje wartos¢ M = ¢ = % + % Wartos¢ M roénie ze wzrostem T’ i
przyjmuje maksymalng wartos¢ dla t = % wynoszaca M, = g + %g = %

Py
t > % Tym razem elementem centralnym jest 2.
2 -1 0 0 0| 3
3 1 01 0] 4
1 (2) 00 1| 3
2 3 10 0(t—2

i po przeksztatceniach Gaussa - Jordana otrzymujemy:

5 1 9
R
2 00 1 —5 2
%100% 5

3| _13
To1o 3| -Yyt

Punktem optymalnym jest p = (0, %, —% +t, %, 0), maksymalna wartoscia xg jest %. Zatem
M przyjmuje wartos¢ M = %0 = 2%. Wartos¢ M maleje ze wzrostem T' i zawsze jest mniejsza
niz 3.
Rozwiazanie zadania p = (0, %, 0, %, 0), M = % otrzymaliémy w podproblemie P;.
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Jako literature uzupelniajaca do tego tematu polecamy ksiazki [13] i [12]

Cwiczenie 12.1. Stosujac podzial Dekina rozwiaz w liczbach calkowitych zadanie:
Min zg = x3 + x4 + 325 , gdy
xr1 + l:cg + 2x4 + %:135 =
x2 + 523 + %1’4 + 3x5 =
Vix; >0, x; € Z.

[\S]N=GIEN|

Cwiczenie 12.2. Stosujac podzial Dekina rozwiaz w liczbach catkowitych zadanie:
Max rog = x1 — 229
—z1+22<0
4CL‘1 - 21‘2 < 9
T < 3
Vix; =20 T, € 7



13. Grafy

13.1. Grafy

Definicja 13.1.

1) Grafem skierowanym nazywamy strukture G = {W, S; k, p}, gdzie W jest zbiorem, nazy-
wanym zbiorem wierzchotkéw, S jest zbiorem, nazywanym zbiorem krawedzi (strzalek) zas k i
p sa funkcjami k,p : S — W zwanymi poczatkiem i koficem krawedzi.

2) H={W' 5"k p'} nazywamy podgrafem grafu G = {W, S; k,p} gdy W’ i S’ sa podzbio-
rami W i S odpowiednio za$ k’ i p’ sa obcigciami funkcji ki p do S’.

3) Graf G = {W, S; k, p} nazywamy skonczonym gdy jego zbiory wierzchotkéw W i krawedzi
S sg skonczone.

4) Graf G nazywamy ukorzenionym gdy jest wyrézniony jeden z wierzcholkéw.

Na tym wykladzie bedziemy ukorzenia¢ grafy przez wyprowadzenie z wyrdznionego wierz-
chotka krawedzi bez konca.

Definicja 13.2. Niech G bedzie grafem skierowanym.

1) Droga dlugosci n od wierzchotka A do B nazywamy taki ciag krawedzi s, s2, ..., Sp, Ze
istnieje ciag wierzchotkow A = wg, wi, wo, ..., w, = B spelniajacy warunki:

Vicicn {p(si), k(s:)} = {wio1,wi}, A€ {p(s1), k(s1)} i B € {p(sn), k(sn)}-

2) Droge nazywamy prosta gdy w ciagu A = wq, w1, wa, ..., w, = B
wierzcholki A = wq, wy, wo, ..., w,_1 sa rézne.

3) Cyklem nazywamy droge od A do tego samego wierzchotka A.

Definicja 13.3. Niech G bedzie grafem skierowanym.
1) Graf G nazywamy sp6jnym gdy istnieje droga miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami.
2) Graf G nazywamy drzewem gdy jest spdjny i nie ma cykli.
3) Podgraf H = {W',S"; k', p'} grafu G = {W, S; k,p} nazywamy drzewem spinajacym,
gdy W =W i H jest drzewem.
4) Lisciem nazywamy wierzchotek drzewa z ktérego wychodzi jedna krawedz.
Dokladniej A € W jest liSciem G = {W, S; k,p} gdy Ilses A € {p(s), k(s)}.

Lemat 13.1. Jezeli istnieje droga miedzy wierzcholkami A i B to istnieje droga prosta miedzy
tymi wierzcholkama.

Dowdd. Niech s1, so, ..., s, bedzie droga pomiedzy wierzchotkami A = wog, w1, ws, ...,w, = B 0
minimalnej dtugosci. Jezeli nie jest ona prosta to istnieja wierzchotki w; = w; dla0 <@ < j <n.
Wtedy droga s1, s2, ..., 84, 5j41, .., S, pomiedzy wierzchotkami

A = wo, w1, W2, ..., Wj, Wjt1, ..., W, = B jest krétsza wbrew zalozeniu. ]

Twierdzenie 13.1. Skonczony spojny graf zawiera poddrzewo spinajgce.

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Dowdd. Niech T' = {W' S'; k,p} bedzie maksymalnym poddrzewem grafu G = {W, S;k, p}.
Aby wystarczy pokazaé, ze kazdy wierzcholek G nalezy do T. Przypusémy, ze A € W\ W'.

Ze spbjnoéci G wynika istnienie drogi si, So, ..., S, pomiedzy wierzchotkami

A = wo,wy,ws,...,w, = B konhczacej sie w T'. Niech j bedzie najwiekszym indeksem, dla
ktérego w; ¢ W'. Wéwczas podgraf T" = {W' U{w;}, S’ U{s;t1}; k, p} jest wickszym poddrze-
wem. O

Lemat 13.2. JezZeli drzewo G ma przynajmniej dwa wierzcholki to ma co najmniej dwa liscie.

Dowdéd. Rozwazmy droge prosta s, So, ..., Sy, miedzy wierzchotkami
A = wy,wy,ws, ...,w, = B, o maksymalnej dlugoéci. Drzewo nie ma cykli wiec A # B.
Poniewaz nie da sie tej drogi przedtuzyé¢ to jej konce sg lisciami. O

Lemat 13.3. Niech G = {W, S; k,p} bedzie spdjnym grafem spéjnym zas w € W jego lisciem.
Jezeli G' = {W',S"; k,p} jest podgrafem G powstalym przez wyrzucenie liscia w i krawedzi s
zwigzanej z nim to G’ jest grafem spdjnym.

Dowdd. Niech s1, s, ..., s, bedzie droga prosta w grafie G miedzy wierzchotkami
A = wo, wi,wo, ...,w, = B, gdzie A, B € W'. Jezeli w; = w jest lidciem to s; = 5 = 5541 a
stad w;j_1 = w;41 wigc droga nie jest prosta. O

Poniewaz podgraf drzewa nie zawiera cykli wiec bezposrednio otrzymujemy:

Whniosek 13.1. Niech T' = {W,S;k,p} bedzie drzewem za$ w € W jego lisciem.
Jezeli G' = {W',S"; k,p} jest podgrafem T powstalym przez wyrzucenie liScia w i krawedzi
s zwigzanej z nim to G’ jest drzewem.

Twierdzenie 13.2. Niech G = {W,S;k,p} bedzie grafem skonczonym.
Wowczas rownowazne sq¢ warunki:
a) G jest drzewem.
b) |[W|=|S|+11iG jest grafem spdjnym.
c) [W|=1|S|+1iG nie ma cykli.

Dowdd. a) = b)

Drzewo jest grafem spéjnym, wiec wystarczy pokazaé przez indukcje wzgledem |W|,

ze |W|=1S|+1.

19 Jezeli [W| =1 to S = 0 bo G nie zawiera petli.

20 Niech |W| = n > 2 i przyjmijmy, ze kazde mniejsze drzewo ma o jedng krawedz mniej
niz wierzchotkéw. Na mocy lematu * graf posiada 1i$¢ w. Po usunigciu go wraz ze zwiazana
z nim krawedzig otrzymujemy mniejsze drzewo G' = {W’ S, k,p}. Zatem na mocy zalozenia
indukcyjnego [W'| = |S’| + 1 astad |W|=|W'|+1=1|5+2=|S|+1.

b) = ¢)

Poniewaz G jest spéjny wiec zawiera poddrzewo spinajace G' = {W, S’; k,p}, gdzie S’ C S.
Na mocy poprzedniej implikacji [W| = |S’| 4+ 1. Stad |S| = |S’| a zatem S = 5" 1 G = G’ jest
drzewem i nie ma cykli.

¢) = a)

G jest suma spéjnych sktadowych

Gy = {W1,S1;k,p}, G1 = {Wa, So;k,p},...,G1 = {Wh, Sni k, p},

ktére sa drzewami. Na mocy pierwszej implikacji Vigj<n |Wj| = [S;] + 1.

Teraz |S| +1 = [W| = X0 [W;| = 37 (ISjl+1) = [S|+n. Stad n = 11 G jest
drzewem. O
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Lemat 13.4. Niech T = {W,S;k,p} bedzie drzewem skoriczonym, za$ graf G = {W,S U
{s}; k,p} powstaje z T przez dodanie jednej krawedzi. Wowczas G zawiera dokladnie jeden cykl
prosty.

Dowdd. Algorytm szukania cyklu.

Z grafu G kolejno wyrzucamy liscie wraz ze zwiazanymi z nimi krawedziami. Otrzymany
podgraf G' = {W' S'; k,p} jest cyklem.

Rzeczywiscie G’ jest spéjny, nie ma lisci i |S’| = |W'| poniewaz |S| = |W/|. Warunki te
implikuja, ze z kazdego wierzchotka wychodza dokladnie dwie krawedzie. Zatem G’ jest spojnym
zbiorem cykli a wiec cyklem. O
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14.1. Przeplywy w sieciach.

Siecia nazywaé bedziemy skonczony graf G = {W, S;k,p} wraz z dwiema funkcjami V' :
W — R przypisujaca kazdemu wierzchotkowi liczbe rzeczywista V(w) zwana potencjalem i
C : S — R przypisujaca kazdej krawedzi koszt przeplywu. Poniewaz zawiera wierzchotki i
krawedzie wiec, dla unikniecia nieporozumien, wierzchotki sieci bedziemy nazywa¢ weztami zas
zorientowane krawedzie strzatkami.

Zagadnienie przeplywy w sieciach ( o nieograniczonej przepustowosci ) polega na znalezieniu
schematu przeplywu o minimalnych kosztach, wyréwnujacego potencjaly.

Modelem matematycznym takiego zagadnienia bedzie:

Jako zmienne wybieramy zbiér {z, | s € S} indeksowany strzalkami grafu.

Min xg =Y ,cq C(s)xs na obszarze opisanym nieréwnosciami:

Vwew Yo fses |p(s)=w} Ts — 2ofseS|k(s)=w} Ts =V (W)

vSES zs > 0.

Zauwazmy, macierz opisujaca powyzsze rownania ma wiersze indeksowane weztami a kolum-
ny, z prawej strony kreski, indeksowane strzalkami s (lub zmiennymi zs ). Ponadto kolumna
odpowiadajaca strzalce s ma zera, jedna 1 w wierszu o indeksie p(s) i jedna -1 w wierszu o
indeksie k(s). W przypadku grafu ukorzenionego strzatka si, dochodzi kolumna o indeksie sy,
ktora ma zera i jedng 1 w wierszu o indeksie p(sj)

Jak zsumujemy wszystkie rownania, dla grafu nieukorzenionego, lewa strona zredukuje sie
do 0 i otrzymamy:

0= EwEW V(w)

A zatem ten uklad réwnan jest zalezny i jezeli suma potencjaléw jest niezerowa to jest
sprzeczny. Zagadnienie gdy >, cyr V(w) = 0 nazywamy zréwnowazonym.

Zajmijmy sie teraz zréwnowazonym zadaniem przeplywu w sieci, ktora jest grafem spdjnym.
Okazuje sie, ze w takim przypadku po ukorzenieniu grafu w dowolnym wierzchotku réwnania
staja sie liniowo niezalezne a kazdy uktad bazowy jest wyznaczony przez pewne drzewo spina-
jace. Doktadniej.

Twierdzenie 14.1. Niech G = {W, S; k,p} bedzie spdjnym grafem ukorzenionym w
wezle wy wraz z funkcjami potencjatu Vo : W — R i kosztow C' : S — R takimi, ze
Ywew V(w) =0. Wowczas:

a) Zbior réwnan Ywew (s |p(s)=w} Ts — do{scS|k(s)=w} Ts = V(W) jest liniowo

niezalezny.

b) Jezeli kolumny o indeksach si,s2,...,Sn sq liniowo niezalezne i n = |W| to
podgraf G = {W, S'; k,p}, gdzie S" = {s1, $2, ..., $n} jest ukorzenionym drzewem spina-
jacym.

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Twierdzenie 14.1 w dalszej czesci bedziemy uzywaé poprzez nastepujacy wniosek.

Whniosek 14.1. Niech TS bedzie tablicg sympleks opisujgcq zagadnienie przeplywu w sieci spoj-
nej. Wowczas graf powstatly przez odrzucenie strzatki indeksujgcych zmienne niebazowe jest drze-
wem SpPinajgcym.

Do dowodu czesci b) twierdzenia 14.1 uzyjemy nastepujacego lematu.

Lemat 14.1. Niech ¢ = (s1, s2, ..., Sn) przebiegajgcy miedzy wierzcholkami
wo, W1, Wa, ..., Wy, = wq bedzie cyklem prostym w sieci G. Wowczas kolumny ki, ko, ..., ky
tablicy sympleks indeksowane tymi krawedziami sq¢ lintowo zalezne.

Dowdd. Dowdd lematu. WprowadZzmy orientacje na cyklu ¢ zgodng z kolejnoscia weztéw s1. To

1 ,p(si) = wi—1

znaczy: Niech strzaltka przebiega miedzy weztami w;_1 i w;, definiujemy ¢; =
-1 7p(si) = Wj

Badamy kolumne K = Y"1 | &k;.
W j - tym wierszu kolumny k; (w wierszu indeksowanym wezlem w;) wystepuje element

1 7p(si) = Wy 1 ,p(Si) = Wy
eij =4 —1 ,k(si) =w; =4 -1 ,p(si) =wj—
0 ,p(si) # w; # k(si) 0 ,p(si) # w; # k(si)
—&; 7i = .7
€ij = g ,i=7+1

0 Jj#i#j+1

Zatem w j - tym wierszu kolumny K wystepuje 0 lub £? | — &2 = 0. O

Dowdd. Dowodd twierdzenia.

a) Wybieramy dowolne drzewo spinajace T', ukorzenione. Macierz uktadu réwnan opisujacych
obszar dopuszczalny zadany drzewem jest podmacierza wyjsciowego uktadu wiec do wykazania
liniowej niezaleznosci mozemy przyjac, ze graf jest drzewem spinajacym. Dowdd przeprowadzimy
przez indukcje wzgledem liczby weztow.

19 Sie¢ ma 1 wierzcholek i 1 krawedZ wychodzaca z niego. Zatem macierza ukladu jest
M = [1] o maksymalnym rzedzie.

20 Jezeli sie¢ ma co najmniej dwa wezly to ma ligé wj, ktory nie jest korzeniem. Usuwamy
lis¢ wj; i strzatke s z nim zwigzang. Zobaczmy jak zmienia si¢ macierz M uktadu réwnan. Wiersz
indeksowany lisciem w; ma tylko jedno miejsce rézne od 0 - w kolumnie o indeksie s. Zatem
po usunieciu tego wiersza i kolumny rzad macierzy maleje o 1.

ad b) Po odrzuceniu korzenia otrzymujemy podsie¢ T o n wezlach i n — 1 strzalkach, nie
majacy cykli. A taka sie¢ jest drzewem. O
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Algorytm sympleks w sieciach.
Algorytm ten bedziemy ilustrowaé przykiadem.
Dane zadanie opisane grafem

Graf sieci

w2

X

—

Rysunek 14.1. sieé.

Liczby w weztach opisuja potencjaly za$ na strzatkach koszty.

Jak wida¢ suma potencjaléow jest zerowa wiec zadanie jest zbilansowane.

Ukorzeniamy graf w wezle w; .

Graf ukorzeniony

w2

O
4 \@
Q_’@

Rysunek 14.2. Graf ukorzeniony.
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Do rozpoczecia algorytmu potrzebujemy wierzchotek startowy. Niech bedzie nim nastepujace
drzewo spinajace:

Schemat przeptywu 1
w2
w5
/\
Y —_— = /
1
\ wb
7
wé
2

Rysunek 14.3. Schemat przeptywu 1.

Czerwone liczby oznaczaja warto$ci zmiennych czyli liczba towaru przeplywajaca przez
strzaltke.

Krok 1 TEST OPTYMALNOSCI

Budujemy pomocnicze drzewo kosztéw. Koszty podrozy po strzatkach sg te same a liczby w
weztach obrazuja koszt sptywu jednostki towaru przez korzen. W przypadku podrézy pod prad
koszt strzaltki liczymy ze znakiem minus.

Teraz wyliczamy koszty zredukowane.

Liczymy koszty zredukowane zgodnie z zasada: Na wezle w; umieszczamy liczbe d; z drzewa
kosztéw. Nastepnie koszt kazdej strzalki wychodzacej z w; zmniejszamy o d; za$ koszt kazdej
strzatki przychodzacej do w; zwiekszamy o d;. Wartos¢ funkcji celu zmieni sie przy tej opedracji
o stala d; -V (w;). Metoda obliczania wartosci weztéw w drzewie kosztéw wymusza zerowe koszty
strzalek uzytych w schemacie przeptywu ( zerowe koszty zmiennych bazowych ).

Koszt zredukowany strzalki s; ; miedzy weztami w; aw; wynosi 0;7 ;= Cij — di +dj.

Jezeli wszystkie strzatki maja koszt nieujemny to STOP badany schemat jest optymalny.

Krok 2. WYBOR KOLUMNY POPRAWIAJACEJ

Wybieramy teraz strzatke o ujemnym koszcie i dotaczamy ja do drzewa. W naszym przy-
ktadzie jest to strzalka zaznaczona linig przerywana z we do ws.

Krok 3. WYBOR ELEMENTU CENTRALNEGO

Pojawia sie cykl po ktérym staramy sie przepchnaé jak najwiecej towaru. Dotaczong strzatka
podrézuje A jednostek a pozostalymi strzatkami o A mniej lub wiecej w zaleznosci od ich zwrotu.
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Drzewo kosztow 1

w2

wbh
wil w3
2
\ wb
w4 /
4

Rysunek 14.4. Drzewo kosztéw 1.

Poniewaz zmienne sg nieujemne jako A wybieramy minimum z kosztéw strzatek przeciwnie
zorientowanych niz dodana. W naszym przykladzie A = min{6,7} = 6.

Teraz z grafu wyrzucamy jedna ze strzalek po ktérej nie ptynie towar. W naszym przykta-
dzie jest to strzatka z w; do wsz. W ten sposéb otrzymalidmy nowy schemat przewozu, ktéry
jest drzewem a wiec wierzchotkiem obszaru dopuszczalnego. Funkcje celu poprawiliSmy o A
pomnozone przez koszt dotaczonej strzatki. W naszym przykltadzie wyrzucamy strzatke z w; do
ws3.

GO TO krok 1

Budujemy drugie drzewo kosztéw.

i wyliczamy koszty zredukowane drugiego schematu przeptywu.

Tym razem ujemny koszt ma strzatka z wy do wy. Dotaczamy ja i otrzymujemy cykl:

W naszym przyktadzie A = min{1,2} = 1 wiec wyrzucamy strzatke z wo do w;. Otrzymu-
jemy trzeci schemat przeptywu.

Znowu liczymy koszty zredukowane.

[0.5]KZ3Koszty zredukowane 3

Sa one nieujemne wiec schemat trzeci jest optymalny.

Dwufazowa metod sympleks.

Dana jest sie¢ G = {W, S; k, p} wraz z potencjalem V. Wprowadzamy dodatkowy (sztuczny )
wezel o potencjale 0 i strzalki taczace sztuczny wezet ze wszystkimi pozostatymi tak skierowane
by potencjaly mogty sie wyrownaé. Nastepnie wprowadzamy sztuczng funkcje celu nadajac
starym strzatlkom koszt 0 a sztucznym koszt 1. Dalej stosujemy prosty algorytm sympleks.
Jezeli nie uda sie uzyskaé przeptywu o koszcie 0 to znaczy, ze wyjsSciowe zadanie jest sprzeczne.
W przeciwnym przypadku uzyskamy przeptyw bedacy wierzchotkiem obszaru dopuszczalnego.
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Koszty zredukowane 1

w2

wl

Rysunek 14.5. Koszty zredukowane 1.

Przypadek niezbilansowany.

Przypadek niezbilansowany sprowadzamy do zbilansowanego wprowadzajac sztuczny wezel
o potencjale przeciwnym do sumy pozostalych potencjaléw i strzatki taczace sztuczny wezel
ze wszystkimi pozostatymi. Jezeli sztuczny wezel ma potencjal dodatni to wszystkie sztuczne
strzatki z niego wychodza. Jezeli ujemny to wszystkie sztuczne strzatki maja w nim swoj koniec.
Dalej stosujemy prosty algorytm sympleks.

Cwiczenie 14.1. W sieci o strzalkach z nieograniczonymi przepustowosciami aktualnie reali-
zowany jest nastepujacy schemat przepltywow:

[0.5]ZadPSchemat przeplywu

Wyznacz przeplyw o minimalnym koszcie za pomoca algorytmu sympleks.

Przyklad i zadanie w tym wykladzie pochodza z egzaminéw prof. W. Ogryczaka.
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Schemat przeptywu 1 a

w2

wl

wd

Rysunek 14.6. Schemat przeptywu 1 uzupelniony.

Schemat przeptywu 2

O -

wil w3 /

Rysunek 14.7. Schemat przeptywu 2.
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Drzewo kosztéw 2

4
wl
0
Rysunek 14.8. Drzewo kosztow 2.
Koszty zredukowane 2
w2
,O" ~o w5
s -~
el
4
wl w3 . -
Vi
-
A
7
w4 L

Rysunek 14.9. Koszty zredukowane 2.
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Schemat przeptywu 2 a

w2

SO -
e

Rysunek 14.10. Schemat przeptywu 2 uzupelniony.

Schemat przeptywu 3

ONGY

)
wl w3 /

Rysunek 14.11. Schemat przeptywu 3.
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Drzewo kosztow 3

. . O
O O,
O a

Rysunek 14.12. Drzewo kosztéw 3.

SO

=0,

NSO
@ N

Rysunek 14.13. Sie¢.
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15.1. Zagadnienie transportowe

Mamy n punktéw wysytajacych towar i t punktéw odbierajacych. Istnieje droga od kazdego
dostawcy do kazdego odbiorcy i znany jest koszt transportu jednostki towaru.

Jak zorganizowadé transport, zeby koszt byl minimalny?

Zapiszmy dane w postaci tabeli:

0, 0y - - O [podaz
Dy |ain a2 -+ - ary b1
Dy | az1 aza -+ -+ agy by
D, ap1 Ap2 - - Qngt by
popyt | 1 e - - g

WprowadZzmy zmienne z; ; opisujace ilo$¢ towaru przewozonego od i - tego dostawcy do j -
tego odbiorcy.

Niech a;; oznacza koszt przewiezienia jednostki towaru.

Jako funkcje celu przyjmijmy: min xog = ;" 2221 Q4,5 T4,

Zadanie transportowe nazywamy zbilansowanym gdy podaz = popyt,

czyli 32ty bi = Z§:1 G-

W przypadku zbilansowanym obszar dopuszczalny opisany jest nastepujacym uktadem row-
nan i nieréwnosci:

22:1 x1,; = by, - pierwszy dostawca wysyla caly towar,
Z§:1 T2, = ba, - drugi dostawca wysyla caly towar,

Zz»:l z1,; = by, - n-ty dostawca wysyta caty towar,

St x1; = c1, - pierwszy odbiorca dostaje caly towar,

f:n T2 = c2, - drugi odbiorca dostaje caly towar,

St x1; = ¢, - t-ty odbiorca dostaje caly towar,
Ponadto nie mozna przewozi¢ ujemnej liczby towaréw - a wiec:

VicisnVigi<e @i = 0

Czasami towary sa podzielne jak prad czy woda, ale zwykle dodajemy warunki:
Vij Tij € Z
Jedli dodamy do siebie réwnania opisujace popyt otrzymamy

Optymalizacja I (©) A.Strojnowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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i1 Zj‘:l Tijj = D=1 bi

Analogicznie jesli dodamy do siebie réwnania opisujace podaz otrzymamy

Z;’:l Dlic1 Tij = Z§-=1 Ci-

Zatem dla zadania niezbilansowanego uklad réwnan opisujacy obszar dopuszczalny jest
sprzeczny za$ dla zadania zbilansowanego uklad réwnan opisujacy obszar dopuszczalny jest
zalezny. Mozna pokazaé, ze rzad macierzy uktadu jest réwny n +t — 1 a wiec tyle musi by¢é
zmiennych bazowych.

Zakladamy, ze zagadnienie jest zbilansowane.

Zadanie opisujg dwie tablice majace tyle wierszy ilu jest dostawcéw i tyle kolumn ilu jest
odbiorcéw plus wiersze i kolumny nagltéwkow.

W pierwszej zapisujemy koszty lub koszty zredukowane - czyli to co jest nad kreska w tablicy
sympleks.

Druga tablica opisuje przewozy - dla zmiennej bazowej x; ; wstawiamy ilos¢ towaru przewo-
zonego od i - tego dostawcy do j - tego odbiorcy za$é dla zmiennych niebazowych krzyzyk x. Ta
tablica opisuje to co jest w tablicy sympleks z prawej strony kreski i umiejscowienie zmiennych
bazowych jak w zrewidowanej metodzie sympleks.

Szukanie wierzchotka startowego.

a) Metoda wierzchotka pétnocno — zachodniego

1) Jezeli mamy tylko jednego dostawce lub tylko jednego odbiorce to wszystkie zmienne s3 bazowe.

W tablice przewozéw wpisujemy popyty lub podaze odpowiednio.

2) Wybieramy wierzchotek pétnocno — zachodni czyli miejsce w lewym gérnym rogu.

2a) Jezeli by > ¢; to w to miejsce tablicy wpisujemy ¢; za$ w pozostate miejsca pierwszej kolumny krzyzyki.
(#1,1 = c1 ). Teraz zamiast by wpisujemy by — ¢1 i usuwamy pierwszego odbiorce.

2b) Jezeli by < ¢; to w to miejsce tablicy wpisujemy by za$§ w pozostate miejsca pierwszego wiersza krzyzyki.
(x1,1 = b1 ). Teraz zamiast ¢; wpisujemy ¢; — by i usuwamy pierwszego dostawce.

GO TO 1.

Przyktad 15.1. Dane jest zagadnienie transportowe opisane tabela:

Min{6,15} =6
Przewozy | O1 | Oy | O3 | O4 | Podaze
D; 6 %9
Dy X 5
D3 X 10
Dy X 5
Popyty § | 4 | 10| 15

Min{4,9} =4
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Przewozy | O1 | Oy | O3 | Oy | Podaze
Dy 6 4 %95
Dy X | X 5
D3 X | X 10
Dy X | X 5
Popyty § | ¥ | 10| 15
Min{10,5} =5
Przewozy | O1 | O | O3 | Oy | Podaze
Dy 6 4 5 X | 15958
Dy X | X 5
D3 X | X 10
Dy X | X 5
Popyty § | 4 | 105 ] 15
Min{5,5} =5
Przewozy | O1 | O | O3 | O4 | Podaze
Dy 6 4 5 X | 1995
Dy X | X 5 %0
D3 X | X X 10
Dy X | X X 5
Popyty | & | % | 10% | 15
Mamy teraz jedna linie.
Przewozy | O1 | O | O3 | Oy | Podaze
D, 6 4 5 X | 1995
Dy X | X 5 0] %9
D3 X | X X 10 | Y0
Dy X | X X 518
Popyty | § | % [ 10% | 15

b) Metoda minimalnych kosztéw.
Ta metoda rézni sie od poprzedniej tym, ze zamiast wierzchotka péinocno - zachodniego
wybieramy miejsce tabeli o minimalnym koszcie.

Metoda sympleks.

0) dana jest tablica kosztéw K i tablica przewozéw P opisujaca wierzchotek startowy.
1) Test optymalnosci.

la) W tablicy kosztéw zaznaczamy miejsca odpowiadajace zmiennym bazowym.

1b) Za tablica w prawym gérnym rogu wpisujemy 0.

1c) Uzupetniamy miejsca pod tabelg i z prawej strony takimi liczbami by w przypadku
zaznaczonych komoérek — zmiennych bazowych,

suma liczby w tablicy, liczby dopisanej w wierszu i liczby dopisanej w kolumnie dawata O.

1c) Wyliczamy tablice kosztéw zredukowanych dodajac do kazdego wiersza liczbe dopisana z prawej strony

i dodajac do kazdej kolumny liczbe dopisang ponize;.
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2) Jezeli nie ma liczb ujemnych w tablicy kosztéw to STOP. Ostatni schemat przewozéw jest optymalny.

Przyktad 15.2. W zadaniu z poprzedniego przyktadu koszty opisane sg tabela:
Zaznaczamy komorki zmiennych bazowych * i dopisujemy 0 w pierwszym wierszu.

Koszty 01 02 03 04
D, 1% | 3% | 7* 910
Dy ) 7 | 5% | 10*
D3 6 2 4 8*
Dy 6 0 2 | 10*

Wymusza to liczby -1,-3 i -7 w pierwszych kolumnach.
Koszty 01 OQ 03 04
Dy e ] 3% | 7* 910
Dy 5 7 | 5% | 10*
Dy 6 2 4 8%
Dy 6 0 2 | 10*
1] -3 | -7
Wymusza to 2 w drugim wierszu.
Koszty | O1 | Oy | O3 | Oy
Dy x| 3% | 7* 910
Dy 5 7 | 5% | 10*% | 2
Dy 6 2 4 8%
Dy 6 0 2 | 10*
1] -3 | -7
Wymusza to -12 w czwartej kolumnie.
Koszty | O1 | Oy | O3 | Oy
Dy ] 3% | 7* 910
Dy 5 7 | 5% | 10*% | 2
Dy 6 2 4 8%
Dy 6 0 2 | 10*
-1 -3 | -7 | -12
Wymusza to 4 i 2 w ostatnich wierszach.
KOSZty 01 02 03 04
Dy | 3% | 7* 9
Doy 5 7 | 5% | 10*
Dy 6 2 4 8%
Dy 6 0 2 | 10*
1) -3 | -7 | -12 ] 2
Obliczajac koszty zredukowane otrzymujemy.

N =N O

KOSZtyl 01 02 03 04
Dy 0 0 0 -3
Dy 6 6 0 0
Ds 9 3 1 0
Dy 7| -11|-3 0

3) Wedrowanie miedzy wierzchotkami.
3a) Wybieramy droge o ujemnym koszcie - w przykladzie droge wyznaczong zmienng x4 9 i
w tablicy przewozy do X dopisujemy +A.
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3b) Wpisujac przy odpowiednich zmiennych bazowych +A budujemy cykl tak by popyt i
podaz z uwzglednieniem A nie zmienila sie.

3c) Wybieramy maksymalng A = min{z; ; |A wystepuje ze znakiem -}

4) Podstawiamy wyliczona warto$¢ A i usuwamy z bazy jedna ze zmiennych na ktérej ilosé
przewozonego towaru zmniejszyliémy do 0.

Przewozy | O O O3 | Oy

D 6 4 5 X

Przyktad 15.3. Dy X X 5 0
D3 X X X 10

Dy X | X+A | X 5)

Budujemy cykl:

Przewozy | O Oy O3 Oy
Dy 6 | 4—A | 5+A X
Dy X X 5—A | 0+A
Ds X X X 10
Dy X | X+A X 5—A

A =min{4,5,5} = 4 i nowym schematem przewozéw jest:

Przewozy | O1 | Oy | O3 | Oy4
Dy 6 | X |9 X
Dy X | X |1 4
Ds X | X | X |10
Dy X |4 |X 1

Transport niezbilansowany

W przypadku gdy podaz przewyzsza popyt zadanie mozna doprowadzi¢ do zbilansowanego
wprowadzajac sztucznego odbiorce o popycie réwnowazacym réznice i kosztach przewozow 0. Po
wyliczeniu optymalnego przewozu moéwimy, ze towary wystane do sztucznego odbiorcy zostaja
u dostawcow.

W przypadku gdy popyt przewyzsza podaz, analogicznie, zadanie mozna doprowadzi¢ do
zbilansowanego wprowadzajac sztucznego dostawce o podazy rownowazacym roznice i kosztach
przewozéw 0.

Jako literature uzupelniajaca do tego tematu polecamy ksiazki [10] i [6].

Cwiczenie 15.1. Dane jest zagadnienie transportowe opisane tabela:

Koszty | O1 | Oy | O3 | O4 | Podaze
D, 1 3 7 9 15
Dy 5 7 5 10 5
D3 6 2 4 8 10
Dy 6 0 2 10 5

Popyty | 7 8 | 10 | 10

Znajdz wierzcholek startowy stosujac algorytm:
a) Wierzchotka péinocno - zachodniego.
b) Minimalnych kosztéw.

Cwiczenie 15.2. W zagadnieniu transportowym opisanym tabela:

Koszty | O1 | O2 | O3 | O4 | Podaze
D, 1 3 7 9 9
Dy 6 9 5 | 10 13
Ds 6 4 4 110 21

Popyty | 10 | 7 9 | 17
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aktualnie realizowany jest nastepujacy schemat przewozéw Pi.

Przewozy | O1 | Os | O3 | O4 | Podaze
Dy X X X 9
Do X X 5 8
D3 10| 7 4 X
Popyty

Stosujac metode sympleks popraw ten schemat przewozéw do optymalnego i znajdz wszyst-
kie optymalne schematy przewozdw.

Cwiczenie 15.3. Znajdz wszystkie optymalne schematy przewozéw dla zadania transportowe-
go:

Koszty | Hy | Hy | Hs | Hy | Popyty
S1 9 2 1 10 8
So 3 3 0 6 5
Ss 9 5 6 15 11
Podaze | 5 5 | 10 4

Zalecana jest metoda minimalnych kosztéw.
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