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Wstep

UWAGA FORMALNA DOTYCZACA AUTORSTWA WYKEADOW

Tres¢ Wyktadu I, wygltoszonego przez M. Barylo, jest oparta na jego dwéch artykutach
popularno-naukowych opublikowanych w latach 200708 w czasopismie Delta. Tresci wszyst-
kich nastepnych wykladéw, wygloszonych (w przypadku Wykladu XII — ulozonych) przez
P. Mormula, stanowig jego autorska prezentacje podstawowych tematéw i zagadnien analizy
portfelowej, ktore poznawal on najpierw prowadzac w latach 1995 — 2004 ¢wiczenia do wyktadow
[13] profesora K. Krzyzewskiego na Wydziale MIM UW. Nie jest tatwo formalnie rozdzieli¢ wkta-
dy merytoryczne obu wyktadowcow, gdyz to przeciez profesor Krzyzewski wprowadzil analize
portfelowa do praktyki akademickiej i dydaktycznej na Wydziale MIM UW, a potem w sposéb
pionierski przyblizal calej spotecznosci wydzialowej rezultaty uzyskane przez dwa pokolenia
wiodacych ekonomistéw z krajow zachodnich (w tym szereg noblistéw z dziedziny ekonomii),
czyszczac przy okazji dowdd niejednego ich twierdzenia.

Sytuacja bardzo przypomina, toute proportion gardée, opis dany w przypisie na pierwszej stronie
klasycznej obecnie pracy [26] autorstwa W.F.Sharpe’a, cytat: ”His greatest debt (...) is to Dr.
Harry M. Markowitz (...), with whom he was privileged to have a number of stimulating conver-
sations during the past year. It is no longer possible to segregate the ideas in this paper into
those which were his, those which were the author’s, and those which were developed jointly.
Suffice it to say that the only accomplishments which are unquestionably the property of the
author are those of authorship—first of the computer program and then of this article.”
PéZniej w trakcie niniejszych wyktadéw z APRK1 w kilku miejscach podawane beda konkretne
odniesienia do terminologii i rezultatéw pojawiajacych sie dawniej w wyktadach K. Krzyzewskiego.
Jednakze prezentowane tu dalej wykltady sa — powtérzmy to — samoistna, autorska i, wydaje sie
nam, spéjna propozycja dydaktyczna, dla ktérej wezesniejsze wyklady [13] byly tylko punktem
startu. Ponadto caly szereg rozbudowanych przyktadéw ilustrujacych wyktadana tu teorie po-
chodzi od stuchaczy wyktadéw P. Mormula, co jest za kazdym razem opisywane i stanowi cenny
feedback, za ktory wykladowca sktada shuchaczom w tym miejscu podziekowanie.

Autorzy chcieliby podkreslié tutaj, iz pewna czesé oznaczen oraz nazewnictwa w niniejszym
wykladzie zaczerpnieta jest z wykladéw K. Krzyzewskiego [13] (badZ jest na tych wykladach
wzorowana). I tak, sa to:

— oznaczenia dla oczekiwanej stopy zwrotu i ryzyka portfela (Wyklady I i IT),
— termin ,portfel optymalny wzgledem stopy zwrotu pozbawionej ryzyka” (Wyklad II),
— termin ,odwzorowanie Markowitza i zmodyfikowane odwzorowanie Markowitza” wraz z

oznaczeniami oraz zbiory mozliwoéci wyrazone w terminach tych odwzorowan (Wyktad II),
— uwaga 3.1 dotyczaca historycznych wspotczynnikow korelacji.

— terminy ,granica minimalna” i ,granica maksymalna” wraz z oznaczeniami,
— przykltady wyznaczania zbioréw mozliwosci, gdy kazda para walorow jest doskonale dodatnio

lub ujemnie skorelowana (Wykltad III),

— definicja punktu krytycznego zmodyfikowanego odwzorowania Markowitza i jego charakte-

ryzacja (Wyklad V),

— granica efektywna w terminach odwzorowania Markowitza (Wyklad VII),
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— oszacowanie liczby bokéw tamanej portfeli relatywnie minimalnego ryzyka i problem jego
optymalnosci (Wyktad II i X),

— przyklad 7.1 (Wyklad VII) i éwiczenie 2 (Wyklad XII),

— termin ,portfel relatywnie minimalnego ryzyka” (Wyktad X).



1. Wyktad I, 2.X.2009

Zacznijmy od krotkiego przegladu faktéw z historii gietd na Swiecie:

— W roku 1531 w Antwerpii (obecnie w Belgii, wéwczas — w odleglej prowincji Kroélestwa
Hiszpanii) zostaje otwarta pierwsza gielda (towarowo—pienigzna).

— W XVII wieku w Nowym Jorku (nazywajacym sie wéwczas Nowym Amsterdamem) wzdiuz
jego poinocnej granicy ciggnal sie drewniany ptot. W 1652 roku zostal on zastgpiony wy-
soka palisada, wzmacniana w obawie przed atakiem rdzennych amerykanskich plemion lub
Brytyjczykéw. W roku 1685 powstaly pierwsze plany stworzenia na miejscu palisady ulicy.
Z czasem powstajacy mur (ang. wall) byl wzmacniany, ale juz w roku 1699 Brytyjczycy
rozebrali fortyfikacje; jednak ulica pozostata.

— Na wolnym powietrzu, na placu przy Exchange Alley w Londynie powstaje gietlda londynska.
Przed rokiem 1725 przeniesiono ja do Jonathan’s Coffee House, ktérego nazwe zmieniono na
Stock Exchange w roku 1773.

— W Stanach Zjednoczonych pierwsza zorganizowana gielda powstata w roku 1792, gdy 24
finansistow podpisalo stosowne ustalenia (tzw. Buttonwood Agreement). Date te uznaje sie
za moment powstania New York Stock & Exchange Board.

— W roku 1863 gietda ta zmienia nazwe na New York Stock Exchange, NYSE i przenosi sie
do majestatycznego budynku przy Wall Street, gdzie pozostaje po dzis dzien.

— Na przetomie XIX i XX wieku gielda w Nowym Jorku rozwija sie: najwazniejsze spotki
z tamtego okresu to: US Steel, AT&T, Westinghouse, Eastman Kodak, Procter & Gamble,
Pillsbury, Sears, Kellogg (niektére z tych nazw brzmia znajomo dla wspélczesnych inwesto-
réw!).

— 281 29 pazdziernika 1929 roku indeks Dow Jones spadl o 69 punktow, osiagajac poziom 230
punktéw — wartosé sprzed kilkudziesieciu lat — wiele 0s6b stracito swéj majatek.

— W roku 1952 Harry M. Markowitz publikuje w The Journal of Finance artykut . Portfolio
Selection” [19] — rozpoczyna sie epoka wspolczesnej teorii portfelowej.

Podstawowa idea, lezaca u podstaw analizy portfelowej jest tzw. dywersyfikacja portfela
(potocznie formulowana jako zasada: ”don’t put all eggs in one basket”), ktéra ma prowadzié
do zmniejszania ryzyka (rozumianego jako odchylenie standardowe lub czasem jako wariancja
stopy zwrotu z portfela akcji — patrz dalsza czesé tego wyktadu).

Warto tez zwrdci¢ uwage na fakt, iz istnieje teoria stojaca w catkowitej opozycji do idei
dywersyfikacji — jest to tzw. inwestowanie skoncentrowane (the focus investment strategy ), po-
legajace na zakupie akcji niewielkiej liczby spétek. Najbardziej znanym zwolennikiem tej teorii
jest Warren Buffett — amerykanski inwestor, znajdujacy sie w roku 2009 (wg magazynu For-
bes) na drugim miejscu na liScie najbogatszych ludzi $wiata. Jego strategia polega wlasnie na
zakupie duzych pakietéw akcji kilku doskonale poznanych przedsiebiorstw. Uwaza on, iz takie
dziatanie umozliwia kontrolowanie zmian tych waloréw i dokonywanie ewentualnych korekt, co
byloby trudniejsze w przypadku portfela z akcjami wielu spétek. Wyniki ogromnego funduszu
inwestycyjnego Berkshire Hathaway zarzadzanego przez Buffetta sa, takze w ostatnich latach,
dobre — patrz zestawienie procentowej zmiany kursu jego akcji w poréwnaniu ze zmiang indeksu
S&P 500 (biorac za punkt odniesienia poczatek roku 2006) przytoczone tu ponizej.
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FUNDUSZ BUFFETTA BLJE AMERYKANSKA GIELDE
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Rysunek 1.1. Fundusz Warrena Buffetta versus indeks S&P 500.

Tak wiec wywodzaca sie od Markowitza analiza portfelowa nie jest jedyna strategia dostepna
graczom gieldowym. Zostawiajac teraz na boku wielkiego inwestora (ktéry w pierwszych tygo-
dniach obecnego kryzysu kupowat jesienig 2008 za 8 miliardéw dolaréw akcje Goldman & Sachs
i General Electric), wracajmy do idei, ktére upowszechnil Markowitz. Wprowadzimy miano-
wicie ideg¢ opisu i mierzenia ryzyka przy kupnie akcji. W tym celu przyjrzyjmy sie najpierw
nastepujacemu przyktadowi.

Wyobrazmy sobie, ze mozemy zagraé¢ w gre A, polegajaca na tym, iz rzucamy raz symetrycz-
na (uczciwa) moneta i jesli wypadnie orzel, to dostajemy zlotéwke, natomiast jesli wypadnie
reszka, to my placimy zlotéwke. Jest to tzw. gra sprawiedliwa, gdyz szanse wygranej naszego
rywala i nasze sa réwne (moéwiac nieco inaczej, $rednia wygrana w tej grze jest réwna zero).
Kazdy zapewne zgodzilby sie po krétkim namysle zagraé¢ w taka gre — mozemy sie wzbogacié¢
o zlotéwke, a jesli nawet przegramy, to nic szczegdlnie strasznego sie nie stanie. Mozemy wiec
uznaé, ze gra A jest malo ryzykowna.

Dosé podobna jest gra B. Rowniez rzucamy raz symetrycznag moneta i jesli wypadnie orzel,
to dostajemy 1000 zl, zas je$li wypadnie reszka, to ptacimy 1000 zt. I ta gra jest sprawiedliwa
- szanse wygranej sg dla kazdego z grajacych takie same. Widaé¢ jednak, ze wigkszo$¢ osob
niechetnie zgodzitaby si¢ zagraé w te gre.

Zadajmy sobie wigc pytanie, co r6zni obie te gry? Co sprawia, ze jedna z nich wydaje sie
yhiegrozna”, zas w druga zagralibyémy juz bardzo niechetnie? Bez watpienia czujemy, ze gra
B niesie ze sobg duzo wigksze RYZYKO — mozemy co prawda wiele zyskaé, ale rowniez bardzo
duzo straci¢. Jak jednak poréwnaé ryzyka, wiazace sie z tymi grami? Wyznaczmy najpierw
Srednie wygrane w kazdej z gier.

Wygrana w grze A jest zmienna losowa (oznaczmy ja przez X), przyjmujaca dwie wartosci:
1 z prawdopodobienstwem % (jest to szansa wyrzucenia orla w rzucie symetryczna moneta)
oraz —1 (strate rozumiemy, jako wygrana ujemna) réwniez z prawdopodobienstwem % (szansa
wyrzucenia reszki). Zatem $rednia wygrana w tej grze bedzie wartoscia oczekiwana zmiennej
losowej, oznaczajacej wygrana w grze A. Wynosi wiec ona E(X) =1 -1+ 1 (—1) = 0. Ana-
logicznie wyznaczamy Srednia wygrana w grze B. Rowniez wynosi ona 0. Widzimy stad, ze
wielkosé Sredniej wygranej nie rozréznia w zaden sposéb naszych gier (méwi ona tylko, ze obie
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gry sa sprawiedliwe). Kolejna miara, odnoszaca sie do zmiennych losowych, jest wariancja. Jest
to jedna z tzw. miar rozproszenia. Obliczymy teraz wariancje wygranej w grze A. Jest ona
réowna 02(X) = - (1 —0)2+ 1 (=1 -0)? = 1. Wariancja wygranej w grze B wynosi za$
c*(Y) = 5 - (1000 — 0)% + § - (—1000 — 0)? = 1000000. Mamy wiec coé, co wyraznie odréznia
nasze gry! Gra A ma wariancje malutka, zas gra B olbrzymia. Widaé jednak, iz wariancja, jak na
miare ryzyka zwiazanego z naszymi grami, jest nieco ,,przesadna”. Gdyby wyciagnaé pierwiastek
z wariancji wygranych, otrzymalibySmy tzw. odchylenie standardowe (oznacza sie je symbolem
o(X)), wynoszace odpowiednio 1 i 1000. Widzimy wiec, ze jest to w naszym wypadku caltkiem
niezta miara ryzyka! Nie dos¢, ze dla mato ryzykownej gry A przyjmuje mala wartoéé, zas dla
bardzo ryzykownej duza, to jeszcze te wartosci sg akurat réwne mozliwej stracie lub zyskowi
(tak jest tylko dla prostej gry symetrycznej).

Zastosujmy wiec zdobyta wiedze do analizy ryzyka na gietdzie. Kazdy, kto styszal o giel-
dzie wie, ze najbardziej typowym zajeciem inwestoréow jest kupowanie i sprzedawanie akcji
wybranych spélek, notowanych na gieldzie. Inwestorzy staraja sie to robi¢ w ten sposéb, aby
oczywiscie zyska¢ mozliwie duzo. Niektérzy obserwuja tylko zmiany kurséw akcji i staraja sie
wybiera¢ takie spo6tki, ktére np w ostatnim czasie zaczynajg zyskiwaé na wartosci i majg nadzie-
je, ze ta tendencja bedzie sie utrzymywala w najblizszej przysztosci; inni czekajg na moment,
kiedy akcje jakiej$ spotki znacznie spadng i je kupuja, liczac na wzrost ich wartosci... Sa to
najprostsze sposoby, wymagajace jedynie obserwacji zmian stép zwrotu.

Jezeli na poczatku ustalonego okresu dana akcja miala notowanie Cpocy, za$ na koncu ma,
czy bedzie miata, notowanie Cion, to stopg zwrotu w tym okresie nazywa sie stosunek zysku
(moze on by¢ ujemny!) z zakupu tej akcji do poczatkowego jej kursu (zakladamy, ze kursy
uwzgledniaja juz ewentualne wyplacane dywidendy). Stopa zwrotu jest zatem réwna

C(kon - C(pocz

R =
C’pocz

Warto zauwazy¢, ze stopa zwrotu teoretycznie moze przyjmowaé¢ dowolng warto$é nie mniejsza
niz —1. Najmniejsza warto$¢ —1 odpowiada sytuacji, gdy notowanie akcji na koncu interesuja-
cego nas okresu wyniesie 0, czyli gdy stracimy wszystkie zainwestowane pienigdze. Oczywiscie
wymyslono rozmaite sposoby przewidywania, kiedy warto dana akcje kupié, a kiedy sprzedaé
(sa to metody nalezace do tzw. analizy technicznej). My jednak przyjrzymy sie jeszcze innemu
podejsciu do inwestowania na gieldzie. Bedzie to spojrzenie na akcje nie tylko pod katem stopy
zwrotu, ale wlasnie uwzgledniajace tez ryzyko.

Jakie ryzyko wiaze sie z zakupem akcji? Oczywidcie niebezpieczenstwo spadku ich wartosci.
Nasuwa sie wiec pytanie, jak mozna by zmierzy¢ to ryzyko? Przypomnijmy sobie, jak wygladata
sytuacja z grami A i B. Ryzykowna byta ta gra, ktéra charakteryzowala sie duza potencjalng
strata, czyli dla ktérej odchylenie mozliwych wynikéw gry od wartosci Sredniej byto duze. Podob-
nie rzecz sie ma z akcjami: za bardziej ryzykowna uznamy te, ktora wykazywata w przesztosci
wieksze wahania, gdyz wystepuje wéwczas wicksze niebezpieczenstwo, ze rowniez i teraz, po
jej zakupie, zmieni ona gwaltownie swa warto$é¢ (oczywiscie dla kupujacego grozny jest tylko
spadek wartosci akcji). Sprobujmy wiec uzyé odchylenia standardowego réwniez do oceny ryzyka
inwestowania w akcje. Przy ewentualnych decyzjach inwestycyjnych bedziemy zawsze rozwazad
jaki$ okres inwestycyjny od chwili biezacej do ustalonego momentu w przysztosci. Stopa zwrotu
bedzie wigc zmienng losowq: cena Cpoc, bedzie znana, za$ cena Cyon — przyszia i nieznana.
Parametry takiej zmiennej losowej bedziemy jedynie estymowaé na podstawie dotychczasowych
notowan akcji spotki.

W tym celu nalezy najpierw wybra¢ pewien reprezentatywny z naszego punktu widze-
nia okres historyczny (np tydzien, miesiac, kwartal, rok, pie¢ lat,...). Potem estymowaé czy
(o)szacowaé oczekiwang stope zwrotu na podstawie danych historycznych nt stop zwrotu w po-
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szczegblnych podokresach (np dniach, tygodniach, itp) wybranego okresu. Nastepnie mozna juz
szacowaé ryzyko akcji, rozumiane jako odchylenie standardowe zmiennej losowej stopy zwrotu
z tych akcji.

Jezeli w wybranym okresie historycznym mamy juz wyznaczone n wartosci stopy zwrotu z
danej akcji, wynoszacych kolejno 71, ro, ..., 7,, to oczekiwang stope zwrotu z inwestycji w te
akcje liczymy (w istocie tylko estymujemy!) jako $rednia arytmetyczna tych wartosci. Jest to
estymator nieobcigzony wartodci oczekiwanej zmiennej losowej stopy zwrotu R, ktéra w tych
wykladach bedzie oznaczana symbolem E(R). Mamy wiec wzér R = % Yoy re. Ten estymator
wartosci oczekiwanej E(R) jest nazywany historyczna oczekiwang stopa zwrotu.

Natomiast odchylenie standardowe stopy zwrotu szacujemy (estymujemy) ze wzoru

1 " —
3: . (T‘t—R)2,
n—1 =

gdzie R jest historyczng oczekiwana stopa zwrotu. To jest nasz (i przy tym najczesciej uzywany)
estymator odchylenia standardowego zmiennej R, ktére w tych wykladach bedzie oznaczane
symbolem o(R).

Zalézmy, ze w przeciggu ostatnich dwdch miesiecy cotygodniowe dane na temat kurséw dwu
spotek X i Y ksztaltowaly sie nastepujaco:

X | 21.60 | 22.12 | 20.10 | 22.40 | 24.90 | 25.65 | 25.10 | 26.75
Y | 22.40 | 23.60 | 23.90 | 23.45 | 23.10 | 22.95 | 23.80 | 25.70

Mozemy wyznaczy¢ wiec stopy zwrotu w kolejnych tygodniach. Liczymy je tak, jak to juz
zostalo wczedniej opisane, np stopa zwrotu dla spoétki X w pierwszym tygodniu wynosi 1 =
W = (0.024074, itd. W ten sposéb dostajemy ciag probek — tygodniowych stop zwrotu
dla obu spélek (podajemy je w %, jak to sie zwykle robi):

X | 24074 | —9.1320 | 11.4428 | 11.1607 | 3.0120 | —2.1443 | 6.5737
Y | 5.3571 | 1.2712 | —1.8829 | —1.4925 | —0.6494 | 3.7037 | 7.9832

Historyczna tygodniowa oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji w akcje spétki X, na podstawie
dwumiesiecznego okresu obserwacji, wynosi wiec 3.3315% (jest to, powtarzamy, $rednia aryt-
metyczna liczb z pierwszego wiersza powyzszej tabeli). Wyestymowane ryzyko zmiennej stopy
zwrotu z akeji X wyznaczamy w sposéb wspomniany juz wyzej; wynosi ono 7.3471%. Jesli chodzi
o akcje spo6tki Y, historyczna (tez tygodniowa) oczekiwana stopa zwrotu z tej inwestycji, na pod-
stawie wybranego przez nas do obserwacji okresu dwdch miesiecy, wynosi 2.0415%, natomiast
wyestymowane ryzyko to 3.7591%. Widzimy wiec, ze co prawda akcje spotki X mialy w przeciagu
wybranego przez nas historycznego okresu obserwacji wieksza stope zwrotu niz akcje spotki Y,
jednak odchylenie standardowe stop zwrotu akcji spétki X jest wieksze. Do inwestora wiec nalezy
decyzja, czy wybraé akcje, charakteryzujace sie wieksza historyczng stopa zwrotu, ale i wiek-
szym ryzykiem, czy tez zgodzi¢ sie na nieco mniejsza stope zwrotu w zamian za mniejsze ryzyko.
Niestety, w rzeczywistosci tak wlasnie najczesciej bywa — im wyzsze sa stopy zwrotu osiagane
przez akcje, tym wieksze wiaze sie z nimi ryzyko. Podczas dalszych wykladéw poznamy metody
poréwnywania i wyboru waloréw ,lepszych” w okreslonym sensie. Jako przedsmak czekajacych
nas tu atrakcji i mozliwoéci przytaczamy ponizej wykres zaleznosci ryzyka i wartosci oczekiwa-
nej w tym wtasnie przyktadzie, tylko rozumianym w szerszym sensie — gdyby$my mianowicie
zaczeli kombinowad czyli laczy¢ inwestowanie w akcje spotek X i Y. Mozliwe by byly wtedy
rézne portfele akcji spotek X 1 Y. Wartosci oczekiwane (pochodzace z estymacji) zmienialtyby
sie wtedy plynnie miedzy 2.0415% i 3.7591%, za$ ryzyka (tez pochodzace z estymacji) czasem
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schodzityby nawet ponizej mniejszego z dwbch ryzyk — tego zwiazanego ze spotka Y ! Teoria,
ktorg niebawem rozwiniemy za Markowitzem i jego kontynuatorami, prowadzi do nastepujacej
doktadnej zaleznosci miedzy ryzykiem i wartoscia oczekiwang portfela akcji spétek X 1Y :

|

0.045

0.04 |-

0.035

0.03

0.025

0.02 |-

0.015 -

.01

0.04

0.06

0.08

Rysunek 1.2. Zalezno$é¢ miedzy ryzykiem i oczekiwang stopa zwrotu dla mieszanych portfeli

akcji spotek X i Y.

Przeanalizujemy teraz dokladniej zjawisko zasygnalizowane na tym wykresie, rozwazajac

problem inwestycji mieszanych w akcje dwu innych spétek A i B, zupelnie analogicznie do
budowania portfela z akcji spétek X i Y branych w réznych proporcjach.

Zal6zmy, ze odnalezliSmy notowania takich spétek A i B z ostatnich dwéch miesiecy i na ich
podstawie obliczyliSmy 7 tygodniowych stép zwrotu (w praktyce nalezaloby wzia¢ pod uwage
dluzszy okres historyczny — wéwcezas wyniki moznaby traktowaé jako bardziej wiarygodne).
OtrzymaliSmy nastepujace dane:

A

0.25

—0.25

0.35

0.55

0.25

0.35 | 0.25

B

—0.15

0.05

—0.25

—0.65

—0.15

0.35 | 0.45




11

Sa to historyczne wartoéci, ktére stuza, jak juz wiemy, do estymowania parametréw zmiennych
losowych stép zwrotu Ra i Rp. Historyczna tygodniowa oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji
w akcje spotki A, na podstawie wybranego przez nas okresu dwéch miesiecy, wynosi Rp = 0.25,
za$ dla spotki B jest to wielkoéé Rg = —0.05. Natomiast dla estymatoréw ryzyk zmiennych stép
zwrotu Rp 1 Rp dostajemy, odpowiednio: g5 = +/0.06 ~ 0.2449, 65 = v/0.14 =~ 0.3741.

Jakie wnioski nasuwaja sie po obejrzeniu tych wynikow? Co prawda poznalismy tylko esty-
matory nieznanych dokladnie wielkoéci E(Ra), E(Rgp), o(Ra), 0(Rp), jednak tak jest zawsze w
analizie portfelowej — nigdy nie znamy doktadnych rozktadéw zmiennych stop zwrotu, poréwnaj
juz pierwsza i podstawowa prace Markowitza [19]! Wnioskujemy i oceniamy tylko na podstawie
estymatoréw Ra, Rp, Oa, OB.

Oczywiscie od razu nasuwa sie nam wybér akcji spotki A, jako zdecydowanie lepszej! Wy-
kazuje ona duza historyczna stope zwrotu (25%), podczas gdy akcje spétki B zachowywaly
si¢” fatalnie — przynosily niemal ciggle straty, dajac ostatecznie stope zwrotu —5%! Co wiecej,
sp6tka A moze pochwali¢ si¢ wahaniami (24.49%) zdecydowanie mniejszymi, niz wahania i
tak kiepskiej spétki B (37.41%). Nie ma wiec zadnej watpliwosci, jaka decyzje nalezy podjaé i
nonsensem wydaje sie branie pod uwage ,stabej” spotkil

Czy rzeczywiscie jednak B nic nam nie moze zaoferowac¢? Przekonajmy sie, ze nie jest to wcale
takie oczywiste.

Wyobrazmy sobie, ze postanowiliSmy w naszej inwestycji uwzgledni¢ réwniez spotke B. Oczy-
widcie nie chcemy zrezygnowaé ze Swietnej spotki A, zatem postanawiamy naby¢ akcje obydwu
tych spotek. Inwestorzy nazywaja taka sytuacje zakupem portfela akcji. Nasz portfel bedzie
tylko dwuelementowy. Sprébujmy opisaé go w Scisty sposéb. Wystarczy do tego plaszczyzna
kartezjanska R2. Nasz portfel to punkt x = (x1, 22)T, gdzie z1 oraz a2 beda czesciami naszego
kapitatu, zainwestowanymi w akcje spétki A oraz B odpowiednio. Widzimy, ze x1 + 22 = 1.
Ponadto sensowne portfele musza mie¢ wspélrzedne nieujemne (najmniejsza iloscia akceji, kto-
re mozemy kupié, jest zero). Zauwazmy, ze wszystkie portfele o tych wlasnosciach tworza na
plaszczyznie odcinek, bedacy fragmentem prostej o réwnaniu zo = 1 — x; zawartym miedzy
punktami (0, 1)T i (1, 0)T. Tak wiec jezeli rozwazamy zakup akcji dwu spétek, to mozemy
wybiera¢ sposréd nieskoniczenie wielu portfeli z tego odcinka — nazywa sie go zbiorem portfeli
dopuszczalnych. Np jezeli mamy do dyspozycji 1000 zt i postanowiliémy naby¢ akcje spotki A za
850zt oraz akcje spotki B za 150zt nasz portfel ma postaé (0.85, 0.15)7T. Scislej rzecz ujmujac,
jezeli posiadamy w chwili poczatkowej kwote Lpoc, 1 akcje spotki A zakupimy za x1 - Lpocs,
za$ akcje spotki B za 3 - Lpocs, to kapital koncowy (losowy — nieznany w chwili poczatkowej!)
wynosi¢ bedzie Lxon = Lpocz - 1 (1+Ra)+ Lpocs - 22 - (1+ Rp), gdzie R oraz Rp to oczywiscie
zmienne losowe — stopy zwrotu z akcji spotek A i B.

Przez stope zwrotu z portfela (z1, z2)T (wielko$é losowa!) rozumiemy stosunek (losowego)
zysku inwestora posiadajacego dany portfel akcji do kwoty (znanej, nielosowej) zainwestowanej
w ten portfel na poczatku; jest to wiec zmienna losowa

Lyon — Lpocz Lpocz I (1 + RA) + Lpocz T2 (1 + RB) - Lpocz

= :xl’RA—i_wQ'RB-
Lpocz Lpocz

Zatem warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu z portfela x = (x1, x2), oznaczana teraz i w dalszych
wyktadach E(z), wynosi
E((L‘) =1 - ]E(RA) + x2 - E(Rp).

Natomiast wariancje stopy zwrotu z portfela x, oznaczana teraz i w dalszych wykltadach o2(x),
liczymy troche spokojniej

o?(z) = o (3:1 “Rp 4+ 29 - RB) = 02(RA)9312 + 2COV<RA, RB)xl - Xg + O'2(RB):E22 .
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Jest to forma kwadratowa od x. Jej wspOlczynniki maja w analizie portfelowej (i tez szerzej w
rachunku prawdopodobienistwa) swoje klasyczne oznaczenia

2 2 2
of(x) =011 -xf +2012 21 -T2+ 022 T3 .

Przypominamy tutaj, ze wielkosci te tylko estymujemy, gdyz nie mamy wiedzy, by poznaé je
doktadnie. Dla naszych danych w przykladzie otrzymujemy wyniki, celowo nie rozrézniajac
juz tu nizej miedzy estymatorami i prawdziwymi (de facto nieznanymi) warto$ciami: o1 =
0.06, 012 = —0.035, 022 = 0.14. Zatem dla wszystkich dopuszczalnych portfeli z = (1, x9) T
wariancje ich stopy zwrotu opisane sg wzorem

o?(z) = 0.06 2% —0.07x1 - 29 +0.14 25 .

Jezeli zauwazymy teraz, ze w naszej sytuacji o = 1 — x1, to wzér na wariancje portfela, troche
naduzywajac oznaczen po lewej stronie, uprosci sie do postaci

o?(x1) = 02727 — 0.352; +0.14,

gdzie 1 jest dowolna liczba z przedziatu [0, 1]. Widzimy wiec, ze w ten sposéb uzyskaliSmy
prosty przepis, jak mozemy manipulowaé¢ ryzykiem naszego portfela poprzez odpowiedni dobér
jego skladnikéw (czyli zakup akcji A i B w stosownej proporcji). Powyzsza funkcja przyjmuje
swoje minimum (globalne) w punkcie 1 = g—‘z ~ 0.648 i wynosi ono o2 (%) = % ~ 0.027.

Zatem gdyby$my za okoto 65% posiadanych pieniedzy nabyli akcje spétki A, za$ pozostale 35%
przeznaczyli na zakup (kiepskich!) akcji spotki B, ryzyko naszego portfela (mierzone odchyleniem

standardowym jego stopy zwrotu) byloby najmniejsze z mozliwych i wyniostoby 13280, czyli

okoto 16.30%! Jest to o wiele mniej, niz 24.49% dla akcji spotki A, czy 37.41% dla akcji spotki
B. (Prosze spojrze¢ w tym momencie na wykres ilustrujacy poprzedni przyktad!) Niech nam
sie jednak nie wydaje, ze dokonaliémy jakiegos cudu — owszem, przy pomocy ,kiepskich” akcji
udalo sie znacznie zmniejszy¢ ryzyko, jednak kosztem stopy zwrotu! Obliczmy oczekiwana stope
zwrotu z takiego portfela: E(z) = 22 -25% + 13 (—5%) ~ 14.44%. Jest to niestety mniej niz 25%
mozliwe do uzyskania z inwestycji wylacznie w ,lepsze” akcje. Znowu wigec powraca pytanie,
co wybraé: wyzszy zwrot ale 1 wyzsze ryzyko, czy tez zwrot nizszy, ale przy nizszym poziomie
ryzyka? Narzedziem, pomagajacym w tego rodzaju dylematach okazuje sie (najczesciej, nie
jedynie) tzw. wskaznik, lub wspélezynnik Sharpe’a danego portfela. W tych wyktadach jest
on systematycznie badany o wiele p6zZniej, poczynajac od Wyktadu IX (patrz w szczegdlnosci
Uwaga 9.1 w tamtym wykladzie).

Definiuje si¢ go jako stosunek tzw. premii za ryzyko (mierzonej réznica miedzy stopa zwrotu z
inwestycji w portfel akcji i stopa zwrotu pozbawiong ryzyka pg — zwigzang z nabywaniem bondéw
skarbowych, obligacji, itp., czyli papieréw wartosciowych, z ktérych mamy zagwarantowany
konkretny dochéd) do ryzyka (mierzonego odchyleniem standardowym stopy zwrotu portfela).
Formalnie, dla danego portfela x,

S () = (1.1)
Mozna wiec powiedzie¢, ze wspoOtczynnik Sharpe’a jest to wzgledna premia za podjecie ryzyka
inwestycji w akcje. Zauwazmy, ze gdyby ryzyka portfeli byly takie same, to wiekszy wspotczynnik
Sharpe’a oznaczalby wyzsza stope zwrotu. I podobnie, gdyby stopy zwrotu portfeli byty rowne,
wiekszy wspdlczynnik Sharpe’a oznaczalby mniejsze ryzyko. Widzimy wiec, jak naturalna jest
przestanka, by inwestorzy wybierali portfele, majace mozliwie najwiekszy wskaznik Sharpe’a.
Niech za ilustracje tego stuzy nastepujacy pogladowy rysunek,
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0,015 4

warto§é oczekiwana

0,01

035

-0,005
odchylenie standardowe

Rysunek 1.3. Graficzna interpretacja wspotczynnika Sharpe’a dla réznych portfeli.

na ktorym na pionowej osi wida¢ punkt odniesienia — stope bezryzykowna pg i gdzie od
razu widzimy, ze portfel, ktérego obrazem Markowitza jest punkt B, ma wiekszy wskaznik
Sharpe’a niz np portfel, ktérego obrazem jest punkt A. Czy ten pierwszy (dajacy punkt B)
nie ma przypadkiem najwiekszego mozliwego, w jakiejs niesprecyzowanej jeszcze klasie portfeli,
wspoblczynnika Sharpe’a?
(Obraz Markowitza danego portfela — podstawowe pojecie w teorii Markowitza — to punkt
na plaszezyznie R%(o, E) majacy wspotrzedne: odchylenie standardowe i wartoéé oczekiwana
tego portfela. Bedziemy systematycznie uzywac tego pojecia juz od Wyktadu II. Czy czytelnik,
odczytujac optycznie dane z Rysunku 1.3, jest w stanie policzyé, wedtug wzoru (1.1), przyblizone
warto$ci wskaznikéw Sharpe’a tych portfeli, ktérych obrazami Markowitza sa punkty A i B?)

Wracamy teraz do drugiego gtéwnego przyktadu dyskutowanego w tym wyktadzie. Przyj-
mijmy (w nim), ze obecnie uyp = 5%. Wtedy dla inwestycji w akcje spotki A wskaznik Shar-

pe’a wynosi % ~ (0.816. Natomiast dla naszego portfela z o minimalnym ryzyku mamy

Sgo (1) = Q14442005 () 579 Jest to wynik zdecydowanie stabszy!

1/ 287,/10800

Pozostaje jednak pytanie: czy jezeli chcielibySmy znalezé portfel, dla ktérego wspolczynnik
Sharpe’a przyjmuje wartos¢ najwieksza z mozliwych (poréwnaj tez Rysunek 1.3 powyzej), to czy
wlasciwg odpowiedzig bedzie ten zlozony tylko z akcji ,najlepszej” sp6tki? Otéz niekoniecznie!
Czesto istnieje portfel ,lepszy” i od portfela dajacego najwyzsza stope zwrotu i od portfela
o minimalnym ryzyku. Portfel taki ma wtedy stope zwrotu znajdujaca sie pomiedzy stopami
zwrotu powyzszych dwoch portfeli i nazywa sie go portfelem optymalnym ze wzgledu na dang
stope zwrotu pozbawiong ryzyka. Okazuje si¢, ze w tym przykladzie jest to zop, = (g—?, %)T
I rzeczywiscie, jego wskaznik Sharpe’a wynosi okoto 0.818, odrobing¢ lepiej, niz dla portfela
zawierajacego wylacznie akcje ,najlepszej” spotkil W pdzniejszych wykladach, poczynajac od
dziewiatego, poznamy teori¢ dajaca sposoby dochodzenia do takiego wyniku przy dwu lub tez
wigkszej (dowolnej) iloéci spétek w modelu.
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Co wiemy na temat rzeczywistych rozkladéw zmiennych stép zwrotu?

Najczesciej nie wiemy nic konkretnego na temat rozkltadéw zmiennych stop zwrotu z akcji
spotek notowanych na gietdzie. Markowitz byt tego $wiadom od samego poczatku. Na stronie
82 w swoim podstawowym artykule [19] pisal

... Perhaps there are ways, by combining statistical techniques and the judgment of experts, to
form reasonable probability beliefs (p;, 0i;). We could use these beliefs to compute the attainable
efficient combinations of (E, V). The investor, being informed of what (E, V) combinations
were attainable, could state which he desired. We could then find the portfolio which gave this
desired combination.

(Poczatkowa czesé tego cytatu czytelnik znajdzie tez dalej w tych wykltadach — na Rysunku 7.2
w Wyktadzie VII, gdzie strona 82 zostala troche ucieta przy skanowaniu.)

Natomiast cala prace [19] konczyt Markowitz takimi oto uwagami, rozwijajacymi i ukon-

kretniajacymi te wezesniejsze.!

To use the E-V rule in the selection of securities we must have procedures for finding re-

asonable p; and o;j. These procedures, I believe, should combine statistical techniques and the
Judgment of practical men. My feeling is that the statistical computations should be used to
arrive at a tentative set of u; and o;;. Judgment should then be used in increasing or decreasing
some of these y; and o;; on the basis of factors or nuances not taken into account by the formal
computations. Using this revised set of p; and oy, the set of efficient E, V' combinations could
be computed, the investor could select the combination he preferred, and the portfolio which gave
rise to this E, V combination could be found.
One suggestion as to tentative p; and oy is to use the observed p;, o;; for some period of the
past. I believe that better methods, which take into account more information, can be found. I
believe that what is needed is essentially a ,probabilistic” reformulation of security analysis. I
will not pursue this subject here, for this is ,another story”. It is a story of which I have read
only the first page of the first chapter.

Zgodnie z sugestia Markowitza zawarta w drugim akapicie powyzszego cytatu, estymujemy
zatem podstawowe parametry takich zmiennych stép zwrotu, uzywajac estymatoréw z jedna-
kowymi (méwi si¢ tez: jednorodnymi) wagami, jak w przyktadach w Wykladzie I.

Realnie zmienne losowe w analizie portfelowej moga mie¢ najrozmaitsze rozktady. Oto pewna
para takich rozkladéw, pojawiajaca sie w obecnie juz klasycznym przyktadzie ,,5 stanéw gietdy”
(pochodzacym z dawniejszych wykladéw [13] profesora Krzyzewskiego na Wydziale MIM UW;
przyktadzie wtedy przesunietym na ¢wiczenia, a teraz analizowanym tutaj az do Rysunku 2.1
wlacznie, z niespodziewanym nawrotem do niego jeszcze w Przyktadzie 3.3 w Wykladzie III):

L To quasi-powtérzenie pokazuje, jaka wage przyktadat on do zagadnienia znalezienia wlagciwych parametréw
w analizie portfelowej.

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.



15

stan prawdopodobienstwo wystapienia ‘ Ra ‘ Ry ‘
hossa 0.2 40% 30%
wzrost 0.3 20% 20%
stabilizacja 0.1 10% 10%
spadek 0.3 —-10% | —20%
bessa 0.1 —30% | —20%

Wartosci zmiennych losowych Rp i Rp to stopy wzrostu (ktére moga tez by¢ ujemne) no-
towan spotek A i B w zaproponowanych tu mozliwych stanach gietdy, w ustalonym okresie
inwestycyjnym.

Na podstawie tak podanych danych surowych tworzymy tabele rozkladu tacznego zestawu
zmiennych (Ra, Rp), albo, jak niektérzy wola powiedzie¢, tabele rozkladu zmiennej losowej
dwuwymiarowe;.

Nastepnie obliczamy podstawowe parametry rozkladéw zmiennych Ra i Rp (tj rozkladéw brze-
gowych wspomnianej zmiennej losowej dwuwymiarowe;j):

E(RA) = 0.09, E(Rp) = 0.05, 0%(Ra) = 0.0489, o*(Rp) = 0.0445,

cov(Ra, Rp) = 0.0445, pap (= cor(Ra, Rp)) = 0.9539,
o(Ry) = 0.22113, o(Rp) = 0.21095 .

Uwaga 2.1. W dwoch przyktadach w Wyktadzie I moglismy tylko policzy¢ estymatory tych
parametréw dla zmiennych stép zwrotu Rx, Ry oraz Ra, Rp; rozkladéw tamtych zmiennych
nie znaliSmy. Dzieki estymatorom policzonym dla pierwszej pary tamtych zmiennych mogli$émy
m. in. dopracowaé si¢ wykresu podanego na Rysunku 1.2 w Wyktadzie 1.

Teraz zmienne losowe znamy dokladnie. Postawmy pytanie, jak w przykladzie .5 stanéw
gieldy” wyglada analogiczny do tamtego wykres na plaszczyznie R?(o, E)?

(Dla nas na tym wykresie wazny jest tylko zaznaczony tuk hiperboli. Znaczenie odcinka
prostej widocznego ponizej tuku hiperboli znane jest tylko studentowi — autorowi wykresu.)

Wprowadzimy teraz caly zestaw oznaczen ogdlnie przyjetych w teorii Markowitza [19, 21, 22]

— tzw. Markowitz setup:

— Tlos¢ spétek notowanych na gietdzie oznaczamy k.

— Zmienne losowe — stopy zwrotu z notowan tych spétek w ustalonym okresie inwestycyjnym
oznaczamy Ry, Ro,..., Ri. Sa to zmienne losowe na tej samej (blizej nie precyzowanej,
por. powyzszy dlugi cytat z pracy Markowitza) przestrzeni probabilistycznej, przyjmujace
wartosci z [—1, +00), o ktérych zawsze bedziemy zakladaé, ze ich wartosci oczekiwane E(R;)
oraz wariancje 02(R;), i =1, 2,..., k, sa wszystkie skoficzone.

— Bedziemy pisali krotko: E(R;) = pi, 0(R;) = 04, 045 = cov(R;, Rj) = pijoioj, gdzie pj; =
cor(R;, Rj) dla1<i#j<k.

— Wektor wartosci oczekiwanych p; oznaczamy pu = [,ul-]f:l, za$ wektor zmiennych losowych
R; oznaczamy R = [R;]¥_,.

— Bedziemy méwié, ze wektorowa zmienna losowa R ma wektorowa warto$é oczekiwana E(R) =
p. Wektor odchylen standardowych bedziemy (czasem) oznaczaé o = [oy] le.

— Wreszcie macierz kowariancji wektorowej zmiennej losowej R = (Ry, R, ..., Ry)" oznacza-
my
of of
2 . 2 T
09 Oij 09 Pijoi0;
Y= . = .
Oij - Pij0i0;
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Rysunek 2.1. Zwiazek miedzy ryzykiem i wartoscig oczekiwang w przyktadzie ,,5 stanow gietdy”.

— Teoria, ktéra bedziemy poznawaé na tych wyktadach, nie jest (o ile kto§ mialby jeszcze co
do tego watpliwosci) oderwana od zycia. Oto — dla ilustracji tej tezy — tre$é¢ ulotki banku
ING BSK z roku 2009, reklamujacej pewien nowy produkt banku: ,, Na wysokos¢ wyplaty
na koniec programu wplywa wzrost wartosci portfela inwestycyjnego. Strategia inwestycyj-
na zostala oparta na innowacyjnym modelu matematycznym, ktéry zdobyl nagrode Nobla
(Markowitz Efficient Frontier Theory). Jego unikalnos$¢ polega na tym, ze generuje stabilne
dochody zaréwno na rynkach wzrostowych, jak i spadkowych.”

— W Wyktladzie I (Rysunek 1.1) dowiedzielidmy sie, jak fundusz wielkiego inwestora Warrena
Buffetta ,bije” (w dlugim i trudnym okresie czasu 2006 - 2010 obejmujacym kryzys finansowy
lat 2008-9) amerykanska gielde. W naszym kraju tez zdarzaja si¢ godne uwagi osiagniecia
na podobnym polu. Dokladniej, w pierwszej polowie roku 2010, w V Mistrzostwach Polski
Inwestoréw, zwyciezca w kategorii akcje (pan Andrzej Laskowski z Redy) zwiekszyl wartosé
swojego portfela az o 78%.

Obserwacja. 2.1
S=E(R-p)(R—p)7).

Dowd6d wynika wprost z wezes$niej podanych (i znanych juz z wyktadu RP 1) definicji.

Przyktad 2.1. W przykladzie .5 stanéw gietdy”, wobec obliczen zrobionych juz wczesniej,

wektor u i macierz ¥ to
_( 0.09 5 0.0489 0.0445
F=1 005 ) ~\ 00445 0.0445 |
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Przypomnienie. Kryterium Sylvestera, poznane na I roku na wyktadach z GALu, wyjasnia,
kiedy macierz ¥ rzeczywista i symetryczna wymiaru k x k jest dodatnio okreslona:

1 2 p
Dy Py dl =1,2,..., k
>0 <= (1 9 p) >0 a p y 4y y vy
gdzie ¥ (;1 ;,2 o ;,p ) to minor pxp w macierzy ¥ uzywajacy wierszy o numerach i1, ia, ..., ip
1 2 ... p
oraz kolumn o numerach ji, jo,..., jp (uzZywamy tu oznaczen ze zbyt malo w Polsce znanego

1 2

p .
1 9 p) w kryterium

podrecznika z teorii macierzy i algebry liniowej [6]). Minory 3 <
Sylvestera to minory gléwne macierzy X..

Znane jest tez podobne kryterium na temat nieujemnej okreslonosci macierzy, aczkolwiek
nie wchodzi ono do standardowego kursu GALu. Mianowicie, dla macierzy X, kwadratowej k x k
rzeczywistej symetrycznej,

2>0<:>2<7f1 2o Z.P>>o dla 1<iy <iz<--<ip<k,

il ... i

przy wszystkich p =1, 2,..., k. Minory X (;1 22 Zp ) to minory centralne macierzy X.
1 2 ... 1y

To nowe kryterium jest w istocie do$é szybkim wnioskiem z kryterium Sylvestera — patrz [6],
strona 270. Kluczowe miejsce w rozumowaniu, aczkolwiek piekne, jest tam jednak zredagowane
niezmiernie lakonicznie. Dla wygody czytelnika, ponizej przytaczamy wlasciwy fragment wspo-
mnianej strony z [6].

(W rozwinigciu € 4 ... minora centralnego A, 21 22 o zp ) wystepuja wyrazy z nie-
1 2 .. Yy
ujemnymi wspotczynnikami przy potegach e?~1 ... €, 1 — dlaczego?)

W tej chwili mamy juz jezyk, lecz jest on jeszcze dla nas martwa litera. Jak Markowitz
koduje, czy modeluje, swoje portfele? Wskazéwki dostarcza juz Wyktad 1, gdzie co prawda

wystepuja tylko dwie spéiki, zas portfele opisywane sa punktami z = il lezacymi na
2

prostej x1 + xo = 1 w pierwszej ¢wiartce (czyli speliajacymi warunki 21 > 01 xzo > 0). Ze
swojego kapitatu L, inwestor przeznaczal tam x1L na zakup akcji pierwszej spétki (i kupowal
tych akcji C"flTiZ) oraz xeL na zakup akcji drugiej spotki (ktérych kupowatl Cj%cz)
Teraz, gdy dostepne sa akcje spétek o numerach 1, 2,..., k, inwestor dzieli swoj kapitat L
na czesci
r1L+xoL+---+x L =1,

gdzie oczywiscie x1, x2,..., rp > 0 oraz x1 + x2 + --- + xp = 1. Nastepnie, dla¢t =1, 2,..., k,
za kwote x; L kupuje on akcje spotki numer i.
Mozliwe portfele inwestora sg wiec teraz opisywane punktami

I

takimi, ze x1 + xo--- + xp = 1 oraz x1, xo,..., xx = 0.
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e, e ], R gl AP ARE n
Teopema 4. Jaa mozo umobn keadpamuunan gopua A(z,z) =
ik
Aa HeompuyameasHol, Heo6Todumo U JOCIMAMOYHO, WMol 6Ce 2A06HbEe MUHOPH ee
mampuys Koadduyuenmos oAl HEOMPULAMELbHbL

0k T;T) Obl-
1

A(‘,l o “.P);u (1<) <izg<...<ip€<n; p=12,..,n). (407)
1 12 ... 1ip

NokasaTenscTBo. BBefeM BCIOMOTaTElbHYIO hOpMY
n
Ac(z,7) = Alz,2) +ey 27 (¢>0).
i=1
OuenupHo, li]‘[:l. Ac(z, z) = Az, z).
¥
Hz seoTpuuatensHoeTy dopmul A(z, ) cienyeT nofoHTeNbHaA onpejeleHHOCTh
dopmet A (z,z) M, clegoBaTenbHO, HepaBeHCTBa (CM. CHIEICTBHE M3 TeopeMbl 3)

A,(:l 3 s ‘,P)>u (1€ir<in €. <ip€n; p=12,.,n).
1 2 ... 1p

Mepexonsa k npefeny npu € —+ 0, nony4aem ycnopus (40°).
Myets, HaoGopoT, fAakbl yenosuA (40*). Ha sTux yenoeuit cienyer

A,,(:: :: 5 ::)::-:’+...;>,5’>0 (1€iy<iz<..<ip€<n; p=1,2,.. 7).

Ho Torpa (cornacHo Teopeme 3) A (z,z) — NONOMHTENLHO ONpefeNeHHan dopma:
A(z,z) >0 (z#0).
Ilepexona k npemeny nmpu £ = 0, noayyaem oTciona

Az, z) 2 0.
Teopema nokasana.
YenoBHA HEMONOMHTENRHOCTH M OTPHUATeALHON OnpefeacinocTH GOopMEl NOAyYa-
IOTCA COOTBETCTBEHHO H3 HepaBeHcTs (39) u (40), ecnu 3TH HepaBeHCTBa NPHMEHHTL
K opme —A(z, ).

Teopema 5. Jar mozo ymobe keadpamuynan gopma A(z,T) Geaa ompuyamensHo
onpedeaerHoll, HeOOTOOUMO U JOCMAMOYHO, YMOGH UMEAU MECITIO HEPABEHCTEN

Dy <0, D3>0, D3<0, .. (-1)"D,>0. (39"

Teopema 6. Jarn mozo umoGu keadpamuunan dopma A(x,T) Obiaa Henoaoxcu-
meavHotl, HeoOTOGUMO U JOCMamoyHo, LMolsl WMEAL MECTO HepaseHcmea

(-1)*4 (‘,1 . ’:P) 20 (1€ <ig<...<ip<n; p=12,..,n). (40"
1 2 ... 1p
Rysunek 2.2. Dowdd twierdzenia charakteryzujacego macierze symetryczne nieujemnie okreslo-
ne.

Zbiér wszystkich takich punktéw oznaczamy symbolem A*, A* c R*. Jest to tzw. sympleks
standardowy w R¥ [w wersji pdf Rysunek 2.3 wypada dopiero na nastepnej stronie]:

W Wryktadzie 1 widzieliémy, ze zainwestowanie wlasnego kapitatlu w akcje spotek A i B,
opisane (czy zakodowane) portfelem (x1, 22)T € A? ma stope zwrotu (lub, krécej: taki portfel
ma stope zwrotu) z1Ra + roRp.2 Czy analogicznie jest gdy inwestuje sie kapital w akcje k
spétek? Tzn czy w dalszym ciggu ma miejsce odpowiedniosé

AF 52 «— zmienna losowa z1Ry 4+ xaRy+ -+ + 2x R = 2 R (2.1)

wiazaca dany portfel Markowitza ze zmienna losowa stojaca po prawej stronie w (2.1) jako jego
stopa zwrotu ?

Tak jest w istocie. Jezeli przez L oznaczymy kapital inwestora, wtedy z; - L bedzie kwota
przeznaczong przez niego na zakup akcji spotki numer . Jesli C; pocz 1 Cj kon 0Znaczaja notowa-
nia akcji i-tej spétki odpowiednio na poczatku i na koncu okresu inwestycyjnego (pamietamy,

2 To w dalszym ciggu jest zmienna losowa!
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Rysunek 2.3. Sympleksy standardowe AF dla k = 2, 3, 4.

ze ta druga wielko$¢ jest zmienna losowa) oraz sziL jest iloScig nabytych przez inwestora akcji
i, pocz

i-tej spotki, wtedy jego portfel x = (21,..., )" ma lacznie stope zwrotu
k . 720 k . 712 N . zi-L k
i=1 Cz, kon Ci,zpocz L Zi:l Cz, kon Ci,lpocz i=1 C’L, pocz i,lpocz Ci,kon — Ci,pocz
L i=1 C’i,pocz

k
= Z xiRz’ .
=1

To spostrzezenie motywuje nastepujaca

Definicja 2.1. Dla kazdego portfela Markowitza = € A*
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(i) Wartoscia oczekiwana portfela x, oznaczana F(x), nazywamy warto$¢ oczekiwana zmien-
nej stopy zwrotu przy inwestowaniu w ten portfel, czyli zmiennej losowej stojacej po prawej
stronie w (2.1): E(z) = E(zTR).

(ii) Odchyleniem standardowym (wzglednie wariancja) portfela x, oznaczanym o (x) (o?(z)),
nazywamy odchylenie standardowe (wariancje) zmiennej losowej 2T R: o(z) = o (2T R) (0?(z)
o?(zTR)).

Obserwacja. 2.2

(i) BE(z) =2 dla z € A,

(i) o%(z) = 2"Sx dla z € A,

(iii) Macierz ¥ jest nieujemnie okreslona i o(z) = VaTXz dla = € AF.

Dowsd. (i) E(z) =E(z"R) = 2TE(R) = 2™y,
(ii) 0%(2) = 0*(aTR) = E(eTR-E(z"R))* = B(2T(R—p))? = E(«T(R—p) (2 (R—p))" )=
E(mT(R —p)(R— ;L)Tl’) = $TE((R —p)(R— ,u)T>x Obs:2.1 Ty .
(iii) Dowolnie ustalamy y € RF i rozwazamy zmienna losowa yiRi + yaRo + --- + yr Ry

niezwiazana Scidle z analiza portfelowa. Powtarzajac rachunki z dowodu (ii) (w ktérym nie
wykorzystalismy zatozenia z € AF),

0 < o*(y'R) = y'2y,

za$ wzér na o(z) dla x € AF wynika z juz udowodnionej czesci (ii).

W teorii Markowitza kluczowsg role odgrywa odwzorowanie Markowitza M:

AF 5z — M(z) = ( o(z) ) = ( v B ) € R%*(o, E).

pla
Czesto uzywane tez jest zmodyfikowane odwzorowanie Markowitza M:

AF Sz — M(z) = ( () ) = < N > c R*(¢% E).

pla

Uwaga 2.2. a) W oryginalnych pracach Markowitza (i tylko Markowitza) kolejnosé zmien-
nych jest odwrécona: E jest odktadana na osi odcietych, natomiast o (wzglednie o) — na
osi rzednych. Oczywiscie sam Markowitz nie nazywat tak tych odwzorowan. Méwit on tylko o
‘attainable (F, V') combinations’ — patrz np strona 82 w [19]. Powyzsze nazwy i sam symbol
M wprowadzil, by¢ moze nie jako jedyny na $wiecie, Krzyzewski w [13].

b) W pézniejszej czesci teorii, ktora poznaje si¢ na wyktadach z analizy portfelowej, odwzo-
rowania M i M beda mialy o wiele wigksza dziedzine

H={z=(v1,...,2)  €eRFrzy + - 425, =1}. (2.2)

Bedzie to wiec hiperplaszczyzna afinicznie rozpieta przez sympleks standardowy AF (oczy-
wiscie AF ¢ H). Okaze si¢ przy tym, ze odwzorowania M i M idace z H zachowuja swoje
wzory definicyjne z podej$cia Markowitza! Patrzac na to z innej strony, tylko przez jakis czas
zajmowaé sie bedziemy wytacznie portfelami Markowitza lezacymi w sympleksach standar-
dowych A* i (tym samym) majacymi wszystkie wspétrzedne nieujemne.
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c¢) Obraz M(AF) bedziemy nazywali zbiorem osiggalnym (niektérzy moéwia tez: zbior mozli-
wosci) w teorii Markowitza. Podobnie, M(H) bedzie zbiorem osiagalnym w tej sygnalizo-
wanej w b) szerszej teorii, ktéra p6zniej wlaczy w siebie teorie Markowitza.

Cwiczenie 2.1. Uzasadnié¢, ze punkt (1,2,3)T € R3 i pie¢ innych punktéw powstajacych z
niego przez wszelkie mozliwe permutacje wspotrzednych, leza wszystkie na jednej ptaszczyznie
(inaczej méwiac: wymienione punkty sa wspélplaszezyznowe).

Cwiczenie 2.2 (nie takie natychmiastowe). Na plaszczyznie H C R? zdefiniowanej w (2.2)
przy k = 3 rozwazamy prostg aix1 + asTo + asxsz = b oraz prostg aix| + aswo + azxrz = V'; nie
wszystkie wspotczynniki a; sa sobie réwne. Wyznaczy¢ odlegtosé tych prostych jako podzbioréw
przestrzeni R? wyposazonej w metryke euklidesowa.

Rozwigzanie. Ta odleglosé jest niemniejsza (najczesciej wieksza) niz odleglosé

b — bl

1/0,12 + a22 + a32
odpowiednich plaszczyzn w R3.

Jaki wektor wyznacza kierunek obu tych prostych? Oczywiscie iloczyn wektorowy

1 al az — ag
1] x ao = ay — as
1 as a2 — aj

7Z kolei, jaki wektor jest rownolegly do H i prostopadty do obu tych prostych? Oczywiscie

a3z — a9 1 2&1—&2—&3
v = ay —ag | X 1 = —a1—|—2a2—a3
as — aq 1 —a1 — a2 + 2a3

Za chwile przyda sie tez jego dtugosé ||v|| = v/3v/(a1 — a2)? + (as — a3)? + (a3 — a1)?.
Ile tego wektora przenosi pierwszg prosta z zadania na druga? Taka wielokrotnosé tv, ze
(a1 ag az)tv ="V —b, czyli w postaci rozwinietej

2&1 — ag — as
(a1 as ag)t —aq + 2a2 — as =bv —b.
—a; —az + 2a3

Stad po krétkim rachunku
3(b' —b)
|[v][?

(dtugosé wektora v jest juz wyznaczona wezesniej). Tak wiec szukana odleglosé prostych to

t:

3 — |

3y — bl V3 = bl
HtUH_ HU||2 =

oll V(a1 — a2)? + (a2 — a3)? + (az — a1)?

vl =

Cwiczenie 2.3. Kiedy odleglosé prostych z Cwiczenia 2.2 (wycinanych na H przez plaszczyzny
o podanych réwnaniach) jest réwna odleglosci samych plaszezyzn a1z + agze + agzs = b i
a1x1 + asxy + azrs = b7

Wskazowka. Okazuje sie, Ze aby tak bylo, wspolczynniki ay, as, as winny speiniaé pewne réw-
nanie.
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Przyktady obliczenn odwzorowania Markowitza w najprostszych sytuacjach — gdy okazuje sie
ono by¢ liniowe lub kawatkami liniowe. (Od takich prostych przykladéw zaczyna sie najczesciej,
bo rzadkie sa sytuacje, gdy odchylenie standardowe portfela Markowitza da sie policzyé bez
wyciagania pierwiastka kwadratowego. Wyklady [13] tez od tego zaczynaly. Wielokaty wypukle
i odbicie w pionowej osi O—E>', ktére czytelnik zobaczy ponizej, pojawialy sie juz w [13]. Nato-
miast specyfika biezgcych wykladéw jest wielokrotne uzywanie w réznych sytuacjach modeli
+ doskonale skorelowanych. Doktadniej, szereg interesujacych przyktadéw bedzie sie brat z od-
powiedniego zaburzania macierzy kowariancji postaci jak tu nizej w I i II. Np przyklad dany w
przypisie nr 3 w Wykladzie XI (w wersji html jest to przypis nr 31) — do macierzy + doskonale
skorelowanej dodana tam zostanie macierz Id.)

1. Zalézmy przez chwile, ze zmienne losowe Ri,..., Ry sa wszystkie doskonale dodatnio
skorelowane, tzn p;; = 1 dla 1 < i # j < k, albo tez 0;; = 0y0; dlai # j, tzn ¥ = oo’. Wtedy
'Yz =200 e = (6T2)?, VaTS o = 0Tz dla 2 € AF.

UT.f

Zatem M (z) = ( s ) dla z € A*. Odwzorowanie Markowitza jest w tym przypadku liniowe
(doktadniej: zapisuje sie liniowymi wzorami; jego dziedzina AF rzecz prosta nie jest przestrzenia

liniowa; nawet powloka afiniczna dziedziny, czyli hiperptaszczyzna H zdefiniowana w Wyktadzie
IT wzorem (2.2) , nie jest przestrzenig liniowa).

II. Zmienne losowe Ry, ..., Ry rozpadaja si¢ na dwie grupy Ry,..., R, oraz Ryi1,..., Ry
gdzie 1 < r < k — 1. Zakladamy, ze zmienne w kazdej z grup sa parami doskonale dodatnio
skorelowane, za$ miedzy grupami sg doskonale ujemnie skorelowane. Innymi slowy macierz
r k—r
wspolezynnikéw korelacji to r|4+1 —1 , albo jeszcze inaczej

k—r| -1 +1

01

Y = [o1 ... O0p —0Opp1 ... —O% |
—Or+1

—0oy

Uwaga 3.1. Chociaz tak skrajne rozbicie spétek gietdowych na dwie antagonistyczne grupy nigdy
nie wystepuje w praktyce, to jednak co$ troche zblizonego obserwowano na gietdzie w Tokio
bezposrednio po katastrofalnym trzesieniu ziemi w miescie Kobe w styczniu 1995 roku. Wtedy
korelacje miedzy stopami zwrotu z akcji firm budowlanych i ubezpieczeniowych byly miedzy
—0.6 i —0.2, podczas gdy w warunkach stabilnych prawie wszystkie wspdétczynniki korelacji sa
miedzy 0.51 0.7. (Sredni wspélczynnik korelacji na NYSE wynosi 0.6.)

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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W tej sytuacji o2(z) = 2782 =

01

2
T [o1 ... Op —Op41 ... —Uk]a?:([al cer Op —Opgl e —Jk]x)
—Or+1

_Uk

oraz o(x) =
VmTEm:‘[Ul cee Op —Opg1 .- —Uk]x‘:]alxl—i—---+armr—ar+1xr+1—~--—ak$k,

dla z € AF. Zatem

M(gj) = ( |0'133'1 + -+ oy _MUTTJIxT-i—l - O'kl'k‘ > . zE€ Ak

Odwzorowanie Markowitza jest wiec zlozeniem liniowego przenoszacego AF na pewien wielokat

wypukly polozony po obu stronach osi OF i ,nakladki” R?(o, E) — R2(0, E), < 7 ) —

%) E

Pierwsze z narzucajacych sie tu pytan to

— Czym sg zbiory osiggalne M(AF) w sytuacjach I i IT?

— Czym sa granice: minimalna Fly, i maksymalna Fy., dla M(AF) w sytuacjach I i II,
gdzie te granice definiowane sg, i to ogélnie, nie tylko w sytuacjach doskonalych, w sposéb
nastepujacy

Fin & {zbiér lewych krancéw zbioréw liniowych M(AF) N {E = const}} ,

Fax & {zbi(’)r prawych kraficéw zbioréw liniowych M(AF) N { E = const }} .

(Zbiory liniowe wystepujace w tych definicjach zawsze sa ograniczone, bo M(AF) jest zbiorem
zwartym w R2(o, F).)

Na temat zbioréw osiagalnych:
W sytuacji I

1 0 0 1 0

L 0 1 0 0 0
M(A%) = M | conv A I T N =conv| M| . |,.... M

0 0 1 0 1

i:1,2,...,k},

jest to wiec I-kat wypukly, 1 <[ < k, polozony w prawej (otwartej) polplaszczyznie R?(o, E),
bo o1, ..., op > 0. Dlaczego ogélnie [-kat, a nie po prostu k-kat? Poniewaz niektére (lub wiele
z nich) obrazy wierzchotkéw sympleksu A* moga nie byé punktami ekstremalnymi tego zbioru
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ga‘l

Vaq

Rysunek 3.1. Zbiory osiagalne w modelu Markowitza przy stopach zwrotu doskonale dodatnio
skorelowanych.

wypuklego. Lub tez, w sytuacji skrajnej, wszystkie te obrazy moga sie pokrywaé, dajac w wyniku
po prostu punkt (1-kat wypukty).

Niektoére z mozliwych tu sytuacji sa przedstawione na Rysunku 3.1 ponizej.

Natomiast w sytuacji II,

by uzyskaé M(AF), najpierw tworzymy pomocniczy wielokat wypukty
conv{(Zj) ci=1,2,...,71; (_H‘;J) tj=r+1,..., k}, ktéry — uwaga — polozony jest po obu

—
stronach osi OF. Doktadniej, chwilowo ignorujemy znak wartosci bezwzglednej w aktualnym
wzorze na M i stosujemy rachunek wypukly z sytuacji I. Jedyna réznica w poréwnaniu do I
jest taka, ze teraz dostajemy jaki$ l-kat wypukly, gdzie 2 < [ < k (nie dostajemy pojedynczego
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punktu, bo trafiamy w obie pélptaszczyzny). Szukany M(AF) jest obrazem tego [-kata przy
przeksztalceniu R?(o, E) — R%(o, E), 2 > — < ‘2’ ), ktére zachowuje punkty w prawej
péiplaszczyznie, zas punkty z lewej potplaszczyzny odbija w pionowym lustrze do prawe;j.

Przyktad 3.1. WeZmy k =4, r =2oraz 01 =4, oo =1, 03 =1, 04 =4; p1 =1, po =
2, uz =5, pg = 6. Na Rysunku 3.2 tuz ponizej pokazane jest powstawanie zbioru M(A*) we
wspomnianych dwéch krokach; eq, es, e3, es to, oczywiscie, kolejne wierzcholki sympleksu A%,

Rysunek 3.2. Zbiér osiagalny w modelu Markowitza przy stopach + doskonale skorelowanych.

Na temat granic minimalnych i maksymalnych:
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Te pytania w sytuacji I sa calkiem elementarne, nietrudno scharakteryzowaé (i nalezy to
zrobi¢ samemu!) rodziny lamanych, ktérymi sa takie granice.

Jednak juz w sytuacji IT, nawet przy ustalonym dyskretnym parametrze r € {1, 2,..., k—1},
opisy granic staja sie dosy¢ skomplikowane. Zatrzymajmy sie na chwile przy tych opisach.

Finin jest wtedy tamang o nie wiecej niz k + 1 bokach, przy czym ta iloéé¢ jest osiggana przy
kazdym k i kazdym r (dlaczego?). k + 1 jest wiec najmniejszym ograniczeniem gérnym ilosci
bokow tamanej Fiin. Np na Rysunku 3.2, przy & = 4 i r = 2, tamana F;, sktada sie z 5
bokéw. Tak samo jest w sytuacji przedstawionej w gornej czesci Rysunku 3.3 tuz ponizej, choé
ten przyktad jest subtelniejszy od poprzedniego i bedzie w przysztosci wykorzystany w innym
celu.

k=4
r=2
q:.‘; ﬁz=4 c;-'-‘f G =3
z’"':':d My =2 .-“;"5 Fuzb
-3 -4 i .l & 1]
JA(B)
le)
Mfeg)
(ez)
k=¢
=3
F.;uc —.—-ﬂ—aa "t"' X J{‘EI’EGJ
Me,)

Rysunek 3.3. Troche ciekawsze przyktady sytuacji £+ doskonale skorelowanych.
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Cwiczenie 3.1. W sytuacji + doskonale skorelowanej przy ustalonych wielkosciach k i r, znalez¢
najmniejsze ograniczenie gérne (dlaczego takie istnieje?) ilosci bokéw tamanej Fiyax.

Wskazowka. Zanalizowaé przykltad pokazany w dolnej czesci Rysunku 3.3 powyzej, gdzie przy
k=6 ir =3 granica (tu tamana) maksymalna skiada sie z 10 bokéw. Rozwigzanie. Pokazad,
ze poszukiwanym ograniczeniem jest funkcja od k i r zdefiniowana nastepujaco

k—2+42r=2k—-2 gdy r=k—r,
kE—1+42min(r, k—r) gdyr#k—r.

(To zadanie rozwiazuja, z réznymi efektami, kolejne roczniki stuchaczy wykladéw z APRK1 na

Wydziale MIM. Stanowi ono dobry wstep do poznania i rozumienia ,parasolkowatej” natury
granicy maksymalnej Fia.x dla ogdlnych odwzorowan Markowitza — gdy odrzuci sie sztuczne
zalozenie + doskonalej korelacji zmiennych stép zwrotu.)

Dygresja nt podprzestrzeni zerowych form kwadratowych nieujemnie okreslo-
nych.

Chodzi tu o zbiory wektoréw, na ktérych zeruja sie formy kwadratowe nieujemnie okreslone.
Czesto, ustalajac baze w przestrzeni R¥ (np baze standardows ei, ..., ey)), utozsamia sie formy
z macierzami nieujemnie okre$lonymi k x k. Zaczynamy od prostego pytania

Cwiczenie 3.2. Czy macierze ¥ w sytuacjach doskonale skorelowanych I i IT sa dodatnio
okreslone ?

Rozwigzanie. Nie, gdyz maja one duze zbiory wektoréw y € RF zerujacych odpowiadajaca im
forme kwadratowa y*¥ y. Z wezesniejszych obliczen wiemy, ze te zbiory sa hiperplaszczyznami
liniowymi: Zle oyi = 0 w sytuacji I, wzglednie >/ oyy; — Zf:r—l—l o;y; = 0 w sytuacji IL
Troche trudniej jest pokazac, ze

Cwiczenie 3.3. ¥ > 0 = {y € R¥|yT¥y = 0} jest podprzestrzenia liniowa R¥. Jest to
wladnie tzw. podprzestrzen zerowa formy majacej macierz 3.

Rozwigzanie. y*Xy=9"S7=0 = (y+9)'S(y+y) =2y Sy > 0 oraz tez (y—7) ' 2(y—7) =
—2y™Y 4y > 0. Te dwie nieréwnosci daja tacznie y'Sy = 0, i dalej (y + 7)T2(y +7) = 0.
Doktadniejszg informacje moze daé

Cwiczenie 3.4. Ustali¢ (jedli istnieje) zwiazek miedzy rzedem macierzy ¥ > 0 i wymiarem jej
podprzestrzeni zerowe;j.

Zauwazmy jeszcze, tylko informacyjnie, ze ogélnie zbiér wektoréw zerujacych dang forme
kwadratowa nie musi mie¢ struktury przestrzeni liniowej.

Przyktad 3.2. Juz forma kwadratowa na R? majaca w bazie standardowej macierz (§ %), tj
przyjmujaca na wektorze (yi, y2)T warto$é yZ — y3, jest taka.

Gdy macierz kowariancji ¥ jest dodatnio okreslona, wtedy (oczywiscie) zaden portfel Marko-
witza nie ma zerowego ryzyka. Natomiast czasami, i to juz przy k = 2, mozna zmniejszaé ryzyko
portfela Markowitza ponizej wielko$ci min{oy, o2}. Tak jest w obu przykladach w Wykladzie I;
porownaj w szczegdlnoéci Rysunek 1.2 dotyczacy jednego z nich. Czasami za$ nie mozna zejéé
ponizej min{oy, o2}, jak w przykladzie .5 stanéw gieldy” w Wykladzie II, poréwnaj z kolei
Rysunek 2.1. Od czego to zatem zalezy? Przynajmniej przy k = 2 chcieliby$Smy mieé¢ tu jasnosé.

Pelny opis zbioru M(A?).
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Jezyk naszego opisu to pi, pg, o1, o2, p (= p12). Liczby u; sa rzeczywiste nie mniejsze niz
—1 i rézne, by portfele moglty mieé¢ rézne wartoéci oczekiwane. Liczy o; sa dodatnie, natomiast
p € [-1, 1]. Podczas rachunku przyjmujemy domyslnie, ze jesli o1 = o9, to wtedy p # 1.
Celem jest, czego domyslamy sie juz z dotychczasowych doswiadczen i na wykladzie i na ¢wi-
czeniach, uzyskanie hiperboli na plaszczyznie R?(o, E), wzglednie paraboli na plaszczyznie
R%(0?, E) (parabola bedzie nawet wtedy, kiedy hiperbola przy |p| = 1 zdegeneruje sie do pary
prostych).

Obliczamy wariancje portfela, parametryzujac najpierw parametrem xi:

2
2 _ 2 T _ _ o8] pPo102 1
7= (1 — x1> o (‘Tl 1 a:1> <p0102 022 ) (1 — x1>

= (0f — 2po109 + 0)xi 4+ (2por09 — 208 )1 + 0F, (%)

podczas gdy

— x1 — _
E=F <1—x1> = (u1 — p2)z1 + p2,

albo
E_
T = ] ()
H1 — H2

i to wyrazenie bedzie mozna podstawi¢ do (x).

Uwaga 3.2. Jest jeden jedyny przypadek, gdy () nie wyraza kwadratowej zaleznosci o od z1:
_ . _ . . , o1e 2 . 2 T1 — 2
o1 =02 1 p=1. Wtedy znikaja tam wspélczynniki przy x{ oraz 1, i przez to o® (1%, ) = 05.

Ten przypadek wykluczyliSmy na poczatku rachunku.

Tréjmian wyrazajacy wariancje ma minimum w

2
09 —pP0O102
Y
of —2poiog + 0

T =

z czego wyliczamy, dzieki (s*), wartos¢ oczekiwana Ey odpowiadajaca tej wartosci z1 = x1,,

_ ,LL1022 + ,u2012 — (p1 + p2)poios
o —2poioy+ 0 '

Ey = Eo(p) (3.1)

Patrzac teraz rownoczeénie na (x) i (x%), widzimy, ze szukana hiperbola musi mie¢ réwnanie
postaci
(m1 — p2)’0® — (0f —2po102 +03)(E — Ey)? = const,

przy czym w analizie portfelowej ciekawa jest tylko galaz o > 0.
Troche dodatkowych rachunkéw pozwala wyznaczy¢ wartosé statej po prawej stronie,
(u1 — p2)?oios
(1-0%). (32)

2 2 2 2 2
- — (02 -2 + o) (E — Ey)? =
(u1 = p2)"0” = (of = 2p o103+ 03)( 0) o —2pa103 + 03

Gdy |p| =1 (wiec p = —1 gdy o1 = 02), w (3.2) mamy dwie proste krzyzujace sie¢ w (EQO ).
Gdy |p| < 1, w (3.2) mamy hiperbole w ptaszczyznie R?(o, E), z pélosiami dtugosci

1—p? |1 — peloros
. 0102\/012 —2poi09 + 0 ol —2poioy+ 0 P (3:3)
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W kazdym z tych przypadkéw obrazy portfeli Markowitza (ktére nas chwilowo jedynie inte-
resuja) to czedci wymienionych krzywych lezace w péiplaszczyznie {o > 0} i w poziomym pasie
potozonym miedzy FE = u; oraz B = uo.

Skrajne wartosci Fy, gdy uzmienniamy parametr p.
Podstawiamy w (3.1) p = —1:

_ 1103 + ppof + (1 + p2)oroz (02 +o1pe) (01 +02) _ oap +oupe

Ey = FEp(—1 =
0 o(=1) (01 + 02)? (o1 + 09)? o1+ o9

E, jest wigc punktem podzialu wewnetrznego odcinka o konicach i1, po w stosunku oy : oo.

Podstawiamy teraz w (3.1) p = +1:

2 2
ag ag J10: g g ag ag ag g
Eo+ — Ey(+1) = p10s + peoi — (p1 + p2)oroe (o241 142) (02 1) o241 12

(o1 — 02)? (o9 —01)? o9 —o1

Ear jest wiec punktem podziatu zewnetrznego odcinka o koncach g, pe w stosunku oy : o9 (i
nie istnieje, gdy o1 = o9, lecz ten przypadek od poczatku wykluczylismy).

Obserwacja. 3.1. Gdy p rosnie od —1 do 1, wtedy Ey(p) dane wzorem (3.1) zmienia sie Scisle
monotonicznie.

Dowdd. Prawa strona w (3.1) to funkcja homograficzna od p. Zapisujemy ja inaczej, jak (by¢
moze) robilismy to juz kiedy$ na zajeciach z Funkcji Analitycznych:

1103 + poof — (1 + po)poios

Fn =
0 012 —2poi02 + 022

_ (it p2)(of — 200102 +0F) + (2 — m)of + (o — p2)od
2(0¢ —2poioy + 03)

_ mtpe (2 —m)(of —oF) (3.4)
2 200 —2po1og +03) ‘
Scista monotonicznosé Ey(p) jest juz teraz widoczna. O

Np w sytuacji na rysunku ponizej, mimo braku numeracji obrazéw wierzchotkéw, musi byé
albo 1 < pg i 01 < o9, albo tez uy > pg i 01 > o9, wiec licznik utamka w (3.4) przy kazdej z
tych mozliwych numeracji jest ujemny i Eo(p) $ciéle maleje od E; do Ej [w wersji pdf Rysunek
3.4 przeskoczyl na nastepna strone].

Obserwacja. 3.2. Gdy o1 # 09, 1 # p2 i p rosnie od —1 do +1, wtedy rozwartoéé¢ kata

miedzy asymptotami hiperboli (3.2) $cisle rosnie od 2 arctg% do 2arctg [£2=L1).
Dowdd. Wedlug (3.3), tg%(k@t rozwarcia asymptot) = 2 = lwe—ml O

\/ 012—2p 010'2+0'22

! Réwnanie potozonej kanonicznie na plaszczyznie RQ(x, y) hiperboli o pétosiach dlugosci a i b to

@-a0f _w-wf _,
a? b2 o

Tutaj x =0, 20 =0,y =F, yo = Eo.
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Rysunek 3.4. Pek hiperbol parametryzowany zmieniajaca si¢ wartoscia p.

Krytyczna warto$¢ wspoétczynnika korelacji.

Postawmy sobie pozornie uboczne pytanie, kiedy (tj dla jakiej wartosci p) Eog = u1, tzn.
kiedy M(e1) = (i} ) jest czubkiem galezi hiperboli (3.2). Wedlug (3.1),

N2<712 — (1 + p2)poroz = u1012 —2upoios,

tzn.
(u2 — p)of = (ua — m)poios,

tzn. % = p, przy czym réwnosé¢ o1 = oy jest tutaj wykluczona, bo oznaczataby (dodatkowo)

p=1
Rozumujac symetrycznie, Fy = us pociaga za soba, ze p = % < 1.

Whiosek 3.1. Czubek galezi hiperboli (3.2) pokrywa sie z jednym z obrazéw wierzchotkéw A*

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
def . g1 02
p(: pkryt) = Hlln{, } <1.
o2 01
Krytyczna warto$é wspoélczynnika korelacji, zdefiniowana powyzszym wzorem, to bardzo
wazne narzedzie w analizie portfelowej. Bywa ono pomocne w zupelnie niespodziewanych sy-
tuacjach, takze w przyktadach i zadaniach z iloscig spélek wieksza niz dwa (o czym studenci
czesto nie pamietaja).

Cwiczenie 3.5. Policzy¢ wartosé Pyt W przykladzie na Rysunku 3.4 powyzej.

Przyktad 3.3. W przyktadzie ,,5 stanéw gietdy” z Wyktadu II wartosé wspotezynnika korelacji
pAB jest wlasnie krytyczna:

cov(Ra, RB) aé oB
paB = = = — = Pyt -
OAOB OAOB OA

Ten efekt krytycznosci pap widaé wyraznie na Rysunku 2.1 w Wyktadzie II: czubek gatezi
hiperboli jest tam na wysokosci 0.05.
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Definicja 3.1. Wartodci —1 < p < piryt nazywamy podkrytycznymi, natomiast wartosci pirye <
p < 1 nazywamy nadkrytycznymi.

W obu przyktadach w Wyktadzie I wartosci wspétczynnikéw korelacji sa podkrytyczne: w
pierwszym mozna to sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, zas§ w drugim kowariancja miedzy
stopami zwrotu jest ujemna.

Nasuwa si¢ pytanie, ktére tuki hiperbol na Rysunku 3.4 powyzej odpowiadaja nadkrytycz-
nym wartos$ciom p?
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Pod koniec poprzedniego wykladu poznaliSmy pojecie krytycznej wartosci wspélczynnika
korelacji, oczywidcie w danym modelu Markowitza w wymiarze dwa, a takze wartosci podkry-
tycznych i nadkrytycznych tego wspoétczynnika.

Cwiczenie 4.1. Przesledzi¢ na Rysunku 3.4 (Wyklad III), ktére narysowane tam galezie hi-
perbol odpowiadaja warto$ciom wspélczynnika korelacji jakiego typu. (Widaé¢ tam wyraznie
hiperbole z krytycznym wspélczynnikiem korelacji. Ktore z pozostatych hiperbol maja korelacje
podkrytyczne, ktore za$ nadkrytyczne?)

Aby jeszcze utrwali¢ pojecie krytycznej wartosci wspotczynnika korelacji,
Cwiczenie 4.2. Wyprowadzi¢ wzor na Piryt bezposrednio z formuly (x) w Wykladzie III.

Wskazowka. Czubek hiperboli (3.2) bedzie znajdowal sie na wysokosci py (tzn. bedzie obrazem
portfela e1) lub na wysokosci g (tzn. bedzie obrazem portfela ex) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja
dana wzorem (x) w Wykladzie 111 bedzie miala minimum w x; = 1 lub w x; = 0. Rozwigzanie.
Rozwijajac wskazowke i uzywajac wzoru na x1 9 z Wykladu III, musi by¢ albo

2
0y — pP0102

=1,
of —2poiog + 0

co po prostych przeksztalceniach daje

012 —poro2 =0,
czyli

g1
p= ;2 9

albo tez )

09 —pPO0102 —0

- ?

2 2
of —2poi0o2 + 05

co od razu prowadzi do

02
p=—:
01

— Komentarz do pierwszego ¢wiczenia: wida¢ wyraznie, ze tylko dla p podkrytycznych ryzyko
w modelu Markowitza mozna zmniejszaé ponizej wartosci min{o, o2}. Ta wlasnosé mogtaby
tez by¢ definicja podkrytycznosci: warto$é p jest podkrytyczna w danym modelu Markowitza,
gdy kres dolny ryzyk portfeli w tym modelu jest mniejszy od min{oq, o2}.

— Uwaga nt kanonicznych hiperbol (3.2) w Wykladzie III. Nalezy mocno podkreslaé, ze te
hiperbole naleza do peku hiperbol zaczepionych w dwéch punktach i przy tym sa wszystkie
polozone kanonicznie. Ze zmiana parametru p zmienia sig, jak to juz badaliSmy, punkt prze-
ciecia ich asymptot oraz kat rozwarcia asymptot. Jednak kanoniczne potozenie pozostaje!
Ponizej przytoczone sa kopie rysunkéw z podrecznika [10], ktére nie respektuja kanonicznosci
potozenia hiperbol w takim peku.

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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Pod pierwszym z rysunkéw zmieniony jest oryginalny podpis, bo jeszcze nie wiemy, co to
jest krotka sprzedaz. Na rysunku powinna by¢ jedna z kanonicznie polozonych hiperbol (3.2) z
Wyktadu III.

20,¢ E \

Rys. 5.5. Portfel akcji dwoch spolek z krotka sprzedaza

Rysunek 4.1. Rzedna punktu przecigcia asymptot hiperboli wypadtaby poza przedzial
[Ef, Ey], co niemozliwe.

Pod drugim z rysunkéw tez zmieniony jest podpis. (Na nim takze rzedna punktu przeciecia
asymptot hiperboli wypadalaby poza przedzial [E; , E].)

| Sp

Rys. 5.9. Portfel akcji dwoch spolek — dominacja jednej akcji

Rysunek 4.2. Para po6tprostych C'A i C'B nie jest polozona kanonicznie.
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Na koniec tej czesci proponujemy czytelnikowi zastanowi¢ sie nad zdegenerowanym przy-
padkiem p; = pg, ktory dotad (od samego poczatku) wykluczali$my.

Cwiczenie 4.3. Zanalizowaé¢ zaleznoéé obrazu M(A?) odwzorowania Markowitza od p €
[—1, 1] w sytuacji p1 = po (01 i 02 moga by¢ réwne lub rézne — bez znaczenia; przyjaé na
przyklad, ze sa rézne).

Wskazowka. Rownanie (3.2) z Wykladu III jest teraz bezuZyteczne, jednak caly czas mozna
uzywaé formuly (x) z Wyktadu III na wariancje portfela o®. Moina np badaé, jak zmienia si¢
minimum wartosci o gdy zmienia sie p, pamietajgc, ze p = Z—; pocigga w10 = 1 itd.

Dwa techniczne aspekty w analizie portfelowej: hiperbole i parabole.

Pamigtamy, ze réwnanie (3.2) w Wykladzie 111 to réwnanie hiperboli, czasami zdegenerowa-
nej, i ze w takiej hiperboli w analizie portfelowej interesujaca jest tylko prawa gataz poltozona
w pélplaszezyznie o > 0 (i wrecz, w podejsciu Markowitza, tylko niewielka cze$é tej galezi).
To samo réwnanie staje sie réwnaniem paraboli, gdy spojrzymy na nie jako wiazace zmienne z
plaszczyzny Ri(aQ, E). Pamietamy tez, ze w te plaszczyzne idzie zmodyfikowane odwzorowanie
Markowitza M. Jak ogdlnie wiaza sie ze soba hiperbole i parabole?

To temat niemal bez dna. Z wielu dostepnych watkéw wybieramy hasto ,stozkowa” w ency-
klopedii WSiP-u [w wersji pdf odpowiedni rysunek jest dopiero na nastepnej stroniel:

Cwiczenie 4.4. Czy kazde dwie hiperbole na plaszczyznie sa podobne?

Rozwigzanie. Nie, oczywiscie nie; kat miedzy asymptotami hiperboli jest niezmiennikiem przy
podobienstwach plaszczyzny. (Czy to jest jedyny niezmiennik, czy tez jest jeszcze cos?) To
nie byto trudne ¢éwiczenie. Jednak ma ono swoje drugie dno. Mianowicie asymptoty hiperboli
zakodowane sa niejako w niej samej ogladanej z daleka (im dalej, tym lepiej). Czy pamigtamy
jeszcze galtaz hiperboli ilustrujacej pierwszy przyklad w Wykladzie I (Rysunek 1.2)7 Ta sama
galaz ogladana z wickszej odleglosci wyglada tak [w wersji pdf Rysunek 4.4 jest dopiero dwie
strony dalej]:

(fragment aktywny w podej$ciu Markowitza jest jasny i wyr6zniony w caltym ,pocisku”). W
ten sposéb przyktad rozpoczynajacy Wyktad I zostal obejrzany i z bliska i z daleka. Zaczynamy
juz odczuwaé w samej hiperboli obecnos¢ jej asymptot, prawda? Zrébmy jeszcze analogiczna
rzecz z przyktadem .5 stanéw gieldy” z Wyktadu II, ktéry, przypomnijmy, z bliska juz byt
ilustrowany na Rysunku 2.1 (tylko fragment wazny w podej$ciu Markowitza). Ten sam przyklad
ogladany z bardzo daleka wyglada nastepujaco (cala galaz, nie tylko fragment Markowitza; w
wersji pdf Rysunek 4.5 jest dopiero dwie strony dalej):

Jest to wycinek oryginalnej pracy studenckiej; sam student dopisal na swoim wykresie, ze
‘nie sa to pdlproste’ (tylko ogladane z daleka wasy hiperbolil Omytkowo tez nazwal pozioma o$
o2 zamiast ¢.) Z daleka sama hiperbola zanika i widzimy (niemal) tylko jej asymptoty. W duzej
skali asymptoty catkowicie dominuja hiperbole.

Jak to wyglada dla parabol?

Cwiczenie 4.5. Czy kazde dwie parabole na plaszczyznie sa podobne?

x
.1‘2

Wskazéwka. Podaé np podobieristwo przenoszqce parabole {( ;2 ) : @ € R} na parabole {( 52) : © € R},

gdzie a # 0 jest ustalone.

Whniosek 4.1. Parabole sq bardziej zakrecone i przez to lepiej niz hiperbole bedg w tych wykla-
dach nadawaty sie do rysunkow eksponujgcych stycznosci roznych krzywych. W wielu sytuacjach
praktycznych bedziemy wiec raczej postugiwali si¢ parabolami (i zmodyfikowanym przeksztalce-
niem Markowitza M) niz hiperbolami (i odzorowaniem Markowitza M ).



35

B0 5 podstanami 5 deighego; obie podstawy 5. dang powierschaig stodkowy mokna wpisad k-
Ewlego o kolami, Crpld tworsgoe) 5. proccing-
NGRS ZMWArIE W . SEETYEn Narywa i woerjey
5. deigtego. Odginek {rdwmicd jogo dugadd) kg
crgey frodki prditaw s doigtego et wyiokodkig
i iigicpe. Pole powierzchni hocenej (5. po.  bak [sob. skery Da
hed ber podsiaw) 5. deicsege jest rowme  kli § 7 plseczyeng P
big okl krawgdi preocigoia

i 8. styceng do plasrsryvany P jedli

# podna 1aka

ri)-h. pdric | jest dlugoscia twos

I 5

1ERO, Fy. Fy

podsiae, rad h jest wysolo

kgo

Hhowi, krsywa sodkows,
W, capdt wapdlna pow :
tomey i pl ¥
wierzchulz|

show wiadcd

Eiha > D io s esl eligeg, w sscrepdingm wy-

padku, gy 3 = I, jest 10 olrqg {rys. 14k 20 jedeli

= O, b0 5 pean pasaboly (nve 15k 3) edelia

i & gat higerboly (rys. 16 Gedy plaseceyzna
ngca proochodz preee wierncholek powiersch-
ai stodkowel o cogdd wipdlng powserschni
seonbonw i tej plasarryeny gul 1aw, & nicwkasc

wag ks > & jean vo puske, dta cm § — prosta,

dia 2 dwic prostc proccimajgoe e W

Rysunek 4.3. Strona z Encyklopedii Szkolnej ,,Matematyka” wydanej przez WSiP.

Seria do$wiadczen — zastosowan wzoru (3.2) z Wyktadu III.

Przyktad 4.1.

™

Il
S O =
O = O
= o O

=

Il

[

Podstawiamy do wzoru (3.2) 01 = 092 = 1, u1 = 3, ua = 1, p = p12 = 0 i uzyskujemy obraz
boku e1€3: 02 = 3 + 3(E — 2)? (ogladany, powtérzmy, na R?(o2, E)).
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Obraz odwzorowania Markowitza

0‘07 e ——————— e i SS—

0,06 , : o

0,04 : c: ‘

0,03 -+

%021 \
0,01 -

E(x)

-0,01

-0,02 +

_0,03 B S L S el .__=

sigma(x)
Rysunek 4.4. Zalezno$é¢ miedzy ryzykiem i oczekiwang stopa zwrotu dla mieszanych portfeli

akcji spétek X i Y z Wykltadu I jako cze$é szerszej analogicznej zaleznoéci dyskutowanej w
Wyktadzie VL.

400 )
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|
|
|
!

(=)

-200

-400 -

Out[60]j= = Graphics -

Rysunek 4.5. Gataz hiperboli nie do odréznienia od swoich asymptot.

Analogicznie, podstawiajac do (3.2) odpowiednie wielkosci,
2
obraz boku eze3: 02 = 1 +2 (E— %) 7
5
2

2
obrazbokum:#:%—i—Z(E— ) .

Narysujmy uzyskane parabole na jednym rysunku: pierwsza z nich niebieska, druga zielona,
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trzecia czerwona (gérna cze$¢ rysunku ponizej). Czujemy, ze czego$ tu brakuje do pelnego
obrazu; nie bardzo jednak wiemy, czego.

3¢ )
1 H(&3)

1} 76)

b rﬂ

Rysunek 4.6. Obrazy bokéw sympleksu A% w Przykltadach 4.1 i 4.2.

Przyktad 4.2.

1 00 3
=101 1|, pu=11
0 1 1 2
Korzystajac z obliczen juz wykonanych w Przyktadzie 4.1,

obraz boku e1e3: 0% = § + 3(E — 2)?,

2
obraz boku 6361:02:%+2(E—%) )
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Obraz boku e3es jest inny. Zgodnie z wiedza z Wyktadu III, ten obraz ma bardzo proste
réwnanie 02 = 1 (bo 09 = 03 oraz pg3 = 1).

Teraz juz mozemy narysowaé wszystkie trzy obrazy na jednym rysunku, analogicznie jak
w Przykladzie 4.1 i uzywajac tych samych co tam koloréw (patrz dolna cze$é¢ Rysunku 4.6
powyzej). I tu czegos$ brakuje do pelnego obrazu!

Ten brakujacy element ukladanki to punkty krytyczne odwzorowania
M: H—R*c? E),

ktore w taki sposdb pierwszy scharakteryzowal K. Krzyzewski w wykladach [13], gdzie — uwaga
— dziedzina jest teraz cala plaszczyzna H, a nie tylko sympleks A3. To znaczy punkty, w ktérych
rzad pochodnej dM(-): T.H — R? nie jest maksymalny (czyli, tu, jest mniejszy od 2).
Nalezy podkresli¢, ze o portfelach krytycznych twércy analizy portfelowej mowili od samego
poczatku — patrz np strona z pracy [19] reprodukowana jako Rysunek 14.2 w Wykladzie XIV,
albo strona 85 w tej samej [19] — tylko krytycznosé portfela rozumieli (bedac ekonomistami,
nie matematykami) w sensie warunkowej minimalizacji ryzyka, a nie w sensie AM II. Wybrana
tutaj ahistoryczna (i bardziej matematyczna niz ekonomiczna) kolejno$é objasnien ma, jak sie
wydaje, zdecydowana przewage dydaktyczna.

Pewien klopot skrywa sie w tym, ze H nie jest zbiorem otwartym w R3, tylko jest rozma-

itoScig kowymiaru 1, zreszta parametryzowana jedna jedyna parametryzacja, np p: (i) —

x
(1 ;% . ) (méwimy, ze H jest jednym platem).
—&L1— L2
Trzeba wtedy zapisa¢ M w tej parametryzacji, policzy¢ punkty krytyczne takiego odwzoro-
wania, a potem zobaczy¢, jakie punkty odpowiadaja im na H.

Dla Przyktadu 4.1 dostajemy w ten sposéb

_ w1\ (222 +2z1m0 + 228 — 221 — 229 + 1 — A -
Mop <x2> = ( 21— 29 + 2 ; det d (./\/l op) vy T (621+6x2—4).

[\

Warunek rk d (/ﬁop) (22) < 2 oznacza det d (ﬂop) (72) =0, tzn. x1 + 22 = 3.

xT
To w parametrach, za$ na plaszczyznie H odpowiadaja im punkty <x§> Tx a0 = %

Widzimy, ze punkty krytyczne w Przyktadzie 4.1 tworza prostq,szwan@ prostg krytyczng.
Na tej prostej x1 +x2 = %, r1—20=F—2 stad x1 = %E— %, To = % — %E, co pozwala zapisaé
obraz tej prostej przy odwzorowaniu M.

Istotnie, 0% = 2 + 24 + (%)2 = (%E — %)2—}— (% - %E)2 + (%)2 =1+ 1(E—2)2 Jest to zatem
obraz prostej boku ey e przesuniety w poziomie o —%!

Teraz dopiero mozna ,,domknaé¢” gérna czesé¢ Rysunku 4.6 i — jako warto$é dodana! — zrozu-
mie¢ zachowanie odwzorowania M na A3 [w wersji pdf Rysunek 4.7 jest dopiero na nastepnej
stronie].

Obraz prostej krytycznej (bedziemy méwili: pocisk Markowitza, tu: zmodyfikowany pocisk Mar-
kowitza) okazuje si¢ styczny: do obrazu boku €3 €3 na wysokosci E = % i do obrazu boku esey
na wysokosci £ = %. Dlaczego akurat na takich wysokosciach? Bo sg to wartosci £ w punktach
przeciecia prostej krytycznej z odpowiednimi bokami: E((0, 2, 1)%) = %, E((3,0,5)T) =5

Uwaga 4.1. Kto$ moze si¢ zapytaé, skad biora sie¢ takie stycznoéci jak na rysunku powyzej?
Dlaczego pocisk Markowitza jest styczny do obrazéw bokéw cietych prosta krytyczna? (Te
stycznosci maja, oczywiécie, tez miejsce na plaszczyznie (R?(o, E).) Dotykamy tu samej istoty
krytycznosci. Punkty ciecia prostych sa krytyczne i dlatego w ich obrazach mamy stycznosci
obrazéw prostych. Bedziemy do tego wraca¢ w dalszych wykltadach i tego wielokrotnie uzywac.
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Rysunek 4.7. Pierwsze spotkanie ze (zmodyfikowanym) pociskiem Markowitza ,domykajacym
wykresy w gornej czedci Rysunku 4.6.

? (Wiemy juz,

Cwiczenie 4.6. Co przeksztalcenie M w Przykladzie 4.1 robi z tréjkatem A3
ktéry bok przeprowadza na ktéry tuk. Jeszcze nie wiemy, ktéry kawatek wnetrza A2 przepro-

wadza na ktéry kawaltek plaszczyzny.)
Analogiczne obliczenia dla Przykladu 4.2, w ktérym z kolei bardziej naturalnie jest uzy¢

1 ), wygladaja nastepujaco.

parametryzacji p: (z2) — ( z2
3
) , detd(ﬂ0p> <i2> = dxo+4z3—2,
3

ktorej M-obrazem jest tym razem pionowa prosta o< = (2
W Swietle powyzszych obliczen, do czego ,domykaja’ si¢ wykresy w dolnej czedci Rysunku

Mvop T2 _ 2x22 + 4xoxg + 25632 — 219 — 223+ 1
T3 —2x9 —x3+ 3

awugcrkd(./\/lop)( 2)<2 <= w2+ a3= 3.
1

Punkty krytyczne odwzorowania M znowu tworza wiec pewna prosta (!) { <l?2 ) P T9 + 13 = %},
3

2 2 2
D otmta)?=(3)+(3) =1

4.67
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W Przykladach 4.1 1 4.2 w Wykladzie IV (w ktérych iloéé spétek byta jednakowa i réwna 3)
zbiory punktéw [albo portfeli w pewnym ogdlniejszym sensie niz u Markowitza, ktéry poznamy
juz w tym wykladzie] krytycznych okazuja sie by¢ prostymi. Czy tak jest tylko w wymiarze
k=37 Od czego to zalezy? Przyjmijmy juz bez zwloki ogdlna

Definicja 5.1. Dla dowolnego ustalonego k£ > 2, punkty krytyczne w analizie portfelo-
wej to punkty krytyczne, w sensie analizy matematycznej II, zmodyfikowanego odwzorowania
Markowitza M: H — R%(0?, E), tj takie punkty = € H, w ktérych rk dM(z) < 2.

(Patrz tez uwagi przy pierwszym pojawieniu si¢ tego pojecia w Wyktadzie IV. Markowitz do
scharakteryzowania krytycznoéci portfela uzywat troche innych stéw, lecz miat na myéli to, co w
tej definicji. Troche nie zachowujac proporcji, przypomnijmy dla poréwnania, ze Leibniz przez
dtuzszy czas swoj drugi rachunek nazywal calculus summatorius. Pézniej Jakob 1 Bernoulli
wprowadzil stowo integral — i Leibniz to przyjal. Dalej uzywal juz nazwy calculus integralis.)

Uwaga 5.1. (i) Przy k = 2 kazdy punkt z H jest krytyczny w sensie podanej tu definicji (bo
wtedy H jest 1-wymiarowa — jest prosta).

(ii) W tej definicji, w zakresie punktéw (portfeli uogélnionych) = takich, ze 27Xz > 0, za-
miast M réwnowaznie mozna uzywaé odwzorowania Markowitza M: H — R2 (0, E). Istotnie,
pomocnicze odwzorowanie (02, E) — (o, E), gdzie zawsze o > 0, jest dyfeomorfizmem prawej
péiplaszczyzny (02 > 0) w R(0?, E) na prawa polplaszczyzne (o > 0) w R(o, E).

Bedziemy niedtugo szczegbétowo badaé, powtarzajac zreszta rozumowanie kilku noblistow z
dziedziny ekonomii, czym ogdélnie w analizie portfelowej moze by¢ zbiér punktéw krytycznych.
Woeczesniej chcemy jednak zebraé¢ wiecej materiatu doswiadczalnego nt krytycznoéci punktow.
W pierwszej kolejnosci idzie

Przyktad 5.1 (klasyczny, z wykladéw [13]).

19
=16
1

= W o
N[ = =
=
I
(an]

Chwilowo liczymy tu tylko obrazy bokéw, majac juz zreszta do wyboru dwie metody. Albo
podstawienie do wzoru (3.2) z Wykladu I11, albo tez jak w Przykladzie 4.2, np dla boku ey e3:

T1+x0 =1 1 =F
—

z1+0=F r9o=1—F "’

co wstawiamy do formy kwadratowej wariancji:
0?(E) =19E? +12E(1 — E) + 3(1 — E)? = 10E? + 6E + 3.
Tak dostajemy M-obraz prostej zawierajacej bok €1 ez: jest to parabola 02 = 10E? 4 6E + 3.
Analogicznie liczac, dostajemy
—~ 35 37 43

3 —~
M (eze3) = {02:2E2—|—4E+3}, M(eleg):{02:8E2+4E+8}.

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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Co z punktami krytycznymi w tym modelu? Czy takze tutaj ich zbiér tworzy prosta? I jaki jest
obraz tego zbioru? W przyszlosci odpowiedzi na takie pytania beda automatyczne; tu podajemy
je wprost. OdpowiedzZ na pytanie pierwsze jest twierdzaca. Oto ta prosta, tylko lekko zahaczajaca
sympleks standardowy A3:

Rysunek 5.1. Polozenie prostej krytycznej w przyktadzie Krzyzewskiego.

Przyklad ten, bardzo wazny, bedzie jeszcze rozbudowywany (lacznie z dyskusja obrazéw
bokéw sympleksu i prostej krytycznej) w dalszych wyktadach. Tymczasem bogactwo geome-
trycznych mozliwosci pokazuje

Przyktad 5.2. Oto 1-parametrowa rodzina przyktadéw wychodzacych od oryginalnego pomy-
stu studenta (L. Mordon) zgloszonego jeszcze w roku akademickim 2007/08

9 3 1 5
YX=13 2 2|, w=141. (5.1)
1 2 4 2
Te wlasnie macierz ¥ zanurzamy w 1-parametrowa rodzing macierzy
9 3 1 )
Y,=1|3 2 2v/2p |, nie zmieniajac przy tym wektora p= |4
1 2V2p 4 2

Przy p = % mamy tu wyjsciowy model (5.1), za$ nastepnie nasz parametr p maleje od % do

0. (Wszystkie tak uzyskiwane X, sa dodatnio okreslone.!)

1 Jest dobrym éwiczeniem znalezé wszystkie w ogdle p € [—1, 1], dla ktérych 3, > 0.
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Okazuje sie, ze zbiory punktéw krytycznych znowu zawsze sa tu prostymi! Przy tym ewoluuja
one w doéé¢ ciekawy sposéb. Oto ta ewolucja; autor: A.Zalewska (przypominamy, ze zbiory
punktéw krytycznych w analizie portfelowej sa podzbiorami plaszczyzny H).

Ewolucja prostych krytycznych w Przyktadzie 5.2 (w programie Mathematica; nalezy ogladaé
i analizowaé¢ na komputerach z dostepnym tym programem)

Jak ta ewolucja prostych w plaszczyznie H odwzorowuje si¢ na plaszezyzng obrazu? To
jest, jak to wyglada po oblozeniu [bardziej graficznie pogladowym niz M| odwzorowaniem M 7
Autorem takze jest A.Zalewska.

Ewolucja obrazéw prostych krytycznych w Przyktadzie 5.2, przy zmodyfikowanym prze-
ksztalceniu Markowitza

Uwaga 5.2. Sam koniec (czy tez poczatek) tego swoistego tanca parabol przedstawionego na
drugim ,filmie” powyzej, mozna tez zobaczy¢ na rysunku wykonanym przez studenta WNE
UW [w wersji pdf ten rysunek przeskoczyl na nastepna strone]:

Jesli chodzi o drugi (przeciwny) koniec tej ewolucji parabol, to jest on pokazany na Rysunku
15.3 az w Wykladzie XV (sluzy tam ilustracji zupelnie innych zjawisk, niz poruszane tutaj) i
jest rowniez widoczny na drugim filmiku powyzej.

Kto$ moze powiedzieé, ze Rysunek 5.2 jest mato kanoniczny — nie jest przeciez na pltaszczyz-
nie R?(o, E). Oto, jak wyglada on catkiem kanonicznie, tj po obtozeniu znanym i wspominanym
juz w tych wyktadach dyfeomorfizmem? przenoszacym parabole na hiperbole (prawa autorskie
naleza tu do tego samego co poprzednio studenta WNE UW) [w wersji pdf Rysunek 5.3 jest
dopiero dwie strony dalejl:

Nalezy wspomnieé, ze sytuacja pokazana na Rysunkach 5.2 i 5.3 — przyklejanie sie obrazu
sympleksu standardowego do pocisku Markowitza tylko w jednym punkcie potozonym w gdrnej
polowie pocisku (dla E > Ep) — byla postulowana i poszukiwana przez szereg lat trwania
wykladéw z APRK1 na Wydziale MIM UW. Przetom przyniosto dopiero w roku akademickim
2007/08 uzmiennienie wspotczynnika ps3 w przykladzie Mordona (Przyklad 5.2 powyzej), ktére
nie byloby mozliwe bez samego tego przykladu!

1

ﬁa
tyczna jest tu réwnolegla do boku ezez. Jaka wspélrzedna x1 maja wtedy punkty (portfele
uogoélnione) krytyczne w analizie portfelowej? Czy wtedy obraz boku €3e3 jest przesunieciem
obrazu prostej krytycznej, a jesli tak, to o jaki wektor? (Caly czas rozwazamy tu zmodyfikowane

odwzorowanie Markowitza.)

Cwiczenie 5.1 (trudniejsze). Znalezé wartoéé(ci) 0 < p < przy ktorej(ych) prosta kry-

Cwiczenie 5.2 (latwiejsze, lecz wcale nie natychmiastowe). Znalezé wszystkie punkty krytycz-
ne w analizie portfelowej nad modelem Markowitza doskonale dodatnio skorelowanym.

Zmnalez¢ wszystkie punkty krytyczne w analizie portfelowej nad modelem Markowitza dosko-
nale + skorelowanym.

Wskazéwka. Przy k > 2 odpowiedzi silnie zaleiqg od wzajemnego polozenia punktéw (o, wi) 7,
i=1,2,..., k, na plaszczyénie R*(o, E).
W dojsciu do odpowiedzi pomocny moze tez byé jeden z obrazéw sympleksow standardowych
(ktory?) na Rysunku 3.1 w Wykladzie I11.

W dalszym ciggu® zakladamy, ze

H1 1
H2 1
. :MHe: )
Mk 1

2 jakim ?
3 i juz do konica w tych wyktadach; czasem bedziemy nawet zaktadaé¢ wiecej


http://www.mimuw.edu.pl/~mormul/filmik-1.nb
http://www.mimuw.edu.pl/~mormul/filmik-1.nb
http://www.mimuw.edu.pl/~mormul/filmik-2.nb
http://www.mimuw.edu.pl/~mormul/filmik-2.nb
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Rysunek 5.2. Reprodukcja rysunku Siejdy z roku 2010.
tzn., ze nie wszystkie wartosci oczekiwane p; stép zwrotu R; (i = 1, 2, ..., k) sa réwne. Be-
dziemy to krétko notowadé jak juz tu wyzej:

whe. (5.2)

Skoro proste krytyczne (czy ogdlniej: zbiory punktéw krytycznych w analizie portfelowej)
sa tak wazne, to jak bardziej operatywnie sprawdzaé, czy punkt x € H (czy tez x € AF) jest
krytyczny w analizie portfelowej? Innymi stowy, jak sprawdzaé, czy odwzorowanie M: H — R?
jest krytyczne w x.
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Rysunek 5.3. Reprodukcja rysunku Siejdy z roku 2010.

Twierdzenie 5.1. Przy bardzo ogdlnych zaloZeniach ¥ > 0 i p }f e, punkt x jest
krytyczny w sensie analizy portfelowej <= I, rer 2T = A\ + Age.

To twierdzenie pojawialo sie w pierwszych wersjach wykladéw [13], zas p6Zniej — w szczegdlnosci
w wersji z roku 2000 — juz tylko jako zadanie z gwiazdka.* Przy tym zadanie z gwiazdka dotyczylo
réwnowaznosci spojrzenia Markowitza (relatywna minimalizacja ryzyka, ale w aspekcie B) i

4 6z to byly za czasy! Obecnie jego zwarty dowéd dany tu nizej jest za dhugi do wyltozenia w realnym czasie

wyktadu.



45

Definicji 5.1; Twierdzenie 5.1 w takiej operatywnej postaci jw w ogole tam nie wystepowato. To
pokazuje przy okazji catkiem odmienne filozofie wykladéw Krzyzewskiego i tu prezentowanych:
w biezacych to twierdzenie jest zupelnie podstawowym narzedziem. Jesli za$ chodzi o gwiazdke
przy zadaniu w [13], to mniej wiecej obejmuje ona dowdd Twierdzenia 5.1.

Przyktad 5.3 (Przyklad dzialania tego twierdzenia (jeszcze przed jego dowodem)). Zwracamy
uwage, ze wymiar w przykladzie jest 3 i zalozenie (5.2) jest spelnione, wiec sprawdzenie zalozenia
‘rzad 2’ w twierdzeniu to sprawdzenie zachodzenia jednego réwnania.

Mianowicie punkt (portfel Markowitza) = = (g) jest krytyczny w (2o, p) wzietym z Przy-
ktadu 5.2:

0 3 51
det | X0 1], el =2 4 1| =0.
0 0 2 1

Portfel Markowitza x = (§> jest krytyczny w modelu (E L ,u) tez wzietym z Przykladu 5.2:
2

0 15 1
det | X1 |0], p,e|l =12 4 1]=0.
V2 \1 4 92 1

Dowdéd twierdzenia.. Na potrzeby tego dowodu piszemy Var zamiast o2, przy czym Var(y) =
yTY y dla wszystkich y € R*, nie tylko y € H.

. <= . Przechodzac od gradientéw do pochodnych (czyli pewnych 1-form rézniczkowych),
zalozenie, ktore mamy przy dowodzeniu implikacji w te strone zapisujemy w postaci

Y= y=r

d (;Var> (x) = N\ d(uTy)‘ T d(eTy)’ ;

po czym przeciagamy wszystkie wystepujace tu 1-formy wstecz (pull-back) przy pomocy p*,
gdzie

Y1 y'l
p: R Yy, ) | 0 |
Vi1 Yr—1
N l—y1— - =y
Y1

to parametryzacja hiperptaszczyzny H przy pomocy § = < ) € RF ! w szczegblnosei

z= ( F >7 p(T) = a

1
2

Yrk—1

(p*dVar) () =M\ p*d(uTy)‘EJr Ao p*d(eTy)‘

Poniewaz p*d = d p* (patrz np Tw.4.10 (4) w [28]), za$ pull-back funkcji (tj 0-form) to po prostu

skladanie funkcji z przeciagajacym przeksztalceniem (tu p), wiec

%d(Var op)(T) =\ d(qu@))L _+ A d(eTp@))L _

y=r y=r

Lecz eTp(y) = 1, wiee d(ep(y)) = 0. Zatem

d(Varop)(@) = 22 d(u"p(@)| .

=z
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tzn. pochodne w T pierwszej i drugiej sktadowej odwzorowania ﬂ/lvop sa proporcjonalne (pierwsza
jest wielokrotnoscia drugiej). PokazaliSmy, ze rkd (./\/l o p) (7) < 2.

. — . Poniewaz

n
Y2
Var(p(y)) = Var :
Yk—1
L—gp— =g
oraz
E(p®)) = myi+- -1y +Hpe(I=y1— - —yx—1) = pt+(pa—p)yr+- -+ (k-1 — 1) Y1
wiec krytycznosé punktu x = p(T) oznacza, ze
ok Var,, — Var,, Vary, —Var,, ... Var, , — Vary () < 2
p1 — ik p2 — ik Pk—1 — Mk ’

przy czym drugi wiersz tej macierzy jest niezerowy, bo p Jf e.
Zatem pierwszy wiersz jest pewna wielokrotno$cia drugiego wiersza. W (czytelniejszym) zapisie
kolumnowym

Var,, — Var,, 1 — Mk
Var,, — Var o — L
Y2 . Yk (@) = A .
Vary, , — Vary, Hk—1 — Mk

przy pewnym A € R. Zapiszmy te réwnosé tylko pozornie inaczej, sztucznie wydtuzajac o jedno
zero wektory wystepujace po obu stronach:

Var,, — Var,, W1 — L
~ @=xr|
Var,, , — Var,, PEk—1 — bk
Var,, — Var,, Wi — Mk

Dostaliémy w ten sposob

2Yx = A+ (Vary, () — Aug) e,
co daje potrzebne wyrazenie dla Yz ze wspoélczynnikami A\ = %, Ao = w . O
Cwiczenie 5.3 (pytanie kontrolne po dowodzie twierdzenia). Jakie ograniczenie(a) na zbiér
punktéw krytycznych w [danym modelu w] analizie portfelowej naklada to twierdzenie (czym,
ogolnie rzecz biorac, jest/moze byé taki zbiér)?

W tej chwili mamy juz dwa opisy krytycznosci punktéw z H (nie tylko klasycznych portfeli
Markowitza z A¥ ¢ H!): definicyjny i dany poprzez to dopiero co udowodnione twierdzenie.
Jest najwyzsza pora wyjasni¢, co dla nas znacza wszystkie punkty = € H, tj takie € R*, 7e
ele =21 + 29+ -+ x5, = 1, spoéréd ktérych tylko nieliczne sa, przy ustalonych parametrach
modelu, krytyczne.

Odpowiedz bedzie modelowaniem tzw. nieograniczonej krotkiej sprzedazy (ang. unrestricted
short selling) wg podejsécia Blacka i wspolautoréw z wezesnych lat 1970ch — poréwnaj szczegdlnie

strony 11 oraz 39 w [22].

Portfel inwestora w modelu Blacka, a wiec — powtarzamy — z dopuszczalng nieograni-
czong krotka sprzedaza
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— Inwestor wkracza do Domu Maklerskiego (dalej DM) z kwota L > 0 (np ztotych czy funtéw).

— Po okazaniu kwoty L, pozycza w DM wedlug swojego uznania akcje spétek o numerach
jeJc{l,2,..., k} Konkretnie, tyle akcji sp6tki j-tej, ze (albo: by) ich obecna warto$é
jest (byla) A;, dla j € J.

— Pozyczone akcje spotek o numerach j € J natychmiast, tego samego dnia, sprzedaje na
gieldzie. W wyniku tego ma teraz L + 37, ; A; zlotych (czy funtéw,...).

— Za wszystkie te $rodki od razu kupuje akcje spotek o numerach i € I C {1, 2,..., k} \ J.
Konkretnie, tyle akcji spétki i-tej, ze (albo: by) ich obecna wartosé jest (byla) A;, i € I,

przy czym, oczywiscie,
L+> A;j=> A (5.3)
jeJ iel
Mozna sie juz domyé$laé, jaka bedzie dalsza strategia inwestora — od tego zaczniemy nastepny
wyktad. W tej chwili chcemy ‘tylko’ matematycznie zakodowaé opisana dziatalnos¢ inwestora.
W tym celu zapisujemy réwno$é bilansowa (5.3) troche inaczej

v A (—Aa>

1= 5.4
S\ o
i oznaczamy x; = % dlai € I, oraz z; = _}j‘j dlaj € J. Dlaindekséw [ € {1, 2,..., k} \ (IUJ)
kladziemy z; = 0. Portfel inwestora jest teraz zakodowany jako wektor x = (x,)%_,. Mamy,
dzieki (5.4), x € H. Méwimy, ze w spétkach o numerach i € I inwestor zajal dlugie pozycje
(jest to zakodowane poprzez dodatni znak z;: x; > 0), za§ w spdtkach o numerach j € J zajal
krétkie pozycje (zakodowane poprzez ujemny znak x;: x; < 0).

Cwiczenie 5.4 (pytanie kontrolne). Inwestor mial 4 tysiace zl kapitalu wlasnego. Z krétkiej
sprzedazy akcji spétek C i D uzyskal odpowiednio 7 i 13 tysiecy zt. Nastepnie kupil (czyli zajat
dlugie pozycje w) akcje(ach) spélek A i B w proporcji wartosciowej 2 : 1. Wyznaczy¢ portfel
tego inwestora zapisany w modelu Blacka.

Wskazowka. 447+ 13 =16+ 8.
Rozwigzanie. Dzieki informacji zawarte] we wskazdéwce widzimy, ze portfelem inwestora jest

T T
_ T _ _ (16 8 7 13 _ 7 13
T = (l‘Av IB, TC, LUD) — (Z) 1) T 4> _I) — (4) 25 V) _T> .
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W Wyktadzie V przerwalidémy dyskusje strategii inwestora, ktéry na poczatku okresu inwe-
stycyjnego zajal zaréwno dlugie jak i krétkie pozycje (te ostatnie — korzystajac z ,nieograni-
czonej uprzejmosci Domu Maklerskiego” — modelowanie Blacka jest bardzo poreczna, lecz tylko
idealizacja). Wiemy, co zrobil on na poczatku okresu inwestycyjnego. Co teraz zrobi na konicu
tego okresu?

Otéz akcje, w ktérych zajal dlugie pozycje (o numerach, jak pamigtamy, i € I) inwestor
bedzie trzymat do kofica okresu inwestycyjnego, kiedy to sprzeda je na gietdzie po cenie C; kon-
Natomiast akcje, w ktorych zajal krétkie pozycje (o numerach j € J) mial tylko pozyczone od
DM i od razu je sprzedal. Na koncu okresu bedzie je odkupowal po cenie Cj yon by zwrdcié
je do DM. Zwroty inwestora w jednym i drugim przypadku beda liczone inaczej! Za chwile
uwzglednimy to przy obliczaniu lgcznej stopy zwrotu inwestora; ujemne sktadniki portfela z; < 0
okaza sie dobrze pasowa¢ do caloéci rachunku.

Weczesniej przyjrzyjmy sie jeszcze jednemu, bardziej rozbudowanemu niz w prostym Cwicze-
niu 5.4 w Wykladzie V, przyktadowi portfela inwestora przy nieograniczonej krétkiej sprzedazy
a la Black (zaczerpnigtemu z [4]).

Przyktad 6.1. Przykltad portfela akcji 10 spétek silnie uzywajacego krétkiej sprzedazy:

Walor nr | Udzial w portfelu w procentach
647.1
770.6
729.4
1741.2
211.6
—152.9
—447.1
—594.1
—741.2

—2070.6

O© 00 ~J 3 T W N -

—_
]

Udzialy sumuja sie do 100% (do 100% kapitalu wlasnego inwestora, w stosunku do ktérego
wszystko jest tu podawane, czy kodowane).

Uwaga 6.1. Zwracamy uwage, ze na tej samej stronie w [4] wspominana jest tez zupelnie inna
krotka sprzedaz, zdefiniowana czy modelowana przez Lintnera w pracy [16]. Jest ona przeciwien-
stwem podejscia Blacka i wspétautoréw — jest bardzo mocno ograniczona. Poznamy ja doktadnie
na Wyktadzie IX.

Jeszcze dwa zdania na temat tych troche tajemniczych ‘wspétautoréow’ wybitnego ekonomi-
sty Blacka!, cytujac z [22], strona 39: ,I refer to the model whose only constraint is 3", X; = 1 as
Black’s model, for ease of reference and because the results of [3] are frequently cited in connec-
tion with this model. It would probably be more accurate to name it Roy-Sharpe-Merton-Black,
but that is a lot of name for a simple, frequently cited model.”

! Jecz, niestety, z losowych powodéw nie laureata nagrody Nobla z ekonomii

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Barylto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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Zadajmy sobie teraz pytanie, czy podstawowy paradygmat Markowitza,
AFsze—aTR=a21R1+ -+ 2R
dajacy klasyczny wzér na stope zwrotu (zmienna losowa!) z portfela Markowitza (Wyklad II)
rozszerza si¢ na wszystkie portfele Blacka {z € H}?

By odpowiedzieé¢ na to pytanie, trzymamy sie oznaczen z Wyktadu V, gdzie ujemne sktadniki
portfela = mialy indeksy j € J, dodatnie mialy indeksy i € I, I, J C {1, 2,..., k}, przy czym
oczywiscie I NJ = (), za$ L byl kapitalem wlasnym inwestora. Stope zwrotu (caly czas zmienng
losowa) liczymy teraz duzo staranniej niz w Wyktadzie II.

przychody — rozchody przy takim portfelu x

stopa zwrotu inwestora majacego portfel x =

L
1 x; L —x;L x; L —xjL
J i J
(St + 3 o (25 )~ (S Chmer i + 5 G 25
iel i, pOCz jeJ J,pocz iel i,pocz g J, pocz
Ci kon — Cz (OF - Cj
) , pocz J; kon J, pocz T
:in C +Z.%'j . :inRi—i—ijRj:x R.
iel t,pocz jeJ J, pocz iel jeJ

(Czytelnik zwréci w tym rachunku uwage na specyficzny sposob obliczania zysku z akeji krétko
sprzedanych: od ceny poczgtkowej Cj poc, odejmuje sie cene korncowq Cj yon- Istotnie, powtarza-
jac sie nawet, bo to kluczowe przy modelowaniu Blacka: ta pierwsza jest cena sprzedazy akcji
o numerze j, za$ ta druga jest ich ceng zakupu, tzn. cena, po ktorej inwestor odkupuje akcje o
numerze j, by zwréci¢ je Domowi Maklerskiemu. Poréwnaj tez strony 11 i 39 w ksiazce [22];
fragmentem z tej drugiej wymienionej strony rozpoczeliSmy biezacy Wyktad VI.)

Podsumujmy zatem: tak, paradygmat Markowitza, czyli klasyczny wzor na stope zwrotu
z portfela, obowigzuje takze w modelu Blacka!

Whniosek 6.1. Wzory na wariancje portfela o?(x) (: UQ(ZCTR)> oraz na wartos¢ oczekiwang
E(x) (z E(:JcTR)) pozostajg w mocy dla wszystkich © € H i dlatego wlasnie wazne sq odwzoro-

wania Markowitza M i M idgce z calej hiperplaszczyzny H. Badajgc te odwzorowania juz od
pewnego czasu, antycypowalismy zgodno$é, o ktorej tu mowa.

Uwaga 6.2. Dopuszczenie nieograniczonej krotkiej sprzedazy wywoluje jedna fundamentalng
zmiane w poréwnaniu z podejsciem Markowitza. Od pierwszych wyktadow bylo jasne, ze wszyst-
kie wartosci oczekiwane p; = E(R;) sa niemniejsze niz —1, gdyz zmienne losowe R; przyjmuja
tylko takie wartosci. To prowadzito do naturalnych ograniczen na wartoéci oczekiwane zmien-
nych Markowitza TR, x € AF, gdyz byly one, oczywiicie, z-kombinacjami wypuktymi liczb

Hiy.eey Hk-
Tymczasem zmienne Blacka 2T R, € H, maja wartoéci oczekiwane bedace z-kombinacjami
afinicznymi liczb 1, ..., pg, ktére (o ile tylko nie wszystkie p; sa sobie réwne) nie sa poddane

zadnym ograniczeniom i ,biegaja” po calej osi liczbowej. Koniec wtedy z ograniczeniem —1 z
dotu; nieograniczona krétka sprzedaz znosi to ograniczenie! Przychody minus rozchody inwestora
moga by¢ w podejéciu Blacka dowolnie wielkie ujemne w stosunku do jego kapitatu wtasnego L.
(Moga tez oczywiscie by¢ dowolnie wielkie dodatnie — co czesto podkresla sie w literaturze, lecz
i ujemne tez! W modelu Blacka inwestor moze np straci¢ na gietdzie w okresie inwestycyjnym,
srednio biorac, tysiackrotno$é kapitatlu wiasnego.) To jest prawdziwa pojeciowa rewolucja, z
ktorej stabo zdajemy sobie sprawe, gdy pierwszy raz ogladamy definicje nieograniczonej krétkiej
sprzedazy.

By nie byé tu gotostownym, w Przykladzie 5.1 (w Wykladzie V; jest on kontynuowany
jako Przyklad 6.3 tu nizej) mieliSmy sytuacje, gdzie wszystkie wartosci oczekiwane p; byly
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niemniejsze niz —1. Mimo to, gdy traktujemy go rozszerzajaco jako model Blacka (tak wlasnie
jest w Przykladzie 6.3), wtedy pewna istotna wielko$¢ Ey uogdlniajaca Ey(p) ze wzoru (3.1)
z Wyktadu III okazuje si¢ duzo mniejsza niz —1: Fy = —%. Juz to pokazuje, ze modelowanie
Blacka tatwo zaczyna zy¢ wlasnym zyciem i tatwo wymyka sie spod kontroli. ..

Pamigtajmy zatem, ze Black to cata hiperptaszczyzna H wraz z calym tego dobrodziejstwem
inwentarza — m. in. nieograniczonymi z obu stron wartosciami oczekiwanymi portfeli Blacka.

Jednakze, dopuszczajac nieograniczong krétka sprzedaz akcji, bardzo znacznie zyskujemy na
tatwosci operowania modelem, jak tez na ogdlnosci i elegancji opisu. Troche doswiadczenia dato
nam juz domykanie Rysunku 4.6 w Wykladzie IV (w szczegdlnoéci piekny Rysunek 4.7 tamze).
Wazne byly tam obrazy prostych krytycznych; bez nich rysunki byly mocno niekompletne i
trudne do interpretacji.

Jednak tamte proste krytyczne ciely sympleks standardowy, a tak przeciez by¢ nie musi.

Dla przeciwwagi chcemy teraz pokaza¢ obraz przy odwzorowaniu M (a wigc tym razem na
plaszczyznie R?(o, E)) zbioréw osiagalnych w obu aspektach, Markowitza i Blacka, M(A3) C
M(H), gdy prosta krytyczna omija sympleks. (Parametry tego przyktadu pochodza z pewnego
kolokwium z APRK1 na Wydziale MIM UW.)

™
Il
N — =
W Ut =
ot W N
=
Il
_ W N
—
[«
[—
S~—

[W wersji pdf rysunek trafil na nastepna strone.]
Jest to co prawda tylko jeden kamyk z ogromnej mozaiki. Proponujemy tu jednak czytelni-
kowi calg serie pytan sprawdzajacych.

Cwiczenie 6.1. 1. Patrzac na sam Rysunek 6.1, jaka dokladnie warto$é ma wspélczynnik
korelacji p12?7 Co mozna powiedzie¢ o wartosci p13?

2. Dla danych (6.1) znalezé zbiér portfeli krytycznych Blacka (np uzywajac w tym celu
Twierdzenia 5.1 z Wyktadu V). Czym jest ten zbidr i jak jest on potozony wzgledem sympleksu
standardowego A3?

3. Czy poprzednie pytanie pomaga w ,rozszyfrowaniu” calego Rysunku 6.17 Czy zbiér
krytyczny okazuje sie do tego pomocny? Czy jego nazwa wspolgra z rola, jakg on odgrywa?

4. Granica minimalna w aspekcie Markowitza (patrz definicja Fi,i, w Wyktadzie III) ma
bardzo wyrazny punkt zalamania (kink) na wysokosci E = 2. Ten punkt zalamania to obraz
wierzchotka e, ktory tutaj lezy — poréwnaj punkt 2 — poza zbiorem krytycznym. Dokladniej,
przeksztatcenie Markowitza M jest tutaj w otoczeniu e; dyfeomorfizmem. Czy czytelnik widzi
zwiagzek tego faktu z pojawieniem sie kinka?

5. Czy sa w plaszczyznie H portfele Blacka nie bedace Markowitza, ktére w mapie ryzy-
ko — warto$é oczekiwana tez trafiaja w zbiér M(A?)? Gdzie leza (albo: gdzie powinny lezeé) te
Hfalszywe portfele Markowitza”?

Po serii doswiadczen i éwiczen (w poprzednim Wyktadzie V i biezacym VI) upewnili$my sie
juz, ze kluczowa role w badaniu wtasnoséci odwzorowan M i M odgrywaja portfele krytyczne
Blacka. Zbior wszystkich portfeli krytycznych nie zawsze jest prosta (o czym juz slyszeliSmy w
tych wyktadach). Utrwalmy to jeszcze.

Przyktad 6.2 (kontynuacja Rysunku 3.2). Znajdzmy wszystkie portfele krytyczne w tamtym
modelu Blacka.
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Rysunek 6.1. Markowitz catkowicie zdominowany przez Blacka: obraz sympleksu we wnetrzu
obrazu plaszczyzny.

Wedlug Twierdzenia 5.1 (Wyklad V) szukamy portfeli x € H takich, ze rk(Xz, p, €) = 2, tzn.

1621 + 4a9 — 423 — 1624
41 4+ 10 — x3 — 414
—4x1 — 22 + w3 + 414
—16x1 — 4x9 + 423 + 1624

rk

= 2, tzn.

S TN
— == =

16x1 + 429 — 423 — 1624 1 1 16x1 + 49 —4x3 — 164 1 1
4x1 + 19 — 23 — 414 2 1|=0= 4x1 + a9 — x3 — 41y 2 1
—4x1 — o+ x3 + 4y 5 1 —16x1 —4x9 + 423+ 1624 6 1
(opuszczone zostaly, odpowiednio, czwarty i trzeci wiersz w macierzy 4 x 3). Po rozwinigciu tych
wyznacznikow dostajemy

—28x1 — Taxo + Txs 4+ 28x4 = 0 = —28x1 — Txo + Tax3 + 2814,
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a wiec (dwa razy) jedno i to samo réwnanie, nie za$§ dwa rézne réwnania! Zreszta réwnanie
tozsame z opisem portfeli zerowego ryzyka.? Tak wiec zbiér portfeli krytycznych pokrywa sie
tutaj ze zbiorem portfeli zerowego ryzyka i jest 2-wymiarowa plaszczyzna.

Cwiczenie 6.2. Jak plaszczyzna krytyczna w tym przypadku polozona jest wzgledem sym-
pleksu A*? (Tzn. ktére portfele Markowitza sg krytyczne?)

Wskazowka. Przygledajgc sie réwnaniu tej plaszezyzny (po skréceniu poprzednio otrzymanego
rownania stronami przez —7) 4x1 + x9 — x3 — dxg = 0, na pewnych czterech z szesciu krawedzi
(na ktérych?) sympleksu A* bez trudu znajdujemy cztery specjalne punkty przeciecia plaszczy-
zny z sympleksem. Ich powloka wypukla (czworokat wypukly z wnetrzem) jest calym przecieciem
plaszezyzny krytycznej z A*. Jesli chodzi o przedzial wartosci oczekiwanych E portfeli krytycz-
nych Markowitza, to mozna go w przyblizeniu doSwiadczalnie odczytaé (badz domyslic¢ sie) z
Rysunku 3.2 w Wyktadzie 111, doktadnie zas obliczyc — po przyjrzeniu sie wspomnianemu wyzej
czworokgtow:.

Do tej analizy polozen wrécimy w przysztosci, poszukujac przyktadéw niejednoznacznych
tzw. lamanych wierzcholkowych w aspekcie Markowitza (patrz Wyklady X i XI).

Zauwazmy tez, ze w Przykladzie 6.2 macierz ¥ bytla silnie zdegenerowana, rk ¥ = 1 (wobec
maksymalnej mozliwej wartosci 4). Zatrzymajmy sie na chwile nad tym zjawiskiem.

Cwiczenie 6.3 (sprawdzajace). Obliczy¢ rk¥ w kazdej sytuacji doskonale skorelowanej i w
kazdej sytuacji + doskonale skorelowane;j.

Rozwigzanie. W sytuacji doskonalej dodatniej korelacji macierz X jest postaci

ol o109 - O10%
09201 0'22 e 090k
2
oRo1 ORO2 ... Of
i tatwo widaé, iz jej i-ty wiersz jest postaci o; - (01, 02, .., o). Wszystkie jej wiersze sa liniowo

zalezne i nie jest ona zerowa, zatem jej rzad wynosi 1.

W sytuacji = doskonalej korelacji macierz ¥ jest postaci

2
01 0102 010y —010p41 -+ —010k
2
0901 o5 <o 090, —090,41 *++ —090%
2
0,01 lopop) or —0,0p41 *+° —O0.0%
2
—O0p4+101 —O0p4102 -+ —0Op410p Ori1 . Op410g
2
—0R01 —oRog . —O0ROy  OkOp+1 - o
i latwo widaé, iz jej i-ty wiersz jest postaci o; - (01, 02y..., Op,—0Opy1,...,—0%), gdy @ €
{1, 2,...,r}, za$ jej j-ty wiersz jest postaci —o;j - (01, 02,..., Op, —Opy1,...,—0k), gdy j €
{r+1,..., k}. Rowniez i w tym przypadku wiec wszystkie jej wiersze sa liniowo zalezne, zatem

jej rzad wynosi 1.
Podstawowa czes¢ teorii Blacka dotyczy modeli, w ktérych X > 0. Wtedy, oczywiscie, rk > =
k. Podamy teraz klasyczny rezultat Blacka i wspotautoréw, dotyczacy modeli (2, p): ¥ > 0 z

2 Cwiczenie 5.2 w Wykladzie V bylo na bardzo podobny temat. Tutaj w Przykladzie 6.2 nie wystepuje
specjalna konfiguracja geometryczna, ktéra tam stanowilta swoisty haczyk.



53

nieograniczona krétka sprzedaza, przy waznym i naturalnym zalozeniu (5.2) z Wyktadu V.
Rezultat jest sformutowany w jezyku, ktéry uzywa oznaczen

a=uE
B = #TE_IG (= eTZ_l,u) )
v = elyle.
Lemat 6.1. ay — 3% > 0.

Dowdd. Jest to wyznacznik Grama liniowo niezaleznego ukladu wektoréw (u, e) przy iloczy-
nie skalarnym zadanym (w bazie standardowej w R¥) przez macierz symetryczna i dodatnio
okreélong X1 O

Uwaga 6.3. Inny mozliwy dowdd lematu, zaczerpniety z [23], przypis nr 5 na stronie 1853:
B — ae # 0 jako niezerowa (3 moze sie zerowaé, lecz a nie) kombinacja pary wektoréw liniowo
niezaleznych. Zatem

0< (Bp—ae)t 7By — ae) = alay — %) iréwniez a>0.

0

Dwa zdania zapowiedzi. To, co zaraz nastgpi, bedzie uogdlniato rachunki z Wyktadu III. Ca-
ly czas nalezy jednak pamietaé, ze tam odcinek A2 byt automatycznie czescia prostej krytycznej.
Teraz za$ prosta, ktora wyloni sie z twierdzenia ponizej, okaze sie nowym bytem wymagaja-
cym odrebnego traktowania (szczegdlnie, gdy uzywaé bedziemy mapy Markowitza, ktéra jest la
raison d’étre dla tej prostej).

Twierdzenie 6.1 (Merton [23], Black i wspdlautorzy). Przy zalozeniach ¥ > 0, u }f e,
zbidr portfeli krytycznych tworzy prostq {z(F): E € R}, gdzie
e) (6.2)

To twierdzenie jest klasyczne i w niniejszych wykltadach bedzie uzywane wielokrotnie. Doktad-
niej, prosta krytyczna sparametryzowana jak we wzorze (6.2) bedzie najczesciej przez nas uzy-
wanym obiektem. Podkre$lamy, ze o prostych krytycznych Markowitz pisal juz w [19], patrz np
strona 85'~% tamze.

(Mozna w tym miejscu zauwazy¢, ze z kolei w wersji z roku 2000 wyktadéw [13] prosta krytyczna
byta tylko pobieznie wspominana w kilku miejscach blizej konica tamtych wyktadéw. Wzoru (6.2)
nie byto tam w ogdle, bo w jawnej postaci nie byl wtedy wykladowcy potrzebny. To pokazuje
kolejny raz, jak rézna jest koncepcja obecnych wyktadéw od wczesniejszej koncepcji przyjetej
w [13].)

a F
6 1

E B

(E) = (ay— 6%~ El( " 7’/Hr

i parametr E jest tak dobrany, ze E(x(E)) = E.

Dowdd twierdzenia.. Ten dowdd tylko optycznie rézni si¢ od oryginalnego dowodu Mertona
(gléwnie tym, ze uzywa wzoréw Cramera). Na mocy Twierdzenia 5.1 z Wyktadu V, dla kazdego
punktu krytycznego x w analizie portfelowej istnieja A1, Ao € R takie, ze Yz = A\ + Ase.
Zapisujac to inaczej, * = MYty + AXle. Oznaczmy E(x) = E i pomnézmy te wektorowsa
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réwnosé stronami (z lewej) przez p', nastepnie za$ stronami, takze z lewej, przez e!. Dostajemy

uklad réwnan

a1+ Bl =FE
OBA\ +yXa=1.

Dzigki Lematowi 6.1 wiemy, ze ten uklad ma jedyne rozwiazanie

E B
L~
Ay =
1 Oé’)/—/827
a F
6 1
Ao = >
ay—f3

Dowdd twierdzenia jest zakonczony.

(6.3)

d

Pierwszy ze wspolczynnikéw Lagrange’a pojawiajacych sie w powyzszym dowodzie ma wazna
interpretacje geometryczna; co prawda na plaszczyznie R%(02, E), nie za$ na (bardziej kano-

nicznej!) R?(o, E).

Obserwacja. 6.1 (interpretacja geometryczna wspoétczynnika A;)

M(E) = 1d

=55 (7

2(B))) -

Dowdd. Tstotnie, liczymy te pochodna funkcji zlozonej jak bySmy z powrotem znalezli sie (na

chwile) na éwiczeniach z AMII.1:

A (PEE)) = 2B S (o) = 20
2 E B
- G (ff
2 E
- (i S
ZE p
I v

By ay — 32
o
a FE E 0 a FE

T E_l(wt_Be)

8

O]

(poréwnaj (6.3)). Ta wlasnos¢ wspoétczynnika A\; bedzie przez nas wykorzystywana wielo-

krotnie. W przyszlosci, ze wzgledu na utrwalona w analizie portfelowej tradycje (i ...

wbrew

zasadzie brzytwy Ockhama), wspélczynnik ten bedzie czesto oznaczany dosyé dziwnym symbo-

lem \g.

Na co przechodzi prosta krytyczna przy odwzorowaniu Markowitza M ?
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Klopotu nie ma z druga skladowa tego odwzorowania. Na mocy oznaczen przyjetych w
dowodzie Twierdzenia 6.1, E(x(E)) = E. Sporo trudniej jest policzy¢ wariancje danego portfela
a FE a B

krytycznego z(FE),
T y—ly yo—1
5 1l )2 DY < 5 e>

(ay — B E? = 28(ay — 7)) = (YE® — 28E +q).

E B
L~

E p

T
ut+ . 7|u+

@y =77
1
ot

Piszac krétko 02 = o?(x(E)), zwiazek ten przybiera postaé

P@(B) = (

ay — (3

el 2) o

Y Y
albo ) ( )2
o E — Eo
gdzie
1 _ 132
0= po Y= B (6.5)

VT g gl
Wzory (6.4) —(6.5) pochodza takze z pracy [23], ktéra dla analizy portfelowej okazuje si¢ byé
zupelnie fundamentalna. Poréwnaj tez rachunek prowadzony w Wyktadzie Il w wymiarze k =
2, w szczegdlnodei przypis nr 1 tamze (w wersji html: przypis nr 3) ).

Whniosek 6.2. M-obrazem prostej krytycznej jest prawa (o > 0) galgZ hiperboli (6.4). Jest ona
potocznie nazywana pociskiem Markowitza. To jeden z najczesciej uzywanych terminéw w
analizie portfelowej.

Prostq krytyczng (6.2) tradycyjnie nazywa sie prostq krytyczng Blacka, mimo, Ze pierwszy raz
pojawita sie ona eksplicite w pracy [253]. My tez bedziemy jg nazywaé ‘Blacka’.

Scisle biorge, w pracy [23] portfele lezace na prostej krytycznej — nasze, od Wykladu V, punkty
krytyczne w analizie portfelowej — s¢ nazywane frontier portfolios.

Zauwazmy w tym momencie, ze tangens polowy kata miedzy asymptotami pocisku Marko-

witza wynosi
b )
b_ Jay—p° (6.6)
a Y

Jest to wazna informacja, po ktora nie raz bedziemy siega¢ w dalszych wyktadach.

Czy do tej pory widzieliémy juz jakis pocisk Markowitza, przy tym na kanonicznej plasz-

czyznie R?(o, E)? Tak jest, ,pociski” tego typu widzieliémy juz, m.in., na Rysunkach 4.4, 4.5
(Wyktad IV), czy 6.1 tu wyzej (blekitna galaz hiperboli).
Uwaga 6.4. Nalezy mocno podkreslié odmienna nature pociskéw Markowitza przy & = 2 (np
na Rysunkach 4.414.5) i kK > 2 (np na Rysunkach 4.7 1 6.1). W tym pierwszym przypadku caly
zbiér H jest prosta krytyczna, zas pocisk jest obrazem catej H. Ten pocisk opisywaliSmy juz
szczegotowo w Wyktadzie II1.

Natomiast w drugim, przy spelnionych warunkach Twierdzenia 6.1, prosta krytyczna jest
bardzo szczuptym podzbiorem H i tylko jej obrazem jest pocisk! Obrazem catej H jest wtedy
pocisk oraz cala cze$é plaszczyzny R?(o, E) na prawo od niego.

Przy k =2 i —1 < p < 1, ttumaczenie jezyka z Wyktadu III na obecny jezyk Mertona i

Blacka jest nastepujace. Gdy
Y — 012 pPO102
p 0109 o ’
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wtedy
E—l — ; 022 —pP0O102
ofo3(1—p?) \—poio2 of ’
2
-2
y=2 5 20102 —202 , jako suma wyrazéw macierzy ¥,
ofos(1—p?)
2 2
8= p103 + ,u201 (11 + p2)poios (por. tez wzér (3.3) na Ey = Ey(p) = é) .
ofo3(1—p?) ol

W takiej sytuacji dlugosci pétos a i b hiperboli znamy juz z Wyktadu III, wzory (3.3). Zatem,
dzieki (6.6),

a7—62:<b>2 (i —p)? .02—2P0102+022: (11 — p2)? 6.7)
a o —2po1oy+0f  oloi(l—p?) olol(1—p?) '

Uwaga. Opuszczamy tu odpowiedni wzor dla samego parametru c.

Gdy mamy juz prosta krytyczna Blacka i jej obraz — pocisk Markowitza, wtedy dos¢ na-
tychmiastowo stwierdzamy, ze portfele z(E) sa tez rozwiazaniami nastepujacego problemu na

ekstremum warunkowe
=F

— minimalizowa¢ funkcje V2 TY z (czy tez :JJTZ r), z € R¥, przy ograniczeniach { 5 T, _ 1 ’
Istotnie, na mocy Twierdzenia 5.1 z Wyktadu V, na kazdym poziomie E = const znalezlidmy juz
jednego kandydata x(E) na ekstremum warunkowe lokalne. To wlasnie jest niezwykle: \jpu+ Ao e
w Twierdzeniu 5.1 to kombinacja gradientow funkcji warunku i funkcji jedynego ograniczenia
budzetowego Blacka. (Jeden ze stuchaczy kilka lat temu zakrzyknal podczas wykladu w tym
momencie: ‘Przeciez tu 1 +1 = 3)

Poniewaz przy tym funkcja z — 2% x jest écigle wypukla (AMII, GAL 2 oraz — powtérzenio-
wo — Cwiczenie 6.4 tu ponizej), wiec w istocie ten kandydat z(E) jest minimum warunkowym

globalnym — poréwnaj Optymalizacja 1. Przy kazdej ustalonej oczekiwanej stopie zwrotu E

znalezliSmy wiec juz portfel minimalnego ryzyka z(F). Przy tym portfele te uktadaja sie na
prostej, gdy stopa zwrotu przebiega wszystkie a priori mozliwe wartosci rzeczywiste.

Umiemy zatem minimalizowa¢ ryzyko portfela Blacka przy jego ustalonej wartosci oczeki-
wanej! To prawdziwa ,wartos¢ dodana” wzoru (6.2).3

Cwiczenie 6.4 (w ramach powtérzenia). Pokazaé, ze dla macierzy ¥ > 0 funkcja R* 3 z
Yz € R jest Scigle wypukla, tzn.

(sz+t) T8 (sz+ty) <sz™Sax+tyTSy Vo, yeREVs, >0, s+t =1,

za§ "="tylkogdy 2=y V s=0 V t=0.

Dygresja — inne spojrzenie na dlugosé¢ poziomej poétosi pocisku Markowitza a = %

Chodzi o znalezienie wartosci (wartosci, nie punktu!) globalnego minimum warunkowego
funkcji VT x przy jednym jedynym warunku budzetowym Blacka eTz = 1.

Kazdy kandydat na takie ekstremum warunkowe spelnia ¥x = Ae przy pewnym A € R
(ekstremalizujemy %:ETZJ/‘ zamiast VzTY z). Wtedy = = AX " le, wiec tez 1 = AeTXle = My,

716

A= % Dostajemy wiec jedynego kandydata x = Z—¢. Z racji $cislej wypuklosci funkeji, ktéra
ekstremalizujemy warunkowo, jest to punkt minimum warunkowego globalnego,
Yle
Y

(6.8)

Lmin =

3 za ktéry kilku ekonomistéw — lecz niestety nie Black, ktéry juz wtedy nie zyt — dostato w roku 1997 nagrode
Nobla z dziedziny ekonomii
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. . . -1 _ _
Zgodnie z oczekiwaniami E(Zmyi,) = MT¥ = g oraz 02(Tmin) = ,Y%eTE Iy y-le =2 =

tzn. o(Tmin) = % To za$ jest znany juz wzér (6.5) na dtugosé pélosi a.

1
57

=2

Uwaga 6.5. Zalézmy jeszcze raz przez chwile, ze spotki sa tylko dwie i w zwiazku z tym uzywamy
oznaczen z Wyktadu ITI. Wykluczona jest wtedy tylko, jak pamietamy, sytuacja o; = o921 p = 1.
Wzér (6.8) zapisujemy na poczatek w postaci rozwinietej

- ()

Tmi = ———
min eTZ_le )

po czym, po prawej stronie, mnozymy macierze ¥ ~! stojace w liczniku i mianowniku przez
det X. Po tej czynnosci mamy juz w liczniku i mianowniku macierz dopelnien algebraicznych
macierzy ¥ zamiast samej macierzy ¥~1.4 To szybko prowadzi do wzoru

-1 2 _
2 2 09 — p0O102
Lmin = (Ul —2poi109 +02) 2 ’
01 —p0O102

w ktérego pierwszej sktadowej rozpoznajemy® wielko$é z1 ¢ z wzoru z Wyktadu I1I (zaraz za
Uwaga 3.2).

Po wprowadzeniu i (wstepnym) przedyskutowaniu nieograniczonej krétkiej sprzedazy, w na-
szym ujeciu analizy portfelowej wyodrebnione sg teraz dwa oddzielne aspekty: aspekt Marko-
witza, oznaczany M, z portfelami dopuszczalnymi lezacymi w (gdy ilosé spélek w modelu jest
k) sympleksie A*, oraz aspekt Blacka, oznaczany B, z portfelami dopuszczalnymi lezacymi na
hiperptaszczyznie H zdefiniowanej (jeszcze w Wykladzie II) wzorem (2.2).

Dla rozréznienia aspektéw bedziemy juz do konca tych wyktadéw uzywaé skrétéw M oraz B.

W aspekcie M wprowadziliSmy, nie etykietkujac tego wtedy (Wyktad III) jawnie litera M,
pojecia granic: minimalnej Fi,;, oraz maksymalnej Fi,.x. Pierwsze nasuwajace sie pytanie to,
czy te granice maja swoje analogi w aspekcie B.

Ot6z jesli chodzi o0 Fiax, to nie, bo zbiory liniowe M(H)N{E = const} typowo sa poziomymi
pélprostymi skierowanymi ,w prawo”. (Inaczej jest, gdy k = 2 lub gdy czasem model jest choéby
cze$ciowo zdegenerowany.) Jesli natomiast chodzi o Fiuy, to tak, bo definicja

Fin & {zbiér lewych krancéw zbioréw liniowych M(H) N{E = const}}

ma takze sens w aspekcie B i oznacza po prostu, ze ta nowa granica minimalna jest pociskiem
Markowitza!

Wazna rzecza w analizie portfelowej jest porownywanie granic minimalnych w aspektach
M i B, za$ szczegllnie: poréwnywanie ich tzw. czesci efektywnych (ang. ‘efficient’), o czym
duzo bedziemy moéwi¢ w dalszych wyktadach. Teraz, dla przyktadu, poréwnajmy te obiekty na
Rysunku 6.1 powyzej. Finin w aspekcie M to suma dwdch tukéw hiperbol M(e1ez) U M (e e3)
(niebieskiego i czerwonego). Natomiast Fyni, w aspekcie B to, jak juz bylo wspomniane, blekitny
pocisk — obraz prostej krytycznej w rozwazanym przyktadzie.

Cwiczenie 6.5. Znalez¢ granice minimalne w aspektach M i B w przykladzie zilustrowanym
na Rysunku 4.7 w Wyktadzie IV.

(Uwaga. Tamten rysunek wykonany jest na ptaszczyznie R?(o2, E), chodzi tu wiec o wa-
rianty granic minimalnych pojawiajace sie¢ w wyniku uzycia odwzorowania M zamiast odwzo-
rowania M.)

4 Wzér na X! przy k = 2 pojawil sie juz w Uwadze 6.4 powyzej.
5 nie moze by¢ inaczej, bo caly czas méwimy o jednej i tej samej minimalizacji ryzyka portfeli Blacka
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Przyktad 6.3 (obliczenia prostej krytycznej przy pomocy Twierdzenia 6.1 — kontynuacja Przy-
ktadu 5.1 z Wykladu V).

1 —4 6
Yy lhl=|-4 17 —26|, a=31, 8=-19, y=12, ay— 3> =11,
6 —26 42

Zgodnie ze wzorem (6.2),

1 -4 6 1 1 _3p_ 2
1 — 1 11
6 —26 42 —1 1 —%E—%
W szczegblnosci
1
( 15) g ( 2) (1]
T\ —75 | = oraz x|——=| =13
17 16 3 3]
7 3

co wida¢ na Rysunku 5.1 w Wykladzie V (miejsca przeciecia prostej krytycznej z bokami
tréjkata). Pocisk Markowitza (albo tez: parabola w plaszczyznie R%(0?, E)) ma tu réwnanie
o2 =12F2 1 8p 3l

11 11 11

To uzupelnia Przyktad 5.1 w Wyktadzie V. Mamy (wreszcie) juz caloéciowy opis obiektow
sktadajacych sie na przyktad Krzyzewskiego — i wkrétce to wykorzystamy.

Dla utrwalenia wzoréw poznanych na tym wyktadzie proponujemy wréci¢ jeszcze do Ry-
sunku 6.1 i danych (6.1), ktére go generuja. Nadladujac rachunki z Przyktadu 6.3, policzmy tu
prosta krytyczna, ktéra w mapie ryzyko—wartosé¢ oczekiwana daje blekitny pocisk Markowitza
na Rysunku 6.1.

6 1 -7
1 59 19 7 24
Eil:g 1 1 -1 ) 0627,6:7,")/:*, 047—52:*‘

7 1 4 3 9

Stosujac znowu wzér (6.2),

6 1 -7 2 1 ip43

1 19 55 4

r(E) = g* 1 1 -1 ‘? B3+ 18 ?‘ 1 = gE - %
43\ 7 1 4 31\ 3 1 -2F+3

Cwiczenie 6.6. 1. Upewni¢ sie, ze ta prosta krytyczna nie przecina sympleksu standardowego
A3, czyli, ze tutaj zaden portfel krytyczny Blacka nie jest Markowitza.
2. Upewnic¢ si¢ tez, ze wartos¢ oczekiwana E nie jest stala na tej prostej krytyczne;j.

Wskazéwka. Nietrudno policzyé wektor predkosci 2/ (E).
Cwiczenie 6.7. Czy zawsze na prostej (6.2) parametr E zmienia sie (nie jest staly)?

Wskazowka. Nietrudno zrozniczkowaé po E wzor (6.2) na x(E). Dlaczego wynik jest zawsze
wektorem niezerowym?

Zajmijmy sie teraz dokladniej ostatnim pytaniem nr4 w Cwiczeniu 6.1 na poczatku tego
wykladu. Po wykonaniu Cwiczenia 6.6, jak teraz operatywnie zapisaé¢ proste—poziomice wartosci
F na plaszczyznie H, i to w powiazaniu z parametrycznym opisem tej prostej krytycznej?



59

Po prostu policzy¢ iloczyn wektorowy

2 1 2
uxe= |3 x|1]=]1-1],
1 1 -1

po czym zapisaé¢ (wszystkie!) punkty plaszezyzny H jako

2
(E)+t| -1
-1

Ustalajac tu E i zmieniajac t, wladnie dostaje sie poziomice trafiajaca prosta krytyczna w
punkcie (portfelu Blacka) z(E).
Uwaga 6.6. Nie nalezy sadzi¢, ze te poziomice wartosci oczekiwanej F sa prostopadte do prostej
krytycznej! Tna one prosta krytyczna ukoénie pod ustalonym katem. Np w rozwazanym przy-
1
4
ktadzie wektor wyznaczajacy kierunek prostej krytycznej % wiadnie nie jest prostopadty
5
8
de wektora u X e, tylko tworzy z nim kat okoto 68% stopni.

(Jak wylicza si¢ taka rozwarto$é¢ kata? Pozadane byloby tu zaznaczyé na kartce papieru
trzy wierzchotki pewnego tréjkata réwnobocznego o boku dtugoéci v/2, nazwaé je e}, eb, b,
jako obrazy wierzchotkéw A? przy pewnej jednoznacznie juz wyznaczonej izometrii, po czym
narysowaé na kartce obraz prostej krytycznej w tej izometrii oraz obrazy poziomic parametru
FE. Nie symbolicznie, lecz realnie. Tak, jak one naprawde leza na H wzgledem wierzchotkow
tréjkata A3, Tutaj rysowanie jako wierna izometria.)

Cwiczenie 6.8. Rozwiaza¢ ostatnia czesé (nr4) Cwiczenia 6.1.

2

Wskazéwka. o? | x(E)+t | —1 = IE? - BE+ % 4 8¢2. Gdzie zatem szukaé portfela dublu-
-1

jacego dany portfel Markowitza co do ryzyka i wartosci oczekiwanej? Czy mozna go narysowad ?

Cwiczenie 6.9. Pokazaé, ze, przynajmniej w wymiarze k = 3, z powyzszych éwiczenn wylania,
sie juz ogblny sposéb znajdowania ,falszywych portfeli Markowitza” dublujacych te ostatnie co
do ryzyka i wartoéci oczekiwanej. Tak wiec, dla danego portfela Markowitza — jego ,falszywy”
odpowiednik.

Oczywiscie najciekawiej jest, gdy — jak tutaj — prosta krytyczna nie tnie tréjkata A3. Co
sie dzieje z falszywymi” portfelami Markowitza, gdy prosta krytyczna jednak tnie sympleks
(mieli$my juz takie przyklady; czy wszystkie ,falszywe” sa wtedy naprawde falszywe)?

Wskazowka. Pokazaé, wykorzystujgc wzor (6.2), Ze, przy parametrze E traktowanym joko stala,
w tréjmianie kwadratowym od t, o*(z(E) +tpu X e), nie ma wyrazu z t*.
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Uwaga 7.1. Osoby, ktére zajely sie wskazéwka do [ostatniego w poprzednim wykladzie] Cwi-
czenia 6.9, wiedzg juz, dlaczego zeruje sie tam wspoélczynnik przy ¢! we wzorze na wariancje
portfeli na poziomicy parametru E:

(1 x e)'T2(E) = (u x )T (pewna kombinacja liniowa wektoréw Y ~!y oraz ¥ 'e)

= pewna kombinacja liniowa liczb (1 x )Ty = 0 oraz (u x e)Te =0,

por. wzor (6.2) w Wykladzie VI. Pow6d bardziej prozaiczny (choé¢ zwiazany z poprzednim,
te powody wzajemnie sie przenikaja) jest taki: dyskutowany tréjmian kwadratowy od ¢ musi
przyjmowaé¢ swoje minimum przy ¢ = 0, bo wlasnie wtedy trafiamy w portfel z(FE), ktory
minimalizuje ryzyko (a wiec i wariancje) na poziomicy wartosci E, jak to bylo wyjasniane i
komentowane w Wyktadzie VI.

Wspomniane osoby wiedza tez, ze ta czysto kwadratowa (bez przesuniecia powodowanego
wyrazem z t!) zaleinoéé wariancji od t jest taka sama (jesli chodzi o zmienno$é) na kazdej z
poziomic parametru E tnacych prosta krytyczna, tzn., ze wspélczynnik przy t? nie zalezy od
E. Istotnie,

o*(2(E) +tpxe) =o*(z(E)) + [(,u x e)T(u x e)} t2.

Powtarzamy, jeszcze raz po Wyktadzie VI: réwnanie pocisku Markowitza w kazdym niezde-
generowanym przypadku powstaje przez podstawienie szczegdlnych wartoéci «;, 3, v do ogblnego
réwnania (6.4).

(Jesli ktos ogdlne wzory lubi mniej niz konkretne obliczenia, ten liczy bezposrednio wariancje
portfeli krytycznych z(F). Np w przykladzie Krzyzewskiego (rozpoczetym w Wyktadzie V,
kontynuowanym w Wyktadzie VI)

19 6 1 —ﬁE— | 19 . 3. 31
2 _ 3 2 17 15 14 2 1 15 _ 2
1 1 i [m¥p_ 2
2 11 11

jak w Przyktadzie 6.3. W przyszlosci nie bedziemy juz precyzowaé sposobu, w jaki policzony
zostal pocisk Markowitza w niezdegenerowanym modelu Blacka.)

Uwaga 7.2 (i zarazem ¢wiczenie). Wiemy juz doskonale, ze niezdegenerowane macierze 3 wraz
z niestalymi wektorami p zawsze generuja pociski Markowitza jako granice minimalne w mode-
lach Blacka. Jednakze nie zawsze na odwrdét! Oto przyklad modelu Blacka, w ktérym macierz
kowariancji jest tylko nieujemnie okreslona (wiec teoria Blacka jako taka sie nie stosuje), a mimo
to granica minimalna jest w nim galezia najprawdziwszej niezdegenerowanej hiperboli.

W modelu wystepuja trzy spétki (k = 3). Macierz kowariancji zmiennych stép zwrotu ze
spotek oraz wektor wartosci oczekiwanych stop zwrotu ze spoétek to

Y =

S =N

1
1
1

N = O

1
. ou=|2]. (7.1)
3

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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Ta macierz jest tylko nieujemnie okreslona (stosuje sie wiedza z Wykladu II, wszystkie minory
centralne w 3 sa nieujemne). Nie jest dodatnio okre$lona — jej wyznacznik znika.

Jest pouczajacym (i niezbyt latwym) ¢wiczeniem policzy¢ w tym modelu obraz M(H) od-
wzorowania Markowitza. Odpowiedzia okazuje si¢ by¢ prawa (o > 0) galaz pewnej niezdegene-
rowanej hiperboli — zbiér bez wnetrza na plaszczyznie (mimo, ze wymiar modelu jest trzy; to
jeszcze inna osobliwo$é tego przykladu).

Wskazowka. Obliczenie pokaze, Ze tym obrazem jest prawa galgZ hiperboli o® — (E — 2)% = 1.
Jednak rownoczesnie ... inne obliczenie pokazuje, ze wszystkie portfele Blacka x € H sq w tym
przykladzie krytyczne:

201+ 20 1 1
det (B, p, €) = 1 2 1|=2—-221 — 229 — 223 =0.
To+2x3 3 1

Czyli — poréwnaj Wyklad VI — wszystkie w ogdle portfele relatywnie (tj przy E = const) mini-
malizujqg ryzyko! Ich obrazy lezqg zatem na granicy minimalnej w tym modelu Blacka. Dziwne to
wszystko, nieprawdaz?

Rozwigzanie. Trzeba zajmowaé sie obiema sktadowymi odwzorowania Markowitza w punkcie —
portfelu Blacka. Zajmijmy sie najpierw wartos$cia oczekiwang portfela:

E:SU1+2SU2+3SU3:$1+2(1*IE1*$3)+3l‘3:2*$1+x3,

wiec F — 2 = —x1 + x3 (za chwile ten zwiazek okaze si¢ pomocny). Teraz pierwsza sktadowa
odwzorowania, a doktadniej mowigc — wariancja portfela:

02 = 202 + a2 + 203 + 2xo(xy + x3)

= 21’12 + (1 — 1 — 133)2 + 2$32 + 2(1 A l’g)(l’l + ZL'3)
= 208 +1—2(2x1 +23) + (21 + 23)* + 222 + 2(x1 + x3) — 2(21 + 23)°
= 1+(—.%'1+:C3)2 = 1—|—(E—2)2.

Zwiazek podany we wskazowce zachodzi wiec dla kazdego portfela Blacka; wariancja portfela w
tym przyktadzie zalezy tylko od wartosci oczekiwanej portfela(!)

Wyjasnienie tego zjawiska jest nastepujace: forma kwadratowa zwigzana z macierzg X jest
dodatnio okreélona na wektorach reprezentowanych przez punkty z plaszczyzny afinicznej H, i
réwniez kres dolny jej wartosci na tych wektorach jest dodatni (réwny 1, jak wynika z powyzszego
rachunku). Klopot sprawialyby tylko pewne wektory o sumie sktadowych zero, gdyz takie sa
w tym przykladzie wektory wlasne macierzy 3 odpowiadajace wartoéci wiasnej 0. Jednakze
takie wektory w analizie portfelowej nie sa uzywane. W rozwiagzaniu tamigtéwki podanej w
Uwadze 7.2 wspomnielidémy, ze suma sktadowych porifela nigdy nie jest zero. Otéz jest pewien
wyjatek, dopuszczany w tzw. podejsciu Lintnera, o czym wspominamy w Wyktadzie IX. Takie
inwestowanie a la Lintner, z zerowg czy nawet ujemna suma sktadowych portfela, w teorii Blacka
nie jest dopuszczane.

Portfele efektywne (w zrédle) i granica efektywna (w obrazie)

Whprowadzimy za chwile dwa kluczowe w analizie portfelowej pojecia: efektywnosci danego
portfela i granicy efektywnej w danym modelu. Przewijaja sie one przez teksty poswiecone
analizie portfelowej od samego jej historycznego poczatku — poréwnaj np obszerny cytat z [19]
w Wykladzie I (,the set of efficient F, V' combinations”), czy tez reprodukcje strony 82 z tej
samej pracy na Rysunku 7.2 ponizej. Juz na tej reprodukeji mozna ogladaé¢ pewna (uproszczona,
wyidealizowana) granice efektywna!
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By zobaczy¢ te pojecia w odpowiedniej perspektywie, chcemy przez chwile wtaczyé¢ zmienne
losowe pojawiajace sie w analizie portfelowej w pewien szerszy schemat. Zbiory portfeli Marko-
witza A¥ i portfeli Blacka H to przyktady wachlarzy mozliwych scenariuszy inwestycyjnych,
oznaczanych ogélnie X. Elementy wachlarza, np portfele akcji (choé¢ moga to by¢ tez inwestycje
w obligacje, nieruchomosci, instrumenty pochodne ...) maja przypisane do siebie zmienne losowe
wyrazajace mozliwe stopy zysku z danego scenariusza w ustalonym okresie inwestycyjnym:

X>2A«—— Ry,

gdzie
A — scenariusz, albo plan,
R4 — zmienna losowa wyrazajaca stope zysku w ustalonym okresie inwestycyjnym z tego sce-
nariusza, planu...
Zupelnie analogicznie do tego, jak ustalonemu portfelowi akcji x Markowitz czy Black przypisuje
zmienna losowa T R — stope zwrotu z tego portfela.
Dla zmiennych losowych generalnie istnieja rézne miary ryzyka, z ktoérych jedna jest odchy-
lenie standardowe o. Ustalmy na pewien czas jedna z takich miar f.

Definicja 7.1 (relacja poréwnujaca scenariusze inwestycyjne).

A< B dla A BeX gdy
E, f

E(R4) <E(Rg) i f(Ra)>= f(Rp).

Jest to czesciowy porzadek w wachlarzu X. (Oczywiscie, ogélnie nie kazde dwa scenariusze
mozna poréwnywaé taka relacja < .)

Moéwimy, ze scenariusz A jest nie lepszy niz B, albo, ze B dominuje A (wzglednie: A jest
dominowany przez B).

Definicja 7.2 (scenariusz efektywny). Méwimy, ze scenariusz A € X jest efektywny w sensie
danej relacji <, gdy A nie jest dominowany przez zaden scenariusz B € X taki, ze przynajmniej
E

jedna z nieréwnosci w Definicji 7.1 jest ostra.

Interpretacja geometryczna Definicji 7.2.
Uzywajac analogu odwzorowania Markowitza, tzn. rysujac ,mapy” na plaszczyznie R2(f, E),

scenariusz A jest efektywny w sensie < gdy nie istnieje scenariusz B taki, ze punkt (f(Ra), E(R A))T
E

lezy w domknietym katowniku ‘potudniowo-wschodnim’ o wierzchotku (f(Rpg), E(R B))T bez sa-
mego tego wierzcholka — patrz gérna cze$¢ Rysunku 7.1 (nieistnienie wyrazone jest czerwonym
przekresleniem jak przy znaku zakazu).
To samo mozna tez wyrazi¢ dualnie: ma nie istnie¢ B, ktérego obraz lezatby w domknietym
katowniku [uwagal] pénocno-zachodnim o wierzchotku w obrazie A i byl rézny od obrazu A
(czyli: lezalby w domknietym katowniku j.w. bez wierzchotka). [W wersji pdf ilustrujacy te
interpretacje Rysunek 7.1 dopiero otwiera nastepna strone.|

Nalezy zauwazy¢, ze spojna i dostatecznie szeroko akceptowana teoria rozwingta sie jedynie
na bazie miary ryzyka f(-) = o(-) (odchylenie standardowe zmiennej losowej).
Ponadto w analizie portfelowej najczeéciej uzywamy wachlarzy — zbioréw portfeli akeji: Marko-
witza (wtedy X = AF, aspekt M z Wykladu VI), wzglednie Blacka (wtedy X = H, aspekt B z
Wyktadu VI).!

! Najczesciej, to nie znaczy, ze jedynie. Juz przy analizie modelu Tobina, co nastapi w Wykladzie XI,
mielibySmy inny typ wachlarza. Rowniez przy ogélnym modelu Markowitza, o ktérym w tych wyktadach nie
moéwimy, dodatkowe ograniczenia na udziaty akcji spotek w portfelach dopuszczalnych przektadatyby sie na inne,
nowe wachlarze.
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Rysunek 7.1. Efektywno$¢ abstrakcyjna oraz efektywnosé konkretna i do tego w aspekcie M.

Powiemy, specyfikujac Definicje 7.2, ze portfel x, w aspekcie M lub tez B, jest efektywny
jesli jest on efektywny jako scenariusz inwestycyjny przy wachlarzu X = AF (w aspekcie M) lub
przy wachlarzu X = H (w aspekcie B) i mierze ryzyka zawsze f = o.

Portfele efektywne sa najwazniejsze w analizie portfelowej. Nie jest je trudno znalezé w
aspekcie B (patrz np Rysunek 7.6 ponizej), natomiast w aspekcie M — ogélnie bardzo trudno
(patrz np Rysunek 7.5 ponizej). Wigksza cze$¢ pozostatych wykladow jest poswigcona szukaniu
badz wszystkich, badz specjalnych (optymalnych w réznych sensach), portfeli efektywnych. By,
tytutem przykladu, juz tutaj zilustrowaé wage portfeli efektywnych — mozna rekomendowaé
fragment z pracy [23] podany za Przyktadem 13.1 w Wyktadzie XIII.2

2 portfele i ich obrazy sa tam co prawda mylone, lecz to malto znaczacy szczegdl
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Definicja 7.3. Granica efektywna Fegy, w kazdym z aspektéw, to obraz przy odwzorowaniu
Markowitza M wszystkich portfeli efektywnych w rozwazanym aspekcie.

Uwaga 7.3. Podkreslamy bardzo mocno, ze Fegi jest okreslona w danym aspekcie: M albo
B. Przy zmianie aspektu moze ona zmienia¢ si¢ dramatycznie, jak pokazane w Przyktadzie 7.1
ponizej.

Obserwacja. 7.1 W kazdym z aspektow, B czy tez M,
Fetex C Frin-

Istotnie, warunkiem koniecznym, by portfel x byt efektywny, jest minimalizowanie przez x odchy-
lenia standardowego o (y) wéréd wszystkich portfeli y (lecz tylko dopuszczanych w danym aspek-
cie!) takich, ze F(y) = E(x) — poréwnaj interpretacja geometryczna Definicji 7.2. W przeciwnym
przypadku obraz portfela x lezalby na gérnej (‘p6éinocnej’) granicy potudniowo-wschodnigo ka-
townika wyznaczonego przez pewien M(y) i bylby przy tym rézny od wierzchotka M(y) tego
katownika.

Przyktad 7.1. Granica efektywna Fggx w modelu

10
YX=1[0 1
0 1

=)
=
Il
—_

rozwazanym w aspekcie M jest domkniety tuk hiperboli — obraz (tez zielony) zielonej polowy
boku e7e3 na Rysunku 7.1 w jego dolnej czesci. Uzasadnienie miesci sie w samym tym rysunku
czesci granicy Fii, na plaszezyznie R?(o, F). Zielone punkty granicy minimalnej nie s przez
nic zdominowane — nie sa w cieniu zadnego innego punktu tej granicy. Natomiast czerwone
punkty juz sa zdominowane — przez czerwone polozone nad nimi! Nienarysowane punkty granicy
minimalnej (majace wartosci F miedzy 1 i 2) sa zdominowane przez czerwone punkty.

(Poréwnaj tez wczesniejsza analize tego samego modelu, robiona pod innym katem, w Wy-
ktadzie IV).

Natomiast Fypx = () w tym samym modelu rozwazanym w aspekcie B! Istotnie, Fii, jest

wtedy calg prosta o = % — obrazem prostej {r1 = %} C H (obie te proste sa obecne na Rysunku

7.1). Tymczasem kazdy portfel z tej ostatniej prostej jest zdominowany przez jakikolwiek portfel

na niej majacy wiekszg warto$¢ oczekiwana. Brak zatem portfeli efektywnych w sensie Definicji
7.2.

Uwaga 7.4 (ostrzezenie). W ksiazce [10] na stronie 138, za portfel efektywny uznawany jest
portfel, dla ktérego NIE istnieje portfel, majacy nizsze ryzyko przy danej oczekiwanej stopie
zwrotu,

lub

majacy wyzsza oczekiwana stope zwrotu przy danym ryzyku.

By uniknaé¢ patologii i by¢ w zgodnoéci z Definicjg 7.2, podkreslone stowo danej nalezaloby
zastapi¢ przez ,nie mniejszej”, za$ podkreslone stowo danym przez ,nie wickszym”.
To samo nalezaloby tez uczynié¢ w definicji efektywnosci portfela podanej w pracy [26] (linie 2-4
na stronie 278), gdzie stoi wyraZnie: ”... a portfolio is efficient if none other gives either (a) a
higher expected return and the same variance of return or (b) a lower variance of return and
the same expected return.”

Natomiast doktadnie tak jak w Definicji 7.2 (i to od samego poczatku!) proponowal rozumieé
efektywno$¢ Markowitz w [19]. Pisal on tam na stronie 82: "The E -V rule states that the
investor would (or should) want to select one of those portfolios which give rise to the (E, V)
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combinations indicated as efficient in the figure; i.e., those with minimum V for given E or
more and maximum F for given V or less.”

Czytelnik zechce zauwazyé, ze to ‘and’ w cytacie z HMM jest koniunkcja logiczna!! (Dokona-
ne tu wyttuszczenia nie pochodza od autora pracy [19].) Istotnie, pierwsza czesé tej koniunkeji
wyklucza hipotetyczne portfele, ktérych obrazy lezalyby wzgledem punktu (V, E) [nasz porza-
dek zmiennych, nie ten egzotyczny ulubiony przez HMM!] w: { katowniku péinocno-zachodnim
z wasem poziomo w lewo od (V, E), lecz bez wasa pionowo w gére od (V, E) }. Natomiast druga
czes$¢ koniunkcji wyklucza portfele, ktérych obrazy lezalyby w: { tymze katowniku pélnocno-zachodnim
z wasem pionowo w gére, lecz bez wasa poziomo w lewo }. Lacznie koniunkcja wyklucza wiec
portfele, ktérych obrazy lezalyby w calym domknietym katowniku poéinocno-zachodnim bez
samego wierzchotka katownika (V) E), czyli te, ktére dominowalyby w naszym sensie [Definicja
7.1] dany portfel i przy tym mialy r6zny od niego obraz na plaszczyznie wariancja—wartosé
oczekiwana — patrz (tez) interpretacja geometryczna zaraz po Definicji 7.2 powyzej.

Dla wygody czytelnika (prawie) cala przywolywana tu strone z [19] reprodukujemy na Ry-
sunku 7.2 ponizej. [W wersji pdf rysunek przeskoczyl na nastepna strone.|

W ksiazce [22] — wydanie pdzniejsze od [19] o 48 lat — autor, na pewno dydaktycznie przej-
rzysciej (lecz caly czas dokladnie o tym samym!) méwi w Definicji na stronie 6, ktére punkty
w jego mapie M sa nieefektywne:

”An obtainable E'V combination is inefficient if another obtainable combination has either
higher mean and no higher variance, or less variance and no less mean. [And] efficient are those
which are not inefficient.”

Przyktad 7.2. Granica efektywna Fi w przykladzie Krzyzewskiego (aspekt oczywiscie M)
jest cata granica minimalna: Fegex = Finin-

Istotnie, policzmy wysokosci na osi OE czubkéw galezi hiperbol — obrazéw, korzystajac z ob-
liczen w Wykladach: V (dla bokéw) i VI (dla prostej krytycznej; jej obraz to — jak wiemy —

Dla boku e7e3 jest to —%, ponizej aktywnego obszaru [0, 1];
. . dla boku ez es: —3%, ponizej aktywnego obszaru [—1, 0];
k Markowitza). ) o y YUl
pocts arkowitza) dla boku ezer: —%—g, ponizej aktywnego obszaru [—1, 1];
dla prostej krytycznej: —g3, ponizej aktywnego obszaru [—%, —%] )

Widzimy, ze wszystkie tuki hiperbol, odpowiadajace aktywnym w aspekcie M obszarom warto-
$ci F dla tych hiperbol, leza w goérnych potowach odpowiednich gatezi hiperbol. Jest to dobrze
widoczne na Rysunku 7.3 ponizej; najciekawsze tam miejsce jest jeszcze pokazane w znacznym
powigkszeniu na nastepnym Rysunku 7.4. [W wersji pdf oba te rysunki przeskakuja niestety az
dwie strony dalej.]

Istotnie wiec, wszystkie cztery tuki hiperbol tworzacych Fiin leza w gérnych potowach od-
powiednich gatezi hiperbol. Te tuki sa zatem zbudowane z M—obrazéw portfeli efektywnych.

Zauwazmy przy okazji, ze wysokos¢ czubka samego pocisku Markowitza, owe —%, pojawita

sie juz w Uwadze 6.2 w Wykladzie VI; wtedy jako zwiastun niebezpieczenstw zwiazanych z
modelowaniem Blacka.

Na Rysunku 7.3 jest widoczna jeszcze jedna rzecz godna uwagi: granica minimalna ma punkt
zalamania na wysokosci £ = 0.

Cwiczenie 7.1. Uzywajac wzoréw obrazéw bokéw w tym przykladzie (podanych na poczatku
Wykladu V), policzy¢ kat zalamania granicy minimalnej w aspekcie M, na Rysunku 7.3 na
wysokosci E = 0.

Rozwigzanie. Nalezy obliczy¢ kat, pod jakim przecinaja sie przy E = 0 tuki dwu parabol (tak,

parabol!) o znanych wzorach. Ten kat ma miare zablrc‘ugfi;(ff4 = arctg%, czyli okoto 4°34726".
(Oba rysunki reprodukowane tu powyzej pochodza z pracy magisterskiej [8], ktéra jest jesz-
cze raz cytowana nizej w biezacym Wykladzie VII.)
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82 The Jowrnal of Finance

For fixed probability beliefs (u,, .y the investor has a choice of vari-
ous combinations of E and V depending on his choice of portiolio
Xy, ..., Xy Suppose that the set of all obtainable (E, ¥} combina-
tions were as in Figure 1. The E-V rule states that the investor would
{or should) want to select one of those portfolios which give rise to the
(E, V) combinations indicated as efficient in the figure; i.e., those with
minimum ¥V for given E or more and maximum E for given ¥ or less.

There are techniques by which we can compute the set of efficient
portfolios and efficient (E, V) combinations associated with given g

v

attainable
EV combinafiens
wificont
== EV combincafions
' 4
Fio. 1

and oy We will not present these techniques here. We will, however,
illustrate geometrically the nature of the efficient surfaces for cases
in which & (the number of available securities) is small.

The calculation of efficient surfaces might possibly be ollpracﬁca.l
use. Perhaps there are ways, by combining statistical techniques and
the judgment of experts, to form reasonable probability beliefs (p,

Rysunek 7.2. Najwazniejsza by¢ moze strona z pracy [19].

Cwiczenie 7.2. Co na Rysunku 7.4 narysowane jest jednak nie w 100% idealnie?

Skoro wiemy juz, ze w przykladzie Krzyzewskiego w aspekcie M cala granica minimalna (a
wiec: w obrazie) jest efektywna, zobaczmy, jak w nim wyglada caly zbiér portfeli efektywnych
(a wiec: w zrédle). [W wersji pdf Rysunek 7.5 idzie dopiero dwie strony dalej.]

Zbidr ten jest wiec juz dosy¢ skomplikowany. Bytoby dobrze go zapamigtac¢; hasto na przy-
szlo§é — lamana efektywna, jak w podpisie pod tym rysunkiem.? Ta przysztoéé to konkretnie
Wyklady: X (z Twierdzeniem 10.1 o lamanej wierzchotkowej) oraz XI (z dowodem tegoz i z
dyskusja lamanych efektywnych).

3 Sciste jej okreslenie to dopiero Definicja 11.1 w Wyktadzie XI
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Rysunek 7.3. Zbiér osiagalny w modelu Markowitza z Przykladu 5.1 (na plaszczyznie
R%(0?, E)).

Rysunek 7.4. Powigkszenie fragmentu Rysunku 7.3.

Z kolei, nauczeni Przykladem 7.1, zadajemy sobie pytanie, jaki — w tym samym przykta-
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Rysunek 7.5. Pierwsze spotkanie z lamana wierzchotkowa, tu tozsama z tamang efektywna.

dzie Krzyzewskiego — jest zbiér portfeli efektywnych przy zmianie aspektu z M na B? I oto
odpowiedz. [W wersji pdf ta odpowiedz — Rysunek 7.6 — trafia na nastepna strone.]

Jest wiec z grubsza tak, jak w Przykladzie 7.1 — zbiory portfeli efektywnych w danych
aspektach réznig sie zasadniczo. Czy zapamietamy i to rozréznienie?

Cwiczenie 7.3. Znalezé wszystkie portfele efektywne w aspekcie M w modelu z Przykladu 5.2
(Wyktad V) przy p = 0:

9
Y=13
1

o oW
O
=
I
DN =~ Ot

Wskazowka. Korzystamy bardzo mocno z Rysunku 5.3 w Wykladzie V. Dzieki temu widzimy,
ze do odpowiedzi (czyli do lamanej efektywnej) na pewno wchodzi caly bok e1es. Ponadto —
jeszcze jakis przedzial lezgey w boku exes. Jaki? Rozwigzanie. Rozwijajac mysl ze wskazdwki,
musimy znalez¢ na boku €3 €3 portfel przechodzacy na dziébek hiperboli — obrazu prostej tego
boku. Od takiego portfela zaczynaé si¢ tu bedzie lamana efektywna. W tym celu wystarczy np
policzy¢ lokalne dla tego boku parametry (i . Macierz kowariancji dla waloréw numer 2

i 3 jest diagonalna i niemal natychmiast dostajemy 8 = g oraz y = %. Dziébek jest zatem na
wysokosci % / % = 13—0, a wiec jest to M—obraz portfela (0, %, %)T Tym sposobem wiemy juz, ze
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Rysunek 7.6. Efektywna potowa prostej krytycznej w przyktadzie Krzyzewskiego.

brakujaca czes¢ tamanej efektywnej to odcinek domkniety od napisanego tu portfela do portfela
e2. (Lamana efektywna sklada sie tu z dwoch bokdéw.)

Cwiczenie 7.4 (kontynuacja ¢wiczenia z Uwagi 7.2 powyzej). a)Znalezé wszystkie portfele
efektywne w aspekcie M w przykladzie (7.1). Nastepnie narysowaé je na wybranym rzucie
2-wymiarowym sympleksu A3

b) Znalezé wszystkie portfele efektywne w aspekcie B w przykladzie (7.1). Nastepnie nary-
sowac je na wybranym rzucie 2-wymiarowym plaszczyzny H.

Wskazowka. Praktycznie wszystko, co niezbedne, zostalo juz powiedziane w Uwadze 7.2.
Gars$é informacji historycznych dotyczacych granic Fii, 1 Fefexk W aspekcie M.
W przyszlodci poznamy naturalne ograniczenie gérne 2¥ — k — 1 na iloé¢ kawatkéw #(Fuin),
z jakich sklada sie granica Fiy, w niezdegenerowanym modelu Markowitza w wymiarze k. Z
Obserwacji 7.1 wynika, ze takie samo jest/bedzie ograniczenie na ilosé¢ kawalkéw #(Fefek), 2
jakich sktada si¢ granica Fegey:

#(Fuin) <28 k=1,  #(Fea) <2V k1.
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2

k = 3: przykitad Krzyzewskiego pokazuje, ze mozliwa jest "=
realizowana na tym samym przykladzie!

k = 4: byly student Wydzialu MIM UW, K. Wiech podal w roku 2001 w [29] przyklad (10.7),
w ktérym osiggana jest réwnosé¢ w pierwszym oszacowaniu, zas w drugim po lewej stronie
stol #(Fetek) = 5. (Jeszcze w wersji z roku 2000 wykladéw [13] bylo to pytaniem otwartym,
czy przy k =4 w pierwszym oszacowaniu mozliwa jest réwnos¢.)

Ten wynik poprawil w roku 2007 inny student MIM UW A.Iwanicki, uzyskujac w [9] przy-
ktad, w ktorym #(Feer) = 6. Jego z kolei przescigneli jeszcze inni studenci MIM-u P. Grodzki
i J. Gruszezynski, ktérzy w 2008 w [8] podali dwa niezmiernie interesujace przyklady. W
pierwszym z nich #(Fipnin) = 11, #(Fotex) = 9. W drugim natomiast #(Finin) = #(Fefek) =
10. Ten drugi jest przy tym tak estetyczny, ze nie mozna go nie przytoczy¢ w tych wyktadach:

w obu tych oszacowaniach, i to

15 5 -5 3 P
g_ |5 16 193 |7
-5 19 34 3| *PT s
3 3 3 1 -3

”

k =5: A.Iwanicki podal, takze w [9], przyklad, w ktérym osiagana jest "=
oszacowaniu, #(Fiun) = 26 (= 2° — 5 — 1). Ten przyklad jest przytoczony i dyskutowany w
ostatnim Wykladzie XV.

k = 6: Ten sam Iwanicki znalazl pod koniec roku 2007 (juz po obronieniu licencjatu) przyktad,
w ktorym takze osiggana jest ”=" w pierwszym oszacowaniu #(Finin) = 57 (=26 — 6 — 1).

Te rezultaty w naturalny sposéb prowadza do postawienia waznego pytania.

W pierwszym

Cwiczenie 7.5 (otwarte). Czy w wymiarze 4 mozliwe jest, by #(Feex) = 117
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Na tym wykladzie zaczniemy poznawaé teori¢ Jamesa Tobina — réowniez, jak i Markowitz,
laureata nagrody Nobla z ekonomii (nawet wczesniejszego, bo juz z roku 1981), ktéry wzbogacil
modelowanie inwestowania — i osiagania zyskéw na gietdzie! — o mozliwo$é zaciggania pozyczek
i/lub lokowania czesci srodkéw w banku oferujacym, bez zadnego ryzyka, stala stope zwrotu pyg
w zadanym okresie inwestycyjnym.!

Oryginalnie Tobin wzbogacil w ten sposéb teorie Markowitza (dla przypomnienia — dopusz-
czalne sa w niej tylko dlugie pozycje w inwestycjach gieldowych). Modelem Tobina sensu stricto
zajmiemy sie w przysztoéci. Pojeciowo i tez matematycznie prostsze jest wzbogacenie, o pozyczki
i/lub lokaty w banku, modelu Blacka (dla przypomnienia — dopuszczalne sa w nim takze krétkie
pozycje, i to w nieograniczonej wysokosci).

Jest to zmodyfikowany model Tobina, w zargonie matematyki finansowej nazywany tez cza-
sami krotko ,Black z dodanym walorem bezryzykownym pg”. Nalezy podkresli¢ wyidealizowany
charakter réwniez tego modelowania: pozyczki i lokaty w banku sa oprocentowane doktadnie
tak samo, przy czym — one takze! — mozliwe sa w nieograniczonej wysoko$ci.

Pamietamy wzér bilansowy (5.3) (Wyklad V) lezacy u podstaw krétkiej i dlugiej sprzedazy
w teorii Blacka. Obecnie inwestor moze dodatkowo pozyczyé¢ dowolng iloéé Ay $rodkéw w banku,
oprocentowanych g w okresie inwestycyjnym. Jesli tak postapi, to jego poprzedni bilans (5.3)
przybierze postaé

L+Y Aj+A =) A (8.1)

jeJ il

Srodki wlasne inwestora L i uzyskane z krétkich sprzedazy >_jes Aj zostaja tu jeszcze powigk-
szone o pozyczone w banku Ay, po czym sume tych wszystkich érodkéw inwestor przeznacza na
zwyczajny zakup akcji o numerach ¢ € I.

Gdy natomiast inwestor deponuje czesé¢ juz posiadanych $rodkéw, np wielkosé Ay (zalezna
wprawdzie od jego kapitalu wyjéciowego oraz od juz poczynionych krotkich sprzedazy akcji,
jednak wobec dowolnosci tych drugich — w praktyce nieograniczona), we wspomnianym banku,
wtedy bilans (5.3) zamienia si¢ na

L+) Aj=Ao+) A (8.2)
jed iel

Zwyczajne zakupy inwestora sktadaja sie teraz z ,zakupu” bezryzykownego i bezpiecznego zysku
o stopie ug za kwote Ag oraz z zakupow akcji spotek o numerach i € I za kwoty A;.
W przypadku pozyczki w banku, bilans (8.1) zapisujemy w postaci

1:Z?+%(_§j>+_fo. (8.3)

il

1 Tobin jest réwniez znany, moze nawet bardziej, z idei wprowadzenia czego$ w rodzaju firewallu chronigcego
przed kryzysami spekulacyjnymi — tzw. podatku Tobina od wszelkich operacji finansowych, ktérg to idee glosit
od bardzo dawna, jednak zawsze z miernymi efektami praktycznymi. Niejeden raz okrzykiwano go, wlasnie w
zwigzku z tym pomystem, ,lewakiem”. Jego idea odzyta na nowo w trakcie kryzysu lat 2008-9.

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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Natomiast w przypadku depozytu w banku, bilans (8.2) zapisujemy w postaci

=Y (52 (34)

il jed

W zmodyfikowanym modelu Tobina portfel inwestora zostaje zatem zakodowany w postaci
dodatnich liczb z; = % (¢ € I, dlugie pozycje), ujemnych liczb z; = %Aj (j € J, krotkie
pozycje), ewentualnych zer na miejscach spétek, ktérymi inwestor w ogdle sie nie zainteresowal,
oraz dodatkowej wspolrzednej

Ao

2y — —A gdy zaciaga pozyczke Ag w banku
7 gdy deponuje kwote Ag w banku

opisujacej jego postepowanie wzgledem banku. Wszystkie te wspotrzedne, niezaleznie od znaku
wspolrzednej xg, zawsze sumuja sie do 1, jak to widzimy w (8.3) i (8.4).

Wartosci oczekiwane portfeli w tym modelu, o ile tylko nie wszystkie parametry po, p1, ..., tk
sa sobie réwne (co oczywiscie zakladamy, patrz Twierdzenie 8.1 ponizej), sa — analogicznie jak
w Blacku, Uwaga 6.2 w Wykladzie VI — nieograniczone z obu stron. A wiec réwniez z dotu; nie
ma jakiej$ ,naturalnej” granicy —1 od dotu dla stopy straty. Mozna tu, srednio biorac, dowolnie
duzo relatywnie zyskaé, lecz mozna tez dowolnie duzo relatywnie stracic!

Cwiczenie 8.1 (pytanie kontrolne). Inwestor wkracza do Domu Maklerskiego ze swoimi 3000.
Kroétko sprzedaje akcje pewnej spoétki za 18 tysiecy, po czym pozycza jeszcze w banku 11 tysiecy.
Nastepnie kupuje akcje dwu innych spétek w proporcji wartoéciowej 3:1. Jaki jest jego portfel
x?

Rozwigzanie.

E(_11000 _ 18000 24000 8OOO>T (_11 68 S)T
~\ 30007 3000 30003000/ ~\ 3’ 73]

Po tym wprowadzeniu, teraz juz formalnie:
zmodyfikowany model Tobina, budowany nad modelem Blacka k X k z parametrami > > 0 i
ke, jest to pewien inny model Blacka (k+ 1) x (k + 1) z macierza kowariancji wymiaru k + 1

00 ... 0

5 = (8.5)

(inwestowanie w bankowy walor bezryzykowny ma zerowa wariancje stopy zwrotu i jest niesko-
relowane ze zwrotami z akcji spétek gieldowych — ryzykownych) oraz wektorem stép zwrotu

Ho

~ M1
2 :
HE

Portfele w tym modelu to wszystkie punkty z hiperptaszczyzny H C R+ opisanej réwnaniem
xo+ 1+ - -+ x = 1, bedacym tylko inna postacia réwnan (8.3) i (8.4).
W celu unikniecia kolizji oznaczen z teorig Blacka, bedziemy zapisywaé te portfele jako

ﬁa%:(x(]),
V4
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gdzie z € R¥,

Wartos$é oczekiwana F(Z) portfela T w tej nowej teorii liczymy zupelnie analogicznie do
tego, jak robiliSmy to w Wykladzie VI dla portfeli Blacka, zwazajac tylko no to, ze dla waloru
bezryzykownego nie mamy jego cen: poczatkowej i koncowej Cp pocs 1 Co kon, Z ktérych powsta-
walaby stopa zwrotu Ry, tylko po prostu zmienna losowa Ry jest stata: Ry = uo-

Jesli inwestor sklada w banku na poczatku depozyt Ag, wtedy na koncu odbiera (1 + o)Ay, co
w stosunku do jego kapitatu wlasnego L daje stope zysku ,uo% = L0TQ-

Jesli natomiast na poczatku bierze on w banku pozyczke Ay, to na koficu musi oddaé (1+ ) Ao,
co daje ujemny stope zysku —MO% = Loxo.

Klasyczny wzér na stope zwrotu z portfela rozszerza sie zatem z ,Blacka” do ,zmodyfiko-
wanego Tobina” i mamy tutaj E(z) = 'Z, jak réwniez, oczywiscie, 02(Z) = 02(z) = 2T 2
(por. (8.5)).

W tym momencie znamy juz odwzorowanie Markowitza w zmodyfikowanym modelu Tobina!
Teraz podstawowe pytanie teorii to — jak juz byto w Blacku i jak bedzie w przysztosci z powrotem
w Markowitzu — pytanie o postaé¢ (ksztalt) granicy minimalnej.

Twierdzenie 8.1. Zakliadamy, ze w wyjsciowym modelu Blacka macierz kowariancyi
Y jest dodatnio okreslona oraz spelnione jest fundamentalne zalozenie (5.2) z Wykladu
V. O stopie zwrotu w banku po zakliadamy tylko, ze uo > —1 (tj, Ze w banku nie stracimy
wszystkiego). Wtedy
(i) granica minimalna w zmodyfikowanym modelu Tobina to kgtownik zloZony z dwu
polprostych na plaszczyénie R?(o, E),

|E— pol ZU\/Q—2M05+M02%

gdzie wyrazenie pod pierwiastkiem jest dodatnie, bedgc (réwniez) liczbg (u —
poe) X~ (pu—poe), czyli wartoécig dodatnio okreslonej formy kwadratowej na nieze-
rowym wektorze. W kqgtowniku tym automatycznie o > 0. Ten kqgtownik jest czasem
nazywany kritko katownikiem Tobina (lecz patrz tez Figure IV w pracy [25]).
(i) Jesli po # g (= Ey), to kat rozwarcia kqtownika opisanego w (i) jest wiekszy od
kgta rozwarcia kgtownika asymptot w wyjsciowym modelu Blacka:

ay—p2( b ) :
\/a — 21008 + po2y > | —— | = —, patrz wzor (6.6) w Wykladzie VI) .
v a

(iii) Jesli uo = Eo, to kgtownik Tobina pokrywa sie z kgtownikiem asymptot pocisku
Markowitza w wyjsciowym modelu Blacka.

Dowdd, z dokladnoscig do innych oznaczen, bazuje na pracy [23].. Dowéd (i). Zgodnie z defi-
nicja granicy minimalnej, przy dowolnej ustalonej wartosci E eR minimalizujemy funkcje
%02 (z) = %0'2(2) na hiperplaszczyznie H. Zatem — minimalizujemy funkcje %ZTE z, gdzie z € RF
(1), przy ograniczeniach

eTz+ dy)

Wz + oy = E,
=1.
Jeszcze przed napisaniem warunku Lagrange’a ograniczenia te upraszczamy, eliminujac zmienna
xg. Dostajemy wtedy juz tylko jeden warunek u'z 4 (1 —evz) = E’, albo

(b= poe) 2= E — po. (8.6)
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Rozwigzaniem bedzie & = (1-¢'#) taki, ze ¥z = A(u — poe) dla jakiegos A € R. Okaze sie
bowiem, ze taki A bedzie jedyny, wiec z bedzie jedynym kandydatem na lokalne ekstremum
warunkowe. W rozwazanej sytuacji, przy Scistej wypuklosci wariancji w zakresie zmiennych
od z1 do zy, z bedzie globalnym minimum warunkowym (poréwnaj analogiczna sytuacje i
Cwiczenie 6.4 w Wyktadzie VI).
Istotnie, wyrazenie na z,

2= A2 (p — poe), (8.7)

mozna wstawi¢ do (8.6), dostajac

(1 = poe) 'AZ ™ (1 — poe) = E — po,

albo - ~
E— o _ E — o
(1 — poe) TS — poe) o —2p08 + ugy’
gdzie wielko$¢ w mianowniku jest dodatnia, bo jest to warto$é formy kwadratowej o macierzy
=1 na niezerowym wektorze p — poe (litery greckie a, 3, 7y zostaty zdefiniowane w Wyktadzie

VI). Wlasnie to wyrazenie na A podstawione do (8.7) daje jednoznaczny wzoér na z = z(E),

A=

= (B =)= (1 — poe)
@B) =" 20108 + puiy

czyli — nalezy zauwazy¢ — wzér (36) w [23]. To poprzez warunek budzetowy daje

. Em)(Bpor) _ o= o~ (8- p)E

a — 24008 + péy a — 2408 + pdy

T

To=1—¢€

Mamy juz w tej chwili caly portfel Tobina Z(F) minimalizujacy ryzyko na kazdym ustalonym
poziomie wartoéci oczekiwanej E:

= 1 a—poB — (8 — poy)E
HE) =T 21105 + pdy ((E — o)X (p — M0€)> ' (8:8)

Portfele te, gdy E przebiega R, tworza prosta w hiperptaszczyznie H € RFFL. Jest to prosta
krytyczna w tym zagadnieniu, zwana prosta krytyczna Tobina.?

Liczymy teraz warto$¢ znalezionego relatywnego minimum wariancji portfela na poziomie
E, tzn. wielkos¢ o2(Z(E)) =: 02(E), opuszczajac juz dalej falke nad E:

(E — po)?
(o —2p08 + 1)

o?(E) = S(W" = 0e™) SIS ST (1 — poe)

E — 2
~ (a —(2uoﬁl$)/ﬁ027)2 (0 =200+ 4197) =

(E — po)?
a —2p08 + pdy’

albo, piszac tylko o zamiast o(F),

|E— po| = U\/a — 2p003 + pg-
Dowdd czesci (i) jest zakonczony.

2 zwracamy uwage na ten kapitalny fakt: nic wiecej, tylko prosta, mimo, ze model jest czesciowo zdegenero-
wany; ciekawe
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Dowdd (ii). Pokazemy, ze kwadraty poréwnywanych tangenséw poléwek katéw rozwarcia
katownikéw spetniaja nieréwnosé

(8.9)

ay — (32
a—2mﬁ+u%w>4¥7f-

Rozpatrujemy w tym celu tréjmian kwadratowy
R3A— (ut = XeD)Z7 (- Xe) €R,

ktory jest wszedzie dodatni, wiec ma ujemny wyréznik.? Przyjmuje on minimum w A = g To

znaczy, ze jego wartos¢ w A = g # Lo, tzn. liczba

il -

a—20—+7 )
8 Y
jest mniejsza niz warto$é w A = i, tzn. mniejsza niz liczba a — 2408 + pdy. Nieréwnosé (8.9)
zostala udowodniona, a wraz z nia czes$é (ii) twierdzenia.
Roéwnoczeénie udowodnilismy tez cze$¢ (iii): przy pp = FEp réowne sa i tangensy katow, i
punkty na pionowej osi, w ktoérych katownik Tobina oraz katownik asymptot pocisku dotykaja
tej osi. O

Twierdzenie 8.1 jest udowodnione. Analizujac katownik Tobina wylaniajacy sie z czesci (i)
w tym twierdzeniu, nasuwa si¢ jednak nastepujaca

Uwaga 8.1. Czytelnik moze poczué sie lekko zdezorientowany. Tutaj czeéciowo zdegenerowana
macierz ¥ powoduje, ze granica minimalna nie jest juz regularnym pociskiem [Markowitza|, tylko
degeneruje sie do katownika z wierzchotkiem na osi OF. Moéwiac po prostu, w zmodyfikowanym
Tobinie ryzyko mozna zredukowaé¢ do zera.

Tymczasem tamten dziwny przyklad analizowany szczegbétowo w Uwadze 7.2 w Wyktadzie
VII pokazywal cos przeciwnego! Czesciowo zdegenerowana macierz kowariancji ¥ i jednak re-
gularny pocisk Markowitza w granicy minimalnej.

Wyjasnienie jest takie. Tam forma dawana macierzg ¥ nie degenerowala sie na wektorach
z [hiper|plaszczyzny H, kres dolny jej wartosci na nich byl 1. Natomiast teraz forma dawana
macierza 3 zeruje sie na wektorze (1,0,...,0)T e H (i, zreszta, w ramach H tylko na nim).

Uwaga 8.2. W teorii zmodyfikowanego modelu Tobina zaklada sie, ze pg < g (= Ey), co bedzie
pozniej obszernie komentowane w Wyktadzie IX. To pociaga 8 — poy > 0, wiec — w szczegdlnosci
— sktadowa x( portfela (8.8) na prostej Tobina moze by¢ sprowadzona do zera.

Przyjrzyjmy si¢ teraz dokladniej prostej Tobina w sytuacji ogélniejszej niz w Uwadze 8.2,
gdy po # Eo, tzn. 8 — poy # 0. Wtedy tez mozna wyzerowaé skladows xg w portfelu Tobina
(8.8). I tatwo jest wskazaé¢ dwa charakterystyczne punkty, przez ktore przechodzi prosta Tobina.
Sa to na przyktad

1
0 _

Z(po) = : oraz z (;_ZZ?) .
0

Ten drugi to wtaénie ten punkt na prostej Tobina, ktéry ma zerowsq sktadowsg numer 0 — zaraz
okaze sie on portfelem tkwigcym jakby jeszcze w teorii Blacka i nierobiacym uzytku z banku

3 Jest to tréjmian o — 28X + yA?; dla niego iA = 32 — ary. To, przy okazji, juz trzeci dowéd podstawowego
w teorii Blacka Lematu 6.1 z Wyktadu VI: ay — 8% > 0.



76 8. Wyklad VIII, 20.X1.2009

oferujacego walor bezryzykowny. (Te dwa charakterystyczne punkty sa zaznaczone na czerwono
na Rysunku 9.1 w Wyktadzie IX. Z pewnego wzgledu rysunek nie pojawia si¢ tu i teraz, lecz
dopiero tam.*)

Przyjrzyjmy si¢ doktadniej temu punktowi, zapominajac o jego wspdlrzednej zo = 0, tzn.
biorac tylko jego cze$é¢ z w terminologii z dowodu Twierdzenia 8.1 powyzej.

a—pofB
B—10Yy

Cwiczenie 8.2 (Pytanie kontrolne). Czy punkt z ( ) lezy w hiperplaszczyznie H C R¥,

tzn. czy jest on portfelem Blacka?

Rozwigzanie. Tak, oczywiscie, z warunku budzetowego spelnionego tozsamosciowo na prostej
Tobina, bo wtedy g = 0. Policzmy ten punkt-portfel doktadniej,

A R A N OV e R0
Z<5_“OV>_O‘—QMOﬁJrMoZ'V(ﬁ—uw M°>E (1= poe) = By (8.10)

bo to jedna z najwazniejszych formut w analizie portfelowej, warta zapamietania na dluzej.
Mowiac nawiasowo, przy jej pomocy sprawdzenie warunku budzetowego jest wdzieczne, choé —
po Cwiczeniu 8.2 — nadmiarowe:

T 04—#05) 1 Twe—1 B — poy
ez = e X (u—poe) ==>——"— =1.
(6—#07 B — poy ( ) B — poy

Na koniec tego wyktadu jeszcze kilka zdan na temat specjalnej sytuacji, osobno wybitej
jako (iii) w Twierdzeniu 8.1. Gdy po = 5 wtedy sktadowej xg w portfelu Tobina nie mozna
sprowadzi¢ do zera i jest ona stale réwna

a — pof B ay — 32

a=2pB+piy  y(a—2Z +2)

=1.

Prosta Tobina jest wiec wtedy réwnolegta do ,, blaszki” {0} x R* i oddalona od niej o 1 — nie
ma z nig zadnego punktu wspdlnego. W szczegdlnosci jest rozltaczna z prosta krytyczna Blacka,
ktéra w blaszce lezy.

Po obtozeniu odwzorowaniem Markowitza M, prosta Tobina przechodzi na asymptoty poci-
sku Markowitza (Twierdzenie 8.1 (iii) ), roztaczne z samym pociskiem = obrazem prostej Blacka;
patrz Figure VI w [23].

Nalezy wspomnieé, ze inaczej [jako podwdjna stycznosé ponizej i powyzej wartosci Ey| byto to
ilustrowane w Rozdziale 4 ksiazki [27], o czym pisze tez Merton w przypisie 11 na stronie 1868
w [23].

4 jednak odleglosé ,portalowa” jest niewielka
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W poprzednim wykladzie, oprécz drugiej wartosci charakterystycznej [stopy zwrotu g bez-
ryzykownej, gwarantowanej...|, pojawila sie tez trzecia (po Ey = g i o) charakterystyczna

wartos$é oczekiwana g%zgf (Oczywiscie wartos$¢ ta pojawia sie tylko wtedy, gdy napisany ula-

mek ma sens, np gdy, jak w Uwadze 8.2, up < Ep.) Na pionowej osi ﬁ:’ mamy wtedy trzy
wyrdznione wartosci.

Punktem wyjscia bylo — przypominamy — wzbogacenie modelowania Blacka o wyidealizo-
wany bank oferujacy w obie strony jedna i te sama (!) stope zwrotu pg. Albo réwnowaznie —
dodanie do modelu Blacka ,,waloru bezryzykownego o stopie zwrotu pgp”.

Wiadnie w Uwadze 8.2 (Wyklad VIII) wspomnieli$my, ze w zmodyfikowanym modelu Tobina
zawsze zaklada sie dodatkowo, ze pp < g Za chwile wyjasnimy, dlaczego.

Na poczatek postawmy pytanie, co mozna wtedy powiedzie¢ o tej trzeciej wyrdznionej wiel-
kosci %? Zauwazamy bez trudu, ze

a—pfb B

B—poy v ©-)

,uo<é <~
Y

Istotnie, podstawowa nieréwnosé z Lematu 6.1 (Wyktad VI, ay — 3% > 0) zapisujemy inaczej
jako a — pof > g(ﬁ — poy). Teraz w procesie dzielenia tej nieréwnosci stronami przez [ — gy
nie zmieniamy kierunku nieréwnosci wtedy i tylko wtedy gdy 8 — oy > 0, i wlasnie to jest
powiedziane w (9.1).

Zanim uzyjemy réwnowaznosci (9.1), podsumujmy nasza dotychczasowa wiedze na temat
zmodyfikowanego modelu Tobina.

Kluczowa role zdaje sie odgrywaé¢ w nim prosta krytyczna Tobina, utworzona z portfeli
relatywnie minimalnego ryzyka (relatywnie = przy ustalonej wartosci oczekiwanej). W sytuacji
ogolnej przechodzi ona przez dwa charakterystyczne punkty-portfele majace wartosci oczekiwa-
ne E = ug (punkt polozony na osi zmiennej z¢) i £ = % (punkt lezacy na ,blaszce” z¢ = 0,
istniejacy tylko wtedy, gdy utamek ma sens, tj gdy po # Eo). Wyglada ona wtedy tak [w wesji
pdf rysunek trafia na nastepna strone,

przy czym podprzestrzen {0} X }Rk(azl, ..., Tk) jest przez nia trafiana w punkcie lezacym w
hiperplaszczyznie H (dokladniej: w {0} x H), jak zostalo ustalone w [bardzo latwym] Cwiczeniu
8.2 w Wyktadzie VIII.

Czy da sie jeszcze powiedzieé cos$ wigcej o tym punkcie spotkania prostej Tobina z {0} x H C
{0} x RF? Otéz tak,

Obserwacja. 9.1 Prosta krytyczna Tobina trafia podprzestrzen {0} x R¥ w punkcie lezagcym
na prostej krytycznej Blacka:

S —poe) (o —poB
B — poy _x<ﬁ—uo'y>

w terminach wzoru (8.10) i oznaczeniach z Wykladu VI.

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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Rysunek 9.1. Prosta krytyczna Tobina lezaca w przestrzeni (k 4 1)-wymiarowej.

Dla dowodu wystarczy policzyé dwa minory 2 x 2 wchodzace do wzoru (6.2) na portfele
krytyczne Blacka x(E) w Twierdzeniu 6.1 (Wyklad VI):

Gl Bl oy —poBy — B2+ poBy _ oy — 5
1 v B — oy B — poy’
a—pof _ o 2 12
a Il af = poay = Bat pof” e g
g1 B — poy B — poy

Ta obserwacja ma wazne konsekwencje geometryczne, gdyz M-—obrazy prostych lezacych w

H i przecinajacych prosta krytyczna Tobina sg zawsze, z powodu samej tylko krytycznosci



79

ich punktu przeciecial, styczne do M-obrazu tej prostej Tobina, czyli do katownika Tobina
policzonego w Wyktadzie VIII.

W szczegdlnoéci stosuje sie to do prostej krytycznej Blacka,! o ile tylko punkt przeciecia
tych prostych istnieje. To znaczy — patrz koncéwka Wyktadu VIII — gdy pg # Ey. Albo tez, co

jest dokladnie tym samym na mocy réwnowaznosci (9.1), gdy %:Zgg #+ Ej.

Wtedy jej M—obraz, czyli pocisk Markowitza, jest styczny w punkcie M (

=~ (p—poe)
B—poy ) do
katownika Tobina. Przy tym pocisk lezy oczywiscie wewnatrz tego katownika — bo brzeg ka-

townika Tobina jest, jak juz wiemy z Wyktadu VIII, granica minimalna w zmodyfikowanym
modelu Tobina.

W tym miejscu bardzo zalecane jest obejrze¢ dwie ilustracje, Figure V i Figure VII, w funda-
mentalnej (choé trudno dostepnej) pracy [23].

Dla dalszej dyskusji kluczowe jest, czy po < Eo, czy tez po > Ep.
o W pierwszym przypadku rzedna punktu stycznosci

a — pof3

> FEy > o, 9.2
B = poy ©-2)

co pokazuje, ze punkt stycznosci lezy i na gérnym ramieniu katownika Tobina, i na gérnym
swasie” pocisku Markowitza. Czytelnik domysla sie juz, ze tylko ta sytuacja bedzie dla nas
ciekawa (maksymalizowany bedzie wspdlczynnik Sharpe’a, o ktérym wstepnie dowiedzieli$émy
sie juz w Wykladzie I).

I czytelnik domyéla sie takze, co dzieje sie w drugim przypadku.

ee Tak jest, wtedy, znowu uzywajac (9.1),

o — pof

po > ko > ;
B — poy

(9.3)
wiec punkt stycznosci lezy zaréwno na dolnym ramieniu katownika Tobina, jak tez na dolnym
wasie pocisku Markowitza — co z punktu widzenia analizy portfelowej jest zupelnie nieciekawe
(punkt przeciecia prostych bylby portfelem nieefektywnym w aspekcie B, wspétczynnik Sharpe’a
bylby wtedy minimalizowany). Ilustracja tej sytuacji jest Figure VII w [23]; patrz tez ciekawe
uwagi w przypisie 11 tamze, korygujace jeszcze wczesniejsze proby ilustrowania podejmowane
przez innych autoréw.

Jak te wewnetrzna styczno$é pocisku Markowitza do katownika Tobina mozna zobrazowad
geometrycznie, ograniczajac si¢ do portfelowo ciekawszej sytuacji (9.2)? Pierwsza historycznie
ilustracja tego to wlasnie Figure V w publikacji [23].

W tych wyktadach za pierwsza probe wizualizacji moznaby od biedy i er post uznaé ...
Rysunek 1.3 w Wykladzie I. A oto jeszcze cztery proby takiej wizualizacji, na czterech rysun-
kach idacych jeden po drugim tu ponizej, pochodzacych z prac licencjackich czterech réznych
studentéw naszego wydziatu. (Nikt na Wydziale MIM UW, jak dotad, nie zobrazowal lepiej
wewnetrznej stycznosci pocisku Markowitza do katownika Tobina.)

Oznaczenia na kazdym z rysunkéw sg rozne; nie ma zreszta jakiejs jednej kanonicznej termi-
nologii przyjetej w oérodkach badawczych, gdzie uprawiana jest analiza portfelowa. [W wersji
pdf dwie z tych wizualizacji zajmuja nastepna strone, kolejna jest na jeszcze nastepnej stronie,
za$ czwarta i ostatnia wizualizacja znajduje sie¢ na jeszcze jeszcze nastepnej.]

Cwiczenie 9.1. Uzasadnié¢ te stycznoéé [pocisku Markowitza do katownika Tobina] bezposred-
nim rachunkiem.

! Jest to tzw. the punch line tego i byé moze wszystkich wyktadéw z APRK1. Anglosasi mawiaja w takich
sytuacjach ” And now there comes the punch line...”
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Rysunek 9.2. Prawdopodobnie najlepsza wizualizacja; symbole o, i yop sa objasnione w dalszej
czesci tego wyktadu.

aw

Rysunek 9.3. Wizualizacja w skadinad bardzo dobrej pracy licencjackiej; oznaczenia zblizone
do naszych z wyktadu.
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tgp =

Rysunek 9.4. Odreczna ilustracja dodana do ... pracy licencjackiej.

Wskazéwka. Styczna do hiperboli % — % =1 w punkcie (o, yo)T ma réwnanie TOF — Y¥ = 1
a b a b

[to cytat z przedwojennego licealnego podrecznika geometrii].
Rozwigzanie. Roéwnanie stycznej do hiperboli

o? (E—Ey)?

Z !
w punkcie

T

(o, )T (VO 200 H @
’ B — poy " B — oy

jest wiec postaci
ooy (E — Ey)(E1 — Ep)

2 p2 =1

Mamy:
a—pf B _ ay-p
Eleozi'uffzfyi’
B—poy v  (B—po)
zatem, po podstawieniu wszystkich parametréw, styczna ma postaé

\/a—2ﬂoﬁ+u3’y (
. oy

BY _av—p v
B — poy > v = b

) G ) -

g



82 9. Wyklad IX, 27.X1.2009

E
Bl s ,.
o
. I
o () SO A
(4 %
Ho (<2 -
IR :: ““-.,1
T - "‘-\-,_‘_\.
-, . J \‘-ﬁ__t
xl: & : ‘-L"Hj'\
= ~ e a
T, ~

Rysunek 9.5. Na tej ilustracji asymptoty pocisku Markowitza trzebaby dopiero dorysowac.

co po skréceniu i obustronnym pomnozeniu przez W daje réwnanie

5)_ﬂ—uo’ﬁ

U-\/04—2/woﬁ+/m27—(E—7 S

Upraszczajac, dostajemy rownanie stycznej w ostatecznej postaci

U-\/a—2u0ﬁ+u%7+uo:E

(poréwnaj tez jeszcze raz Figure IV oraz Figure V w [23]). Jest to réwnanie gérnego ramienia
katownika Tobina.
Doktadniejsze przyjrzenie si¢ Rysunkowi 9.2 pokazuje, ze portfel krytyczny Blacka

Y (u—
Top & X7 (1~ poe) , (9.4)
B — poy

podany tu w postaci uzyskanej w (8.10) w Wykladzie VIII, w sytuacji (9.2) maksymalizuje
wsréd wszystkich portfeli Blacka x € H wspoétczynnik Sharpe’a

S.“O (33) =

(powtérzenie wzoru (1.1) z Wykladu I). Jest to bezposredni wniosek z Rysunku 9.2; poréwnaj
tez Rysunek 1.3 (i jego okolice) w Wykladzie I.

Natomiast w dualnej sytuacji (9.3), portfel (8.10), lezacy niezmiennie na przecigciu prostych
Blacka i Tobina, minimalizuje ten sam wspotczynnik wérdéd wszystkich portfeli Blacka, czego
uzasadnienie jest zupelnie analogiczne i tez geometryczne.

Wreszcie w sytuacji specjalnej pg = Fo, zagadnienie maksymalizacji (czy tez analogicznie
minimalizacji) wsp6lczynnika Sharpe’a nie ma rozwigzania wsréd wszystkich portfeli Blacka.
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Istotnie, dla kazdego portfela Blacka nietrudno wtedy wskazaé inny portfel, ktérego wspotezyn-
nik Sharpe’a jest wigkszy (wzglednie mniejszy). Nie wchodzimy tu w szczegély, jest to catkiem
elementarne.

Bedziemy odtad méwié, nie wymieniajac, czy nie nawiazujac juz wprost do wyidealizowanego
banku, ze w sytuacji (9.2) portfel z,, jest optymalny w modelu Blacka ze wzgledu na
[panujaca na rynku] stope bezryzykowna 1. Jest to pewien zargon matematyki finansowej,
lecz do$é szeroko rozpowszechniony. Pierwszy taka terminologie wprowadzil Krzyzewski w [13];
moéwit on o portfelu optymalnym w modelu Blacka wzgledem pyg.

Dyskusja rozpoczeta w Wyktadzie VIII i kontynuowana do tego miejsca w biezacym, pozwala
na sformutowanie

Twierdzenie 9.1. W niezdegenerowanym modelu Blacka istnieje portfel optymalny
ze wzgledu na stope bezryzykowng pug > —1 <— —1 < pug < Ey =

Gdy po jest wtasnie taka, wtedy portfel optymalny ze wzgledu na stope pg jest jedyny
i dany wzorem (9.4).

=@

To twierdzenie jest juz udowodnione; réwniez, jesli chodzi o jedynosé portfela optymalnego.
(W gre wchodza bowiem tylko portfele Blacka majace M-obrazy na gérnym wasie pocisku
Markowitza, wiec lezace tylko na jednej pélprostej {E > Ey} w prostej Blacka, o poczatku w
Zmin. Za$ na tej pélprostej maksymalny wspélczynnik Sharpe’a ma tylko portfel zyp.)

Uwaga 9.1. (i) Wspélezynnik Sharpe’a to jedna z najwazniejszych miar efektywnosci portfela
w calej analizie portfelowej. Wspotczynnik ten mierzy premie za ryzyko, czyli nadwyzke stopy
zwrotu ponad pg, w stosunku do samego ryzyka portfela — wyraza wiec premie za ryzyko portfela
na jednostke tego ryzyka. Zwracamy uwage, ze wspotczynnik Sharpe’a juz byl wzmiankowany,
w tym doktadnie kontekscie, w Wykladzie 1.

(ii) Podkreslamy, ze portfel ., ma podang wyzej interpretacje (maksymalizacja wspotczyn-
nika Sharpe’a) na plaszczyznie (o, E), nie zaé (02, E)! Interpretacja dotyczy prostych i hiperbol,
nie parabol. Przyklad portfela, ktéry mogltby by¢ traktowany jako xop (zaczerpniety z [4]), po-
jawil sie juz na poczatku Wykladu VI. Dalsze przyklady sa podane tu ponizej (Przyktady 9.1
i9.2).

Przyklad 9.1. W modelu Blacka z danymi z Przyktadu 5.2 przy p = 0,

9 3 1 5
x=13 2 0|, pu=[4],
10 4 2

prébujemy wyliczy¢ specjalng wartos¢ stopy bezryzykownej ug, przy ktérej portfelem optymal-
nym jest es.

Bardzo pomocny jest Rysunek 5.3. Z jego pomoca wnioskujemy, ze taka sama bedzie od-
powiedz dla podmodelu Blacka uzywajacego tylko spétek numer 1 i 2:2

53 0)

2 Wazglednie 2 i 3, my wybieramy 1 i 2. To bedzie w przyszloéci nasz czesty ,staly element gry” — ograniczanie
sie do podmodelu i stosowanie do niego, czy w nim, tej samej teorii, co dla petnego modelu. Zresztg pierwszy krok
w tym kierunku byt juz zrobiony w Cwiczeniu 7.3 w Wykladzie VII, gdy, w aspekcie M, szukaliémy poczatku
tamanej efektywnej na pewnym boku tréjkata.
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Istotnie, portfel es jest tu portfelem krytycznym, wiec styczna do pocisku Markowitza w jego
obrazie pokrywa sie ze styczna do obrazu boku €7 €3 i mozemy pracowacl z ta ,,druga”’ styczna,
to znaczy ograniczy¢ sie do wspomnianego podmodelu. Troche to niepokojace, ale ... trudne do
podwazenia.

By — odpowiednio teraz rozumiany, w wymiarze 2! — wzér (9.4) dawal e, zerowaé sie musi
pierwsza skladowa w jego liczniku. Tymczasem ten licznik (wielkosé wektorowa), z dokladnoscia

do czynnika liczbowego 2, to

9
2 =3\ (5—po) _( mo—2
-3 9 4—#0 - 21—6/1,() '

Stad odpowiedzia jest pg = 2. Srodkowy z trzech waloréw okazuje sie by¢ optymalny w modelu
Blacka przy stopie bezryzykownej rownej wartosci oczekiwanej najstabszego (czyli trzeciego) z
waloréw.

Przyklad 9.2. W modelu Blacka z danymi studenta Mordona

9
Y=13
1

[CE It
NSO NCR.
=
I
DO s O

(znowu siggamy do Przykladu 5.2 w Wykladzie V, a nawet do prazrédia tamtego przyktadu),
0 = ?, v = %, zatem pocisk Markowitza ma dziébek na wysokosci Fy = g = % = 4.33(3).
Bierzemy po dosy¢ duze w stosunku do Ey, by wydoby¢ dynamike tkwiaca we wzorze (9.4) na
portfel optymalny:

—1 _ -2
gdy po = 4, wtedy xop = %ﬂo‘f‘e) = (10).

—11
/ _ 25 _ 1
Gdy zas pp = %, wtedy xop = 3 <_5451)

Dynamika ilustrowana w Przyktadzie 9.2 jest catkowicie zrozumiata, gdy rysunki takie jak
[np] Rysunek 9.2 analizujemy pod katem daznosci g — Eo—: punkt stycznodci, czyli M(zop),
ucieka wtedy w gére (w kierunku ‘péinocno-wschodnim’) po wasie pocisku Markowitza do co.

Cwiczenie 9.2 (kontynuacja éwiczenia z Uwagi 7.2 (Wyklad VII)). Znalezé wartosé stopy
bezryzykownej jo, wzgledem ktérej portfel (0, 0, 1)T jest optymalny w modelu Blacka z para-
metrami (7.1), ktéry pojawil sie jeszcze w Wykladzie VII. Czy w tym modelu Blacka sg jeszcze
inne portfele optymalne wzgledem tej wartosci pg? Jesli tak, to znalez¢ wszystkie takie portfele
[optymalne w tym modelu Blacka wzgledem tej wartosci ).

W tym samym modelu Blacka znalezé wszystkie portfele optymalne wzgledem stopy bezry-
zykownej pg = 0.

Dyskusja portfeli optymalnych w teorii Blacka bytaby niepelna bez dyskusji portfeli efektyw-
nych w zmodyfikowanym modelu Tobina, lezacych na potprostej krytycznej Tobina zaczynajacej
si¢ w portfelu (1, 0,..., 0)" i przechodzacej przez (0, m(};)T. Ta pélprosta jest zaznaczona na
czerwono na Rysunku 9.6 ponizej. One, i tylko one, sa efektywne, gdyz tylko one przechodza

na gérne ramie katownika Tobina, tzn. {(o, E)': E — g = O'\/Oé —2u0B + pév}. W szezegél-
noéci odcinek portfeli miedzy punktami charakterystycznymi na prostej Tobina (1, 0,..., 0)T
i (0, x;E))T przechodzi afinicznie na odcinek o koticach (0, po)T i M(xop).® Te odcinki sa
pogrubione na Rysunku 9.6 ponizej.

3 Formalnie rzecz biorac, nie powinniémy w argumencie pod M opuszczaé zerowej sktadowej Zop,0 = 0.
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Na rzucie wymienionego odcinka [czerwonego pogrubionego na Rysunku 9.6] na R¥(z1, ..., x3)
lezy wazny z punktu widzenia interpretacji finansowych ,,portfel”

X
Yop = % . (9.5)
i=1 ’$op,i|

Uwaga. Jest czestym bledem w pracach licencjackich czy nawet podrecznikach lokowaé¢ punkt v,
na czerwonym pogrubionym odcinku na Rysunku 9.6. Punkty tam lezace sa pewnymi portfelami
krytycznymi Tobina i oczywiscie spelniaja warunek budzetowy. Slad tego bledu jest tez na,
skadinad bardzo starannym i czytelnym, Rysunku 9.2 powyzej.

Cwiczenie 9.3. Gdzie dokladnie jest blad na Rysunku 9.27

Wskazowka. Przeprowadzi¢ analize poréownawczg Rysunkow 9.2 1 9.6.
Cudzystéw przed definicja (9.5) zostal wiec uzyty celowo; obiekt opisany wzorem (9.5) naj-
-1
czescie] nie jest portfelem. Doktadniej, oznaczajac t def ( le |x0p7i|) , Na CZEerwonym pogru-
bionym odcinku ponizej lezy portfel krytyczny Tobina

1 1-—1t
(1—1) O +t<x0> _ O +<y0>. (9.6)
0 0

[W wersji pdf odpowiedni rysunek przeskoczyl az na nastepna strone.|

Chcemy te ogdlne uwagi wstepne wesprze¢ konkretnym przyktadem. Jesli portfel wypisany
explicite w Wyktadzie VI oznaczyé wlasnie z,, wtedy (rezygnujac z % na rzecz zwyklych
utamkéw) ¢ = (81.118) 71 = 0.01233, za$ yop zdefiniowany wzorem (9.5) wynosi

Walor nr | Udziat w ,,portfelu” yop
0.0798
0.095
0.0899
0.2147
0.268
—0.0188

—0.0551
—0.0732

—0.0914
—0.2553

—_

© 00 ~J O T = W N

—
]

Zgodnie we wzorem (9.6), do tak okre$lonego wektora y,, dochodzi ogromna czes¢ kapitatu (tyl-
ko kapitalu wlasnego inwestora, o czym nizej!), dokltadnie (1 —¢ = 0.98767) —cze$¢ zdeponowana
w banku na bezryzykownym koncie procentujacym pg w rozwazanym okresie inwestycyjnym,
patrz wzér (9.8) ponizej.

sPortfel” yo, jest nazywany w literaturze portfelem optymalnym Lintnera, por. [16] i [5].
Wyraza on, czy modeluje (koduje?) inwestowanie na gieldzie z ograniczong w sensie Lintne-
ra krotka sprzedaza; w danym przypadku — inwestowanie optymalne w sensie wspdtczynnika
Sharpe’a Sy, .

Przed dalszymi wyjasnieniami chcemy podkresli¢ wystepujaca tu pozorng sprzecznosé. Oto
z jednej strony ,portfel” y,, niesie w sobie kompletng informacj¢ dotyczaca inwestowania w
akcje: suma moduléw jego sktadowych wynosi z definicji 1, czyli przedstawia on podzial kapi-
talu wlasnego inwestora na czesci inwestowane w poszczegdlne spotki gietdowe. Ponadto znaki
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Rysunek 9.6. Pogrubiony czerwony odcinek przechodzi pod dziataniem M afinicznie na po-
grubiony czarny odcinek.

wskazuja na rodzaj tego inwestowania: 4+ oznacza zajmowanie dlugiej pozycji w danym walorze,
za$ — oznacza zajmowanie krotkiej pozycji.

Wszystko wydaje si¢ pasowac¢, dopoki nie uzmystowimy sobie, ze jednak y,p nie jest portfe-
lem, zas staje sie takim dopiero po dolozeniu czy tez dostrzezeniu lwiej czesci srodkow pieniez-
nych umieszczonych na bezryzykownym koncie w banku. Czy mozna w jakis finansowo spdjny
sposéb polaczy¢ wymienione tu fakty i informacje?

Ot67 tak, przy czym wyjasnienie przychodzi z dwu stron.
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Pierwsza jest algebraiczna i polega na uwaznym przyjrzeniu si¢ wielkoéci Srodkéw, ktoére
trafiaja do banku:
Zf:l |-Top,i| -1 . 2 Zj: Top,; <0 ‘l'op,j‘
5:1 |Top,il Zf:l |Top,i
Druga polega na przyjrzeniu sie inwestowaniu w akcje z dopuszczeniem krotkiej sprzedazy w sen-
sie Lintnera. Podkreslmy — jakiemukolwiek takiemu inwestowaniu, niekoniecznie inwestowaniu
w portfel yop, pochodzacy od portfela optymalnego w modelu Blacka.
Ot6z Lintner modeluje inwestowanie w portfel y z krétka sprzedaza nastepujaco:
inwestor wkracza do Domu Maklerskiego ze swoim kapitatem L, ktory dzieli na czesci |y;|L
przeznaczone do zainwestowania w akcje spotek o numerach 1, Zle ly;| = 1. Jedli zajmuje on
dtuga pozycje w walorze i, wtedy y; > 0. Jesli krétka, wtedy y; < 0. W tym drugim, ciekawszym
przypadku inwestor:
- deponuje w DM (—y;)L swego kapitalu, czyli réwnowarto$¢ akcji i-tej spétki pozyczonych
przez DM;
- nastepnie sprzedaje te dopiero co pozyczone akcje i uzyskane za nie (—y;)L zamraza na caly
okres inwestycyjny w DM, po angielsku: put in escrow;
- na koncu okresu inwestycyjnego odbiera pieniadze put in escrow i odkupuje za nie pozyczone
na poczatku akcje nr i (za mniejsza kwote, niz zamrozil — wtedy ma zysk, lub za wigksza
— wtedy réznice musi dolozyé¢ z wlasnych érodkéw i woéwcezas odnotowuje strate), ktére
nastepnie zwraca do DM;
- wychodzac z DM odbiera swoje zdeponowane na okres inwestycyjny (—y;)L.
Unifikacja spojrzen na krotka sprzedaz Lintnera nastepuje przez zapisanie (9.7) w postaci

l—t= > 2(~Yops) (9.8)

i yop,i<0

1-t=

(9.7)

i nastepnie ekstrapolacje tego wzoru do ogdlniejszego

1—t= Y 2(—y). (9.9)

i y;<0
gdziet = 1+237,. yi<0Yi = Z§:1 il +232;. yi<0Yi = Z§:1 Yi-
Podkreélamy jeszcze raz — portfel (yi, y2,..., yx)T modelujacy krétka sprzedaz Lintnera

nie pochodzi teraz od zadnego portfela optymalnego. Jedyne ograniczenie, jakiemu podlega, to
Zle y; > 0, tzn. inwestor inwestuje wiecej w dtugie pozycje niz w krétkie.*

Kluczowe dla zrozumienia sytuacji jest zauwazenie, ze zaréwno poczatkowe pieniadze inwe-
stora (—y;)L zdeponowane w DM, jak i te ,nowe” (—y;)L zamrozone, czy tez put in escrow na
okres inwestycyjny, procentuja ze stopa zysku po! DM nie trzyma przeciez takich depozytéw u
siebie, tylko w banku, ktory zawsze stosuje stope po. Innymi stowy, dla kazdej spoétki nr i, w
ktorej inwestor zajmuje krétka pozycje (y; < 0), przez okres inwestycyjny procentuje dla niego
kwota 2(—y;)L. Lacznie procentuje tak zatem kwota L-|[wielko$¢ po prawej stronie wzoru (9.9)].
Czy inwestor Lintnera tego chce, czy nie, efekt jest taki, jakby (1 — t)-ta cze$é jego kapitalu
procentowalta bezryzykownie ze stopa pg.

Natomiast pozostala t-ta czes¢ jego kapitatu zachowuje sie proporcjonalnie ze wspélczynni-
kiem t do zachowania na gieldzie portfela — juz teraz prawdziwego portfela Blacka ﬁ :

k
Y Y
tiz N —_—
iy~ () oy

4 Nawet to ograniczenie & priori nie jest konieczne w podejéciu Lintnera. Jednakze nasze interpretacje

dotycza tylko portfeli Lintnera, w ktérych wiecej niz potowa kapitatu idzie w dtugie pozycje, a mniej niz potowa
w pozycje krétkie.
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Im mniejszy jest ,portfel” Lintnera y, t male dodatnie, tym wieksza jest iloéé¢ srodkéw, 1 — ¢
w stosunku do kapitalu inwestora, realnie lokowana w banku. Im wieksza sklonnos¢ do krot-
kiej sprzedazy, tym wieksza czesé srodkoéw bezryzykownie ,pracuje” w banku. Taka jest istota
ograniczonej krétkiej sprzedazy Lintnera.

Dla wygody stuchacza, ktéremu przypadia do gustu krétka sprzedaz w sensie Lintnera,
proponujemy nastepujacy kroétki stownik:

"portfel” Lintnera Z+’ przy czym

i1 il

portfel Blacka z (w szczegdlnosci bezryzykownie procentuje, ze stopa fio.
portfel optymalny z,, ze wzgleduna +—— 23 <oleil

——1—— — czeé¢ kapitalu inwestora,
,LL[)) 21':1 |z

por. (9.7)

"portfel” Lintnera y taki, ze eTy > 0, przy
ktorym bezryzykownie procentuje, ze sto-
pa pos 235, yj<0(—yj) — czesé kapitatu in-
westora, por. (9.9)

portfel Blacka % —

Uwaga 9.2. Nalezy caly czas pamietaé, ze krotka sprzedaz Lintnera moze tez wykraczaé¢ poza
opisany tu schemat. Mozna w niej doktadnie potowe kapitalu inwestowaé¢ w krétkie pozycje,

7 <

mozna %, mozna g,... Patrz tez uwagi na ten temat w [5], przypis 4 oraz [4], przypis 4 na

str. 230.

Uwaga 9.3. Duzo bardziej realistycznie, niz Black czy Lintner, modelowal krétka sprzedaz ak-
cji na gieldzie G.J. Alexander w pracy [1]. Jego podejicie jest szczegélowo dyskutowane na
wykladzie APRK2.

Dla zamkniecia tematu ,zmodyfikowany model Tobina” warto spojrze¢ na oba typy ka-
townikéw: stary w teorii Blacka (méwimy krétko ”katownik Blacka”) i nowy w teorii Tobina
("katownik Tobina”) z jednego wspdlnego punktu widzenia.

Mianowicie, zmodyfikowany model Tobina okazuje sie leze¢ ,na granicy” pewnych niezdege-
nerowanych modeli Blacka (k + 1) x (k + 1) z parametrami

e 0 ... 0

_ 0

Se=1| . i me= ("), e>o.
: b)) K
0

Doktadniej, dla tych modeli mozna policzy¢ klasyczne parametry z teorii Blacka ae, O, Ve,
uzyskujac:

2
1
aezlu?o—i_aa ﬁez%_‘_ﬂv ’Yezg—i_’y
Woéwczas wysokosci dzidbkéw ich pociskéw Markowitza zachowuja sie zgodnie z oczekiwaniami
Be _R+8
— = — o gdy e€e—0-+. 9.10
Ve 14 Y K ( )

€
Co z katami miedzy asymptotami tych pociskéw, albo najkrécej: co z katami w ich katownikach
Blacka? Liczymy tangensy polowy katéw w katownikach Blacka dla tych modeli, wzér (6.6):

be 6672 2 £ 2
be oy — B :\IMOJFO[_(GJF@'

Qe B Ve € %—i—’y

Cwiczenie 9.4. Jest pouczajacym éwiczeniem® policzyé granice tego wyrazenia przy € — 04

5 choé to niby jest tylko AMI...
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Rozwigzanie. Ta granica wynosi \/ a —2pp8 + vy, co wydaje sie dos¢ naturalne.
Do kompletu informacji brak jeszcze wiedzy na temat samych pétos a. oraz be pociskéw
Markowitza, ktére maja do czego$ dazy¢. Z poziomymi pdlosiami nie ma najmniejszego ktopotu,

1 1
= = —_— 0
Ve 14y
gdy € — 0+. (Podobnie z pionowymi pélosiami, gdy juz — wlasnie z Cwiczenia 9.4! — znamy
granice tangenséw katow:

Qe

be = ae% —’0'\/51_2#05‘{‘/‘027 =0,
aE
lecz nam wystarcza informacja o p6tosiach poziomych.)

Tak wiec dany zmodyfikowany model Tobina istotnie jest granica pewnych niezdegenero-
wanych modeli Blacka w wymiarze k + 1, z naciskiem na ”pewnych”, specjalnie dobranych. Ich
katowniki Blacka daza do katownika Tobina, ok, lecz nawet wiecej: same te pociski Markowitza
daza do katownika Tobina.b

Konkludujac, [ktos powie:] nic nowego pod stoficem; zmodyfikowany model Tobina moze by¢
w bardzo precyzyjnym sensie traktowany jako przypadek graniczny w teorii Blacka i wspélpra-
cownikow.

Chcemy teraz przenies¢ spojrzenie Tobina na model Blacka na — tez Tobina — spojrzenie
na model Markowitza! Pamietamy, ze w teorii Blacka portfel optymalny ze wzgledu na stope
bezryzykowna podang przez teorie Tobina wylonit si¢ catkiem naturalnie. Maksymalizowanie
przez niego wspélczynnika Sharpe’a jest widoczne bezposrednio i jest bardzo intuicyjne.

Inaczej bedzie z portfelami optymalnymi w teorii Markowitza. Metody Analizy 11 bezposred-
nio tam nie wystarcza, potrzebna bedzie Optymalizacja II. Wiecej nawet: do samego szukania
granicy minimalnej Fi,i, w ogblnym przypadku tez uzyteczna bedzie Optymalizacja I1.

Kluczowe narzedzie dla calej pozostalej czesci kursu APRK1

Przypomnimy teraz wazne narzedzie z Optymalizacji I1, tzw. twierdzenie Karusha-Kuhna-Tuckera,

ktére oryginalnie opublikowane zostalo w [14], tzn. w trudno dostepnej publikacji zbiorowej
,Proceedings 2"! Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability” (1951) oraz
bylo juz zawarte w nieopublikowanej pracy magisterskiej [11] z [grudnia] roku 1939. Twierdzenie
to prawie zawsze przypisywane jest tylko Kuhnowi i Tuckerowi; nizej (i w dalszych wyktadach)
czytelnik znajdzie niemalo préob wyjasnienia takiego stanu rzeczy.
Nalezy zaznaczy¢, ze oryginalne sformulowania twierdzenia, bardzo do siebie zblizone, choé
podane catkowicie niezaleznie przez (a) Karusha oraz (b) Kuhna i Tuckera, byly inne niz przy-
toczone tu ponizej. Nie mialy one charakteru ‘iff” (czyli, po nowo-polsku, ‘wteddy’) i nie bylo
w nich zadnych stéw dotyczacych wklestosci badZ wypuktosci. Byty to tylko warunki konieczne
ekstremow lokalnych warunkowych konkretnego typu; w istocie jeden warunek wspélny w obu
pracach. Jest to znakomicie opisane w — duzo podzniejszej — przegladowej i historycznej pracy
[12], gdzie szczegblnie nalezy zwr6cié uwage na poczatek sekcji 2.3 na stronie 337, jako, Ze na
pierwszy rzut oka warunek Karusha jednak rézni sie od warunku(6w) Kuhna i Tuckera.

Piszacy kilkanascie lat pézniej [w duzym przegladowym artykule w Wiadomosciach Ma-
tematycznych XII.1 (1969)] A.Turowicz i H. Gérecki tak oceniali to twierdzenie: ”... Metody
Dubowickiego—Milutina oraz Kuhna—Tuckera sa tak donioste, ze powinny byé udostepnione
inzynierom pracujacym naukowo w specjalnym opracowaniu.” (O pracy magisterskiej Karusha
nic wtedy, a moze i pdzniej, nie wiedzieli.)

5 W tym momencie przypomina si¢ nam Rysunek 4.5 w Wykladzie IV: pocisk Markowitza ogladany z tak
daleka, ze juz nieodréznialny od wlasnych asymptot.



90 9. Wyklad IX, 27.X1.2009

Dopiero po jakim$ czasie dyskutowane twierdzenie zaczeto byé uzywane w kategorii wy-
puklej, i wéwcezas juz jako ‘wteddy’. Nie sposdéb obecnie odtworzyé tancuszka tego swoistego
gluchego telefonu, ktéry w danym przypadku ulepszal, a nie pogarszal rezultat!

Oto wersja, jaka nam bedzie potrzebna i (chwilowo) wystarczajaca.

Twierdzenie 9.2 (Karush; Kuhn, Tucker; wersja w kategorii wypuktlej). Niech G C
R* bedzie otwarty i wypukty, zas f: G — R bedzie wklesta (wypukla) i rézniczkowalna
w punkcie x = xg € G, ktory spetnia warunki

afr=0b;, i=12,...,m (1)
a;xr<b, i=r—+1,...,1 T

<hg

gdzieb; € R, a; € RF. Wtedy punkt xq jest punktem globalnego warunkowego maksimum
(manimum) funkcji f przy warunkach (ograniczeniach) (T) <=

l
I, ER INgg,..., <0 (>0) Vf(zo)+ Y Xia; =0
=1

l
oraz Z Ni(b; — alzo) =0 (warunek komplementarnosci).
i=r+1

Uwaga 9.4. Podane tu sformutowanie twierdzenia Karusha-Kuhna-Tuckera nie jest najogélniej-
szym mozliwym jego sformutowaniem w kategorii wypuklej. (I poza tym to twierdzenie istnieje
tez w innych kategoriach — patrz Wyklady XIIT i XIV.)

We Francji np przyszlych inzynierow uczy sie takiej jego wersji, w ktérej zamiast ograniczen
liniowych (7) wystepuja duzo bardziej ogdlne ograniczenia dawane funkcjami wypuklymi (wkle-
stymi), gdy ekstremalizowana funkcja f jest wklesta (wypukla), poréwnaj np [25], s.276. W
zwiazku z tym twierdzenie to jest we Francji rowniez nazywane twierdzeniem o punkcie siodto-
wym.” Jednakze dla naszych potrzeb ograniczenia liniowe (typu réwno$ciowego i nieréwnoécio-
wego) sa zupelnie wystarczajace.

Uwaga 9.5. Jeszcze z innej strony problematyke ‘K-KT’ naswietla klasyczny podrecznik [17].
W rozdziale ‘First-Order Necessary Conditions’ formutuje on, na stronach 314-315, warunki ko-
nieczne warunkowego minimum/maksimum (zaleznie, czy funkcje celu chcemy minimalizowaé,
czy maksymalizowac), i nazywa je ‘Kuhn-Tucker Conditions’. Nazwisko Karush i tam si¢ nie
pojawia. Jest to kwintesencja rezultatéw Karusha i Kuhna& Tuckera, tak, jak je znamy z wersji
upublicznionej w [12]. (Zadnego innego dojécia do tekstéw zrédlowych [11] i [14] nie mamy.)
Po warunkach koniecznych pierwszego rzedu pojawiaja sie w [17] jeszcze warunki dostateczne
drugiego rzedu (!). Ksiazka bardzo godna polecenia, napisana w solidnym anglosaskim stylu.

Jak juz powiedziano, Twierdzenie 9.2 bedziemy stosowaé w analizie portfelowej. Jednak
dobra rozgrzewka jest nastepujace zagadnienie, ktére tez (m.in.) moze byé atakowane przy
pomocy twierdzenia Karusha-Kuhna-Tuckera.

Cwiczenie 9.5. Znalezé¢ wielomian(y) az? + bz + ¢ (a, b, ¢ € R) najlepiej przyblizajacy(e) w
normie sup funkcje |x| na przedziale [—1, 1].

7 Scisle biorac, najblizsze oryginalnym pracom Karusha i Kuhna&Tuckera jest w ksiazce [25] Twierdzenie 3
na stronie 266, ktére jednak nie jest tam nazwane KT, ani tym bardziej K-KT. Twierdzenie o punkcie siodtowym
na stronie 276 jest z niego wnioskiem, czy tez jednym z wnioskéw. W [25] w ogéle nie wystepuje nazwisko Karush.
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Wskazowka. Chwytamy nieznany wielomian (na przyklad) w pieciu weztach: —1, — 1 , 0, é,
i postulujemy, by w tych wezlach byl on odlegly od funkcji |x| o nie wiecej niz %. To znaczy

postulujemy, by

1

1 1 1 1
—a+ b+c—— <3 la—b+c—1| < =, la+b+c—1| <

! b—l— < :
2 |1% c

le| < 1

oo\H

1
8’

Kazdg z funkeji a, b, ¢ na G = R3(a, b, ) raz traktujemy jako wklestq, raz jako wypuklq. Szuka-
my ich maksimow 1 minimow na zbiorze opisanym piecioma nierownosciamsi modutowymi, albo
dziesiecioma nieréwnosciami bezmodutowymi jok w Twierdzeniu 9.2. Komputer powinien pomdc
w przeczesaniu ogromu mozliwosci tutaj. Spodziewamy sie nastepujgcej odpowiedzi ...

Pod nastepnym kliknieciem wyswietli sie wszystkich 10 nieréwnosci bezmodutowych, czyli prze-
cigcie 10 polprzestrzeni domknietych w R3(a, b, c):

1 U R FORNE N SRS DU PURSUNS T O
CNg TOS R gt TR TOT S TRV T Ty g YTV T Ty S g
1 1 1 1 1 1 1 1

— Za—ib—c+§ < g, (I—b+c—1 < g, —a+b—c+1 < g, a+b+c—1 < g, _a_b_C+1 < g .

T
Podejrzenie zasadza sie w tym, Ze to przeciecie jest jednym punktem (1, 0, é) .
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Pod koniec Wyktadu IX poznaliémy juz pewne zastosowanie fundamentalnego Twierdzenia

9.2 (pochodzacego od Karusha i Kuhna-Tuckera, podanego w Wykladzie IX w w formacie
‘wteddy’ w wersji z obiektami wklestymi/wypuklymi), co prawda zastosowanie do$¢ odlegte od
analizy portfelowe;j.
Nasuwa sie przy tej okazji pytanie, czy moze czytelnik umie rozwiazaé¢ Cwiczenie 9.5 (Wy-
klad IX) bez Twierdzenia 9.27 Jedli nie, to skromniejsze pytanie mogloby brzmieé tak: czy w
rozwiazaniu Cwiczenia 9.5 podanym w Wykladzie IX koniecznych jest dziesie¢ warunkéw nie-
réwnosciowych? Np zmniejszenie iloéci weztéw z pieciu do trzech daltoby tylko szes¢ warunkdow
nieréwnosciowych, lecz (chyba) byloby to wylanie dziecka razem z kapiela.

Pora teraz na zastosowanie blizsze nurtowi (i nazwie) wykladu. Przez chwile bedzie znowu
o modelach + doskonale skorelowanych.

Czytelnik nabierze wprawy w postugiwaniu sie Twierdzeniem 9.2, rozwiazujac samodzielnie
(wzglednie $ledzac rozwiazanie ukryte pod dodatkowym kliknieciem) nastepujace proste

Cwiczenie 10.1. W modelu + doskonale skorelowanym z Przykladu 3.1 w Wykladzie III, w
aspekcie M [z ktérym zwiazany jest Rysunek 3.2; w Wykladzie III jeszcze nie znaliSmy aspektu
B| znalez¢ wszystkie portfele minimalnego ryzyka, przy czym specjalnie stosujac w tym celu
Twierdzenie 9.2.

Wskazéwka. Chodzi o minimalizacje wariancji portfela x € A*, ktéra w tym modelu + doskonale
skorelowanym wyraza sie, jesli pamietamy to jeszcze = Wyktadu IIT, wzorem (4x1+xo—x3—424)>.
To minimum jest bardzo tatwo znaleZ¢ tak po prostu, przy czym osiggane jest ono w punktach
przeciecia plaszczyzny krytycznej z sympleksem A* (poréwnaj Przyklad 6.2). Teraz chodzi nam
o uzyskanie tego samego jeszcze raz, wprost z twierdzenia K-KT. Rozwigzanie. Po odpo-
wiednim wyspecyfikowaniu Twierdzenia 9.2, zreszta bardzo podobnym do tego, ktére rozwi-
jane jest nizej w tym wyktadzie w kontekscie relatywnego minimum ryzyka, szukamy portfeli
x = (21, T2, 3, 14) T € A%, dla ktérych istnieje A = A\(x) € R takie, ze: po pierwsze (uzywajac
nie calej, tylko polowy wariancji)

4
1
(4331 + X9 —.’L‘3—4.’L‘4) 1 + A

—4

(10.1)

=
WV
(@)

jako wektor w R* (= nieujemno$é¢ kazdej sktadowej wektora po lewej stronie), oraz, po drugie,
iloczyn skalarny wektora stojacego po lewej stronie (10.1) z wektorem x jest zero:

(4331 +xo — 13 — 4%4)2 +A=0 (10.2)

(warunek komplementarnosci przy przyjetej specyfikacji twierdzenia). Dodajmy teraz stronami
na przyktad dwie érodkowe nieréwnosci w (10.1).! Dostajemy nieujemnoéé wspoélczynnika M.
Lecz (10.2) daje niedodatnio$¢ A. Zatem A = 0, wiec tez, znowu z (10.2), 41 + xo — x3 —

1 albo dwie skrajne, albo wszystkie cztery

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Barylto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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4zx4 = 0. Ryzyko w aspekcie M minimalizuja wiec te portfele Markowitza, ktore ... maja zerowe
ryzyko. (Poréwnaj tez jeszcze raz Przyklad 6.2.) Niby nic, lecz ,wycisneliSmy te” informacje z
Twierdzenia 9.2!

Juz w tym rozwiazaniu wychodza cechy charakterystyczne twierdzenia K-KT. Po blizszym
przyjrzeniu si¢ okazuje sie, ze jedna cze$é jego tezy, tu zapisana jako (10.1), ciagnie niejako
szukany wspolezynnik Lagrange’a (w éwiczeniu jest on tylko jeden) w jedna strone. Natomiast
druga czesé tezy, tu (10.2), ciagnie ten wspoOlezynnik w druga strone. W efekcie wylania sie
jakas rownowagowa warto$é¢ takiego wspoélezynnika, ktéra de facto jest zakodowanym opisem
ekstreméw. Nie przypadkiem w literaturze francuskojezycznej, np w [25], twierdzenie K-KT jest
nazywane twierdzeniem o punkcie siodtowym.

Cwiczenie 10.2. Znalezé przy pomocy Twierdzenia 9.2 wszystkie portfele minimalnego ryzyka
w aspekcie M w dowolnym modelu + doskonale skorelowanym.

Naszym gltéwnym celem w Wyktadzie X jest zastosowanie Twierdzenia Karusha-Kuhna-Tuckera
9.2 (w przyszlosci bedziemy juz pisaé¢ tylko krétko ‘K-KT’) do zautomatyzowanego poszukiwa-
nia portfeli relatywnie minimalnego ryzyka w modelach Markowitza, ktére blizsze sa warunkom
gietldowym niz modele £+ doskonale skorelowane.

Dla (niezdegenerowanych) modeli Blacka w Wykladzie VI polegalo to na do$é standardowym
zastosowaniu wiedzy z AMII, bo dwa warunki ograniczajace byty tylko rownosciowe. W efekcie
gtadko dostaliémy (w Twierdzeniu 6.1) wszystkie portfele krytyczne Blacka ukltadajace sie na
prostej krytycznej Blacka.

Teraz jednak dochodzi k ograniczen nieréwnosciowych zwigzanych z lezeniem portfeli w sym-
pleksie A* (nieujemnoéé sktadowych portfeli, brak krétkiej sprzedazy), co komplikuje sytuacje.
Jest to jako$ciowo nowy problem. Czym teraz zastapiona zostanie prosta krytyczna Blacka?

Zgodnie z tradycja przyjeta w analizie portfelowej, wspotczynniki Lagrange’a zwigzane z
warunkami réwnoéciowymi ez = 1, uTz = E (wartoéci E nie beda teraz dowolne, tylko ogra-

niczone do powloki wypuklej wartodci oczekiwanych stép zwrotu ze spdtek numer 1, 2,..., k)
piszemy jako, odpowiednio, A i —Ag, za$ nieréwnosci x; > 0 (i = 1, 2,..., k) kodujemy jako
a;FHx < bigo, gdzie a;p2 =10,...,—1,..., 0|7, biyo = 0,5 =1, 2,..., k. Jako funkcje f bierzemy
T
1
fw)=5y"Sy, yeG=R"

ktora dla ¥ > 0 jest wypukla i rézniczkowalna w kazdym punkcie y, za$ jej gradient to
V f(y) = Xy. Twierdzenie K-KT zastosowane w tej sytuacji méwi, ze = spelniajacy wymienione
warunki jest globalnym minimum f przy podanych warunkach (ograniczeniach) <= istnieja
A, Ar € R takie, ze

Ya+de—Agpp > 0 jako wektor w R¥ oraz 21 (Sz4+Ae—Apu) = 0 (warunek komplementarnosci) .

Podamy teraz warunek dostateczny, przy ktorym takie portfele relatywnie minimalnego ryzyka

istnieja i sa jednoznacznie wyznaczone dla kazdej wartosci E € [fiﬁ?k“i’ 1121a<xkui]. Jest on troche

za silny (moglby byé troche ostabiony), co w praktyce jednak nie przeszkadza, bo przy estymacji

wartosci oczekiwanych z historycznych danych gietdowych praktycznie nigdy nie dostaniemy

pary rownych warto$ci. W zamian za$ pozwala zrecznie opisaé procedure poszukiwania.
Mianowicie, w dalszym ciagu zaktadamy, ze 3 > 0 oraz

# (Ml, M2y ,uk) (10.3)
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tzn. wszystkie wartosci oczekiwane p; sa rézne. Te zalozenia bedg obowiazywaé do odwotania.
(Zauwazamy, ze sa to silniejsze zalozenia niz dawna informacja (5.2), ktéra wystarczala w teorii
Blacka. Przy réznych pod-zestawach zmiennych bedziemy w obecnym algorytmie wracaé¢ do
(5.2).)

Algorytm prowadzacy do rozwigzania nie méwi od razu, dla jakich konkretnie wartosci F
rozwiazanie znajdziemy na konkretnej $cianie sympleksu. Calosé poszukiwan dzielimy (niestety
lub stety) na etapy, ktérych jest

O 0)r () rrn

Etap 0. Szukanie wéréd portfeli x € AF: 21 >0, 29 >0, ..., 1 > 0.
Warunek komplementarnosci pociaga wtedy wektorowa rownosé

Yx+ e —Agu = 0,

co tacznie z dwoma ograniczeniami rownosciowymi w problemie zapisujemy przy pomocy tzw.
macierzy Lagrange’a, tu wymiaru k + 2:

X e u x 0
el 0 0 A =1
pt 00 —AE E

Dawne zalozenie (5.2) oczywiscie wynika z (10.3), wigc dostajemy tu jedyne rozwiazanie (z, A\, Ag)(E),
na temat ktérego rozwiazujemy nastepnie uktad nieréwnosci z1(E) > 0, z2(E) >0, ..., zx(E) >
0. Wynikiem jest jaki$ przedzial otwarty wartoéci E' (by¢ moze pusty) i odpowiadajace portfele
z(F). Macierz Lagrange’a, ktora tu zostala przywolana i uzyta, to tylko przeformulowanie i
pewne uzwarcenie metody Blacka i noblistéw z Wykladu VI. Portfele z(E) ewentualnie wyla-
niajace sie w tym etapie sa tozsame z portfelami Blacka (6.2) z Wyktadu VI lezacymi wewnatrz
sympleksu A*. Na dalszych etapach tak juz byé nie musi (i najczesciej nie bedzie); jednak patrz
tez Cwiczenia 11.1 1 11.2 oraz Uwaga 11.2 w Wykladzie XI. Uzwarcenie metody dawane przez
macierz Lagrange’a bedzie nam pomocne w dalszych etapach.
Wreszcie nazwa tego etapu, (), oznacza, ze pusty jest w nim zbidér indekséw zmiennych, ktére
przyjmujemy za zero.

Ogdlniej, etap OUT, gdzie OUT C {1, 2,..., k}, 0 < #(OUT) < k — 2, polega na szukaniu

z € AF: z; = 0 dla j € OUT, natomiast z; > 0 dla ¢ € IN def {1, 2,..., k} \ OUT, spekiaja-

cych warunki w omawianej tu wersji twierdzenia K-KT, tzn.
(3Xz + Xe — Agp); =0 dla i € IN, (3Xz + Xe — Agu); > 0dla ¢ € OUT (10.5)

dla jakich$ A, A\g € R. Réwnosci w (10.5) wynikaja z warunku komplementarnosci, zas nieréw-
nosci w (10.5) wynikaja z warunku na gradient minimalizowanej funkcji. Oznacza to konkretnie,
ze w takim etapie OUT najpierw rozwiazujemy uklad 2 + #(IN) > 2+ 2 = 4 réwnan liniowych

ZIN eIN MIN mIN 0
Ee™MT 0 0 Al=1]1], (10.6)
(E™T 0 0 Y E

IN, ,LLIN to

gdzie N to macierz ¥ po wyrzuceniu wierszy i kolumn o numerach z OUT oraz e
wektory e, u po odrzuceniu sktadowych o numerach z OUT.
Wazne jest, ze XN > 0 oraz p!™N Jf !N, a wicc stosuje sie teoria Blacka i wspétautoréw, tyle,

ze w wymiarze #(IN), nie za$ k. Tu wladnie pracuje zestaw zalozen (10.3), ¥ > 01 #(IN) > 2.
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Cwiczenie 10.3. Uzasadnié, ze istotnie, zalozenia ¥ > 0 1 #(IN) > 2 pociagaja LN > 0.
Uzasadnié tez, ze zatozenia (10.3) i #(IN) > 2 pociagaja u'™ Jt ™.

Tym sposobem wiemy, ze rozwiazania (z', A, A\g)(E) uktadu (10.6) istnieja i sa jedyne. Z
pomoca przyszedt nam, dosy¢ niespodziewanie, Wyktad VI.
Majac juz te rozwigzania, rozwiazujemy nastepnie ze wzgledu na E ukltad nieréwnosci

z;(E) >0, i € IN,

(Xz(E) 4+ A(E)e — )\E(E)u)j >0, 7€ OUT.
W wyniku otrzymujemy przeciecie k péiprostych domknietych i/lub otwartych, czyli, ogdlnie
rzecz biorac, przedzial postaci (), lub ( ], lub [ ), lub [ ], albo tez 0.

Definicja 10.1. Przedzial ten bedziemy w dalszym ciagu nazywaé E(IN); uprosci nam to w
przysztosci przedstawienie kluczowego dla tych wykladéw Algorytmu Prostej Krytycznej (skrot
nazwy angielskiej, nieomalze powszechnie przyjetej, to: CLA).

Tak przebiegamy wszystkie 28 — k — 1 etapéw, w ktérych #(IN) > 2. (Przypominamy, Ze
takie ograniczenie z dotu na liczebnosé zbioréw IN bylo wazne i gwarantowato, oczywiscie przy
zatozeniu (10.3), nieréwnolegtoéé zredukowanych wektoréw pN oraz e, a w efekcie mozliwosé
stosowania na kazdym etapie OUT klasycznej teorii Blacka i wspotautoréw.)

Przyktad 10.1 (wazny; wracamy do niego juz po raz czwarty, za kazdym razem w innym
kontekscie, po Wykladach: V (Przyklad 5.2), VII (Cwiczenie 7.3) i IX (Przyklad 9.1)).

9
Y=13
1

S N W
N =~ Ot

1
0f, Ho=
4

Etap OUT = (). Nieostre nieréwnosci staja sie (warunek komplementarnosci!) réwnosciami —
w tym etapie szukamy ewentualnych punktow prostej krytycznej lezacych wewngtrz sympleksu
standardowego. Rozwiazujemy zatem réwnanie (patrz Twierdzenie 5.1)

914+ 3220 +23 5 1
0= 3x1 + 229 4 11=10x1 +6x3,
r1 + 4xs 2 1

oczywiscie z zerowym skutkiem. Ten etap nic nie daje, bo prosta krytyczna nie przechodzi tu
przez wnetrze sympleksu: F({1, 2, 3}) = (.2

Etap OUT = {1}, w ktérym z; = 0, 2 > 0, x3 > 0. Piszemy odpowiedni uktad réwnan
(10.6)

2 0 41 ) 0
0 4 2 1 zz3 | |0
1100 A IR
4 2 00 ) E
ktorego rozwigzania to
T2 %E -1
1
A (B) = 5FE — 18
\g —5+3F

2 Zamiast liczy¢ wyznacznik, mozna sobie przypomnieé, ze prosta krytyczna muska tylko tréjkat w wierz-
chotku ey — patrz pierwszy z filmikéw w Wyktadzie V.
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Dodatnio$é x2 i x3 oznacza, ze E € (2, 4). Co teraz z pierwsza nieréwnoscia 3xe +x3+A—5\g >
0, ktora tez musi by¢ spelniona przez portfele relatywnie minimalnego ryzyka? Po podstawieniu
rozwiazan jest to nieréwnos¢ 4 > FE, spelniona przez E ze wskazanego przedzialu otwartego.
Whiosek: E({2, 3}) = (2, 4).

Etap OUT = {2}, w ktérym z; > 0, 22 = 0, 3 > 0. Odpowiedni uklad réwnan (10.6) to
teraz

9 1 5 1 x1 0
1 4 2 1 zz3 | |0
1100 A 1
52 00 —AE E
ktérego rozwigzania to z kolei
3 _| 3B +3
A (E) - %xl — 6$3 ’
AE Swy — 3

gdzie celowo A i A\g zostaly uzaleznione ‘tylko’ od x1, x3. Dodatnio$¢ x1 i x3 oznacza, ze E €
(2, 5). Co tym razem z druga nieréwnoscia 3x; + A —4Ag > 07 Po podstawieniu rozwiazan jej
lewa strona to —%xq — 2z3, a wiec wielkod¢ ujemna. Wniosek: E({1, 3}) =

Jedli chodzi o etap OUT = {3}, to analogiczne rachunki daja w efekcie E({l 2}) = (4, 5).
Zatem, podsumowujac, z calego przedziatu [Epin, Fmax] = [2, 5] dostajemy tutaj (2, 4)U (4, 5).
Jest to caly [Emin, Fmax] bez trzech wezlow wyréznionych, w terminologii wprowadzanej w

Twierdzeniu 10.1 na koncu tego wyktadu.

Cwiczenie 10.4. Skoro, w tym jednym modelu, dla wszystkich, lub prawie wszystkich wartosci
FE znalezliSmy portfele relatywnie minimalnego ryzyka w aspekcie M, bez trudu mozemy juz
wskazaé portfele, ktére przechodza na granice minimalng Fi,;, w tym modelu i aspekcie. Nalezy
to zrobié¢ teraz, po czym pordéwnaé odpowiedZ z tamang efektywna w tym samym modelu,
bedaca przedmiotem Cwiczenia 7.3 w Wykladzie VII. Zbiér portfeli wylaniajacy sie z biezacego
¢wiczenia to przykltad lamanej portfeli relatywnie minimalnego ryzyka ilustrujacy Twierdzenie
10.1 ponizej.

Zanim sformulujemy zapowiadane twierdzenie ogdlne, przyjrzymy sie jeszcze autentycznie
przelomowemu przykladowi modelu Markowitza w wymiarze 4, pochodzacemu od K. Wiecha
[29], w ktorym kazdy etap OUT przynosi niepusty zbiér rozwiazan E. Przyklad ten byt (tylko)
anonsowany w Wyktadzie VII. Mianowicie

94 —16§ —287 31 3
-165 29 49T 73 22
8 8 2
Y= i . i o T : (10.7)
—287 491 883 —123 30
15 1 5 3
3B 7l 123 23 5

Wéwezas po wykonaniu wszystkich 11 = 2% — 4 — 1 etapéw OUT uzyskuje sie nastepujace
rozwiazania:
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Przedzial wartosci EF | Skrajne wartosci parametru A\ | Etap OUT
Ap(3+) = -1
(3, 5) {2,3}
Ap(5—)=—-25
Ae(5+) = -5
5,38 {1,2}
) 7 )
( } 38) _ _ 1423
AE ( 7 ) 2800
38 6020 6 1951
(%, 92 e (320) = -2 {1}
[@ @} (8 8) __ 1801 (1,3
1051 1287 87) T T 5148 ’
8288 73178 78 3067
(Tsw 9335} ( ) - %4680 {3}
73178 10177 77 941
( 9335 > 1129 ) ( ) = T 18064 0
10177 993 933 599
[11297 ﬁn) ( 1) ~ 14544 {2}
993 645 645) _ 865
{ﬁ’ H} (6 ) — 9216 {2,4}
645 7499 5341
(67’ W) ( ) 9392 {4}
{7548979’ 22) )\E(22_) = %89 {374}
(22, 30) Ae(22t) = 5 {1,4}
Ap(30—) = 22

Nawet w tej chwili (w roku akademickim 2009/10) przyklad ten wyglada wspaniale, a co
dopiero w roku 2001, gdy sie pojawil. Prosze np zwroéci¢ uwage, jaka formalng symetrie srodkowa
ma ciag typow przedzialow wartosci F w lewej kolumnie:

(V)=(l=()=l]=(]=C)=[)=1]1=C)=1)=().
Cwiczenie 10.5 (sprawdzajace). Narysowaé wykres funkeji
(3,30) > E+— Ag(E),

ktorej wezty wykresu sa zakodowane w powyzszej tabeli. (Pomiedzy weztami, jak wynika z opisu
etapéw algorytmu, funkcja Ag jest liniowa. Ogdlnie jest wigc ona kawaltkami liniowa.)

Rozwigzanie. Zadanie to jest rozwiazane w ostatnim Wykladzie XV (Rysunek 15.2). Wszystkie
dane do rysunku sa jednak dostepne juz teraz i kazdy czytelnik moze wykona¢ wlasna wersje
wykresu.

Ogolne twierdzenie na temat zbioréw portfeli relatywnie minimalnego ryzyka w modelach
Markowitza musi ... poczekac¢ jeszcze chwile, bo wladnie teraz nadarza sie najlepsza okazja, by
ugruntowaé jednoczeénie i model Wiecha i twierdzenie K-KT.

Portfeli minimalnego ryzyka szukaliSmy dotad przy pomocy tego twierdzenia w modelach +
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doskonale skorelowanych (Cwiczenia 10.1 i 10.2 powyzej). Natomiast w modelach niezdegene-
rowanych — jak ten koronny przyktad Wiecha — jeszcze nie.

Cwiczenie 10.6. W modelu Wiecha znalezé, oczywiscie w aspekcie M, portfel Ty 0 naj-
mniejszej wariancji. (Jest to réwnoczesnie, warto wiedzieé¢, portfel efektywny w aspekcie M o
najmniejszej wartosci oczekiwanej; wiecej o tych sprawach bedzie w Wykladzie XI.)

Wskazowka. Zastosowaé algorytm bazujgcy na twierdzeniu K-KT, tym razem z jednym ograni-
czeniem rownosciowym eTx =1 zamiast dwdch i z czterema ograniczeniami nieréwnosciowymi
i 20, i =1,2,3,4. Rozwigzanie. Inne niz sugerowane we wskazoéwce rozwiazanie, mniej

eleganckie (zo to wykorzystujace Tabele powyzej), jest podane w Przykladzie 11.2.

Twierdzenie 10.1 (nt zbioru portfeli relatywnie minimalnego ryzyka w modelach
Markowitza). e Przy zaloZeniach ¥ > 0 oraz (10.3), portfele relatywnie minimalnego
ryzyka w modelu Markowitza tworzq lamang £ o nie wiecej niz 25 — k — 1 rozlgeznych
bokach. Kazdy bok jest odcinkiem () lub ( ] lub [ ) lub [ ], i kazdy lezy w innej Scianie
sympleksu AF (bedgcej krawedzig, bedZ trdjkqtem, bgdZ czworoscianem, bgds..., bads
wnetrzem AF ). Portfele na réznych bokach £ majq wiec réine sktady jakosciowe, a na
danym boku niezmienny sktad jakosciowy.

oo Nie wszystkie konce bokéw tamanej £ nalezq do E. Takich wyroznionych przez
nienalezenie wierzchotkow £ zawsze jest nie mmniej niz dwa i nie wiecej niz k — sq to
niektére z wierzcholkéw sympleksu A¥, przy czym zawsze — wierzchotki o najmniejszej
1 najwiekszej wartosci oczekiwanej. Te wyréznione wierzchotki lamanej £ odpowia-

dajg warto$ciom parametru E € | min (u;), max (u;)|, ktore pozostajg nieobstuzone po
1<i<k 1<i<k

wykonaniu wszystkich 28 —k—1 etapow OUT dla OUT C {1, 2,..., k}, #0OUT < k—2.
Takie warto$ci E nazywamy weztami wyrozZnionymsd.

eee Po domknieciu w wierzchotkach wyréznionych tamana L jest tamang spéjng. £,
czy tez czesciej L, jest nazywana tamang wierzchotkowg w danym modelu Marko-
witza (duzo rzadziej nazywa sie jg "tamang portfeli relatywnie minimalnego ryzyka”).
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Dowdd. Dowodzimy teraz Twierdzenia 10.1, jednego z kilku najwazniejszych w wyktadach z
APRK1.

Zgodnie z algorytmem opisanym w Wykladzie X, wykonujemy wszystkie 28 — k — 1 etapéw
szukania rozwigzan problemu portfeli relatywnie minimalnego ryzyka, indeksowanych podzbio-
rami IN C {1, 2, ..., k}, #(IN) > 2.! W danym etapie IN, dla E € E(IN) [przedzial — patrz
Definicja 10.1 w Wyktadzie X — ktory moze tez byé¢ pusty; wtedy nic w takim etapie IN nie
dostajemy] otrzymujemy jednoznacznie wyznaczony portfel zg lezacy na $cianie IN, przy czym
przyporzadkowanie F(IN) 5 E —— xp jest liniowe.

W tym momencie portfel g nie jest jeszcze zdefiniowany dla jakiejkolwiek wartoséci F, ktéra
nie wylania si¢ z algorytmu w Wykladzie X, a sa takie — bedziemy mieli tego przyktady, patrz

czesé ee w twierdzeniu. Remedium na to jest proste:

a) funkcja o(-) osiaga minimum na zbiorze A* N {E = const}, F € [Emin, Fmax)s Pmin def

. def . . .
min i, Fmax = max u; (jako funkcja ciagla na zbiorze zwartym) oraz
1<i< 1<i<k

b) punkt realizujacy to minimum jest jedyny, gdyz A* 3 z — VaTX z jest $ciéle wypukla
(patrz Cwiczenie 6.4 w Wykladzie VI; argumenty nie muszg by¢ zawezane do sympleksu
A, moglyby tez by¢ z calej przestrzeni R¥), wiec zawsze, na przyklad, o(iz + Jy) <
%a(a:) + %a(y) dla z, y € A¥, 2 # y. (Dwa rézne portfele minimalizujace ryzyko przy tej
samej wartosci oczekiwanej produkowalyby trzeci portfel o tej samej wartosci oczekiwanej i
mniejszym ryzyku.)

Ten jedyny punkt wymieniony w b) i dotyczacy danej wartoéci E € [Enin, Fmax| nazywamy
zg. Nie wywotuje to kolizji z poprzednio nadanymi nazwami: dla wartosci Ef wylaniajacych sie
z algorytmu w Wyktadzie X, odrobineg starszy xp i teraz nowy zg to jeden i ten sam portfel
lezacy w AF 2

Uwaga terminologiczna jest taka, ze portfel Markowitza xg ,prawie zawsze” jest czym$
innym niz portfel Blacka x(F), (6.2), z Twierdzenia 6.1 w Wykladzie VI, i nowe oznaczenie
ma o tym przypominac¢. Czasem jednak xp moze by¢ portfelem xz(E); na przyklad wtedy, gdy
poczatkowy etap () w algorytmie wnosi niepusty wkltad do zbioru portfeli relatywnie minimalnego
ryzyka. Mozna to tatwo doprecyzowac:

Cwiczenie 11.1. Uzasadnié, ze x5 = 2(E) <= z(E) € A",

W sytuacji jak w tym ¢éwiczeniu, dany portfel relatywnie minimalnego ryzyka ma po prostu
dwie nazwy: stara x(E) z Wykladu VI i nowa xp z biezacego wykladu.

Wracajac do meritum dowodu Twierdzenia 10.1, podstawowym pytaniem jest, czy przedziaty
E(IN) sa, dla réznych zbioréw IN, parami rozlaczne.

! Czasem, szczegolnie gdy wymiar k jest 3 lub 4, wygodniej jest indeksowaé uzupelniajacymi zbiorami OUT;
najzwyklejsze przejécie do uzupetnienn w zbiorze wszystkich indekséw.

2 W istocie do jedynego portfela zr wygenerowanego w punkcie b) powyzej dochodzi sie przy stabszych
zaltozeniach, niz w Twierdzeniu 10.1. Wystarczaloby tylko ¥ > 0, dajace $cista wypuktosé funkcji ryzyka. Nawet
w zupelnie skrajnym wypadku g1 = p2 = -+ = ug, gdy dziedzina rozwazanej funkcji ryzyka kurczy sie do
punktu. Tylko wtedy .... jest bardzo mato interesujacych wartosci £ — tylko jedna, wiec tez w ogdle tylko jeden
portfel zg.

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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Odpowiedz brzmi: tak, wtaénie z powodu jednoznacznosci rozwigzan problemu portfeli relatyw-
nie minimalnego ryzyka. F(IN) N E(IN') = §) dla IN # IN’, bo rozwiazanie, bedac jedynym, nie
moze leze¢ na dwu réznych $cianach.

Wobec tego | FE(IN) to caly przedzial [Fnin, Emax] z wyjatkiem co najwyzej k warto-

IN)>2

$ci odpowiadij(qc;/ch zbiorom IN jednoelementowym, dla ktérych opisana metoda znajdowania
portfela zg nie dziala (lecz gdzie rozwiazania wcale nie musza trafiaé).

Istotnie, na jakimkolwiek poziomie E € [Fyin, Emax] odpowiadajace mu jedyne rozwiazanie xg
musi leze¢ na jakiejs Scianie sympleksu, i nie mozna wykluczy¢, ze jest to Sciana O-wymiarowa.
Jesli rzeczywiscie jaki$ wierzchotek e; = xg (E = p;), to takiej wartosci E nie uzyskuje sie z

algorytmu.
Liczby ze zbioru [Enin, Fmax]\ U E(IN) to wlasnie wezly wyréznione z tresci twier-
#(IN)>2
dzenia.?

Widaé tez, ze Enin oraz Fya.x zawsze sg weztami wyréznionymi: dla jakiejkolwiek co najmniej
1-wymiarowej Sciany IN (tj #(IN) > 2) przedzial E(IN) jest — przy zalozeniu (10.3) — roztaczny
z kresami dolnym i gérnym wartoéci parametru £ na tej Scianie, wiec na pewno roztaczny z
liczbami Fi, oraz Fpyax.
Natomiast wezly niewyréznione to, z definicji, wszystkie te wartoéci E € (Emin, Fmax),
ktore sa koncami jakich$ przedzialéw E(IN), #(IN) > 2, uwaga: lezacymi w E(IN).
Definiujemy teraz tamang t. jako

U {ze| EcEIN)}.
#(IN)>2

Jest to suma nie wiecej niz 2% — k — 1 roztacznych odcinkéw réznych typéw na koncach: (), ( ],
[ ) lub [ ]. Jak sa one polozone wzgledem siebie w A¥? Dlaczego k., po domknieciu, jest spdjng
tamana?

Niech, dla ustalenia uwagi, Epyin < E < Epax ialbo E — wezel wyrézniony z podchodzacym
do niego z lewej przedzialem E(IN'), przy czym oczywidcie E ¢ E(IN'); np E = 22 w przykladzie

Wiecha, kiedy to E({1,2}) = (&2, 22) oraz E({2,3}) = (22, 30].

Albo tez E — wezel niewyrézniony z podchodzacym do niego z lewej przedzialem E(IN') %
(W tym drugim przypadku oczywiscie E < Epax i E j juz z koniecznosci nalezy do odpowied-
niego przedzialu E(IN) podchodzacego do E z prawej. ) Np E = % w przyktadzie Wiecha,

kiedy to £({2,3,4}) = (2, 9929) oraz F({2,4}) = [$329, 2282, N

Pokazemy, ze w kazdym przypadku portfele z 5 daza do x 7 8dy E — E—, co juz da potrzebna
ciagltos¢ tamanej wierzchotkowej ..

Dla F troche mniejszych niz E portfele x g leza na $cianie IN” i mamy konkretne, afiniczne

wzgledem F, wzory na xzg, A\, Ag. Niech

z= lim xg,
E—FE—
A= lim A,
E—E—
Mg = lim Ap.
E—E—
3 . P . . . 2 3 -1 3 .
Ze nie musza to by¢ wszystkie k wartosci ., pokazuje przyktad: ¥ = 31 % —23> , = (411)7 w ktérym

E({2,3}) = (1, 3), E({1,2,3}) = (5, &), E({1,2}) = [2, 4), E({3,1}) = 0, a zatem wezly wyréinione to
tylko us = 1 oraz pue = 4.
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Oczywiscie 7 € AF, X\, Ag €R, przy czym

E(@) = E( lim xE> = lim E(zp) = lim E = E.
E—E— E—E— E—FE—

Portfele relatywnie minimalnego ryzyka xzg dla E < E spelnialy warunki dawane przez twier-
dzenie K-T:

Yxgp+Ade—Apu >0,

(11.1)
T4 (Srp+Xe— App) =0.
Przechodzac w (11.1) z E do lim , mamy oczywiscie
E—E—
Ef—kXe—XEu} 0,
(11.2)

iT(EE—l—Xe—X,u) =0.

Z twierdzenia K-KT, ¥ jest zatem portfelem relatywnie minimalnego ryzyka w A* majacym
wartos¢ oczekiwang E, czyli & = x . Dowod twierdzenia jest zakonczony. O

Uwaga 11.1 (po dowodzie). Uzyskane w tym dowodzie wartosci wspdlczynnikéw Lagrange’a A
i A\g nie muszg by¢ okreslone jednoznacznie. Sa jednoznaczne dla wartosci E - wezléw niewy-
réznionych (bo wtedy mamy jednoznacznosé¢ dla E € E(IN) na cianie IN takiej, ze E € E(IN),
i w szczegdlnosei dla E = E; patrz tez Wniosek 15.1 w Wykladzie XV).

Nie musza natomiast by¢ jednoznaczne dla wartosci E - wezléw wyrdznionych, poréwnaj np
rozne granice jednostronne wspétczynnikéw Ap w E=5lub22w przykladzie Wiecha. (Patrz
tez Wniosek 15.2 w Wyktadzie XV.)

Uwaga 11.2. W warunkach Twierdzenia 10.1 mamy jednoznaczno$¢ tamanej wierzchotkowej
t.. Mozemy oglada¢ dosy¢ imponujace przykiady tamanych: na Rysunku 7.5 w Wykladzie VII
(ztozona tylko z portfeli efektywnych, wiec tozsama z tamana efektywna), czy na Rysunku 15.1
w Wykladzie XV (ilustrujacym przyktad Wiecha). Trzeba jednak pamietaé, ze te jednoznacz-
no$¢ mamy przy zalozeniach Twierdzenia 10.1. Gdy macierz kowariancji jest tylko nieujemnie
okreslona, wtedy moze zatracaé si¢ jednoznaczno$¢ spéjnej tamanej obstugujacej — po oblozeniu
odwzorowaniem M — cala granice Fini, w aspekcie M.

Dla przykladu, oto rysunek sympleksu A*, ktéry nalezy ogladaé razem z Rysunkiem 3.3
w Wykladzie III. Jedna z takich mozliwych tamanych jest lamana narysowana tu na czerwono
(ma ona 7 bokéw). Nizej na rysunku wskazane sa dwie inne (kazda z nich ma 6 bokéw). Mozliwa
jest jeszcze inna tamana, najprostsza z nich wszystkich, majaca 5 bokéw: £ =6 — F =5 —
E=41 - E=3—-E=2—FE=1.

[W wersji pdf rysunek nie miesci sie tutaj, za to otwiera nastepna strone.|

Tym samym mamy juz przyktad, gdy po ostabieniu zalozen Twierdzenia 10.1 zatraca sie
jednoznaczno$é tamanej L. Trzeba jednak tez wspomnieé, ze jednoznaczna tamana ¥ obstugujaca
Fiin moze istnie¢ i przy oslabionych zalozeniach. Juz Przyklad 4.2 w Wykladzie IV byl/jest

taki! Jednoznaczna lamana w nim to e; — %(61 +e3) — %(61 + e2) — eg; patrz tez dolna czesé
Rysunku 4.6 w Wyktadzie IV.

Cwiczenie 11.2. Dla portfeli relatywnie minimalnego ryzyka potozonych na boku %(61 +es) —
%(61 + e9) lamanej implicite obecnej w Przykladach 4.2 i 7.1, a wiec portfeli spetniajacych w
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Eaz 't

E= —E=5— E=4¢% —-{:{—35’ Ly £=3 s E=2 = E=4
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E=f — =5 > E=4% — E:}%_;‘.-» E=3 L E=2 ~C=4
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Rysunek 11.1. Mocno niejednoznaczna tamana wierzchotkowa w modelu + doskonale skorelo-
wanym.

szczegolnosci odpowiednie warunki K-KT przy relatywnej minimalizacji ryzyka portfeli Mar-
kowitza, znalezé wszystkie mozliwe wartosci wspoélczynnika Lagrange’a A\gp we wspomnianych
warunkach K-KT.

Rozwigzanie. 7 opisu lamanej widzimy, ze w ¢wiczeniu chodzi o etap OUT = (). Wspomniany
bok lamanej jest rozwiazaniem — wkladem tego wlasnie etapu do calej konstrukcji tamane;.
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Bierzemy dowolny punkt (z1, x2, 3)T z tego boku. Uktad réwnan

ma wiec, przy jakich§ wspélezynnikach A\ i Ag, rozwiazanie (i to w liczbach dodatnich, co bez
znaczenia). Zatem rzad macierzy tego ukladu réwnan liniowych i rzad macierzy rozszerzonej o
kolumne wyrazéw wolnych — sa réwne (twierdzenie Kroneckera-Capellego):

100 1 00 3\g—A
tklop 1 1|=2=1k|0 1 1 A\g—2)
01 1 01 1 2\g—\

Stad 2Ag — A — (Ag — ) = 0, czyli A\g = 0. We wszystkich portfelach na tym boku warunki K-T
wymuszaja jedna jedyna warto$é¢ Ap = 0 (mimo, ze portfele te, jak wiemy, nie sg efektywne w
aspekcie M).

Uwaga 11.3. Lamana wierzcholkowa jest zbudowana z portfeli 2. W zasadzie wiemy juz, z Cwi-
czenia 11.2 powyzej, kiedy 2 = x(F). Jednak tamta wiedza jest malo operatywna: co to znaczy,
ze ©(E) € AF? Nie nalezy sadzié, ze jest tak tylko wtedy, gdy prosta krytyczna Blacka idzie
przez wnetrze sympleksu AF| wzglednie gdy muska jeden z wierzchotkéw A*. Prosta krytyczna
moze przeciez nie spotyka¢ wnetrza calego sympleksu, tylko wnetrze jakiej$ mniej-wymiarowej
jego Sciany! Przyktad takiej sytuacji jest w ¢wiczeniu tu ponizej.

Cwiczenie 11.3. W jednym z klasycznych przykladéw uzywanych do ilustrowania wykladéw
z APRK1,

YX=13 10 -3, w=1|4]|:

0 -3 2 1
prosta krytyczna Blacka trafia w portfel ey, przez ktéry wehodzi do wnetrza tréjkata A3, po czym
wychodzi zen przez wnetrze Sciany ez e3. Zmieni¢ warto$¢ wspotczynnika pogz = —2?’% ~ —0.6708

na taka, by prosta krytyczna w zmienionym modelu zawierala bok e7e3.4

Rozwigzanie. Szukamy — Twierdzenie 5.1 w Wykladzie V — wartoéci p takiej, by portfel es byt
krytyczny, tzn. by trzeci wiersz macierzy kowariancji byt liniowo zalezny od wektoréw u oraz e:

0 31
0=126p 4 1 = —2—4V5p.
2 11

4 ma to zwigzek z zadaniem na egzaminie z APRK1 na Wydziale MIM UW w II1.2009
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Stad p = —21% ~ —0.2236. (Nie zapominamy tez sprawdzié¢, czy w ogdle dostajemy wtedy
macierz przydatnag w analizie portfelowej — tu owszem, tak. Tg odpowiedzia w ¢éwiczeniu jest
Y= g 130 91 )

0-1 2

Przyktady wezléw wyrdznionych i niewyréznionych w tamanych wierzchotkowych w
Twierdzeniu 10.1.

a) Dla przykladu pojawiajacego sie w Cwiczeniu 11.3 powyzej jeszcze przed zmiang wspolezyn-
nika korelacji pas, E({2, 3}) = (1, 2], E({1, 2, 3}) = (2, 3), E({1, 2}) = (3, 4), E({3, 1}) =
(). Zatem wszystkie trzy wartosci oczekiwane p; sa weztami wyrdznionymi, natomiast warto$é
2 jest weztem niewyréznionym.

b) Dla Przykladu 4.1 w Wykltadzie IV, bardzo dobrze wtedy rozpracowanego (patrz tez Rysunek
4.7), E({273}) = (1, %]7 E({1’2’3}) = [%’ %)7 E({?’:l}) = [%7 3), E({LQ}) = 0. Zatem
wezty wyrdznione to tylko po = Enin oraz g1 = Epax. Dochodza do nich jeszcze dwa wezty
niewyréznione % i %.

Stwierdzenie 11.1. W modelu Markowitza (X, p), ¥ > 0, spelniajgcym zalozZenie (10.3),

funkcja [Emin, Fmax] 2 E — o(zg) jest Scisle wypukla.

Dowdd. Niech E # E’, obie warto$ci wziete ze wskazanego przedzialu, oraz s, t > 0, s+t = 1.
Wtedy wystarczy poréwnaé ryzyka portfeli xspy¢p oraz sxg +txpr, z ktérych drugi tez lezy w
A i ma taka sama wartos¢ oczekiwang sE + tE’ jak pierwszy. Z definicji pierwszego portfela
mamy pierwsza (nieostra) nieréwnosé w

o(rspiip) < o(srp +trp) < so(vp) +to(xp),

za$ druga (ostra) nier6wnos$é¢ spowodowana jest Scisla wypuktoscia funkcji x — vVaTX z, juz
dobrze znang z Cwiczenia 6.4 (Wyklad VI). O

Zalozenie (10.3) w Stwierdzeniu 11.1 jest nadmiarowe — poréwnaj wezesniej w tym wykladzie
przypis nr 2; w wersji html — przypis nr 30. Jest ono jednak eksponowane celowo dla utrzymania
przejrzystodci calej sytuacji, poniewaz pojawito sie juz w Twierdzeniu 10.1, pomagajac uproéci¢
jego [niedawno przeprowadzony] dowdd.

Whniosek 11.1. Przy tych samych zalozeniach co w Stwierdzeniu 11.1, réwniez funkcja [Emin, Fmax] 2
E v+ o?(xp) jest $cisle wypukla.

Istotnie, jest to ztozenie funkcji écisle wypuklej ze Stwierdzenia 11.1 z funkcja ( )2, ktéra
jest rosnaca i Scisle wypukla na dodatniej poétosi prostej rzeczywistej.

Stwierdzenie 11.2. Przy zalozeniu ¥ > 0, w aspekcie M istnieje jeden jedyny portfel x € AF
minimalizujgcy ryzyko wsrod wszystkich portfeli Markowitza. Oznaczamy go Tmin-

Istotnie. Jego istnienie wynika z twierdzenia Weierstrassa. Jego jedynos¢ wynika ze Scistej
wypuklosci ryzyka portfeli przy dodatniej macierzy kowariancji.

Przyktad 11.1. W przykladzie Wiecha w Wyktadzie X juz znalezliSmy (my = ci, ktorzy
wykonali Cwiczenie 10.6) taki portfel Zyin, droga ,,przeczesania” wielu etapéw przy sprawdzaniu
warunkéw K-KT.

Teraz, w sytuacji ogdlnej, bedziemy uzywaé tego samego symbolu na portfel o najmniejszym
ryzyku w aspekcie M: Zpip.

Obserwacja. 11.1 Funkcja [E(fmin), Enax] 2 E+—— o(xpg) jest Scisle rosnaca.
Przedzial [E (fmin), FEmax] jest maksymalnym przedzialem rosnacosci funkcji [Fmin, Pmax] 2
Ev+—— o(zg).



105

Istotnie, punkt £ = E(Zmyin) jest punktem globalnego minimum funkcji ze Stwierdzenia
11.1. Funkcja $cisle wypukla, poczynajac od miejsca swojego globalnego minimum, jest Scidle
rosngca. Przy tym maksymalno$é¢ podanego przedziatu jest od razu widoczna.

Stwierdzenie 11.3. (a) Przy zaloZeniu X > 0 portfel Tyin jest zawsze efektywny w aspekcie
M.

(b) Przy zalozeniach ¥ > 0 i (10.3), portfele efektywne w aspekcie M to spéjna czesé tlamanej
L zaczynajgca sie w T, . i koriczqca sie W Tmin -

Dowdd. Dowdd (a). Gdyby punkt M (Zmin) lezal w cieniu jakiego$ punktu M(z), = € AF, to
bytoby
() < 0(Tpin) oraz E(x) > E(Tmin),

przy czym co najmniej jedna z tych nieréwnosci bylaby ostra. Jednak pierwsza nieréwnos¢ jest tu
z koniecznosci réwnoscia o(x) = o(Zmin), 1 to réwnoscia ryzyk dwoch réznych portfeli. W takiej
sytuacji érednia arytmetyczna tych portfeli, réwniez lezaca w AF, miataby ryzyko mniejsze od
minimalnego mozliwego, sprzecznosé. (Drugiej nieostrej nier6wnosci w ogdle tu nie uzylismy.)

Dowéd (b). Portfele xg dla Enin < E < E(Zmin) sa oczywiscie zdominowane przez Zin, bo
0(ZTmin) < o(zg). Nie sa wiec efektywne (patrz specyfikacja po ogélnej Definicji 7.2 w Wyktadzie
VII).

Co dla E(ZTmin) < E < Emax? Gdyby jakis portfel z € A* dominowat wtedy portfel zg, tzn.
bytoby

o(z) <o(rp) oraz E < E(x) (11.3)

i co najmniej jedna z tych nieréwnosci byta ostra, to:

— gdyby to pierwsza nieréwno$é w (11.3) byta ostra, wtedy, uzywajac drugiej nieréwnosci
w (11.3) oraz Obserwacji 11.1, mielibySmy o(zp) < o(zpy) < o(z),” a wiec dokladnie
przeciwnie, niz méwi pierwsza (teraz, pamietamy, ostra) nieréwno$é w (11.3).

— Gdyby za$ druga nier6wnosé¢ w (11.3) byla ostra, to, znowu dzieki niej i Obserwacji 11.1,
byloby o(zp) < 0(2p()) < o(z), czyli znowu dokladnie przeciwnie niz w pierwszej, teraz
nieostrej, nieréwnosci w (11.3)!

Stad wniosek, ze hipotetyczny portfel  dominujacy portfel z g nie istnieje, wigc ten ostatni jest
efektywny (jeszcze raz Definicja 7.2 i jej specyfikacja). O

Definicja 11.1. Czeéé lamanej wierzchotkowej L, ztozong z portfeli efektywnych w aspekcie M
i doktadnie opisang w Stwierdzeniu 11.3, nazywamy lamang efektywna. Jest to domknicta i
sp6jna czesé tamanej L. — jej [chcialoby sie powiedzie¢] podtamana.

Teraz juz innymi oczami odczytujemy hasto pod Rysunkiem 7.5 w Wyktadzie VII. Inaczej
tez zapewne odbieramy garsé informacji historycznych podana na koncu tamtego Wyktadu VII.

Jak szukaé tamanych efektywnych? W praktyce konkretnie i skutecznie szuka sie tamanej
efektywnej [w danym modelu speliajacym zalozenia Twierdzenia 10.1] analizujac wszystkie
funkcje Ag(-) uzyskiwane na kolejnych etapach algorytmu szukania lamanej wierzchotkowej
podanego na Wyktadzie X. Trzeba tylko wyrazié rosnacosé écisle wypuklej funkcji o?(xg) na
maksymalnym mozliwym przedziale, uchwycona w Obserwacji 11.1, przez znak jej pochodnej —
w punktach (prawie wszystkich), gdzie jest rézniczkowalna. Pomocna w tym bedzie, oczywiscie,
Obserwacja 6.1 z Wyktadu VI.

Na jej podstawie, w punktach wewnetrznych wszystkich niepustych przedzialéw E(IN), czyli
we wszystkich punktach E przedzialu [Emin, Fmax] bez co najwyzej 2F — k punktéw, funkcja
o?(xg) jest rézniczkowalna i jej pochodna wynosi 2Ag(E), gdzie Ap(-) wzieta jest z teorii Blacka

5 druga w tym ciggu nieréwnoéci dlatego, ze portfele x oraz ZTp(z) Maja te sama wartos¢ oczekiwang E(x),
za$ portfel xg(,) minimalizuje ryzyko przy ustalonej wartoéci oczekiwanej E(x)
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na odpowiednim przedziale E(IN) 5 E.
() Jesli w jakims§ takim punkcie odpowiednia funkcja Ap ma miejsce zerowe, wtedy portfel Zpin
rozpoczynajacy tamang efektywna, a wiec i cata ta lamana, sa juz znalezione.
(%) Jesli nie, to jeden z weztéw (nie wiemy w tej chwili: wyrdzniony czy niewyrézniony, w tym
momencie nie ma to znaczenia) rozgranicza znaki funkcyj Ag(-): na lewo od niego odpowiednie
funkcje obciete do wnetrz przedzialéw E(IN) sa ujemne, za$ na prawo od niego sa dodatnie. Od
tego wiec wezta az do Epax rozciaga sie maksymalny przedzial rosnacoéci funkeji o?(zg), czyli
lamana efektywna zaczyna si¢ w punkcie (portfelu) Zien wezet-

Ponizej (Przyktad 11.2) przesledzimy te stwierdzenia na koronnym dla nas przykladzie Wie-
cha podanym w Wykladzie X. Na jego temat jest tam dokladna Tabela z wszystkimi funkcjami
Ap(+) wraz z ich dziedzinami.

Uwaga 11.4. Czytelnik ma prawo zapytaé, co dzieje si¢ z rézniczkowalnoscia funkcji o?(zg) w
weztach, wyrdznionych i niewyréznionych, ktorych — jak wiemy — tacznie jest zawsze nie wiece]j
niz 28 — k? Wyczerpujace odpowiedzi beda podane w Wyktadzie XV w sekcji ‘Uzasadnienie
poprawnosci algorytmu CLA’. Rézniczkowalnos$é okaze si¢ mie¢ miejsce zawsze w weztach
niewyréznionych (Wniosek 15.1). Zas wezly wyrdznione w Wykladzie XV okaza sie by¢
rzednymi punktow, w ktoérych granica minimalna w aspekcie M — przy warunkach niezdegene-
rowania przyjmowanych w algorytmie CLA — ma punkty zalamania (kinki, Wniosek 15.2).

Natomiast przy ogélnych zalozeniach Twierdzenia 10.1 moga tez pojawiaé sie wezly wyrdz-
nione niedajgce zalaman granicy minimalnej: wezly wyréznione — punkty gladkosci. W Cwi-
czeniu 11.3 wczesniej w biezacym wykladzie podany juz byl przyktad takiej patologii: przed
zmiang wspotczynnika pog, warto$¢ E = p; = 3 jest tam wezlem wyrdznionym i tez rzedna
punktu gladkosci na Fiyin. I takze po zmianie wartosci pos wezel pp pozostaje wyrdzniony i
gtadki!6

Przyktad 11.2. Mozliwe jest inne (przynajmniej formalnie; tak, czy inaczej postugujemy sie
funkcjami Ag(-) pochodzacymi z zastosowan twierdzenia K-KT) rozwiazanie Cwiczenia 10.6 z
Wyktadu X. Operujemy juz teraz bogatsza terminologia pochodzaca z Twierdzenia 10.1 i z
biezacego wyktadu:

Lamana efektywna w tamanej ¥. zaczyna si¢ na Scianie {1, 3, 4}, gdyz podczas etapu OUT =
{2} odpowiednia funkcja Ag(:) zmienia znak w punkcie wewnetrznym przedziatu E({1,3,4}) —
patrz wlasnie Tabela w Wyktadzie X. (Innymi stowy, z dwu mozliwosci (%) i (xx) wydzielonych

powyzej, zachodzi ta pierwsza.) Z podanych w Tabeli skrajnych argumentéw i wartosci A\p w

tym etapie znajdujemy miejsce zerowe Ag (%&3) = 0. Te warto$¢ E podstawiamy do prostej

krytycznej Sciany {1,3,4}:

865 142 438
—m Tl 619
0 0
Lmin — =

1057 , 199 1511

3555 + 3555E 6490

993 _ 101 p 599

395 ~ 395 12203 6490

1298
Cwiczenie 11.4. Narysowa¢ lamana efektywna w przykladzie Wiecha.
Wskazéwka. Spojrzeé¢ na Rysunek 15.1, trzymajoc w reku Przyklad 11.2.

6 Nasuwa sie pytanie, co dzieje sie z tym weztem w tak zwanym miedzyczasie — ?
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F.amana wierzchotkowa to — w pierwotnej teorii Markowitza — odpowiednik prostej krytycz-
nej Blacka. Moze ona by¢ naprawde skomplikowana; wskazywaliémy juz odpowiednie rysunki
uzasadniajace te teze. W wykladach, dosy¢ paradoksalnie, najpierw poznaje sie prosta Blacka,
za$ tamang wierzchotkowa — bedaca powrotem do Zrédel teorii portfelowej! — dopiero pozniej.

Natomiast lamana efektywna to, oczywiscie, odpowiednik potprostej efektywnej Blacka, ta-
kiej jak np pokazana na Rysunku 7.6 w Wykladzie VII. Jest ona obiektem do$é finezyjnym,
budowanym w oparciu o doé¢ subtelne pojecie efektywnosci portfela. Czasem potrafi by¢ nawet

cala lamana wierzchotkowa (jak na Rysunku 7.5 w przyktadzie Krzyzewskiego), czasem tylko
16 7
jednym portfelem zg,_, , np gdy X =

el L

1 . N .
, = (2 ) .7 No i otwarte pozostaje ,Cwiczenie”
1

PN

7
T
2

7.5...

Poznaliémy juz zmodyfikowany model Tobina (Black +7p0”), za$ teraz poznamy ory-
ginalny model Tobina: dolaczenie banku oferujacego bezryzykowna stope zwrotu pg (obo-
wiazujaca w obie strony, pracownicy banku zywig sie powietrzem) do podstawowego modelu
Markowitza.

Jedli inwestor majacy L $rodkéow wlasnych dopozycza jeszcze Ag Srodkéw z banku, wtedy
przeznacza na zakup akcji L + Ag i jego bilans budzetowy to

k
i=1
gdzie A; to kwota, za ktéra kupuje akcje spotki nr 4. Jesli zas kwote Ay wzieta ze swojego kapitatu
L lokuje on w banku, natomiast za reszte kupuje akcje spétek, wtedy jego bilans wyglada

k
L=+ A (11.5)
=1

Roéwnania (11.4), (11.5) zapisujemy przejrzysciej w postaci

Ag A
l=(—— — 11.
(-2)+ X% (11.6)
=1
wzglednie
Ay A
1=— —. 11.7
7 +; 7 (11.7)
W sytuacji (11.6) oznaczamy zg = —% < 0, za$ w sytuacji (11.7) o = % > 0. Ponadto
ktadziemy z; = %, i =1,2,..., kiw ten sposéb portfele w modelu Tobina to (k + 1)-tki
(wg, x1,..., 21)T, w ktérych
ro+z1+---4+axr=1, x1,..., x>0, x¢ dowolne niewigksze niz 1.

Ujemne xp, poréwnaj (11.6), oznaczaja dopozyczanie srodkéw w banku, natomiast dodatnie
nieprzekraczajace jedynki xg, poréwnaj (11.7), oznaczaja lokowanie [czesci] wlasnych srodkéw
w banku.

Jaki zbiér tworza tutaj portfele dopuszczalne (xg, 21, ..., 2;)*? W zmodyfikowanym modelu
Tobina w Wyktadzie VIII byla to, jak pamietamy, hiperptaszczyzna H , a teraz? Patrzac na opis
powyzej, wida¢ od razu, ze ten zbidér to

7= (r, (1 =r)ak) (11.8)

r<l

" Mniejsza juz byé nie moze: portfel g, zawsze jest efektywny w aspekcie M.
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a wigc pewien nieograniczony stozek w R*¥*! zbudowany nad sympleksem A* C {0} x R¥, czyli
pewien nieograniczony wielowymiarowy (doktadnie: k-wymiarowy) hiper-ostrostup.

Teoria opisujaca ten model jest czeéciowo podobna do teorii Tobina w sytuacji Blacka. Tamta
prowadzila do pojecia portfela x,, optymalnego w modelu Blacka ze wzgledu na panujaca stope
bezryzykowna 119. Ta obecna prowadzi do pojecia portfela z,, optymalnego w modelu Markowitza
ze wzgledu na panujaca stope bezryzykowna puo,
tzn. maksymalizujacego wéréd portfeli z € AF wspélezynnik Sharpe’a Sy, (z) (poréwnaj Wy-
klad IX i tez Wyklad I), gdzie teraz zaklada sie jedynie, ze —1 < pp < Emax; Emax jest
zdefiniowane na poczatku tego wyktadu.

Sio (Top) = max S, ().
Réznica moze by¢ zasadnicza, bo [chcialoby sie powiedzieé: tradycyjne] portfele Markowitza
stanowig, tylko drobna czastke wszystkich portfeli Blacka, i podobnie jest po przylozeniu do
portfeli mapy Markowitza. Niech za ilustracje postuzy nastepujacy przyklad [w wersji pdf ry-
sunek przeskakuje na nastepna stronel:
Maksima wspoétezynnikéw Sharpe’a w aspektach M i B réznia sie, w tym przyktadzie i przy
tej stopie bezryzykownej, bardzo.

Cwiczenie 11.5. Dla danych (6.1) uzytych do wygenerowania Rysunku 11.2 powyzej [w wersji
pdf: ponizej|, narysowaé zbior osiagalny w modelu Tobina z tymi wlasnie parametrami, tzn.

zbiér M (ﬁ)

Wskazowka. UzZyé w tym celu informacgi (11.8). Czes$¢ pracy (rysowania zbioru osiggalnego)
jest juz na Rysunku 11.2 ... wykonana.

Matematyczne instrumentarium prowadzace do opisu Zop, znacznie finezyjniejsze niz w przy-
padku portfeli zp,, bedzie przedstawione w koncowej czesci Wyktadu XIII i na poczatku Wy-
ktadu XIV, poprzez Twierdzenie 14.1, az do Twierdzenia 14.2 wtacznie. W tej chwili podamy
tylko motywacje i sam goly wynik — algorytm prowadzacy do znalezienia Zoyp.

Czy mozna jako$ ,zgadnac¢” taki algorytm, gdy chwilowo mamy tylko wzoér na portfel zp, z
Wyktadu IX? Pytanie zaiste karkotomne. By¢ moze wzdr zastapi¢ rownaniem, bo przy rozgry-
waniu analogii [prosta Blacka versus lamana wierzchotkowa], przed wzorem na portfele z(E)
mieliémy réwnanie uwiklane na te portfele, i wlasnie tamto réwnanie zostalo (dzieki czarodziej-
skiej rézdzce — Twierdzeniu 9.2) w co§ przemienione.

Tak wiec zop zapisujemy jako ﬁ, gdzie y = X7 (u — poe), albo tez

Yy —p+poe = 0. (11.9)
To teraz spojrzmy z bliska na tamte rownania uwiklane

Yx+Ade—Apu = 0,
ule = E.
na portfel z(E) lezacy w hiperplaszczyznie H.
I sp6jrzmy, co z nich zrobili czarodzieje K-KT:8
Yx+Ae—Agp > 0,
(x4 e —Agp) = 0,
ple = E,

8 nie dostownie oni, lecz oni byli ,ojcami zalozycielami”, patrz [12]
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Rysunek 11.2. Rysunek 6.1 z dolozona stopa bezryzykowna pg = %

by znalezé portfel zp € A¥ ¢ H. Réwnosci zamienili nieréwnosciami i dla réwnowagi dodali
warunek komplementarnosci.

Przypomnijmy jeszcze, ze pierwszy problem rozwiazywal sie zupekie standardowo (stynny
uktad dwéch réwnan liniowych o niezerowym wyznaczniku), natomiast drugi — grajac umiejet-
nie nieréwnos$ciami i komplementarnymi do nich réwno$ciami — kawalkami sprowadzat sie do
pierwszego. Kawalkami ze wzgledu na wartosci parametru E. Takie spojrzenie na drugi problem
to wlasnie wynik zastosowania twierdzenia K-KT.

Zaryzykujmy wiec, chwyémy rézdzke i przemienmy (11.9) w ... co$ takiego

Yy—p+poe =0, y=0, eTy>0, y (Zy—p+poe) = 0. (11.10)
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Tak jest, réwnosci znowu zamienione nieostrymi nieréwnosciami i dla réwnowagi dodany wa-
runek komplementarnosci ... Okaze sie, ze portfel Z, istotnie jest normalizacja rozwiazania (lub
rozwiazan) problemu (11.10), choé¢ nie zawsze taki portfel bedzie jedyny. Macierze X > 0 beda
przy tym jak najbardziej dopuszczalne, cho¢ w takich czeéciowo zdegenerowanych sytuacjach
sposob dochodzenia do zagadnienia (11.10) bedzie inny i delikatniejszy niz gdy ¥ > 0. (Sam
problem (11.10) czasami bywa nazywany liniowym zagadnieniem komplementarnosci.)

W najciekawszych sytuacjach, gdy 3 > 0, na rozwiazanie bedzie sie ,polowaé” algorytmicz-
nie i etapami, przez sprowadzanie do (11.9), i nastepnie sprawdzanie znakéw réznych wyrazen,
umiejetnie grajac na kazdym etapie nieréwnosciami i réwnowazacymi je komplementarnymi
réwnosciami.

Trzeba bedzie rozwazaé szersza klase funkcji niz tylko rézniczkowalne funkcje wkleste i wypukle,
ktora bedzie dobrze pasowaé¢ do wspélezynnika Sharpe’a (czy raczej ten wspolezynnik do niej).
Klase jakby stworzong dla potrzeb analizy portfelowej,

Wystarczy juz tej meta-analizy portfelowej. Chcemy wiedzieé, jak konkretnie rozwigzywaé
problem (11.10).

Zasadniczo — ten problem trzeba atakowaé¢ w calodci i prébowaé wydobyé¢, czy wyluskaé
z niego preportfel(e) y i pézniej dalej — portfel(e) Zop. Klopotem jest mozliwe czedciowe zde-
generowanie macierzy 3; Przyklad 11.3 ponizej jest na ten temat. Inny przypadek takiego
calosSciowego szukania rozwiazan (11.10), tez przy zdegenerowanej macierzy X, wystapi potem
w Cwiczeniu 14.2, z kontunuacja tez w Cwiczeniu 14.3 (w Wykladzie XIV). Bedzie to jednak
juz po zakonczeniu dyskusji poprawnosci (11.10).

W miedzyczasie, w sytuacji 3 > 0, przyjdzie nam wykona¢ w Wykladzie XIV solidna prace
przygotowawczg. Chodzi o konstrukcje wypuktej dziedziny dla pre-wspdtezynnika Sharpe’a gdy
¥ > 0 (osobna sekcja w Wykladzie XIV).?

Natomiast sytuacja bedzie (i jest) duzo bardziej klarowna, gdy macierz kowariancji ¥ jest
dodatnio okreslona. Wtedy (pre)portfela y o nieujemnych sktadowych (lecz nie wszystkich réw-
nych zero!) szukaé¢ bedziemy etapami. Co$ znalezé musimy, bo portfel optymalny istnieje z
ogblnych powodow analityczno-topologicznych. Oto opis etapdéw algorytmu.

Etap 0. Szukamy y = (y1,..., yx)" : % >0, i=1,2,..., k.
To oznacza (komplementarnosé!), ze Yy — pu + ppe = 0, albo, macierz ¥ jest teraz odwra-
calna, y = X~ (u — poe), dokladnie jak w zmodyfikowanym Tobinie. Teraz jednak musimy
dodatkowo sprawdzi¢, czy y1 > 0, ..., yr > 0. Jedli tak, pre-portfel y jest znaleziony. Jesli
nie, przechodzimy do

Etap 1. Szukamy y: y1 =0, y2 > 0,..., yp > 0, a wiec (Xy —pu+poe); =0dlai=2,3,..., k
z warunku komplementarnosci, natomiast (Xy — pu + poe)1 > 0. Rozwiazujemy ze wzgledu
na y2, ¥s, . - ., Y (mozna, bo wyznacznik odpowiedniego uktadu k — 1 réwnan liniowych jest
tutaj dodatni, a wiec rézny od zera; patrz tez nizej opis ogdélnego etapu OUT), po czym
sprawdzamy: tutaj k — 1 ostrych i jedna nieostra nieréwnoéé. Spetnione lub nie; w drugim
przypadku przechodzimy do dalszych etapow.
Sprobujmy te potencjalnie mozliwe dalsze etapy opisaé¢ tacznie, podobnie jak to juz zrobili-
Smy przy szukaniu portfeli wierzchotkowych xrp w Wykladzie X.

Etap OUT, gdzie OUT C {1, 2,..., k}, 1 <#(OUT) <k —1.
Szukamy y : y; = 0dla j € OUT, y; > 0dlad e IN ={1,2,..., k} \ OUT (musi by¢ co
najmniej jedna sktadowa y;, tj podzbiory IN majg tutaj co najmniej 1 element — réznica w
stosunku do podobnego szukania obiektéw x ). Tzn., zawsze z warunku komplementarnosci,

9 najwytrwalsi czytelnicy bedg mieli satysfakcje estetyczng, jak harmonijne jest tamto zastosowanie do ana-
lizy portfelowej funkcji ogélniejszych niz wkleste rézniczkowalne
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szukamy wektora dodatnich rozwiazan ukladu (Xy — p + wee); = 0, ¢ € IN takich, ze
(Xy — o+ poe); > 0dla j ¢ IN.

Rozwiazaé taki uktad da sie zawsze, gdyz mozna go zapisa¢ w zwarty sposob przy pomocy
oznaczen wprowadzonych w Wykladzie X:
SN = (1= poe)™,
przy czym wyznacznik macierzy XN jest jednym z minoréw centralnych macierzy ¥, a
wiec jest dodatni, bo caly ten algorytm jest, przypominamy, przy zalozeniu ¥ > 0 (haslo:
twierdzenie Sylvestera z wyktadu GALu, patrz tez Wyklad II). Takze — akcentujemy to
jeszcze raz — dla jednoelementowych zbioréw aktywnych indekséw IN: na gléwnej przekatne;j

macierzy > stoja same dodatnie liczby.

Czytelnik moze jednak w tym miejscu zapytaé: skoro i tam w Wyktadzie X, i teraz tu
w opisie nowego algorytmu, uzywa sie tych samych, zawsze odwracalnych macierzy SN,
dlaczego zatem tam pojawialo sie wiecej ograniczen na zbiory IN 7!

Odpowiedz jest w teorii Blacka i wspdlautoréw (Wyklad VI), na ktérej, Sciana po Scianie,
oparty jest poprzedni algorytm. Nie szto w nim tylko o odwracalno$¢ macierzy, lecz takze
o jednoznaczne wyznaczanie wspélczynnikéw [Lagrange’a] A i Ag. Dlatego potrzebne sa co
najmniej dwuelementowe zbiory IN. I dlatego nie dostaje si¢ tam od razu calej spdjnej
lamanej wierzchotkowej L, tylko ubozsza o kilka(nadcie) wierzchotkéw L. — i trzeba osobno
pracowaé z weztami wyrdéznionymi i ,ich” portfelami na tamane;j.

Wracajac do rozwiazania ukladu #(IN) réwnan w obecnym algorytmie: otwarta jest sprawa
spelniania przez takie rozwiazanie ukladu nieréwnoéci: ostrych na miejscach o numerach z
IN i nieostrych na miejscach o numerach z OUT. Trzeba to kazdorazowo sprawdzaé, i w
przypadku niespelniania zwyczajnie przechodzi¢ do nastepnego etapu poszukiwan preport-

fela.
Po przebiegnieciu wszystkich 2¥ — 1 (lub mniej) etapéw, mamy wreszcie preportfel y, a wraz
z nim portfel optymalny Zo, = ﬁ

Przyktad 11.3. To wlasnie portfela Zop szuka si¢ w Zadaniu 3 z kolokwium w dniu 18.XII1.2009
— patrz nastepny Wyklad XII.

Macierz kowariancji w tamtym zadaniu jest tylko nieujemnie okreslona, wiec podany tu
wyzej algorytm nie stosuje sie. Jednak cala sytuacja jest juz na tyle dobrze rozpoznana w trakcie
dotychczasowych wykladéw (patrz w szczegdlnosci Przyklad 7.1), ze po wstepnej analizie od
razu wiadomo, na jakim boku tréjkata A3 nalezy szukaé portfela optymalnego.!©

10§ poza tym, generalnie, na kolokwiach i egzaminach pisemnych z APRK1 mozna mieé ze soba jednostronnie

zapisana kartke formatu A4 z wzorami, rysunkami, przyktadami, czymkolwiek



12. Wyktad XII (kolokwium), 18.XI1.2009

1. (15p.) Rozwazamy rodzing modeli Blacka (3,, u), gdzie

9 3 1 5
1
X=13 2 2v2p|, n=|4]; 0<p<ﬁ-
1 2v2p 4 2
e Znalezé (w podanym przedziale) wszystkie wartosci parametru p, przy ktérych prosta
krytyczna jest réwnolegta do prostej boku eses .
o Jaka jest wtedy odlegtoéé¢ prostej krytycznej od prostej boku ez ez ?

2. (15p.) Wychodzimy od znanego przykladu

100 3

Y=o 1 0| ~=]1

Zwiekszamy teraz pi3 do pierwszej napotkanej wartosci, przy ktérej prosta krytyczna w
takim modelu Blacka przechodzi przez wierzchotek (1,0,0)T. Znalezé tamana wierzchotkowa
i tamang efektywna w uzyskanym modelu Markowitza. Wykonaé¢ odpowiednie rysunki.

3. (10p.) Rozwazamy inny znany przyklad modelu Markowitza

Zmalez¢ w tym modelu portfel optymalny Zo, ze wzgledu na stopg bezryzykowna po = 3

(optymalny, tzn. maksymalizujacy wspélczynnik Sharpe’a).

Pytanie dodatkowe , bedace przedluzeniem zadania nr 1 (NIEOBOWIAZKOWE):

o Czy M-obraz prostej boku ése3 jest wtedy przesunieciem réwnolegtym pocisku Marko-

witza ogladanego na plaszczyznie (02, E)?

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Barylto, Uniwersytet Warszawski,

2012.
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Jedli tak, to o jaki wektor?
Za odpowiedz na to pytanie mozna uzyska¢ do 8p., przy czym taczny wynik z kolokwium
nie moze przekroczy¢ 40p.

Przykladowe rozwigzanie Zadania 1 z kolokwium (patrz tez Cwiczenie 5.1 w Wykla-

dzie V, ktore miesci tez w sobie Pytanie dodatkowe z kolokwium).
Prosta krytyczna ma [wiec| réwnanie

Ir1 = C, (*)

gdzie ¢ pozostaje do wyznaczenia. Piszemy to réwnanie w postaci wynikajacej z Twierdzenia
5.1 w Wyktadzie V:

9c + 3x9 + x3 5 1
36+2$2+2\/§px3 4 1/ =0, albo

c+2V2pry +4x3 2 1

10¢ + 2v2pxy + (6 — 6v2p) 23 = 0. (%)

Warunkiem koniecznym, by réwnania (%) i (x*) byly tym samym, jest réwno$é wspdtczynnikow
przy mo i x3 w (x%), 2v/2p = 6 — 61/2p, stad p = %%, jedyne rozwiazanie, i przy tym lezace w
przedziale [0, %]

Wtedy wnioskiem z (%) i (xx) jest 10c¢ + 2\/5%%(1 —¢) = 0, albo ¢ = —2. By znalezé
odlegtos$¢ prostej krytycznej x; = —% od prostej boku ez es, tzn. prostej x1 = 0, zauwazamy,
ze przy zmianie wartosci const (w x; = const) od 1 do 0, twierdzenie Pitagorasa méwi, ze

odpowiednie proste sa odlegte o \/g . Zatem, z proporcjonalnoéci, przy zmianie const od 0 do
—%, odleglos¢ odpowiednich prostych wynosi ’—%‘ \/g = %\/g .

Uwaga 12.1. — ostrzezenie do rozwiazania zadania 1 z kolokwium.
Studenci czesto szukaja tej odleglosci prostych réwnoleglych [lezacych w polozonej ukosnie
plaszczyznie H| uzywajac rzutéw tych prostych na plaszczyzne (xe, z3) [uwaga — w wersji pdf
rysunek jest na nastepnej stroniel:

Nastepnie, pracujac w tej ptaszczyznie, udzielaja réznych odpowiedzi: %g —-1,v2 (%g — 1),

% (%—g — ) Ta ostatnia liczba jest odlegloscig prostych na powyzszym rysunku, jednak zadna

z tych liczb nie jest odpowiedzia do pytania w zadaniu.

Odpowiedz liczbowa do Pytania dodatkowego z kolokwium:

obraz prostej krytycznej 1 = —% (czyli pocisk Markowitza) ogladany na plaszczyznie (o2, E)
ma réwnanie
91 3 11\?
2
= —+-EF—— 12.1
7 m+4< 3)’ (12.1)

natomiast obraz prostej 1 = 0 ma réwnanie

23 3 11\2

2

=4+ (E-=) . 12.2
7 m+4< 3> (12.2)
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Rysunek 12.1. .

0
Ten drugi obraz jest wiec przesunieciem réwnoleglym pierwszego o wektor =
23 _ 91
12~ 51
0 0
= , jak na rysunku ponizej [w wersji pdf Rysunek 12.2 trafia na nastepna
9
& 0.13235...
strone.
Jedli chodzi o zwigzane z nimi gatezie hiperbol,! to maja one, oczywiscie, te same asympto-
—
ty przecinajace o$ OF na wysokosci %, ze stosunkiem dlugosci poétos g = % Jednak konkretne

wartosci dlugosci p6tos sa rézne: dla hiperboli (12.1) (niebieskiej na Rysunku 12.3 ponizej) wy-
nosza one ajog = 1.3358, bioz = 1.5424, za$ dla hiperboli (12.2) (czerwonej na Rysunku 12.3)
wynosza ags = 1.3844, bes = 1.5986. Oto te galezie [w wersji pdf Rysunek 12.3 przeskakuje na
nastepna strone|:

! w zadaniu sie o nie nie pytano
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Rysunek 12.2. Krzywa o réwnaniu (12.2) to czerwona parabola.

- HE-L)=
— E=tZo+4

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32
o

Rysunek 12.3. Przesuniete réwnolegle parabole z Rysunku 12.2 stajg sie galeziami hiperbol
majacych te same asymptoty.



13. Wyktad XIII, 8.1.2010

Zanim podamy uzasadnienie algorytmicznej' metody dochodzenia do portfeli optymalnych
Zop opisanej w Wyktadzie XI, pierwsza potowe tego wyktadu chcemy poswieci¢ alternatywnemu
spojrzeniu na optymalnosé portfeli w aspekcie M. W tym spojrzeniu [dominujacy w gléwnym
nurcie analizy portfelowej] wspélczynnik Sharpe’a zostaje zastapiony tzw. oczekiwang uzytecz-
noscig inwestora.

Jest to podejécie pochodzace od J.von Neumanna i O. Morgensterna — ich podstawowe dzieto
poswiecone tej tematyce to [24]. Podejscie to wykladane jest bardziej systematycznie na kursach
mikroekonomii (takze na Wydziale MIM UW; réwniez na WNE, SGH, w Szkole KoZminskiego,
na LSE ...). Dla ogdlnego i zgrubnego wyrobienia sobie pogladu na te dziedzine bardzo godny
polecenia jest przegladowy artykutl [15] dobrze nam znanych autoré6w Kuhna i Tuckera w zeszycie
BAMS upamietniajacym J. von Neumanna.

Podejscie z funkcjami uzytecznosci prowadzi, przy szukaniu portfeli — teraz optymalnych w
sensie oczekiwanej uzytecznoéci danego inwestora! — do bardzo naturalnego, kolejnego juz w
tych wykladach, uzycia twierdzenia K-KT (czyli Twierdzenia 9.2 z Wykladu IX). Z tego (i z
innych) powodu(6w) warto zrobié¢ taki détour.

Gdzie wobec tego w tej chwili jesteSmy? Po Wyktadzie XI tkwimy w pewnym rozkroku, jesli
tak mozna powiedzie¢: jestedémy w trakcie maksymalizowania wspotczynnika Sharpe’a w aspekcie
M, lecz wykracza to poza optymalizacje najbardziej przez nas lubianych [rézniczkowalnych]
funkcji wklestych i wypuklych. Mamy juz zasygnalizowane — koniec Wyktadu XI — co nalezy
robi¢; przy tym przy X > 0 — czysto algorytmicznie.

Podczas, gdy ta nowa (dla nas) mgla osiada,? jest najlepszy moment, by przypomnieé sto-
wa dawnej oceny twierdzenia K-KT, wypowiedziane przez Goéreckiego i Turowicza w Wiado-
mosciach Matematycznych XII.1 (i przytoczone w Wykladzie IX w akapicie poprzedzajacym
Twierdzenie 9.2). Twierdzenie bylo zaiste donioste. Kuhn i Tucker nadali swojej pracy [14] taki,
a nie inny tytut celowo. Chcieli oni wyj$é poza rozwiazywanie bardzo wtedy modnych zadan
programowania liniowego (liniowa funkcja celu i liniowe ograniczenia réwnosciowe i nieréwno-
Sciowe) — i zdolali to zrobié, za$ przed nimi i niezaleznie — uczynit to Karush w [11]. Dlatego
nonlinear programming.

Zapowiedziane powyzej zastosowanie twierdzenia K-KT w teorii uzytecznosci jest do$¢ swieze
w wykladach z APRK1 na Wydziale MIM UW — datuje sie dopiero od roku akademickiego
2007/08.

W podejsciu von Neumanna i Morgensterna uwaza sie (albo: przyjmuje), ze kazdy inwestor
ma swoja funkcje uzytecznosci u, ktéra mierzy czy ocenia mozliwy zysk X danego scenariusza
inwestycyjnego. Powszechnie przyjmuje sie — patrz np juz pierwszy rozdzial w [2] — ze funkcje
uzytecznosci u spelniaja trzy aksjomaty (tj, ze inwestorzy tylko po takie funkcje siggaja w swoich
pods$wiadomosciach, albo dokladniej: tylko po takie funkcje siegaja ich podswiadomosci):

Al. u jest rosnaca (inwestor jest nienasycony, ang. nonsatiation), v’ > 0;
A2. u jest wklesta (inwestor ma awersje do ryzyka, ang. risk aversion), u” < 0;

! w sytuacjach niezdegenerowanych
% wladnie dlatego nowy algorytm byt podany od razu z marszu w Wykladzie XI — by w miedzyczasie miato
co osiadaé

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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A3. —%,, jest malejaca (inwestor ma malejaca bezwzgledna awersje do ryzyka, ang. decreasing
absolute risk awersion).?

Dyskutuje sie jeszcze jeden (uzupelniajacy) aksjomat A4, dotyczacy zachowania sie wzglednej

awersji do ryzyka inwestora, poréwnaj [2, strony 24—26], co do zasadnosci ktérego nie ma jednak

petnej zgody wsrod ekonomistéw. Jeden z najbardziej wsrdéd nich znanych, Bawa, ujal to w roku

1975 nastepujaco: ”... decreasing absolute risk aversion is the most restrictive class of utility

functions acceptable to most economists.”

Taki X jest zmienna losowa z wachlarza (czasem mowi si¢ tez: uniwersum) mozliwych sce-
nariuszy inwestycyjnych (biznesowych) X: X € X. Zwykle sa one wszystkie okreslone na tej
samej przestrzeni probabilistycznej 2. Oczekiwana uzyteczno$é¢ danego scenariusza X, oznacza-
na U(X), to warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej u(X):

U(X) = E(u(X)) :/QU(X) (13.1)

dla X € X. W teorii uzytecznosci przyjmuje sig, ze inwestor dazy do maksymalizacji oczekiwanej
uzytecznosci U(X):
U(X) — max.
XeXx
Jednak na takim poziomie ogdlnosci nie jest to wszystko zbyt ... uzyteczne. Liczenie oczekiwa-
nych uzytecznosci zalezy przeciez od calkowania po trudnych do dokladniejszego sprecyzowa-
nia przestrzeniach probabilistycznych. Takze problem istnienia scenariusza maksymalizujacego
oczekiwang uzytecznoéé jest w ogélnosci trudny.
Teoria uzytecznosci sama staje sie uzyteczna gdy oczekiwana uzyteczno$é U(X) zalezy
tylko od kilku dyskretnych parametréw zwiazanych ze zmienng losowa X. Najlepiej — jedynie
od wartosci oczekiwanej E(X) i odchylenia standardowego o(X):

UX) = fEX), o(X)), (13.2)

przy czym, powtérzmy, U(-) caly czas spelnia (13.1), z funkcja uzytecznodci u spekliajaca
Al1-A3+

Przyklad 13.1. Wachlarz mozliwych scenariuszy inwestycyjnych to zbiér zmiennych losowych,
wyrazajacych np mozliwy zysk z jakiej$ duzej planowanej inwestycji (okreslonych na tej samej
przestrzeni probabilistycznej) majacych rozklady normalne N(E, o), przy podaniu jakichs roz-
sadnych przedzialéw, z ktorych brane sa warto$ci parametréw o oraz E. Natomiast funkcja
uzytecznosci inwestora to u, u(w) = —e~*, gdzie a > 0 jest stala, ktéra moze podlegaé kali-
bracji (albo: zalezy od inwestora).

Taka funkcja uzytecznosci inwestora jest rosnaca (A1) i wklesta (A2), choé juz bezwzgledna
awersja do ryzyka takiego inwestora jest stala (réwna a), nie za$ malejaca — lokujemy sie wiec
na obrzezach aksjomatu A3, wystawiajac troche na szwank stowa Bawy.

Jaka jest tutaj oczekiwana uzytecznosé U? Po krétkim i pouczajacym rachunku — czytelnik
jest zachecany do wykonania go samodzielnie — okazuje sie by¢ idealna, uzasadniajac ex post
caly przyklad. Po prostu i nawet bez zadnych przyblizen (o ktérych wspomina sie nizej, gdy
mowa o ogélnym stosowaniu aksjomatéw Al—A3), U(X) = —exp (—CLE(X) + 02L2X)2>’ jak w
(13.2).

Zatem na poziomicach tej funkcji jedynie od argumentéw o = o(X) i E = E(X), po rozwikla-
niu, £ = E(o0) = %02 + const. Sg to funkcje rosnace i wypukle; nie moze by¢ lepiej.

3 wielkogé f%l,, bywa nazywana miarg Pratta-Arrowa awersji do ryzyka, czyli: w A3 postuluje si¢ malejacos$é
tej wladnie miary
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Jak naturalny jest, w teorii uzytecznosci na styku z analizg portfelowa, warunek (13.2), niech
swiadczy nastepujacy dtuzszy cytat z jednej z najwazniejszych prac w analizie portfelowej [23].
(Dodajmy, ze ‘individuals’ uczestniczacy w grze akcjami na gieldzie pojawiaja sie tam, jak deus
ex machina, dopiero w cytowanym twierdzeniu, na dziewiatej stronie pracy.)

Theorem I (a mutual fund theorem). Given m assets satisfying conditions [...], there are two
portfolios ("mutual funds”) constructed from these m assets, such that all risk-averse individuals,
who choose their portfolios so as to maximize utility functions dependent only on the
mean and variance of their portfolios, will be indifferent in choosing between portfolios
from among the m original assets or these two funds.

To prove Theorem I, it is sufficient to show that any portfolio on the efficient frontier can be
attained by a linear combination of two specific portfolios because an optimal portfolio for any individual
(as described in the theorem) will be an efficient portfolio.

Podczas kursu APRK2 przedstawiana jest dosyé¢ szeroka klasa rozktadéw zmiennych loso-
wych X, dla ktérych (13.2) ma miejsce. Teraz musimy si¢ zadowoli¢ tylko strona praktyczna —
zakladaé (13.2) i rozwazaé konkretne sytuacje zwiazanie z maksymalizowaniem pewnych funkcji
od E, o, gdzie w domysle F = E(X), 0 = o(X) dla X € X. Przy tym w analizie portfelowej, jak
juz wspominalismy w Wykladzie VII, wachlarz X to {zTR: x € A*} w aspekcie M, wzglednie
{2TR: x € H C R*} w aspekcie B.

Co wiecej mozna powiedzie¢ o pojawiajacych sie w taki sposéb funkcjach f(E, o)? Doklad-
niej, co mozna powiedzie¢ o poziomicach takich funkcji, czyli krzywych obojetnosci inwestora

(ang. indifference curves)?

Ot6% wymienione wezeéniej aksjomaty Al— A3 implikuja,? Ze rozwiklania zwiazkéw f(E, o) =
const, tzn. funkcje £ = E(0), sa rosnace i wypukle.
Wiadnie te wlasnosci funkcji E = E(o) sa implicite zakladane w konkretnych zadaniach poja-
wiajacych sie od pewnego czasu w kursie APRKI.

Przyktad 13.2 (z kolokwium z APRK1 w XII. 2007). Niech dane (13.6) (na ktérych pézniej
jeszcze bedzie ¢wiczony i utrwalany algorytm dochodzenia do portfeli optymalnych) definiuja
taki model Markowitza, w ktérym inwestor dodatkowo zna swoja funkcje oczekiwanej uzytecz-
nosci U zalezna tylko od E i o danego portfela (czyli scenariusza inwestycyjnego),

U(E, o) = 86E — TE* — T0*. (13.3)

Nalezy wyznaczy¢ portfel optymalny dla tego inwestora, tj portfel optymalny ze wzgledu na
te funkcje oczekiwanej uzytecznoéci — po prostu portfel, ktory ma maksymalng oczekiwang
uzytecznos¢ wsrdd wszystkich portfeli Markowitza.

Chcemy zatem zmaksymalizowaé¢ funkcje

Z1

A5 | gy | > 86(31 +4aa + 5as) —T(3w1 +dws +513)° —T(x + 323 + 222 +20120) (13.4)
3

i w pierwszej chwili nie wydaje sie to tatwe. Przedstawimy dwa zupelnie rézne rozwiazania.
Pierwsze opiera si¢ o dodatkows ,tajemna” wiedze, ktéra dopiero pézniej znajdzie wyjadnienie.

4 po pewnych dodatkowych przyblizeniach, w tym: bliskich zaproponowaniu pewnej formy aksjomatu A4,
poréwnaj tez [2]
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Rozwigzanie. [Rozwiazanie A] Zapisujemy troche inaczej funkcje

1 43\ 2 43\ 2
—UE,0)= (=) —([E-=) - o?
7 U(E0) (7) ( 7) 7

przez co widoczne staja sie poziomice funkcji %Z/l , wiec tez poziomice U. Sa to czesci potokregow

(0 > 0) w rodzinie wspétérodkowych okregéw o Srodku w (0, 4—73)T, zaznaczone na Czerwono
na Rysunku 13.1 ponizej. Okazuje sig, ze ten wspdlny $rodek tworzy, z: (a) pewnym punktem
P’ na granicy minimalnej Fin;, w tym modelu Markowitza, i z (b) punktem, w ktérym prosta
styczna w P do Fii, przecina os O—E>, tréjkat prostokatny widoczny tu na rysunku.

[W wersji pdf Rysunek 13.1 przeskakuje az na nastepna strone.]

Upewniamy sie o tym bezposrednim rachunkiem

43 34\2 _(5v3\° /34 11\2 /43 11\
——-=) 2l =) +(=-=) =(=—-%) -
7 7 7 7 3 7 3
T
Skoro tak, to to juz koniec rozwiazania: portfel x = (0, %, g) , ktory w mapie M przechodzi

na punkt P [i ktéry wyplynie jeszcze w innym zagadnieniu pdzniej w tym wykladzie] okazuje
sie by¢ optymalny w sensie podanej funkcji oczekiwanej uzytecznosci. Wartoéé

jest maksymalna mozliwa dla portfeli — scenariuszy inwestycyjnych z A3,

W tym rozwiazaniu wsparliSémy sie wyciagnietym z kapelusza faktem geometrycznym, ktéry
znajdzie swoje objasnienie dopiero ex post. Czy nie moznaby rozwiazywaé takich zadan na $lepo,
niejako automatycznie?

Odpowiedz brzmi TAK, poniewaz chodzi tu o maksymalizacje funkcji F(x1, z2, x3) sto-
jacej po prawej stronie (13.4), ktora jest wklesla i rézniczkowalna jako funkcja zmiennych
(21, T2, x3) € R3. Maksymalizacja ma by¢ warunkowa, przy ograniczeniu réwnosciowym x; +
T9 4+ x3 = 1 i ograniczeniach nieréwnosciowych x1 > 0, xo > 0, x3 > 0. Miesci sie to dokladnie
w zakresie stosowalnosci twierdzenia K-KT, skad wytania sig¢
Rozwigzanie. [Rozwigzanie B] Szukamy portfela » € A3 takiego, ze

VF(z)+Xe <0 oraz 2T (VF(x)+ Xe) =0

dla jakiego$ A € R; ten drugi warunek to aktualna posta¢ warunku komplementarnosci w
twierdzeniu K-KT.

Poszukiwanie odbywa sie etapami, zaczynajac od

Etap 0. 1 > 0, x2 > 0, x3 > 0. Warunek komplementarnosci oznacza teraz ”=
co tacznie z ograniczeniem réwno$ciowym oznacza

? zamiast 7 <7,

_— 140 —-182 210 1_ _ml_ _—258_
—182 —-266 —280 1| |z2 —344
—210 —280 —378 1| |z3 i —430

1 1 1 0] | A 1

5 bedgcym M-obrazem konkretnego portfela efektywnego w aspekcie M — patrz Rysunek 13.1
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. . . AR P . . 43
Rysunek 13.1. Prostopadta do stycznej przecina o§ OF wtasnie na wysokosci =.

Rozwiazaniem jest (z1, xa, x3, A\) = (—%, %, %, —%), a wiec Etap 0 nie daje rozwiazania.
Etap 1.1. z1 =0, x92 > 0, x3 > 0. Tym razem warunek komplementarnosci prowadzi do uktadu

roéwnan ) o ) )
—266 —280 1| |xo —344
—280 —378 1| |x3| = |—430]>
1 1 0] | A 1

, —66). W tym momencie musimy jeszcze sprawdzié¢ nieréwnosé

o

i dalej do (z2, x3, \) = (%7



(VF(z) + Ae)1 < 0, tzn. nieréwnos$é —182x9 — 210x3 + 192 < 0. Jest ona spelniona (—14 < 0),
6
7

wiec procedura opierajaca sie o twierdzenie K-K'T wladnie znalazta rozwiazanie x = (O,
to samo, co w Rozwiazaniu A.
Twierdzenie K-KT jeszcze raz pokazato swoja sile.

Zwracamy uwage, ze w tym podejsciu funkcja oczekiwanej uzytecznosci U nie zawsze musi
byé¢ podana explicite. Znane moga by¢ tylko jej poziomice, czyli krzywe obojetnoéci inwestora,
bez podania, jakim warto$ciom U odpowiadaja. Tak bylo np w zadaniu z egzaminu z APRK1
ze stycznia 2008.

Cwiczenie 13.1. Rozpatrujemy model Blacka z k = 2 i parametrami o7 = 2, 09 = 1, 012 = %
oraz p1 = 2, uo = 1. Wiadomo, ze poziomice rézniczkowalnej funkcji oczekiwanej uzytecznosci
inwestora U, sa tukami wspétérodkowych okregéw na ptaszezyznie R?(o, E), majacych $rodek
w punkcie (0, 5)T, i ze gradient tej funkcji wszedzie patrzy w strone érodka (0, 5)T.
e Zmalez¢ portfel optymalny w powyzszym modelu Blacka ze wzgledu na taka funkcje ocze-
kiwanej uzytecznosci U(o, E). Czy ten portfel uzywa krotkiej sprzedazy?
e Rozwazamy rodzine modeli Blacka o parametrach

012 pO102 2
Y

pO103 022 1

gdzie o1 oraz o9 sa takie, jak powyzej. Powiekszamy wspolczynnik korelacji p do takiej
wartosci, ze portfel (1, 0)T staje si¢ portfelem optymalnym w danym modelu wzgledem tej
samej, niezmienianej funkcji oczekiwanej uzytecznosci. Wyznaczy¢ te wartosé p.
e Wyznaczy¢ taka (jeszcze wieksza od poprzedniej) wartosé p, by portfel (7/5, —2/5)T byt
portfelem optymalnym w danym modelu Blacka wzgledem tej samej, niezmienianej funkcji
oczekiwanej uzytecznosci.

Pierwsza cze$é zadania Rozwigzanie. Ze szkoly $redniej (ale ... przedwojennej) wiadomo,
jak wyglada réwnanie afinicznej prostej stycznej do hiperboli (3.2) przechodzacej przez punkt
(7, E)T lezacy na tej hiperboli, konkretnie — obraz portfela szukanego w tej czeéci zadania.

Roéwnanie to ma postaé

00—4<E—§>E = const,

gdzie podstawiono juz znane wartosci do [naszego starego] wzoru (3.1) na Ey. Znamy wiec juz
wektor prostopadly do tej prostej stycznej,

[
.
9 _4E

W warunkach zadania ten wektor powinien by¢ rownolegly do wektora taczacego srodek rodziny
okregéw (0, 5)T z punktem (7, E)7, tzn. do wektora



122 13. Wyklad XIII, 8.1.2010

Wobec réwnych i niezerowych pierwszych sktadowych obu wektoréw, réwne musza tez by¢ ich

drugie sktadowe,

9 _  _
——4F = FE -5
2 M

skad B = %, wiec © = (1%, %)T. Widzimy, ze ten portfel nie uzywa krotkiej sprzedazy (jest
portfelem Markowitza). Teraz czesé druga zadania. Rozwigzanie. Jezeli portfel (1, 0)T jest
optymalny wzgledem tej samej funkcji oczekiwanej uzyteczno$ci, natomiast inny jest teraz
wspoltczynnik korelacji p — to wlasnie on jest teraz niewiadoma, zas wiadome sa @ = o1 = 2
oraz E = ju; = 2. Réwnanie prostej stycznej do pocisku Markowitza w punkcie (2, 2)T ma wiec
teraz postac

20 — (5 —4p)(2 — Ep)E = const,

gdzie Ey = % zgodnie z (3.1). Stad jeden z wektoréw prostopadlych do tej prostej to

2
(-0 (53 - 2)

W zadaniu postuluje sig, by ten wektor byt rownolegly do wektora wodzacego idacego od $rodka
okregéw — krzywych obojetnosci do punktu stycznoéci (2, 2)7,

2
-3 7
co daje réwnianie
6—4p) (=2 —2) = -3,

albo p = % Wspotezynnik korelacji zwiekszyliémy od wyjéciowej wartosci % do % i w tym czasie
portfel optymalny w nowym sensie przesunat sie do samego kranca odcinka A%, Czeéé trze-
cia zadania. Rozwigzanie. Caly czas przedwojenna szkota érednia: réwnanie afinicznej prostej
stycznej do hiperboli (3.2) przechodzacej przez punkt (7, E)T — obraz portfela optymalnego w
tej czesci zadania, ma postac

12 6—-06p

5o — (5 — 4p) <5—5_4p

>E = const
(patrz znowu wzér (3.1)). Stad wektor prostopadly do tej prostej stycznej to
o
6 —6p— (5 —4p)

W warunkach zadania ten wektor powinien by¢ rownolegly do wektora taczacego srodek rodziny

’ T , o (— 12 T
okregéw (0, 5)* z punktem stycznosci (o, g) , tzn. do wektora
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Skoro @ # 0, drugie sktadowe tych wektoréow sg réwne,

13 12
—2 -6y — —
5 P=5

skad p = %. Wspélcezynnik korelacji wzrést dramatycznie (od wartosci %) i w tym czasie portfel

optymalny w nowym sensie przesunal sie bardzo znacznie poza odcinek portfeli Markowitza.
Jako pewien test, czy ten nowy obszar zastosowan twierdzenia K-KT zostat juz dobrze opa-

nowany, sprobujmy wspolnymi sitami poszukaé portfela Markowitza w modelu z parametrami

1 1 2 2

2 6 16 )
optymalnego ze wzgledu na (skads) znana funkcje oczekiwanej uzytecznosci U (o, E) = 33E —
2FE? — 202. No i na koniec policzy¢ tez, ile ta maksymalna oczekiwana uzytecznoéé wynosi: 50,
75,1007

Maja to by¢ oczekiwane uzytecznosci portfeli, a wiec wprowadzamy funkcje wklesta i réznicz-
kowalng F'(z) = 33 uTa— 2(,uTx)2 —22TY z i pamietamy o ograniczeniu réwnoéciowym ez = 1
oraz o standardowych ograniczeniach nieréwnosciowych w Markowitzu z; > 0, i =1, 2, 3.

Szukamy zatem — wlasnie technologia K-KT — takiego(ch) portfela(i) z, dla ktérego(ch)
istnieje A € R taka, ze VF(z) + Ae < 0 w sensie wektorowym oraz spelniony jest warunek
komplementarnoéci z (VF(z) + Ae) = 0.

2 €1 2 1 1 2 € 1 66 — 20x1 — 36z — 4823 + A
VE(z)+Ae =33 14 —4(l2 4 5] wa| ) (4] =4 |1 4 6] |ea|+A 1] = | 132 360, — 80y — 104z +
5 z3| |5 2 6 16| |z 1 165 — 4871 — 1042 — 164x3 +

(13.5)

Szuka¢ bedziemy etapami.
Etap 0. 1 > 0, o > 0, 3 > 0. Warunek komplementarnosci oznacza teraz wszystkie ”="
zamiast " <”, co, wobec rachunku (13.5) i lacznie z ograniczeniem réwnosciowym oznacza

20 36 48 —1| |z 66
36 80 104 —1| |z2 132
48 104 164 —1| |z3 165

1 1 1 0 A 1

Rozwigzaniem jest (1, x2, 3, \) = (—%, %, —%2, —%), a wiec Etap 0 na pewno nie da nam

rozwiazania.
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Etap 1.1. 1 = 0, 29 > 0, x3 > 0. Tym razem, znowu uzywajac (13.5), warunek komple-
mentarnosci prowadzi do ukltadu réwnan

80 104 —1{ [x2 132
104 164 —1| |z3| = |165]>

1 1 0 A 1

i dalej do (z2, x3, \) = (%, i, —46). To juz stwarza nadzieje na rozwiazanie, choé¢ musimy
jeszcze sprawdzié¢ nieréwnosé
(VF(x) 4+ Ae)p < 0, tzn. nieréwnosé 66 — 36xy — 483 + A < 0.

Jest ona spelniona, 66 — 36 - % —48- i —46 = —19 < 0, wiec twierdzenie K-KT wtasnie dato

T
nam szukane rozwigzanie x = (O, %, i) .
11

oraz o?(z) = 4. Oczekiwana uzytecznosé

Liczymy (niemalze) w pamieci, ze E(z) = if
2
portfela , maksymalna w aspekcie M, to U (o (z), E(z)) =33 - 3T — (%) — 2.4 =93.125.
Wreszcie, jako ostateczny test w zakresie teorii uzytecznosci, polecamy szczegdlnie Zadanie
2 w nastepujacym przykladowym zestawie trzech zadan z analizy portfelowe] (oferujacym tez
jeszcze pytanie dodatkowe).

Przyktad 13.3. We wszystkich dotychczasowych przyktadach krzywe obojetnosci byty tukami
okregdw, co mogto zachecaé przy szukaniu rozwiazan do alternatywnego siegania po czysta geo-
metrie analityczna. W zestawie zadan tuz ponizej (Rysunek 13.2, Zadanie 2) krzywe obojetnosci
sg tukami elips. Taka okoliczno$é nie wyklucza stosowania geometrii analitycznej, lecz wyraznie
zwieksza pokuse siegniecia po nasze glowne narzedzie, czyli twierdzenie K-KT.

[W wersji pdf pierwszy arkusz przeskakuje na nastepna strone, za$ drugi — na jeszcze na-
stepna. ]

(W tym kolokwium troche inny niz 18.X11.2009 byt rozklad punktéw za zadania, lecz tez do
zdobycia bylo ich tacznie 40, oraz dodatkowo 8 w bonusie za pytanie dodatkowe.)

Przerywamy juz te (za) dlugo trwajaca dygresje o teorii uzytecznosci; mogla ona trwaé
jeszcze dluzej, jesli po drodze rozwiazywalo sie zadania.

Wracamy do sprawy najwazniejszej, czyli do maksymalizowania wspétczynnika Sharpe’a w
aspekcie M, no i do algorytmu, ktéry ma to robi¢ ,za nas”.
Duza czesé naszej dotychczasowej wiedzy puscimy w ruch w trakcie dyskusji jednej konkretnej
sytuacji. Mianowicie

jednym z dobrze rozpoznanych, jesli chodzi o tamana wierzchotkows L., jest przyktad

110 3
¥=1(13 0|, w=|4], (13.6)
00 2 5

ktory wystapil na egzaminie w VI.2006 i — w innym kontekscie — takze na kolokwium w
XII. 2007, no i takze juz w tym biezacym wykladzie (w Przyktadzie 13.2, w kontekscie teorii
uzytecznosci). Lamana ¥ wyglada w nim nastepujaco:
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Rysunek 13.2. Pierwszy arkusz kolokwium uzupelniajacego w dniu 19.1.2010.

[w wersji pdf Rysunek 13.4 przeskakuje az dwie strony dalej!]
Zaproponujemy tutaj portfel Z,p, nie znajac jeszcze konkretnej wartosci 19, ktorej on odpo-
wiada. pug poznamy chwile pézniej, uzywajac juz posiadanej wiedzy.

0
) . Y
Niech Z,, bedzie érodkiem ‘najwyzszego’ boku L, zo, = % , M(Zop) = . Ten punkt
34
6 7
7

lezy na granicy efektywnej w odpowiednim modelu Markowitza (granica efektywna w aspekcie
M tu zaczyna si¢ dokladnie tam, gdzie zaczyna sie¢ aktywna w modelu Markowit_za} czesé pocisku
Markowitza). Styczna do granicy efektywnej w M(Zop) przecina pionowa o§ OFE na wysokosci
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Rysunek 13.3. Drugi arkusz kolokwium uzupelniajacego w dniu 19.1.2010.

Ho,
34
a23 — 7523

Ho = 34 )
23 — 7 V23

gdzie a3, [a3 1 723 sa z teorii Blacka przy IN = {2, 3}. Dla tego modelu liczy sie je niemalze w
pamieci i wtedy
_¥-#3 u
Ho="23"31 5 ~ 3
6 76
(przypadkowo tez wysoko$¢ przelaczenia sie granicy minimalnej z pocisku Markowitza na obraz
boku eie3z). Teraz juz wiemy, ze portfel Zo, jest optymalny w tym modelu Markowitza ze
wzgledu na stope bezryzykowna pg = %
Te stowa rzucajg tez snop $wiatta na Rysunek 13.1 i dotad tajemnicze rozwigzanie A problemu
zaproponowanego w Przykladzie 13.2 (tamten rysunek jest ukryty w rozwiazaniu; trzeba w nie
wejsé, by go zobaczyd).
Zobaczmy, jak w tej sytuacji pracuje algorytm podany na Wyktadzie XI.
Etap 0 to [w pierwszej fazie, przed sprawdzaniem ostrych nieréwnosci], z warunku komple-
mentarnosci, poszukiwanie portfela z,, optymalnego w Blacku (13.6) ze wzgledu na te sama

T
o = % Otoéz ten portfel nie jest Markowitza. Istotnie, portfel (0, %, %) na przecieciu boku

ez €3 1 prostej krytycznej Blacka dla danych (13.6) jest optymalny w takim modelu Blacka ze
wzgledu na

—_
[e=]
3

33 .23
23 33 5 ’
49 99 [ 9 ) 3

a wiec E(zqp) > % i portfel z,p lezy na prostej krytycznej poza sympleksem A3.6

6 Jest éwiczeniem sprawdzajacym znalezé ten portfel zop, patrz tez Rysunek 13.4.
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Rysunek 13.4. Lamana wierzchotkowa i portfel Zo, (optymalny wzgledem g = 13—1) na niej.

Etap OUT = {1} to szukanie y = (0, y2, y3)", y2, y3 > 01

(E?J_H+MO€)1 >07
(Xy — p+ poe)2 =0,
(Xy — p+ poe)3 =0

)
. _1 _ 6 P oy . . 1,6 11
co daje y2 = g, Y3 = 3, zas nier6wnos¢ na pierwszej sktadowej 5+ g —3+
0

3 > 0 jest spelniona.
Algorytm konczy sie wiec na tym etapie, dajac po normalizacji ﬁ = (0, =, g
z oczekiwaniami.

)T = Zop zgodnie

Nie jest to koniec naszych przyktadéw szukania portfeli optymalnych w aspekcie M. Takie
portfele pojawia si¢ jeszcze w nastepnym Wyktadzie XIV.

Tymczasem jednak niecierpiace zwloki sg zreby waznej teorii, siegajace wstecz do roku 1965
(praca O.L. Mangasariana [18]) niezbedne do tego, co wymienione w tytule tu ponizej.

Uzasadnienie algorytmicznej metody przedstawionej w Wykladzie XI.
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Na samym poczatku potrzebny jest nam maty rozbieg — musimy cofnaé sie do rézniczkowalnych
funkcji wypuklych i wklestych wielu zmiennych. Ten temat jest niestety traktowany troche po
macoszemu w kursie AMII (zreszta tam, jak wiadomo, prawie na nic nie starcza czasu). Jesli
f: g — R, G otwarty wypukly, jest rozniczkowalna, wtedy

RrE
f jest wypukla <—  f(y)> f(x)+ Vf(z) - (y—=x) dla z,ye€qG.
Takze w wersji ostrej, czy Scistej,
f jest Scidle wypukta <«—  f(y)> f(z)+Vf(z) - (y—2x) dla z,yeG, z#y.

Analogiczna, z nieréwnosciami w przeciwnych kierunkach, jest charakteryzacja funkcji wklestych
rézniczkowalnych.
(Tej wiedzy zwykle nie uzyskuje sie w kursie AMII, lecz dopiero na zajeciach z Optymaliza-
¢ji. Tymczasem chodzi tu o zupelnie podstawowe intuicje geometryczne zwiazane z funkcjami
wklestymi/wypuklymi wielu zmiennych w ich punktach rézniczkowalnosci — o podpieranie z
géry/dotu wykreséw takich funkcji przez afiniczne przestrzenie styczne do tych wykreséw.)

To przypomnienie stanowi motywacje i punkt wyjscia do zdefiniowania ogdlniejszych wtla-
snoéci rézniczkowalnych funkeji wielu zmiennych, niz wklestoéé/wypuktosé.”

Definicja 13.1 ([18]). e Powiemy, ze f j.w. jest pseudo-wklesta gdy
Vi) (y—2)<0= f(y) < f(z) dla z,yedC.

e f j.w. jest pseudo-wypukia gdy

Vi) (y—2)>0= fly) > f(z) dla z,yeGC.

Obserwacja. 13.1 Funkcja rozniczkowalna wklesta (wypukla) jest takze pseudo-wklesta (pseudo-wypukla).

Wynika to od razu z Definicji 13.1, po wykorzystaniu przypomnianych chwile wczedniej
charakteryzacji funkcji wklestych i wypuklych rézniczkowalnych.

Uwaga 13.1. Na odwrét nie, bo np funkcja R o N x4+ 23 € R nie jest ani wklesta, ani

wypukla, natomiast jest ona zaréwno pseudo-wklesta, jak i pseudo-wypukta.
Istotnie, f/(z)(y — z) = (1 4 322)(y — x), natomiast f(y) — f(z) = 1+ 22 + oy +y?*)(y —z) i
pierwsze czynniki w tych wyrazeniach iloczynowych sg zawsze dodatnie.

7 na poziomie definicji, sama wklestosé/wypuklosé funkeji nie wymaga rézniczkowalnosci
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Pod koniec poprzedniego wyktadu poznalismy klase funkcji wielu zmiennych, ktére sa pseudo-wkleste

lub pseudo-wypukte. Najwazniejsza dla nas sprawa zwiagzang z tymi funkcjami jest to, ze za-
chodzi dla nich wersja twierdzenia Karusha-Kuhna-Tuckera! Czasami méwi sie krétko, ze to
twierdzenie, i to w formacie ‘wteddy’, jest tez prawdziwe w kategorii pseudo-wypuklej. Po-
dajemy je tutaj, bez dowodu jak i Twierdzenie 9.2, w nienajogdlniejszej wersji — tylko przy
ograniczeniach nieréwnosciowych (bez réwnosciowych, bo w zastosowaniu nasze funkcje beda
niezmiennicze ze wzgledu na skalowanie argumentu). Ponadto warunki nier6wnosciowe sa tylko
w postaci liniowej. Wigkszej ogdlnoéci nie potrzebujemy; bylaby tylko naszym wrogiem, nie zas$
sojusznikiem.
(Wieksza ogdlnosé czytelnik znajdzie juz w pionierskiej pracy [18]. To wlasnie tam, na stronie
281, zdefiniowane zostaly funkcje pseudo-wkleste i pseudo-wypukte, natomiast Theorem 1 na
stronach 284-5 jest ogdlna wersja twierdzenia typu K-KT w kategorii pseudo-wypuktlej i w for-
macie ‘wteddy’. Nazwisko Karush nie pojawia si¢ w [18]. Warto tez zwréci¢ uwage na ‘Section
3. Remarks on pseudo-convex functions’ na stronach 288-9. Lokalne minimum jest zawsze dla
tych funkcji globalnym minimum (!) i wlasnosé te dziedziczy nawet pewna jeszcze szersza klasa
funkcji $cisle quasi-wypuktych, takze zdefiniowana w [18].)

Twierdzenie 14.1 (Karush; Kuhn, Tucker; wersja znacznie p6Zniejsza, w kategorii
pseudo-wypuklej). Niech G C R¥ bedzie otwarty i wypukly, zas f: G — R bedzie
pseudo-wklesta (pseudo-wypukla) na G. Niech ponadto punkt x = xg € G spelnia
warunks

aiTx<bi, 1=1,2,...,1, (T7)

gdzie b; € R, a; € RE. Wtedy zo jest punktem globalnego warunkowego maksimum
(minimum) funkcji f przy warunkach (ograniczeniach) (T7) <=

A, A9, NSO (200 V(o) + Y Aiai =0

l
oraz Z Xi(b; —alzo) =0 (warunek komplementarnosci).
i=ll

Z punktu widzenia formalnego prawie nie ma tu réznic z wersja podang w Wykladzie IX
jako Twierdzenie 9.2. I wtedy i teraz mamy bowiem do czynienia z produktami pochodnymi od
fundamentalnych rezultatéw zawartych w pracach [11]1 [14], o czym byla juz mowa w Wykladzie
IX. Nalezy jednak pamieta¢ — powtarzamy to — ze Karush oraz Kuhn z Tuckerem dawali tylko
warunki konieczne dla ekstremum warunkowego z ograniczeniami nieréwnosciowymi. Dopiero
w kategorii wypuklej (Twierdzenie 9.2) badZ pseudo-wypuklej (Twierdzenie 14.1) staja sie one
warunkami réwnowaznymi, i to od razu na globalne ekstremum warunkowe.

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitatowe 1 (¢) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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Teraz do dziela: wyruszamy na poszukiwanie w analizie portfelowej funkcji pseudo-wklestej
okreslonej na dziedzinie wypuklej, i do tego majacej odpowiednie maksimum warunkowe.
Szczegbélowa analiza funkcji prowadzacej do wspélczynnika Sharpe’a
Innym — a przy tym w analizie portfelowej najwazniejszym! — przykladem funkcji, ktéra nie
jest ani wklesta, ani wypukla, jest tzw. pre-wspo6tczynnik Sharpe’a. Doktadniej, majac dane
Y, w, po, gdzie ¥ > 0, u }f e (to nasze dawne zalozenie (5.2)) oraz: ug < Ey = % w aspekcie B,
wzglednie po < max p; w aspekcie M, rozwazamy funkcje

NS

— (& Tx
et

G = {z eRF|(u—poe)Tz >0, T2 >0} 32+ S(z) =

okreslong na otwartym i wypuklym (co widoczne) zbiorze G C R¥,

Zauwazamy od razu, ze gdy € G oraz e’z = 1, wtedy S(x) jest po prostu wspélczynnikiem
Sharpe’a, przy stopie bezryzykownej wynoszacej g, portfela x. Jest tak zaréwno w aspekcie B,
jak i M.

Co prawda — szczegdt dosé istotny — w zadnym z aspektéw nie liczymy tak wspotczynnikow
Sharpe’a wszystkich dostepnych portfeli, a tylko tych, ktére maja ten wspélczynnik dodatni.
Idzie jednak o jego maksymalizacje i w kazdym z aspektéw jasno widac, ze sg portfele o tym
wspotczynniku dodatnim.

Obserwacja. 14.1 Przy wymienionych wyzej zalozeniach, kazda taka funkcja S [ktéra w ana-
lizie portfelowej chcemy maksymalizowad| nie jest wklesta na G.

Uzasadnienie.! Oznaczajac dla krétkoéci v = pu— pge (v # 0, bo (5.2)), mamy zwarta postaé
wzoru na funkcje S, S(z) = v'z (JJTE a:)_i, dzieki czemu szybko liczymy jej gradient:
T

" = e (atsa) e (<) () et = (ata) (- s
(14.2)

Pokazemy, ze w dziedzinie G' niezwykle czesto zachodzi nieréwnosé pojawiajaca sie w definicji
Scistej wypuklosci funkcji rézniczkowalnych,

S(y) > S(x) +VS(z) (y — z). (14.3)
Szukamy zatem takich ,zlych” par (z, y) € G X G, ze
vTy viz Tw \~3 vl
> T Ty, B
Ay vares T ) ) )

(poréwnaj (14.2)). Lub, réwnowaznie,

Lub jeszcze réwnowaznie,
T N2 2D
v Yy — vty > vtz — MVTZ/. (14.4)
Ty x A /yTZ Y

Jak to spelni¢? Okaze sie, ze da sie to uzyska¢ przy dowolnym wektorze x € G takim, ze
z Jy X1y, albo, co tutaj réwnowazne, Yz Jf v. Ustalmy dowolny taki wiasnie wektor .

! zadziwiajaco niekrétkie, zastepujace inne, nie do kofica przekonywujace, podane podczas samych wyktadéw
(w [13] tresé Obserwacji 14.1 byta zadaniem z gwiazdka)
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Zmieniajmy teraz y, biorac ay zamiast y, a > 0. Wtedy nowa lewa strona w (14.4) to (stara
LHS)-a, podczas gdy prawa strona w (14.4) pozostaje niezmienna! Wystarczy wiec, by stara
LHS byla dodatnia. Wtedy (biorac dostatecznie duze a > 1) juz latwo uzyskamy pozadana
=Ty y—vly >

v
Ty

nieréwnos¢ dla poprawionej pary wektoréw x i ay. Jak wiec zapewnic¢ sobie
07?

Szukajmy takich wektoréw y (jeszcze przed ich ewentualnym przeskalowaniem) w postaci
y = x 4+ h. Po podstawieniu i skréceniu wyrazéw ma wiec by¢ IVTTszxTEh —vTh > 0, albo
rownowaznie

T
hT< i Ex—l/> > 0. (14.5)
xr

Wektor w nawiasie jest niezerowy — po to wlasnie zrobiliémy zalozenie ¥z }f v. Latwo zatem
znalez¢ taki wektor h, by zachodzila nier6wnosé (14.5) i przy tym taki, by z+h € G. (Np, wobec
otwartosci zbioru G, dobry jest kazdy h spelniajacy (14.5) i dostatecznie maly co do dlugodci;
euklidesowej, czy tez wyznaczonej przez iloczyn skalarny dawany macierza 3 — bez znaczenia.)

To juz koniec (at long last!) uzasadniania Obserwacji 14.1. Nieréwnosé¢ (14.4) zachodzi dla
wektorow x oraz y = a(x + h) wyspecyfikowanych w trakcie tego uzasadniania. Reasumujac,
pasuja tu m.in. prawie wszystkie x € G wraz z dobieranymi do tych xz-6w z ogromng swoboda
wektorami y = a(z + h).

Przyklad 14.1. PrzedledZzmy jeszcze etapy powyzszego uzasadnienia na konkretnym przykia-

dzie
10 3 2
k=2, Y= S s o =1, = ;
0 2 4 0
2 vTo 0
V= Ty xE:U V=
3 -3
0
Wezmy wiec np h = ; wtedy nier6wno$é (14.5) jest oczywiscie spelniona. Czy dla tego z
-1

oraz y = x + h od razu spelniona jest nieréwnos¢ (14.4)?

Oto6z nie, bo 3 < 4 — %. Lewsg strong trzeba pomocniczo pomnozy¢ przez dostatecznie duza

liczbe a > 1. Tutaj np wystarcza wziaé¢ a = %, bo juz 3- % >4 — %. Wtedy dla x jw i nowego

11 ] [2 0 5
o TO " N 11
0 ~1 -

11
1 \F 9 7 3 5 2
—= >\ => = =2+ (0, = -
V6 8 400 20 +( 2)
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Uwaga 14.1. Przyklad 14.1 pokazuje tez przy okazji, ze pre-wspolczynnik Sharpe’a nie jest
rézniczkowalna funkcja wypukla (choé taka wiadomos$é jest dla nas zupelnie marginesowa, bo
przeciez chcemy ten wspélezynnik maksymalizowaé, nie za$ minimalizowad). Istotnie, przed
przeskalowaniem wektora y mieli$my tam nieréwnosé S(y) < S(z) + V(z)T(y — z): % <i=
24 [0, 2] (%) tamiaca rézniczkowalng wypuklosé.

Uwaga 14.2. Uzasadnienie Obserwacji 14.1 nie poszto nam szybko, bo chodzilo o pewne nie-
réwnosci charakterystyczne dla Scistej wypuktoéci funkeji rézniczkowalnych. Takie nieréwnosci
sa — w sytuacji z Obserwacji 14.1 — sprawa delikatna. Mianowicie, w (14.4) szukane byly pary

x, y € G takie, ze
T /7T
T XY g X 7 T T
——V Tt —rvy>vartvy,
T T Y +vly

przy czym oba skladniki po prawej stronie byly, z definicji zbioru G, dodatnie. Zakladajac
nawet, ze 21Xy > 0, tzn., Ze i po lewej stronie oba sktadniki byly dodatnie, mimo wszystko
iloczyn tych sktadnikéw po lewej stronie, czyli liczba

xTEy T

T
vix-v
VaTtSzyyTSy Y

byl, z nieréwnoéci Schwarza, niewiekszy niz iloczyn vTz - Ty skladnikéw po prawej stronie;
najczesciej zas byt po prostu mniejszy. Otdz potrzeba pewnej gimnastyki, by przy mniejszym
iloczynie dwéch czynnikéw mieé¢ (jednak) wieksza sume tych czynnikéw. Taka sytuacje udalo
nam sie w sposéb Scisty wygenerowad.

T

Natomiast okazuje sig, ze takie funkcje S sa pseudo-wkleste.

Twierdzenie 14.2. Przy zalozeniach jak na poczgtku biezgcego wykiadu,
pre-wspotczynnik Sharpe’a S jest funkcjg pseudo-wklestq na G.

Dowdd. Zaktadamy, ze VS(x)T(y — ) < 0, przy czym gradient(y) V.S(z)T zostal(y) juz poli-
czony(e) w uzasadnieniu Obserwacji 14.1 powyzej. Zapisujemy to w postaci rozwinietej

T

SIS

0> (:ETZ‘ ZL')_ ’ Ty — :U))

T, _ T . _
(1/ Y-V e
1 T
= (:UTE :c) : (VTy — l’TE.T,':UTZ y) )

albo réwnowaznie — patrz lewa nieréwnos¢ ponizej, a potem kontynuujac dalej (prawa nieréwnosé

ponizej) przy pomocy nieréwnosci Schwarza:

T vz T vz
vy < —m—— T Xy < VaTYx/yTSy .
2Tz 2Tz
——
ten utamek > 0
To juz daje
vy vz

< .
TSy Vilsa
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Maksymalizacja wspélczynnika Sharpe’a, w aspekcie M i przy silnych zaloze-
niach.

Aspekt M oznacza, ze chcemy maksymalizowaé pre-wspo6tczynnik Sharpe’a S na zbiorze GN
{z > 0}. Nie ma wiec tu zadnych ograniczen réwnosciowych (pracujemy z pre-wspolczynnikiem
niezmienniczym ze wzgledu na skalowania), za$ ograniczenia nieréwnosciowe to wlasnie x > 0
(jedna nieréwnosé wektorowa skrywajaca k nieréwnosci skalarnych). W tej czesci zakladamy, ze
3 > 0. Zaraz puscimy w ruch budowana od dawna maszynerig.

Jest niezmiernie wazne, ze punkty maksymalizujace funkcje S na G przy podanych ograni-
czeniach w ogdle istnieja — ze mamy czego szuka¢ przy pomocy Twierdzen 14.1 i 14.2.
Istotnie, z racji dodatniej jednorodnoéci stopnia 0 funkcji S mozna rozwazaé tylko argumenty
z G N AP, za$ skoro o maksymalizacje S chodzi, to ,nic zlego nam nie dojdzie” gdy bedziemy
rozwazaé wszystkie portfele z A* (bo wobec zalozefi o g istnieja portfele z € A*, dla ktérych
S(x) > 0, wiec maksymalizacja S i tak odbywaé sie bedzie w czeéci G N AF). Dalej to juz
standard z pogranicza analizy i topologii: ciagtoé¢ S na zwartym zbiorze A¥ i twierdzenie We-
ierstrassa.

Tak wiec maksimum funkcji S na G N {x > 0} jest osiagane. Przechodzimy teraz do wylu-
skiwania tych miejsc, gdzie to sie dzieje. Bedzie ich duzo, bo przeciez wspomniana dodatnia
jednorodno$é¢ stopnia O.

W Twierdzeniu 14.1 przyjmujemy | = k oraz a; = —e;, b = 0dlat=1,2,..., k. Wtedy
warunki (77) wlasnie koduja nieujemno$é wszystkich sktadowych wektora x. (Spotykali$my
sie juz z takim kodowaniem nieujemnosci sktadowych portfela Markowitza przy stosowaniu
Twierdzenia 9.2. Mozna powiedzieé, ze jest to dla nas chleb powszedni.)

Na mocy Twierdzenia 14.1, xg € G N {x > 0} jest punktem (pre-portfelem) maksymalizuja-
cym S na G N {zx > 0} wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja niedodatnie wspélczynniki Aq,..., Ag
takie, ze
1. VS(zo) = — % \i(—e;) oraz
2. 3K N0 = (—e;)Tx0) =0 (z warunku komplementarnosci).

Pierwszy z tych wzoréw pokazuje, ze gradient S w x¢ jest niedodatni jako wektor i rownoczesnie
méwi, ze wspdlczynniki \; sa po prostu sktadowymi tego wektora gradientu. To pozwala duzo
bardziej operatywnie zapisa¢ drugi wzor, i tacznie w ten sposdb

e VS(zp) <0 oraz

o0 xOTVS(ajo) =0.

_1
Teraz nalezy rozszyfrowaé e pamietajac, ze V.S(zg) = (mOTE mo) : <1/ AT ) Zx()). Piszac

mEJFE o
jako
T . . e
Yo = zl;TEI;O o pewna dodatnia wielokrotnosé portfela xg, e oznacza

Yyo — p+ poe > 0,

za$ ee oznacza xg (Syo — p1 + poe) = 0, albo réwnowaznie

Yo (Zyo — p+ poe) =0,

przy czym oczywiscie yo = 0, eTyy > 0. To wlasnie sg nasze stare dobrze znajome zwiazki
(11.10).

Uzasadnienie sposobu szukania portfeli optymalnych z,, w teorii Tobina przy ¥ > 0 jest
teraz zakonczone. (W koncéwcee troche szybko to poszlo; czytelnik nie takiej koncéwki sie spo-
dziewal po dlugim wstepie.) Jednak — uwaga — dalece nie jest zakoniczone przy ogélniejszych
macierzach ¥ > 0. Tym przypadkiem zajmiemy si¢ niebawem.

W tym momencie narzuca sig¢, tak: wrecz narzuca si¢ pytanie, czy rozwinigta tu powyzej
technika pracy z pre-wspélczynnikiem Sharpe’a S nie wyprodukowalaby jeszcze raz (niejako po
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drodze) wzoru na portfele optymalne z,, w zmodyfikowanej teorii Tobina, tj przy z powrotem
dopuszczanej nieograniczonej krétkiej sprzedazy i, oczywiscie, dla ¥ > 0.

Odpowiedz jest twierdzaca, bo przeciez zerowanie sie gradientu funkcji pseudo-wklestej w
punkcie zbioru otwartego wypuklego jest réwnowazne jej maksymalizacji na tym zbiorze w
tym wtadnie punkcie: koniecznoéé¢ tego warunku to fakt ogdlny z AMII, siegajacy wstecz az do
Fermata (potowa XVII wieku), natomiast jego dostatecznosé¢ wynika z samej definicji — patrz
Definicja 13.1 w Wyktadzie XIII.

Majac zatem jakis y € G taki, ze
T
(V - yTEyyZ y) ’
T
< i >y =5y, (14.6)

Y2y

NI

0=VS(y) = (y"Sy)

zapisujemy ten fakt w postaci

Skoro ten y spelnia (14.6), to wszystkie ty: ty € G tez spelniaja (14.6). Zatem wszystkie
y = tX "y, t > 0, spetniaja (14.6), a wéréd nich ten dla t = (eTE_ly) 1, tzn. portfel zqp.
Rozumiemy to tak, ze wiele punktéw w G maksymalizuje S, lecz wérdd nich jest tylko jeden
portfel — wlasnie portfel zop.

Maksymalizacja wspoétczynnika Sharpe’a, w aspekcie M i teraz przy stabszych
zalozeniach.

Zalozenie (5.2) jest nie do podwazenia — nie moga wszystkie wartosci oczekiwane stép zwrotu
z waloréw gieldowych by¢ takie same; mapa Markowitza musi by¢ dwuwymiarowa! Za to do roz-
wazenia jest ostabienie zatozenia X > 0. W tej czesci Wyktadu XIV zaktadamy tylko, ze ¥ > 0.
Jaka wtedy mamy wiedze nt portfeli optymalnych?

Jedli chodzi o aspekt B, to takie ostabienie wiedzy nt macierzy kowariancji, nawet bez
zerowania sie ryzyka niektérych portfeli, moze prowadzi¢ do nieistnienia portfeli optymalnych
ze wzgledu na jakakolwiek ustalona stope bezryzykowna. Pamietamy jeszcze Przykiad 7.1 w
Wyktadzie VII, gdzie po przejsciu od aspektu M do aspektu B portfele efektywne po prostu
wyparowaly. Tymczasem portfel optymalny wzgledem jakiej$ stopy po musiatby by¢ efektywny;
optymalnych wiec nie ma. Zreszta granica minimalna jest pionowa prosta o = % jak na Rysun-

ku 7.1, 1 wspo6lezynnik Sharpe’a kazdego portfela krytycznego tatwo jest (graficznie) powiekszy¢.

Duzo ciekawszy jest aspekt M, kiedy to wiekszo$é¢ dotychczasowych rozwazan przechodzi,
co prawda tylko dla odpowiednio wybranych wartosci uyg.
Po pierwsze, przy macierzy kowariancji nieujemnie okreslonej ryzyko portfeli Markowitza nie
must schodzi¢ do zera; widzieliSmy to juz w ¢wiczeniu w Uwadze 7.2. Wtedy dodatkowe ogra-
niczenie dolne na pg zaproponowane w (14.7) ponizej jest puste. Czesto jednak ryzyko schodzi
do zera (cho¢by w modelach doskonale + skorelowanych), i wtedy w mianowniku wyrazenia
definiujacego wspoélczynnik Sharpe’a moze (czy: moglaby) dziaé sie katastrofa. By jej uniknaé,?
zakladamy w dalszym ciagu, ze

max{E(z)|z € A¥, o(z) =0} < po < max (14.7)
1<i<k

(piszemy max zamiast sup, bo znowu w gre wchodzi ciagla funkcja E(-) na zbiorze zwartym).

Uwaga. Jedli w A nie ma portfeli o zerowym ryzyku, to dodatkowego dolnego ograniczenia
na (o po prostu nie ma.

Pre-wspétczynnik Sharpe’a S zdefiniujemy teraz nie na calym zbiorze G zdefiniowanym w
(14.1), tylko na o wiele mniejszym zbiorze [tez, jak i G] wypuklym i otwartym GwRF GCQG.

2 by, jak méwia anglosasi, be on the safe side
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W dobrym okresleniu tej dziedziny dla S tkwi teraz gtéwna trudnosé. Szczegdlnie chodzi tu o
wypuklosé zbioru — funkcje pseudo-wkleste potrzebuja wszak wypuklej dziedziny!
Uwaga. W waznym fragmencie wykltadu przedstawionym tu nizej mignie tez przez chwile jedna

najprostsza mozliwosé, gdy nowy G bedzie starym G. Nie o to nam jednak gléwnie chodzi ...

Konstrukcja dziedziny pre-wspélczynnika Sharpe’a gdy X > 0.

Zauwazamy, ze zbior Z; = {x € AF | vtz > 0} jest niepusty wypukly (co oczywiste) oraz
nie zawiera portfeli o zerowym ryzyku, bo na nich (jedli takowe w AF sg) funkcjonat T jest
ujemny — patrz (14.7).

Dla potrzeb dalszego rozumowania, niech Zero = {x € H| o(z) = 0}. Ten zbidér stanowi

przeszkode, choé¢ wyjatkowo moze nawet byé pusty przy macierzy 3 > 0 (znamy dobrze jeden
taki przyklad).
Jedli zbiory A¥ i Zero sa rozlaczne, to liczby & tu ponizej nie definiujemy. Natomiast jeli maja
one niepuste przeciecie, to zauwazamy, ze wartosci funkcji liniowej F(-) na zbiorach Z; oraz
Zero N AF réznig sie — patrz (14.7) — o pewna dodatnig wielkoéé. Te dwa zbiory wartosci sa od
siebie oddzielone na osi liczbowej, natomiast funkcja £: H — R jest jednostajnie ciaggla. Zatem
i zbiory argumentéw musza by¢ oddzielone w przestrzeni H:

dist(Z1, Zeron A*) =6 >0. (14.8)

Troche wiekszy klopot jest z czeScig zbioru Zero potozona poza A*¥ — znowu: jedli tylko jest
ona niepusta. (Jedli jest pusta, to z kolei nie definiujemy liczby &’ ponizej.)

Mamy wiec sytuacje Zero \ AF # ().

Przypuéémy wéwezas, ze dist(Z1, Zero\ A¥) =0.

Istnieja zatem ciagi portfeli (z,,) C Z1 C A oraz (y,) C Zero\ AF takie, ze ||z, — yn|| — 0
gdy n — oco. Sympleks AF jest zwarty, wiec istnieje podcigg portfeli (zp,,) zbiezny do jakiego$
portfela T € A* gdy m — co. Oczywiscie tez ||yn,, — || — 0 gdy m — oo.

Wobec o (yn,,) = 0 dlam € N, i z ciaglosci funkeji o(-) na H, mamy o(z) = 0. W sytuacji, gdy
Zero N AF = () (tj gdy nie ma liczby §), sprzeczno$é jest juz, bo jednak T € Zeron A*.

Jedli zas Zeron AF £ () (liczba 6 jest), wtedy sprzecznosé jeszcze przez chwilke dokuwamy:
v'Z >0, bo vTx,, >0 dlam € N. Ta wlasnoéé hipotetycznego portfela Markowitza T wraz z
wezesniejsza wiadomoscia o(T) = 0 juz daja sprzecznosé z lewa nieréwnoscia w (14.7).

Tak, czy inaczej, portfel T nie moze istnie¢. Tym samym udowodnilidémy ad absurdum, ze

dist(Z1, Zero\ AF) =4¢" >0, (14.9)

o ile tylko Zero\ AF # (.

Mamy wiec dwie warunkowo zdefiniowane liczby: § i §’. Warunkowos$é oznacza tu, ze by¢
moze ktéra$ z nich jest nieokre$lona, wzglednie nawet obie sa nieokreslone (powtarzamy, ze
moze tak by¢ nawet przy czeSciowo zdegenerowanej macierzy X).

Jesli obie te liczby s nieokredlone, albo innymi stowy Zero = (), wtedy ... nie dzieje si¢ nic
nowego pod stoncem? i ktadziemy G=G.0 tej rozczarowujacej mozliwoéci wspominalidémy juz
w Uwadze wyzej.

Jedli za$ przynajmniej jedna z tych liczb jest okreslona, to wnioskiem z (14.8) i/lub (14.9)
jest

dist(Z1, Zero) =min(4, §') =r >0, (14.10)
z naturalnym rozumieniem i rolg liczby r gdy jednej z liczb delta nie ma. Teraz juz mozemy
skonstruowaé zbiér Zs, H D Zs D Zi, otwarty w H, wypukly i roztaczny z niebezpiecznym
zbiorem Zero:
Zy = |J B(=, 1), (14.11)
TxEZ

3 zasada brzytwy Ockhama
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gdzie B(z, r) to kula otwarta w hiperplaszczyznie H o srodku w z i promieniu r (zawsze w
uzyciu jest odleglosé euklidesowa, dziedziczona w H z R¥).

Otwartos¢ Zs w H jest jasna, rozlacznos$é ze zbiorem Zero wynika z (14.10) (kule w (14.11)
sa, przypominamy, otwarte). Wypuklosé Zs wynika wprost z wypukloéci Z;. Doktadniej, pozy-
teczne jest samodzielnie rozwiazaé nastepujace ogdlne

Cwiczenie 14.1. W przestrzeni euklidesowej V dany jest niepusty zbiér wypukly Z, zas r > 0

jest ustalong liczba dodatnia. Uzasadnié, ze zbiér |J B(z, r) D Z tez jest wypukly w V.
T€Z

Wybér Z; dokonany w (14.11) jest kluczowy. To pewna wypukta otoczka w H pewnej czesci
sympleksu standardowego AF. Moze to jednak byé¢ bardzo cienka otoczka w H (r moze byé
malenkie dodatnie), niewiele wicksza od samej otaczanej czesci sympleksu.

Niech teraz G bedzie po prostu stozkiem nad Zo,

G = U ez, {x eR*|eTz >0, 2T82 > 0} (14.12)
ac€R4

(prawa inkluzja jest oczywista). Skoro zbiér Z; byl wypukly i otwarty w H, wiec zbiér G
zdefiniowany w (14.12) jest z kolei wypukly i otwarty w R¥. Wtaénie na takiej dziedzinie G
rozwazamy teraz pre-wspélezynnik Sharpe’a S: G 3 z — S (z). Dosy¢ ciezka walka zostala
stoczona, by byl on dobrze okreslony na calym otwartym i wypuklym G (pamietna rozlacznosé
Zy 7 Zero na poziomie hiperplaszczyzny H).

Czy jest to wlasciwy punkt wyjscia do jego maksymalizacji na catym sympleksie standar-
dowym, oczywiscie z wylaczeniem portfeli majacych zerowe ryzyko?* Wyjaénijmy to tutaj do-
kladniej. Lewa nier6wno$¢ w (14.7) mozna przepisa¢ w postaci

max{vz |z € A* o(z) =0} < 0.

Skoro jest tak, to takze
sup{viz |z € A¥ | o(x) < oo} < 0

dla pewnego dostatecznie malego dodatniego op. Wobec tego maksymalizacja wspdtczynnika
Sharpe’a na zbiorze {z € AF| o(z) > 0} jest tym samym, co jego maksymalizacja na zbiorze
{z € Ak‘ o(x) > o9} — bo odpadaja tylko pewne ujemne wartosci funkcji, ktéra przyjmuje
tez wartoéci dodatnie. Na ostatnim zapisanym tu zbiorze ten wspétczynnik jest funkcja ciagla,
za$ sam zbiér jest zwarty. Przeto jego kres gérny na tym zbiorze jest skoficzony i jest osiagany.
To wtasnie bylo nam potrzebne, bo tym samym kres gérny wspoélczynnika Sharpe’a na {z €
AF ] o(x) > 0} jest skonczony i osiagany! Przy tym, rzecz prosta, jest on osiagany w punkcie,
lub punktach, zbioru Z;, ktéry postuzyt nam wczeéniej do zaproponowania okrojonej dziedziny
dla pre-wspotczynnika S.

Idziemy teraz za ciosem, bez straty ogolnosci pozostajemy w naszej dziedzinie dla S i z dodatniej
jednorodnosci stopnia 0 funkcji S dostajemy, ze

* kres gorny S na G N {xz > 0} jest skonczony i jest osiggany.

4 Taka propozycja dziedziny dla S jest lekko niestandardowa. Ta dziedzina nie obejmuje przeciez calego
AF bez portfeli zerowego ryzyka! Tak jest, lecz tak tez bylo w latwiejszej sytuacji ¥ > 0 na poczatku tego
wyktadu; nie bedzie to przeszkadzaé¢ w naszej maksymalizacji S. To tylko cena (niejedyna, tez zalozenie (14.7)),
jaka musimy zaptaci¢, by mie¢ wypuktosé dziedziny dla S.

5 greszta doktadnie na zbiorze Z; zdefiniowanym wczesniej
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Twierdzenie 14.3. Gdy ¥ > 0, wtedy warunki (11.10) skrywajg wszystkie portfele
optymalne w aspekcie M ze wzgledu na stope bezryzykowng po spetniajocg (14.7).

Innymi stowy, réwniez wtedy portfele optymalne (juz niekoniecznie jeden jedyny portfel
optymalny!) znajduje sie, rozwigzujgc liniowe zagadnienie komplementarnosci (11.10).

Dowdd. Czytelnik domyéla sie juz, ze kluczowy dla dowodu jest wiadnie fakt *, czyli osigganie
najwiekszej wartosci przez S na wymienionym tam zbiorze. Gdyz poza tym caly (gruby, otwarty)
G jest zbiorem wypuklym, na ktorym funkcja S jest pseudo-wklesta. Tak samo, jak przy ¥ > 0
ten sam pre-wspoélczynnik Sharpe’a byt pseudo-wklesty na (o wiele wigkszym) zbiorze G D G.
(Czasami G nie jest ,,0 wiele wigkszy”, tylko jest tym samym, co C:’, lecz to zupelny szczegol.
W trudniejszych sytuacjach G moze by¢ o wiele wigkszy niz C:’)

Dowdd pseudo-wklestosci przechodzi bez zmian, bo skurczona dziedzina jest wypukta, wzor
na gradient V.S pozostaje w mocy, zas$ nieostra nieréwnos¢ Schwarza zachodzi tez dla formy
dwuliniowej z nieujemnie okreslong macierza wspotczynnikow.

Dalej za$ wlacza sie znowu do akcji Twierdzenie 14.1, drugi raz tak samo prowadzac do wa-
runkéw (11.10), w 100% wiernie charakteryzujacych punkty warunkowego maksimum S przy
warunkach nieujemnosci wspoétrzednych. O

Uwaga 14.3 (po dowodzie). (i) W sytuacji tatwiejszej (poczatek tego wykladu) wycinaliSmy z
AF czeéé {vTx < 0}, a potem reszte powiekszaliémy do stozka G (nad ta reszta budowali$my
stozek G).

Teraz w trudniejszej sytuacji tez wycinamy te czesé, lecz dodatkowo musimy tez wyciaé zbiér
[nieprzyjemny, algebraiczny, niby ,tylko” stopnia 2, lecz przeciez w wielu wymiarach!] Zero. To
wyciecie sprawia pewien klopot, jesli chodzi o otwarta wypuklo$é tego, co zostaje. Potem juz
tylko powickszamy do stozka G.

Po drodze ubezpieczamy sie, postulujac w (14.7), by ZeroNAF ¢ {vTz < pewna liczba ujemna}.
To ubezpieczenie jest absolutnie naturalne — wystarczy je sobie zinterpretowac graficznie na pio-
nowej osi na plaszczyznie R?(o, E).

Zauwazmy jeszcze, by postawi¢ mala kropke nad ,,i”, ze w definicji zbioru G w (14.1) wystepowal
warunek vTx > 0. Natomiast w definicji (14.12) zbioru G ten warunek eksplicite sie nie pojawia
i wrecz miejscami moze nie by¢ spelniony w G.

Byl on w definicji zbioru Z; i byt tam wazny, natomiast moégt sie zagubi¢ przy rozszerzaniu Z;
do Zy [stozkiem nad ktérym jest é] Dla samej maksymalizacji funkcji S nie ma to zadnego
znaczenia, bo technika K-KT wyluskuje nam tutaj pre-portfele maksymalizujace S siedzace w
G N {x > 0}, czyli w stozku nad Z,, gdzie z powrotem (czy: od poczatku) warunek vz > 0
zachodzi.

(ii) Twierdzenie 14.3 moze zostaé/zostanie w pelni ocenione dopiero podczas wykladéw
APRK2, gdy staje/stanie si¢ czym$ nieodzownym w badaniu waznego modelu Alexandera oglo-
szonego w roku 1993 w pracy [1], proponujacego dos$é realistyczne podejscie do krétkiej sprze-
dazy. Nie tak krancowo restryktywne, jak u Lintnera (poréwnaj Wyklad IX), i tez nie tak
krancowo swobodne/nierealistyczne, jak u Blacka i wspotautoréw (poréwnaj Wyktady V i VI).
W modelu Alexandera macierze kowariancji tylko nieujemnie okreslone sg czym$ najbardziej
naturalnym pod stoncem.

Gdy to Twierdzenie 14.3 jest juz udowodnione, najwyzsza pora na ilustracje, jak konkretnie
tamte stynne warunki (11.10) pracuja w sytuacji, gdy macierz kowariancji jest tylko nieujemnie
okredlona.

W éwiczeniu ponizej ograniczenie dolne na ug w (14.7) jest puste, bo Zeron A3 = (). I nawet
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sgorzej”: po prostu Zero = (), wiec w calej konstrukeji dziedziny dla S powyzej mozna byto
wziaé G = G itd. Tym niemniej macierz 3 jest tam tylko nieujemnie okreslona...

Algorytm z Wykltadu XI nie dziala w sensie dostownym — nie mozemy wszak odwracaé
macierzy ¥. Mimo to, zgodnie z Twierdzeniem 14.3, warunki (11.10) jednak dobrze koduja
portfele optymalne w aspekcie M. Rozwiazemy te warunki (lecz dopiero w ... Rozwiazaniu
¢wiczenial) ,calosciowo”, czyli tacznie i z marszu rozwiazemy odpowiednie liniowe zagadnienie
komplementarnosci. Do dzieta zatem.

Cwiczenie 14.2. W sltynnym juz modelu Markowitza z ¢wiczenia w Uwadze 7.2 (Wyktlad VII)
znalez¢é portfele optymalne ze wzgledu na bankowa stope bezryzykowna g € [0, 1]. (Podkresla-
my, ze tym razem chodzi o aspekt M, bo aspektowi B w tym modelu zostalo juz poswiecone
Cwiczenie 9.2 w Wyktadzie IX.)

Rozwigzanie. Wiemy juz z Uwagi 7.2, ze w tym modelu wszystkie portfele Markowitza sa
portfelami relatywnie minimalnego ryzyka. Przy kazdej ustalonej wartosci E € [1, 3] jest caly
odcinek takich portfeli; dla skrajnych wartosci E odcinek degeneruje sie do punktu — jednego
portfela. Wiec dla wartosci E odpowiadajacej ustalonej na pionowej osi wartosci o powinnisémy
mieé caly taki odcinek portfeli optymalnych wzgledem tej stopy bezryzykownej.

Dokladniej, jaka pionowa wspétrzedna E ma punkt na gérnym ,wasie” pocisku o2 —(E—2)? = 1,
o > 0 (wzoér uzyskany w Uwadze 7.2), w ktérym styczna do pocisku przecina o§ O E na wysokosci
o <27

Jest to standardowa geometria analityczna krzywych stozkowych, kiedy$ obecna w podreczni-
kach licealnych: F = % Konkretnie, gdy po € [0, 1], wtedy E € [%, 3}.

Jakie portfele Markowitza przechodza w mapie Markowitza na punkt pocisku Markowitza poto-
3-E
zony na wysokosci E7% Na boku 1€z jest to portfel ( E(Ql ) ) , natomiast na boku e3 es — portfel

2

0
<3E ) Zatem caly odcinek miedzy tymi skrajnymi portfelami,

E-2
3-E 3—F
= 0 t45-
z(t, B)=t| o |+(A-t)|3-E|= (1-t)(3-E) , 0<t<1,
= g2 \iEiva-nE-2
przechodzi na punkt pocisku potozony na wysokosci F. Gdy podstawimy E = 52__2;‘00 i policzymy
1—pu
Yx(t, E), wtedy zalezno$¢ od ¢ znika: Y z(t, F) = ﬁ <§—ug). Teraz staje sie jasne, jak
—Ho

realizuje sie krytycznosé, o ktérej mowa we wskazéwce do Uwagi 7.2:

1 o
2—po 22— po

Yx(t, E) = e.
Natomiast w terminach problemu (11.10) trzeba oczywiscie wzia¢ y = y(t, E) = (2—puo)z(t, E),
ktory dla rozwazanych tu wartosci ¢ i £ ma wszystkie skladowe nieujemne, no i mieé¢ wtedy,
wlasdnie calosciowo i niezaleznie od oddzielnych etapéw, X y(t, E) — p+ poe = 0.

Normalizacja pre-portfela y(t, E) daje portfel z(¢, E') optymalny ze wzgledu na stope pg. Zalez-
nosé tych portfeli od t jest oczywiscie afiniczna. Jest ich wiele przy ustalonej g, nie ma mowy
o jakiejkolwiek jednoznacznosci portfela optymalnego (od dawna wiemy, ze caly przyklad jest

6 jedno nazwisko wystepuje trzy razy w jednym pytaniu, i wszystko jest najzupelniej legalne
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co najmniej dziwny). Natomiast jak te portfele zaleza od po?
To tez nic trudnego. Do znanego juz wzoru na z(t, E) podstawiamy znaleziona zaleznosé
E = E(up), dostajac

3t — 5tho
1
2 — o

x(taE(MO)): 1—t—uo+tuo ) 0<t<1l.

1+ 1t — St

Cwiczenie 14.3 (kontynuacja Cwiczenia 14.2). Znalezé najmniejszg warto$é stopy bezryzy-
kownej jo, ze wzgledu na ktéra portfel es jest optymalny w modelu Markowitza z Cwiczenia
14.2.

Wskazaé jakas inng wiekszg stope bezryzykowna, ze wzgledu na ktora portfel es takze jest
optymalny w aspekcie M.
Czy jest to jedyny portfel optymalny w aspekcie M przy tej wiekszej stopie bezryzykownej?

Na koniec tych rozwazan o portfelach optymalnych ze wzgledu na stope(y) puo w aspekcie
M, przeprowadzmy jedna diuzsza analize ich zachowania i zmiennosci w troche podkreconym
przyktadzie Krzyzewskiego. Mianowicie, przy niezmienionej tamtej macierzy kowariancji, prze-
sunmy wszystkie wartosci oczekiwane o wielko$¢ 3 w gére — rodzaj przesuniecia rownoleglego
stép, pojecia wystepujacego m. in. w kursie Inzynierii Finansowej. Tzn. rozwazamy teraz model
Markowitza

19 6 1 4
Y¥=16 3 1| r=]|3 (14.13)
1 1 2 2

wzbogacony o stope wolng od ryzyka pg zmieniajaca sie od 0 do % Te wartosci graniczne stopy
bezryzykowne]j sa uzasadnione geometria przykladu i sa po prostu wysokosciami, na ktérych
styczne do granicy minimalnej w obrazach portfeli e3 i e; przecinaja pionowa 0$ OFE. (W samym
przyktadzie Krzyzewskiego przedziatl wartosci dla stopy bezryzykownej zaczynaltby sie w —3 —
dos¢ nieciekawej stopie zwrotu pozbawionej ryzyka.)

Wiemy, ze i tutaj cala granica minimalna jest efektywna, bo to stary przyktad Krzyzewskie-
go, tylko ,kopniety” o 3 w gére. Portfele optymalne przy zmienianiu stopy po przebiegaja wiec
cala tamang wierzchotkows, ktoéra jest, oczywiscie, identyczna jak w przyktadzie Krzyzewskiego
— patrz Rysunek 7.5 w Wyktadzie VII.

Gdy wiec przejezdzamy wartoscia pio przedzial [0, 3], wtedy portfele optymalne Z,, jada
(badz stoja) kolejno po (w) czesciach tamanej z Rysunku 7.5 polozonych na Scianach: (a) {3},
(b) {1, 3}, (c){L. 2, 3}, (d){2. 3}, (e){2} ({1, 2}, (e) {1}.

Skomentujemy prawdziwe ruchy portfela optymalnego oraz jego postdj w wierzchotku ey. Nie
przytaczamy szczegélowych obliczen — moga to byé (bardzo zalecane) dla czytelnika éwiczenia
sprawdzajace.
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Ad (b). Drzieje sie tak dla 0 < pg < ?, za$ wartos¢ oczekiwana portfela optymalnego Eop

zmienia sie wtedy miedzy 2 i i’—g. Sam za$ ten portfel to

Ko
N 1
Top = ————
P~ 68 — 350 0
68 — 36110

Jego skladowe sa wyrazone funkcjami wymiernymi (homografiami) od pg. Jest to catkiem na-
turalne, bo przeciez jego wartos¢ oczekiwana jest pewna homografiag od wo.

Ad (c). Dzieje sie tak dla % < po < %, zas E,p zmienia si¢ wtedy miedzy i’—g i % Natomiast

4 — 3po
. 1
Top = 17— 1210 =17+ 13p0

30 — 22u0

Ad (d). Dzieje sie tak dla % < po < %, zas Eop zmienia si¢ wtedy miedzy % i 3. Natomiast

0
- 1
Top = 53| =1+
6 — 4po

Ad (e). Portfel optymalny stoi na ez, podczas gdy po rosnie od % do 2. Dostajemy proste
nadstyczne w punkcie M(ez) do granicy efektywnej, wszystko oczywiscie w aspekcie M. (M (e2)
jest punktem zalamania — kinkiem — na granicy minimalnej.)

Ad (f). Dzieje sie tak dla 2 < ug < %7 zas E’Op zmienia sie wtedy miedzy 3 i 4. Natomiast

—6 + 3o

1
= 57 " 10p 33 — 13p0

0

Sprobujmy raz jeden zobrazowacé wszystkie te portfele optymalne dynamicznie na jednym
wspolnym rysunku, na osi odcietych odktadajac wartosci ug, zad na pionowych prostych, nad
odpowiednimi wartosciami stopy pg, zaznaczajac réoznymi kolorami wkiady odpowiednich walo-
row do portfela optymalnego. Konkretnie: kolorem ciemnozielonym zaznaczajac wkilad waloru
1, czerwonym — waloru 2, niebieskim — waloru 3. Oto wynik takiego obrazowania:

[w wersji pdf chochlik drukarski przerzucit diagram na nastepna strone]

Lamana efektywna jest tu, jak wiemy, bardzo bogata. Jej wizualizacja graficzna podana
w funkcji parametru pg troche rozczarowuje — widaé¢ chyba mniej, niz na Rysunku 7.5. W
ramach poréwnywania tamtego rysunku z obecnym Rysunkiem 14.1, mozna zadaé sobie pytanie
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Rysunek 14.1. Diagram wygladalby trochg inaczej — jak? — gdyby na osi odcigtych odkladac
wartosci Fop zamiast .

(oczywiscie kontrolne), czy na obecnym umiemy wskazaé punkty, w ktérych, na dawnym, prosta
krytyczna przecina boki sympleksu standardowego.

Jest to nietrudne w przypadku portfela krytycznego niemajacego waloru numer 2 (x2 = 0): nad
odciety pg = 1 widzimy charakterystyczny punkt potréjny.”

Jest to trudniejsze w przypadku portfela krytycznego niemajacego waloru numer 1 (z; = 0).
Czytelnik widzi na pewno lekki kink na Rysunku 14.1 na granicy miedzy obszarami niebieskim
i czerwonym. Ma on odcieta pg = % i rzedna % Taka sama odcieta % ma punkt o rzednej 1

" moze komus przypominaja sie lekcje fizyki w liceum, np punkt potréjny wody ...
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— wspdélny punkt narozny obszaréow: matego zielonego i czerwonego. Oba wymienione punkty
trzeba myslowo sklei¢ ze sobg; dostanie sie wtedy drugi punkt potréjny na diagramie.

Cwiczenie 14.4. Dokonujemy przesuniecia réwnoleglego wszystkich wartosci oczekiwanych o
wielko$é ¢, i = p + ce, nie zmieniajac przy tym [odwracalnej] macierzy kowariancji.

e Znalez¢ wzory na nowe wielkoéci ,,greckie” a, B i v po takim przesunieciu, a nastepnie

e sprawdzi¢, ze takie przesuniecie réwnolegle ma (skadinad naturalna i oczekiwana) wlasnosé
funktorialnosci N

a—fBt+e)  a—pt
B—Ft+c) B—nt

+c

dla wszystkich wartoéci ¢ € R. (Taka wlasno$é¢ funktorialnosci przeblyskiwata kilka razy w
»przesunietym przykladzie Krzyzewskiego” dyskutowanym tuz przed tym ¢wiczeniem.)

FLamane wierzchotkowe revisited i poczatek dyskusji algorytmu CLA

Lamane wierzchotkowe — te odpowiedniki w modelach Markowitza prostych krytycznych
Blacka — mogg by¢, jak juz wiemy, bardzo skomplikowane. Szukanie portfeli relatywnie mini-
malnego ryzyka w modelach Markowitza jest zmudne — poréwnaj algorytm, czyli de facto metode
préb opisana w Wykladzie X (bazujaca na twierdzeniu Karusha-Kuhna-Tuckera). Réwniez pod-
zbiér lamanej wierzchotkowej — tamana efektywna obstugujaca granice efektywng — moze byé
bardzo zlozony, jak pokazuja przyklady znalezione przez studentéw naszego wydziatu® w roku
2008.

Komentatorzy pracy Markowitza z 1952 czynili mu z tego zarzuty, okreslajac cata rzecz
jako malo praktyczna. Jak bowiem w praktyce [wtedy, prawie 60 lat temu] znajdywaé tak
zlozone obiekty? Markowitz odpowiedzial artykutem [20] i [pierwsza] ksiazka [21]. Mianowicie
ukonkretnit i wyszlifowal prawdziwy klejnot, tzw. algorytm prostej krytycznej (Critical Line
Algorithm — CLA) zrecznie wyluskujacy te Sciany sympleksu, przez ktore przebiega lamana
efektywna, czy tamana wierzchotkowa, zaleznie od wariantu.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze pierwsze, i od razu przelomowe uwagi na ten temat zawart on juz
w [19]! Kluczowa w tym aspekcie jest tam strona 87. Prosze ocenié¢ samej/samemu, reprodukcja
ponizej.

[W wersji pdf Rysunek 14.2 jest dopiero p6t strony dalej ...|

Natomiast jak po latech ocenial to sam Markowitz? Odpowiedz jest na stronie 38 w jego
drugiej ksiazce [22]: ‘The general portfolio selection model [...] was presented in [20], along
with the critical line algorithm for computing efficient sets.” Te stowa nie wymagaja zadnego
dodatkowego komentarza odnosnie pierwszenstwa w odkryciu algorytmu prostej krytycznej w
analizie portfelowe;j.

Przy ilosci spétek w modelu k = 200, zamiast ogromnej ilodci $cian do rozwazenia, algorytm
CLA zwykle wskazuje tych kilkaset istotnych, na ktoérych dzieje sie wszystko, co wazne dla
analizy portfelowej i decyzji inwestycyjnych o nig opartych.

(W [22] na stronie 157 czytamy: ‘Fortunately we can find these few hundred [critical lines], and
their efficient portions, without enumerating all critical lines.”)

W naszym opisie algorytmu CLA bedziemy stale zakladaé, ze ¥ > 01 (5.2). Potem dojda
jeszcze inne niezbedne zatozenia. Wszystko polega¢ bedzie na zrecznym, innym niz do tej pory
szukaniu portfeli relatywnie minimalnego ryzyka xg bez eksponowania parametru F.

Zanim to ukonkretnimy i rozwiniemy, chcemy jeszcze przywolaé stowa Sharpe’a z [26]. Za-
miast bardzo dlugiego w tym przypadku cytatu, oto dwie odpowiednie strony z tamtej pracy.
Ich lektura, i to teraz, dostownie na poczekaniu, moze by¢ dla czytelnika pierwszym spotkaniem
i pochyleniem si¢ nad algorytmem Markowitza. Wyjasnienia, ktére nastapia pézniej, w tym i w

8 P.Grodzki i J. Gruszczyfiski, patrz tez lista osiagnie¢ studentéw podana pod koniec Wyktadu VII
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able set. In this case there 15 & SeCUry WRICH (J0Es NOT ENLEr 1[0 any
efficient portfolio. (2) Two securities have the same g, In this case the
isomean lines are parallel to a boundary line. It may happen that the
efficient portfolio with maximum E is a diversified portfolio. (3) A case
wherein only one portfolio is efficient. '

The efficient set in the 4 security case is, as in the 3 security and also
the NV security case, a series of connected line segments, At one end of
the efficient set is the point of minimum variance; at the other end is
a point of maximum expected return® (see Fig. 4).

Now that we have seen the nature of the set of efficient portfolios,
it is not difficult to see the nature of the set of efficient (E, V) combina-
tions. I]!thﬂﬂll'ﬁﬁbﬂ]ﬁtymﬁ =ap+ i X; + nggisap]ane; V =
by + B Xy + bXy + buXyXs + buX, + buX, is a paraboloid® As
shown in Figure 5, the section of the £-plane over the efficient portfolio
set is a series of connected line segments. The section of the V-parab-
oloid over the efficient portiolio set is a series of connected parabola
segments. If we plotted V against E for efficient portfolios we would
again get a series of connected parabola segments (see Fig. 6). This re-
sult obtains for any number of securities.

Various reasons recommend the use of the expected return-variance
of return rule, both as a hypothesis to explain well-established invest-
ment behavior and 45 a maxim to guide one’s own action. The rule
serves better, we will see, as an explanation of, and guide to, “invest-
ment” as distinguished from “speculative’” behavior.

4
10. Just as we used the nqmﬁnuzxs = 1 to reduce the dimensionality in the three
[ ]

security case, we can use it to represent the four security cage in 3 dimensional space.
Eliminating X, we get E = E(X), X;, X3), ¥V = V(X,, X5, X;). The attainable set is
resented, in three-space, by the tetrahedron with vertices (0,0, 0), (0,0, 1), (0, 1,0), {I,ﬁfgi
representing olios respectively, Xy=1, Xym 1, Xo =1, X1 = 1.

Let 523 be the subspace consisting of zll points with X, = 0. Similarly we can define
Zaty « -+ « , 0a to be the subspace consisting of all points with X; = 0,§ # &, . . ., ga. For
ﬁd;‘.h Sa1s - » o 5 02 We can define a erilical line lay, . . . oa. This line is the Jocus of
points P where P minimizes ¥ for all points in ., . . . , ga with the same E as P. If a point
:::Eni:'u,...,d:aulﬂ:cﬂi:ieﬁitmuslbeonkh...,M.Tﬁcemdentsetmybemmd

v etarting at the point of mindmum available variance, ing continuonsly aleng.
various gy, . . . , da according to definite rules, ending in 2 point whig; gives mémmﬁ
As in the two dimensional case the point with minimum available variance may be in the
interior of the available set or on one of its boundaries. Typically we proceed along a given
critical line until either this line intersects one of a larger sul or meets & boundary
(and simultanecusly the eritical line of 2 lower dimensional su ). Im either of these
cases the efficient line turne and continues along the new line. The efficient line terminates
when a point with maximum E is reached.

11. See footnote 8.

Rysunek 14.2. A stroke of genius w dolnej czesci tej strony reprodukowanej z [19].

nastepnym (ostatnim) wykladzie, beda inaczej odbierane, gdy czytelnik bedzie co$ pamietal ze
wstepnego opisu Sharpe’a.

[W wersji pdf idacy teraz Rysunek 14.3 przeskoczyl az na nastepna strone, zas zaraz po nim
idacy Rysunek 14.4 — na jeszcze nastepna. Zapoznaé si¢ z nimi nalezy przed zagtebieniem sie
w konkrety opisu algorytmu.]

Zaglebiamy sie juz teraz w konkrety opisu algorytmu. Przypus$émy, ze szukamy takich portfeli
na Scianie IN C {1, 2,..., k}, #(IN) > 1 (wierzcholki sympleksu sa teraz dopuszczalne!), tzn.
rozwigzujemy zagadnienie

z; >0, (Br+Xe—Agp), =0 dlaiclIN, (14.14)
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A BIMPLIFIED MODEL FOR PORTFOLIO ANALYBIS 70

Frovme 1

the lope of the boundary at the point must be A; thus, by varying h from 4 =
to (0, every solution of the portfolio analysis problem can be obtained.

For any given value of A the problem described in this section requires the
maximization of &8 quadratic function, ¢ (which is a function of X,, X and
XX, torms) subject to & linear constraint (}; X; = 1), with the variables re-
siricted to non-negative values. A number of techniques have been developed to
solve such quadralic programming problems, The critical line method, developed
by Markowits in conjunction with his work on portfolio analysis, is particularly
suited to this problem and was used in the program described in this paper.

3. The Critical Line Method

Two important characteristics of the set of efficient portfolios make systematic
solution of the portfolio analysis problem relatively straightforward. The first
concerns the relationships among portfolios. Any set of efficient portfolios can be

Rysunek 14.3. Markowitz otrzymuje tutaj swoje credits.

2 =0, (Sz+de—Agp), >0 dlajeOUT={1,2...,k}\IN (14.15)

przy jakichs rzeczywistych A, Ag zaleznych od szukanego x. Markowitz doszed! do wniosku,
ze Ag nalezy traktowac jako miezalezny parametr oraz szukal pelnego uktadu k réownan, a nie
jedynie #(IN) réwnan. Sztuczne #(OUT) réwnan wprowadzil on w zaskakujaco prosty sposéb.
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described in terms of a smaller set of corner porifolios. Any point on the E, ¥ curve
(other than the points associated with corner portfolios) can be obtained with
a portfolio constructed by dividing the total investment between the two ad-
jscent corner portfolios. For example, the portfolio which gives E, ¥ combination
(' in Figure 1 might be some linear combination of the two corner portfolios with
E, V combinations shown by points 2 and 3. This characteristic allows the analyst
to restrict his attention to corner portfolios rather than the complete set of
efficient portfolios; the latter can be readily derived from the former.

The second characteristic of the solution concerns the relationships among
corner portfolios, Two corner portfolios which are adjacent on the E, V curve
are related in the following manner: one portfolio will contain either (1) all the
securities which appeer in the other, plus one additional security or (2) all but
one of the securities which appear in the other. Thus in moving down the E, V
curve from one corner portfolio to the next, the quantities of the securities in
efficient portfolios will vary until either one drops out of the portfolio or another
enters. The point at which a change takes place marks a new corner portfolio.

The major steps in the eritical line method for solving the portfolio analysis
problem are:

1. The corner portiolio with A = = is determined. It is composed entirely of

the one security with the highest expeeted return.*

2. Relationships between (a) the amounta of the various securities contained
in efficient portfolios and (b) the value of A are computed. It is posaible
to derive such relationships for any section of the E, V curve between
adjacent corner portfolios. The relationships which apply to one section
of the curve will not, however, apply to any other section.

3. Using the relationships computed in (2), each security 18 examined to
determine the value of A at which a change in the securities included in
the portfolio would come sbout:

a. securities presently in the portfolio are examined to determine the value
of A at which they would drop out, and

b. securities not presently in the portfolio are examined to determine the
value of A at which they would enter the portfolio.

4, The next largest value of A at which a security either enters or drops out of
the portfolio is determined. This indicates the location of the next corner
portfolio,

5. The eomposition of the new corner portfolio is computed, using the rela-
tionships derived in (2). However, since these relationships held only for
the section of the curve between this corner portfolio and the preceding
one, the solution process can only continue if new relationships are de-
rived, The method thus returns to step (2) unless A = 0, in which case
the analysis is complete.

The amount of computation required to complete & portfolio analysis using

¢ In the event that two or more of the securities have the same (higheat) expected return,
the first efficient portfolio ia the combination of aush securities with the lowest variance.

Rysunek 14.4. Sedno konstrukcji; mozna i nalezy to poréwnywaé z tekstem w dolnej czesci
Rysunku 14.2.

Definicja 14.1. Niech ey, pin to nowe wektory o k wspotrzednych, tozsame z e, p na miejscach
z IN, lecz zerowe na miejscach z OUT. Niech XN to macierz k x k, ktérej (i, j)-ty wyraz to

(i, j)-ty wyraz ¥ gdy (4, j) € IN x IN,

1 gdy i = j € OUT,

0 gdy i # 4. (i, j) ¢ IN x IN.

Prosze poréwnaé te nowe symbole z innymi symbolami eI, 4N, YIN wprowadzonymi i uzywa-
€ P y Yy Yy y M Y Yy Yy

nymi w Wyktadzie X.)
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Roéwnania (14.14) zapisujemy teraz jako uklad

YINT 4+ AeiNn = AppN,

do ktorego dotaczamy réwnanie budzetowe e;fN:v = 1. bLacznie dostajemy uktad k£ 4 1 rownan z
k +1 ,niewiadomymi”, wéréd ktérych jest #(OUT) wiadomych ; =0, j € OUT:

Yin e | |z AEMIN
_ . (14.16)

el 0]\ 1

W podejéciu Markowitza kluczowe sg macierze Mn def (fI%NN GBN> ukladéw réwnan (14.16).

Twierdzenie 14.4. Gdy ¥ > 0 oraz (10.3) (tzn. wszystkie liczby pi, po, ..., g @
rézne), wtedy wszystkie macierze My sq odwracalne dla IN: 1 < #(IN) < k.

Dowdd. Jest to widoczne bezposrednio dla IN jednoelementowych. Istotnie, gdy IN = {i},
wtedy, rozwijajac? wyznacznik wzgledem i-go wiersza, sktadnik z czynnikiem o;; znika i zostaje
tylko

det My = (—1)*F 0 1 0 - 0 |=(—1)itk(—p)k-itl. 1 = 1,

: 0
o 0 1
10 0

a wiec ten wyznacznik nie zalezy nawet od wariancji oy = o2,

Dla IN wiecej niz jednoelementowych potrzeba tu wiecej pracy. Na Scianie IN rozwijamy
teorie Blacka przy danych SN, 4N N — patrz wspomniane starsze oznaczenia z Wyktadu
X. (Oczywiscie wykorzystujemy tutaj zalozenia X > 0 oraz # (u1, po, ..., pk), czyli zalozenie
(10.3), wlasnie jeszcze z Wykladu X; jest to centralny moment dowodu.)

9 rozwiniecie Laplace’a
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Niech liczby «, 3, v pojawiajace sie w tej teorii beda teraz nazwane A, B, C' i, konsekwent-
nie,

E B A E
1 C B 1
M=acp AT Taco B (1417)

Pytamy sie, czy uklad k + 1 réwnan (14.16) ma rozwiazanie. W czystym sensie wyjetym z
GALu, bez zadnego zwiazku z analizg portfelowa. To pytanie jest jednak Zle postawione — trzeba
najpierw sprecyzowaé¢ wartosé Ap w kolumnie wyrazéw wolnych! Sprecyzujmy wiec, biorac np
E = 0. Wtedy z (14.17) dostajemy \g = Bg%i‘c i réwnocze$nie \ = 32%@0- Jaki wektor x
moégtby dopemié te warto$é A do rozwiazania w sensie z GALu ukladu (14.16)7 Oczywiscie
portfel Blacka z'N(0) — poréwnaj podstawowy wzér (6.2) — uzupelniony zerami na miejscach
OUT, by dostaé portfel z € H C R (!)

Uktad réwnan po doprecyzowaniu ma wiec rozwiazanie.

Przypusémy teraz, ze istnieja dwa rdézne rozwiazania, caly czas w sensie z GALu, tego
uktadu po doprecyzowaniu, (), (i{;)
Natura réwnan (14.16) jest taka, ze x, 2’ leza w plaszczyZnie Sciany IN: z; = xg = 0 dla
j € OUT. Wtedy takze x # 2’ (bo, wobec

AeIN = AppN — XINT

réwno$é x = ' pociggataby A = \'). W takiej sytuacji wspomniana teoria Blacka na Scianie IN
ma dwa rézne rozwigzania x i 2’ przy jednej wartosci oczekiwanej E = 0. Dwa rézne portfele
relatywnie minimalnego ryzyka w aspekcie B odpowiadajace ustalonej wartoéci oczekiwanej E!
(Punkty x, 2’ rozumiane sa teraz jako punkty w przestrzeni # (IN)-wymiarowej; #(IN) > 2 jest,
przypominamy to jeszcze raz, istotne.)

Tak, jak dobrze wiadomo, by¢ nie moze. Przypuszczenie o dwéch réznych rozwiazaniach jest
wiec falszywe. Skoro uklad réwnan liniowych (14.16), po doprecyzowaniu E = 0, ma jedno
jedyne rozwiazanie w sensie z GALu, jego macierz My jest nieosobliwa. O

Korzystamy teraz z Twierdzenia 14.4 i rozwiazujemy uktad (14.16), lecz teraz juz przy dowolnej
ustalonej warto$ci Ap (takie to added values oferuje nam za darmo GAL; kto$ inny powie w
tym miejscu, ze jest to alfabet matematyki):

x 1 0 1 HIN
= My + My - AE . (14.18)

A 1 0

QIN BIN

Tak zdefiniowane aqy oraz fix sa to wektory o k + 1 sktadowych (!), ktére beda uzywane w
kazdym danym etapie IN algorytmu CLA. Lecz nie tylko one.

Obok nich uzywane beda jeszcze dwa inne wektory, tym razem o k sktadowych, bezposrednio
zwiazane z nieréwnosciami (14.15).

Definicja 14.2.
n:= 3T+ Xe — g

(podstawowy wektor uzywany podczas stosowania twierdzenia K-KT do poszukiwania portfeli
relatywnie minimalnego ryzyka).
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Zapisujemy ten wektor 7 troche inaczej, uzywajac rozwiniecia (14.18):

n = (E 6) Yl App = (E 6) (OéIN +51N>\E> —App = (Z 6’)041N + ((E G)ﬁIN - M) AE
A YIN

dIN

(14.19)
gdzie (2 e) nie jest wynikiem dzialania macierzy ¥ na wektorze e, tylko niekwadratowa ma-
cierza k x (k + 1).

Algorytm CLA to, na kazdym etapie IN, dosy¢ zreczne zonglowanie rozwinieciami (14.18)
i (14.19). Dla wiekszej przejrzystosci, w dalszym ciagu opuszczaé bedziemy subskrypty IN w
wektorach aqn, 0N, YN, 0in. Istnieje ryzyko kolizji oznaczen z symbolami w teorii Blacka i
wspoélautorow, lecz zawsze nalezy zwracaé uwage na kontekst pojawienia sie danego symbolu.
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Przystepujemy do opisu dziatania CLA; komentarze objasniajace beda podane pdzniej, by
nie zaciemnia¢ gtéwnej, pieknej petli algorytmu.

Zakladamy juz do konca, ze ¥ > 0 oraz # (u1, ft2, - .., 4g). To pociaga, ze macierze Y,
a takze My, sa odwracalne dla wszystkich ) # IN C {1, 2,..., k} — patrz Twierdzenie w
Wyktadzie XIV. Algorytm CLA odnajduje, na nowo i niezaleznie od metody préb opartej na
twierdzeniu Karusha-Kuhna-Tuckera (patrz Wyktad X), lamang wierzcholkowa ¥. zbudowana
z portfeli relatywnie minimalnego ryzyka. Wzglednie— w oryginalnej prezentacji Markowitza
w [22] — tylko lamana efektywna, co jest réznica malo istotna z punktu widzenia metodologii
CLA. Najczeéciej sprawnie i bezblednie odnajduje on tych ,kilkaset bokéw” L, jak wyraza sie
Markowitz, sposréd setek tysiecy czy miliondéw Scian sympleksu, przez ktoére a priori moglaby
przebiega¢ L. Redukuje problem o potencjalnej ztozonoéci wyktadniczej od k& do problemu w
praktyce wielomianowego od k, i to wielomianowego — wydaje sie, jest to otwarte pole do badan
— bardzo niskiego stopnia.

Skoncentrujmy uwage na jednej ustalonej $cianie IN, w ktérej lezy jeden z bokéw L. W tym

obecnym spojrzeniu moze to nawet byé¢ jeden z wierzchotkéw sympleksu AF, oczywiscie taki,
przez ktoéry przechodzi ¥.. Tzn. #(IN) = 1 jest mozliwe.

Zakladamy, ze algorytm juz doszed! do boku L lezacego w IN i biegnie po nim (lub stoi, gdy
#(IN) = 1), zmniejszajac przy tym warto$¢ parametru Ag.

Jak dtugo to sie dzieje, tzn. jak dlugo utrzymuje sie relatywna optymalno$é¢ portfeli — punktow
na tym boku? Oczywiscie, z twierdzenia K-K'T, dopdki

T, =a; + GiAg >0 dlai € IN

oraz

77].:7]-4—6]-)\];20 dlajEOUT.

Dodatnio$¢, wzglednie nieujemno$é, moze przy zmniejszaniu Ag popsué si¢ tylko w tych wyra-
zeniach, w ktorych wspétezynniki przy Ag sa dodatnie. Wynikaja stad naturalne dolne ograni-

czenia
AE>—% dlaieIN, 8 >0
7

oraz

AE >

~Ji dlaj € OUT, §; > 0.

J

Kresem dolnym optymalnosci portfeli na Scianie IN, wyrazonym w terminach parametru Ag,
jest zatem

AN A ey (=28 200 15.1
low = max (=5 = (15.1)
(Sj>0

Analiza Portfelowa i Rynki Kapitalowe 1 (¢©) P.Mormul, M.Baryto, Uniwersytet Warszawski,
2012.
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gdzie tez oczywiscie i € IN, 5 € OUT. Gdy #(IN) = 1, IN = {i}, wtedy nie ma aktywnej nie-
réwnosci na temat x;, sa tylko pewne nieréwnosci na temat n;, j # 4, zwigzane z optymalnoécia
wierzchotka numer i oraz zwiazanymi z tym mozliwymi wartoéciami parametru Ag.!

Algorytm bedzie ,wiedzial”, gdzie skierowaé sie dalej (gdzie lezy nastepny bok tamanej ¥.)
gdy zawsze tylko jedna liczba z tych wymienionych po prawej stronie réwnosci (15.1) realizuje
dane maksimum. W celu zapewnienia skutecznoéci algorytmu CLA bedziemy to zakladali do
konca wyktadu. Dokladniej,

Definicja 15.1. O modelu Markowitza (X, u), £ > 0, # (1, p2, .. ., ), méwimy, ze ma
niezdegenerowane parametry gdy

¢<‘;g] ieIN,jeOUT,ﬁi>0,5j>0> VOAINC{1,2,.... k). (152
i Oj

Komentarz po definicji: zakladajac w dalszym ciggu niezdegenerowanie parametréw mode-
lu, zakltadamy w tym wyktadzie wiecej, niz jest potrzebne do sprawnego przebiegu algorytmu
(choé¢ i tak mniej, niz u Markowitza w [22]). Bo przeciez nie wszystkie Sciany IN musza by¢
odwiedzone przez konkretng tamanag t. oraz, dla jakiegokolwiek danego IN, ktéry wystepuje w
konkretnym przebiegu algorytmu, nie wszystkie utamki wymienione w (15.2) musza by¢ rézne!
Tylko najwiekszy z nich musi by¢ rézny od wszystkich pozostatych.

Uwaga 15.1. Gdy patrzymy na formule (15.1), czy tez na dualng formule (15.22), ktéra pojawi
sie [dopiero] pod koniec tego wykladu, nie sposéb nie zauwazy¢ ich duzego podobienistwa z
formutami, jakie wystepuja w programowaniu liniowym. Mozna przyktadowo spojrzeé¢ na
wzory na stronie 126 w klasycznej ksiazce [7] poSwigconej programowaniu liniowemu, czy tez na
towarzyszaca im dyskusje na stronach sasiednich tamze.

W istocie to, czym od strony technicznej zajmuje sie analiza portfelowa, to programowa-
nie kwadratowe, oczywiscie ze specyficznymi ograniczeniami ,,portfelowymi”. Ekstremalizacja
funkeji wypuklej badz wklestej (badz tez, jak w Wykladzie XIV, pseudo-wkleslej), a wiec zasad-
niczo twierdzenie K-KT, nieréwnosci opisujace wypukla dziedzine takiej funkcji i réwnoczesnie
pochodne nieréwnoéci typu K-KT wiazace sie z ekstremalizacja tej funkcji — stad biora sie dwie
rodziny utamkow, w ktorych teraz tacznie szukamy liczby najmniejszej badz najwiekszej. O
tyle? programowanie kwadratowe jest bogatsze od liniowego. Przypominamy jeszcze raz tytut
przelomowej pracy [14]: nonlinear programming. Warto tez jeszcze rzuci¢ okiem na sam tytul
ksiazki [17], albo tez przewertowaé ja dokladniej.

W ksiazce Gassa jedna rodzina utamkéw jest poddawana ekstremalizacji w kazdym kroku algo-
rytmu sympleks, za$ teraz sa temu poddawane rownoczeénie dwie rodziny réznego pochodzenia.

Opis algorytmu CLA dla modeli z niezdegenerowanymi parametrami

A. Zaczynamy od IN = {i}, gdzie u; = ax iy (= Emnax), tzn. od wierzchotka e;, w kté-

rym zaczyna sie lamana wierzchotkowa L. Algorytm przez dlugi czas stoi na tym wierzchotku,
podczas gdy parametr A\g maleje od 400 do wartosci )\I{OZEV Ta warto$¢ progowa, na mocy nie-
zdegenerowania parametrow modelu, jest réwna —g—j dla jednego jedynego j # i, 6; > 0. Stad
wiemy, ze nastepnym etapem bedzie IN' = INU {j} = {i,5}, w ktérym parametr Ag bedzie si¢
zmniejszal ponizej wartosci /\%(I)\IW.

B. Zalbézmy, ze juz trwa jaki$ etap IN w algorytmie, zas A\g zmniejsza sie ponizej poznanej
juz poprzedniej wartosci progowej. Afiniczne od A\g wzory na x;, i € IN, opisuja bok L na $cianie

! wtedy, jak wiadomo, rozwiazania warunkéw Karusha-Kuhna-Tuckera nie daja jednoznacznie wyznaczonych
wspélezynnikow Lagrange’a A i A\g

2 stynna Passentowska mala réznica, ktéra cheialoby sie umieé zagraé — na jakim instrumencie?
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IN, dla Ag ponizej poprzedniej wartosci progowej az do wartosci )\{gw danej wzorem (15.1). Na
mocy niezdegenerowania parametréw modelu, w (15.1) jest jeden jedyny indeks i € IN lub
j € OUT taki, ze AIN = —3 lub AN = —g—j.

Nastepny etap algorytmu to IN' = IN \ {i} w pierwszym przypadku, wzglednie IN' = INU{;j}
w drugim, przy czym parametr A\g zmniejsza si¢ w nim ponizej AN (do jakiej$§ wartoéci lub do

—00). W ten sposob rekurencyjnie podany jest juz caly algorytm, opisujacy bok po boku cala

tamang wierzcholkowa L. Ostatni etap to, oczywiscie, IN = {i}, p; = 1%1&/” (= Emin), za$

Ap zmniejsza sie w nim od poprzedniej wartosci progowej do —oo (przyjmujemy, ze maksimum
pustego zbioru liczb wynosi —o0).

Komentarz po opisie algorytmu. Stosujac algorytm CLA, rekurencyjnie wedrujemy po
niektérych écianach sympleksu AF, wlaczajac w to niektére wierzcholki, caly czas écisle kontro-
lujac malejaca ewolucje wiodacego parametru Ag. Po drodze uzyskujemy parametryczne opisy
bokéw lamanej wierzchotkowej ¥ wraz z progowymi wartoéciami parametru A\ odpowiadaja-
cymi wierzchotkom spéjnej tamanej L.

Algorytm jest wydajny w 100% — wedrujemy w nim dokladnie po tych $cianach A*| przez
ktére przebiega tamana b.. Czasami zdarza si¢ — o czym Markowitz w [22] wydaje si¢ nie wiedzieé
— 7e ten maksymalnie wydajny algorytm musi odwiedzi¢ wszystkie 2% — 1 niepuste $ciany A*.
Tak wtasnie dzieje sie w przyktadzie Wiecha omoéwionym w Wyktadzie X, i tez w przyktadzie
Iwanickiego w wymiarze 5 omawianym tutaj ponizej (czy tez w, tylko wzmiankowanym pod
koniec Wyktadu VII, nie-praw—do—po-dob—nym przykladzie Iwanickiego w wymiarze 6).

Przyklad 15.1 (Wiech [29], kontynuacja). Odnajdywanie lamanej kL zaczynamy od IN =

{3}, bo p3 = 30 = FEnpax. )\i{jv}; = 1% wchodzi indeks 2, IN' = {2,3}. Kolejne /\i{fv;g} = ¥,

wychodzi indeks 3, IN” = {2}. Kolejne )\1{02\13 = %, wchodzi indeks 1, itd. Z tabeli w Wykladzie
X odezytujemy, jadac od dotu do gory, kolejne etapy. Po {1, 2} etap {1, 2, 3}, nastepnie {1,3} —
{1,3,4} — {1,2,3,4} — {1,2,4} — {2,4} — {2,3,4} — {3,4} — {4} — {1,4} — {1}.

Odpowiednie wartosci progowe Aoy 83 w Srodkowej kolumnie tamtej tabeli, tez jadac od dotu
do géry: )\EV’VQ} = %, itd. Istotnie zatem, lamana ¥. w przykladzie Wiecha odwiedza wszystkie
podzbiory zbioru {1, 2, 3, 4} poza pustym. Ten przyklad w chwili pojawienia si¢ jesienig 2001
stanowil prawdziwa sensacje.

A oto jak tamana wierzchotkowa w przyktadzie Wiecha wyglada w rzucie na plaszczyzne

ekranu badz rysunku, przy odpowiednim wyborze kierunku rzutowania:

[w wersji pdf Rysunek 15.1 jest na nastepnej stronie]

Jeszcze bardziej intrygujacy przyklad podal w roku 2007 w swojej pracy licencjackiej [9]
student A.Iwanicki; anonsowaliémy to odkrycie juz w Wyktadzie VI3 Jest to najbogatszy
mozliwy przyklad w wymiarze 5. Ma on granice minimalng sktadajaca sie z 26 kawaltkow réznych

3 Twanicki wyszedt od programu dla Critical Line Algorithm (w Visual Basicu) autorstwa G.P.Todda, po-
danego w [22], lecz udoskonalil go przez wprowadzenie pomystowych shortcutéw i dodanie wtasnej czesci proba-
bilistycznej — losowanie prébek danych. Jego program wykonywal przez jedna noc najpierw dziesiatki, a potem
nawet setki tysiecy przebiegéw algorytmu CLA na prébnych danych! Przyktad podany w tekscie wyktadu zostat
znaleziony po okoto 8 dobach poszukiwan netto. Bez algorytmu CLA, i bez ksiazki [22] jako wstepnego inputu,
nie byloby to mozliwe.
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* x1/E=3
X2 [ E=22
x3 / E=30
x4 | E=5

Rysunek 15.1. Reprodukcja rysunku Czuby z roku 2007.

hiperbol, za$ granica efektywna sklada sie w nim z (az) 19 kawatkéw r6znych hiperbol!

1.080810  3.498620 5.1565060  —0.137649  4.392940 1.572040
3.498620  25.242400 49.611500 —1.707990 39.800400 4.211660
X = 5.155060 49.611500 233.167000 —3.108180 95.732900 [, M = | 6.351950
—0.137649 —1.707990 —3.108180 0.341958 —2.498140 —0.365159
4.392940  39.800400 95.732900 —2.498140 67.339300 5.352790

Zgodnie z tym, co wyzej zaanonsowane, tamana wierzchotkowa okazuje si¢ mieé tu az 2°—5—1 =
26 bokéw, natomiast algorytm CLA odnajduje ja w 31 = 25 — 1 krokach IN, 1 < #(IN) < 5.
Kolejne kroki sa nastepujace. (Przy wierzchotkach dajacych punkty zalamania granicy mini-
malnej podajemy w nawiasach przedzialy dla ,nadstycznego” parametru Ag; dyskusja nt tych
przedzialdow — patrz Stwierdzenie 15.1 nizej. Wielkosci Ap; sa tozsame z wielkoSciami Ajgw W
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etapach bezposrednio poprzedzajacych, poréwnaj Obserwacja 15.1, cze$¢ oo, ponizej.)

IN ={3} — {3,5} — {5} (A = 28.417, Aow = 24.133) — {2,5} — {2,3,5} — {2,3} —
{2} (A = 11.386, Aiow = 8.237) — {1,2} — {1,2,3} — {1,2,3,5} — {1,2,5} —
{1,5} — {1,3,5} — {1,3} — {1} (An = 0.852, Ajow = 0.629) — {1,4} — {1,3,4} —
{1,3,4,5} — {1,4,5} — {1,2,4,5} — {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4} — {1,2,4} — {2,4} —
{2,3,4} — {2,3,4,5} — {2,4,5} — {4,5} — {3,4,5} — {3,4} — {4}.

Cwiczenie 15.1. Policzyé do kofica te tamang wierzchotkowa, a nastepnie zobrazowac ja na
rzucie sympleksu A® na plaszczyzne (mozliwym, tak jak mozliwy jest rzut hiperszeécianu na
plaszczyzne, itd.).

Uzasadnienie poprawno$ci algorytmu CLA wraz z dodatkowymi informacjami
na jego temat.

Chcemy dokladniej przyjrzeé sie, co sie dzieje, gdy lamana wierzchotkowa ., odkrywana
stopniowo przez algorytm CLA, zmienia

(A) $ciane IN, #(IN)

>

(B) $ciane IN, #(IN) > 2 na wierzcholek, np {i}, po ktérym z kolei tamana ¥ wchodzi w
$ciang IN', #(IN') > 2.
Uwaga 15.2. Sytuacje (A) i (B) mozna tez scharakteryzowaé/rozr6znié inaczej. Mianowicie, pa-
migtamy jeszcze z dowodu Twierdzenia 10.1, ze parami roztaczne przedziaty E(IN), #(IN) > 2,
daja w sumie z wezlami wyréznionymi caly przedzial [Fyin, Emax|- W sytuacji (A) domkniecia
przedzialéw E(IN’) oraz F(IN) zahaczaja si¢ zatem jednym punktem inf E(IN) = sup E(IN').
Jest to jeden z weztéw w Twierdzeniu 10.1, przy czym wezel niewyrdzniony: tamana przecho-
dzac ze $ciany IN na éciane IN nie przechodzi przez zaden wierzcholek sympleksu. Ten wspolny
kres lezy wiec w doktadnie jednym z przedziatéw E(IN), E(IN').
Natomiast sytuacja (B) to po prostu inne wypowiedzenie zdania ‘y; jest wezlem wyréznionym’
— poréwnaj definicje weztéw wyrdznionych w dowodzie Twierdzenia 10.1 na poczatku Wyktadu
XI.

Tak wiec, w telegraficznym skrécie, sytuacja (A) — wezly niewyrdznione, sytuacja (B) —
wezly wyrdznione.

2, na inng $ciane IN’, #(IN') > 2, wzglednie

W naszych rozwazaniach pomocna bedzie funkcja wypukta
[Bumin, Bmax] 2 E — (k) , (15.3)

ktorej dotyczyt juz Wniosek 11.1 w Wykladzie XI.

Jako funkcja wypuklta, ma ona wszedzie skonczone pochodne jednostronne, zaé w punktach
rézniczkowalno$ci ma pochodna o wartoéci 2Ag(E), gdzie Ag(-) to funkcja zwiazana z danym
bokiem tamanej L. lezacym na jakiej$ $cianie (> 1)-wymiarowej. (Przy rygorystycznym podejéciu
ta funkcja powinna by¢ oznaczana symbolem AY(-). Na $cianach IN, #(IN) > 2, wspotczynniki
Lagrange’a A i Ag sa wyznaczone jednoznacznie jako funkcje portfela wierzchotkowego, a wiec
tez jako funkcje E.) Wynika to wprost z Obserwacji 6.1 w Wyktadzie VI; wspominaliSmy nie
raz, ze tamta obserwacja jest technicznie bardzo uzyteczna.

W zwigzku z tym globalna funkcja Ag,
[Emim Emax] > F _A‘E_> )\E(E)

jest Scisle rosnaca i kawalkami liniowa, z mozliwymi skokami w gore:
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5 10 15 20 25 30

Rysunek 15.2. Reprodukcja rysunku Teklinskiego z roku 2009.

— w weztach wyréznionych, jak np w przyktadzie Wiecha na rysunku powyzej,

— co widzieliSmy przy okazji rozwiazywania zadania sprawdzajacego z Wyktadu X,

— oraz byé moze w jakich$ weztach niewyrdznionych — tego jeszcze w tym momencie nie
wiemy; w przyktadzie Wiecha — bez takich skokéw w weztach niewyrdznionych.

Odcinki, na ktorych funkcja £ LERSN g(F) jest liniowa, etykietujemy odpowiednimi zbiorami
indeksow IN — nazwami Scian, ktorych dotycza. Wezty wyrdznione, w ktérych jest skok funkceji
Ag, nazywamy pojedynczymi indeksami — numerami odpowiednich wierzchotkéw sympleksu.
Przejicie od parametru E do Ag jest w takich weztach rodzajem blow-upu: rozdmuchania punktu
do odcinka [wartosci parametru Ag].

Niech dla IN: #(IN) > 2, E(IN) bedzie jak w dowodzie w Wyktadzie XI (zbiér wartosci
oczekiwanych wszystkich portfeli wierzchotkowych g lezacych na Scianie IN).

Niech ponadto, tym razem dla wszystkich IN niepustych, L(IN) oznacza zbiér wszystkich
wartosci wspéleczynnikéw Lagrange’a Agp w rozwigzaniach warunkéw K-kT dla portfeli wierz-
chotkowych lezacych na Scianie IN.

Gdy #(IN) > 2, jest to (wiemy to juz!) przedzial — obraz odpowiedniego przedziatu E(IN)
w globalnej funkcji Ag:

L(IN) = Ag(E(IN)) .

Natomiast gdy IN = {i},
L({i}) tez jest przedzialem, (15.4)

bo dla Ag, Az € L({i}) i s, t >0, s+t =1, nieréwnosci wektorowe
Ye; + e — Apu >0,
Ye; +Ne—Ngu >0,

pociagaja (tez wektorowa) nieréwnosé

Ye; + (sA+tN)e — (sAp + tNg)u > 0,
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za$ warunki komplementarnosci
el (Be; + e — App) =0, el (Be; + Ne — Ngp) =0
oczywiscie pociagaja warunek
el (Be; + (s +t\)e — (shg + t\g)u) = 0.

Istotnie zatem sAp + tA\y € L({i}).

Uwaga 15.3. W jezyku uzywanym w tym Wykladzie XV, calkiem naturalnym dla algorytmu
CLA, wierzcholek e; sympleksu A wystepuje po prostu jako singleton {i} — pewien jednoele-
mentowy podzbiér zbioru numeréw wszystkich wierzchotkéw sympleksu. Jest to na tyle natu-
ralne, ze nie powinno powodowaé¢ nieporozumien.*

L({i}) jest zatem przedzialem, ok, lecz jakim konkretnie? To pytanie jest technicznie naj-
trudniejsze w catej dyskusji algorytmu CLA. Zajmiemy si¢ nim za chwile przy omawianiu sy-
tuacji (B).

Wracamy teraz do alternatywy (A) versus (B) sformutowanej na poczatku dyskusji popraw-
nosci algorytmu CLA. (Rzecz dotyczy wezléw lezacych w przedziale [Epin, Fmax]. Po Uwadze
15.2 wiemy juz, ze to jest po prostu alternatywa wezly niewyrdznione versus wyrédznione.)

Ad (A) Wobec $cistej wypuklosci funkeji (15.3) i geometrycznej interpretacji wspétczynnika

A\E, przedzialty L(IN) oraz L(IN') sa roztaczne. Chcemy uzasadnié, ze ich domkniecia przecinaja
si¢ w jednym punkcie, ktory zreszta okaze si¢ leze¢ w jednym z tych przedziatéw: L(IN) lub
L(IN').

Punkt F lezacy w czesci wspélnej domknieé E(IN) i E(IN') jest w sytuacji (A) wezlem
niewyréznionym — wiemy to z dowodu (podanego w Wykladzie XI) Twierdzenia 10.1 o tamanej
wierzchotkowej z Wyktadu X.

Pokazemy, ze w wezle niewyrdznionym E globalna funkcja Ag nie ma skoku. Dla ustalenia
uwagi niech np E € E(IN), E ¢ E(IN’). Dla wartosci E troche mniejszych od E bierzemy,
jednoznacznie okreslone w etapie IN' dowodu z Wykladu XI, wielkosci

(z, A\, Ag) = (zp, ME), Ag(E))
oraz ich granice

rp = lim zp, A= lim AE), Ag= lim Ap(E),
E—FE— E—FE— E—FE—

tak jak w tamtym dowodzie w Wyktadzie XI. Z warunkéow dawanych przez twierdzenie K-KT
mamy

Yo+ ANE)e - Ap(E)p >0, zp(Brg+MNE)e—Ag(E)u) =0
dla E troche mniejszych od E. Zatem réwniez po przejsciu granicznym F — E -,
Yri+ Xe — App >0, :L'TEv(El'E + e —Agp) = 0.
Portfel x5 lezy na Scianie IN, zas wspo6lczynniki Lagrange’a dla portfeli wierzchotkowych leza-
cych na $cianie IN sa wyznaczone jednoznacznie. A wiec, w szczegélnosci, Ap = Ag(F) liczone
4 Symbolika e; pozostaje w uzyciu gdy opuszczamy jezyk CLA, np tu powyzej w samym uzasadnieniu

faktu (15.4), lub gdy dyskutujemy zachowanie konkretnych odwzorowan Markowitza w punktach ekstremalnych
sympleksu.
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na boku lezacym na $cianie IN. Zatem to wlasnie liczba E okazuje si¢ leze¢ w czesci wspolnej
domknigé przedziatéw L(IN) i L(IN'). Dokladniej,
Ap = inf L(IN) = AN (15.5)

low »
przy czym Ap € L(IN). Réwnoczesnie
g = sup L(IN') (15.6)

oraz A\g & L(IN'), bo, przypominamy, L(IN) i L(IN') sa rozlgczne.

W sytuacji przeciwnej w (A): E ¢ E(IN), lecz E € E(IN') byloby, oczywiécie, L(IN') 3
sup L(IN') oraz AN ¢ L(IN), natomiast réwnosci (15.5)—(15.6) oczywiscie pozostawatyby w
mocy.

Whioskiem z (15.5) 1 (15.6) jest réwnosé

sup L(IN') = AN . (15.7)
Whiosek 15.1. Obraz [w odwzorowaniu Markowitza] kazdego wierzchotka tamanej L, ktory nie
jest wyrdzniony (patrz Twierdzenie 10.1 w Wykladzie X), jest punktem gladkosci granicy mini-
malnej Fuin. Innymi stowy, sytuacja (A) daje tylko punkty gladkosci granicy minimalnej. Albo
tez — patrz Uwaga 15.2 powyzej — punkty na Fuin, ktérych rzedne sq wezltami niewyroznionyms,
sq punktami gladkosSci granicy minimalnej.

Co natomiast skrywa sie za sytuacja (B) mogaca wystapi¢ w przebiegu algorytmu, czyli —
znowu Uwaga 15.2 — co sie skrywa za weztami wyréznionymi? By odpowiedzieé, zajmijmy sie
ta sytuacja szczegdlowo.

Ad (B) Teraz w lamanej ¥. wierzcholek e; = z+, E = Wi, sasiaduje z bokiem lezacym na

Scianie IN, na ktérym wartodci E sa wigksze od p; = E, oraz z bokiem lezacym na $cianie IN,
na ktérym wartosci F sa mniejsze od E. Wartosé¢ E jest wezlem wyréznionym w terminologii z
Wyktadu X.

Dla tego portfela wierzchotkowego e; nie ma jednoznacznosci wspotczynnikéw Lagrange’a A
i Ap — teoria Blacka si¢ nie stosuje. Jednak oczywiscie mozna robié¢ przejscia graniczne przy
E — E— analogicznie, jak w sytuacji (A), dostajac, w oznaczeniach z tamtej sytuacji,

Eei—i-Xe—XEM} 0, e;f(Zei—i—Xe—XE,u) =0, (15.8)
gdzie A\ = sup L(IN"). T oczywiscie tez przy E — E+, dostajac analogicznie
Se;+Ae —App >0, el (Sei+ e — Agp) =0, (15.9)

gdzie tym razem Ap = inf L(IN) = MN . Zwiazki (15.8)—(15.9) pokazuja zatem, ze sup L(IN'), AIN €
L({i}). Wobec wlasnosci (15.4),

[sup L(IN"), MN] € L({i}). (15.10)

low
W istocie jest lepiej. Mianowicie

Stwierdzenie 15.1. L({i}) = [sup L(IN'), /\{é\fu]
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Dowdd. Pokazemy, ze dowolna liczba Ag € L({i}) spelnia

low

sup L(IN') < Ap < inf L(IN) (= AL}, ), (15.11)

co lacznie z inkluzja (15.10) zakonczy dowdd.

Zauwazamy w tym celu, ze #(IN) = 2 = #(IN'), tzn $ciany IN, IN sa po prostu krawedziami
spotykajacymi sie w wierzchotku e;. Istotnie, warunki niezdegenerowania spelniane przez (X, p)
pociagaja, ze w algorytmie przy przejéciu IN — {i} wypada tylko jeden indeks, np j, oraz przy
przejsciu {i} — IN' wchodzi tez tylko jeden indeks, np j'. Tak wiec IN = {4, j}, gdzie p; > p,
oraz IN' = {4, j'}, gdzie pj < p;.

Fakt, ze Ap € L({i}) oznacza, ze dla \g i jakiego$ rzeczywistego wspdlezynnika A zachodzi

Ye;, +Xe—Agu >0, e?(Zei—l—)\e—)\Eu) =0,

a wiec réwnos¢ na sktadowej numer ¢ oraz nieostre nieréwnosci > 0 na wszystkich pozostalych
sktadowych, w szczegdlnosci na sktadowych nr j i 5

oii + A= Agu; =0, (15.12)
Oj; + A — >\E,uj >0, (1513)
Ot + A — /\E,Uj’ > 0. (15.14)

Z (15.12) wyznaczamy A i podstawiamy do nieréwnosci (15.13)—(15.14), dostajac odpowiednio
oji — i + Ap(pi — pj) >0, (15.15)

ojri — 0 + Ap(pi — pjr) 2 0. (15.16)
Pamietajac, ze pj < p; < prj, nieréwnosei (15.15)—(15.16) daja

i 793\, < T 900 (15.17)
i — [y [i — [

Za chwile okaze sie, ze nieréwnosci (15.17) sa dokladnie nieréwnosciami (15.11). Policzymy w

tym celu wielkosé Agp(u;) w teorii Blacka, gdy zbiorem aktywnych indekséw jest {i, [}, | # ¢

(teoria Blacka w wymiarze 2). Wtedy portfele Blacka

T E—

B N
T pi—E

! i

maja wariancje
1
2 _ (B — )2 ) _ . . F)?2
o (E) - (Mz — ,Ufl)2 (UZZ(E Ml) + 2Uzl(E ,Ufl)(ﬂz E) + Ull(uz E) ) 5

!/

zas Ag(ui) = %(0'2(E)> ’E (poréwnaj — kolejny raz! — Obserwacja 6.1 w Wykladzie VI).
=i

Liczymy zatem te pochodna

A (pi) = M(%ii(ﬂi — ) + 200 ((i — pu)(—=1) +0) + 0)

_ i —0il
Hi = fu
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Nastepnie, biorac | = j, mamy

O — O4j . IN
= — )\ )= lim A(E)= M\, .
i — 11 E(Ml> Eﬂl,uﬂr ( ) low

Biorac natomiast [ = j', mamy

Oii — Tijt . /
—— = Ag(pi) = lim A(FE) =sup L(IN").
O () = Jlim A(E) ()
Istotnie wiec, (15.17) sa tozsame z (15.11). Dowdd stwierdzenia jest zakoniczony. O

Zauwazmy, ze ze Stwierdzenia 15.1 wynika

[Aows sup L({i})] = [sup LON'). A]. (15.18)

Jedna szczegbtowa ilustracje rachunkéw w tym ostatnim dowodzie (w ramach przyktadu Iwa-
nickiego w wymiarze 5 podanego juz wezesniej w tym Wykladzie XV) podamy jeszcze pdiniej,
po pewnym ogolniejszym podsumowaniu.

Pora na rekapitulacje. Przeprowadzona powyzej dyskusja algorytmu CLA pokazata, ze
w kazdej z sytuacji (A) i (B), w opisie wzajemnych polozei zbioréw L(IN), obok liczb AN
zdefiniowanych juz jaki$ czas temu wzorem (15.1), wazna — niejako dualng — role odgrywaja tez
liczby sup L(IN). Naturalne jest w takiej sytuacji przyja¢ nastepujaca ogdlna

Definicja 15.2.
MY := sup L(IN),
gdzie IN to dowolny z etapow wystepujgcych w danej realizacji algorytmu CLA.
(Podkreslamy, ze w ksiazce Markowitza [22] wielkoéci AIY i AIN definiowane sa réwnoczesnie.
W tych wyktadach — nie. Wiaze sie to ze zbyt mocnymi warunkami niezdegenerowania zakla-
danymi u Markowitza. Nasze ,niezdegenerowane parametry” sa scharakteryzowane stabszymi
warunkami; nizej piszemy o tym szerzej.)

Po przyjeciu takiego oznaczenia, w sytuacji (A) wzér (15.7) przybiera przejrzysta postaé
M= AN (15.19)

low -

Natomiast w sytuacji (B), réwnosé (15.18) po wprowadzeniu tego nowego symbolu, oznacza

A = (15.20)
oraz )
A =l (15.21)

Whiosek 15.2. W kazdym weéle wyrdzinionym E = w; globalna funkcja Agp ma skok w gdre
l{;i > 0. Innymi stowy, w sytuacji (B) w opisie przebiegu algorytmu CLA mamy
zawsze punkt zatamania granicy minimalnej w aspekcie M.

rowny )\%} - A

Zestawiajac ten wniosek z poprzednim Wnioskiem 15.1, widzimy, ze to doktadnie wezty
wyréznione okazuja sie byé¢ rzednymi punktéw zatamania granicy minimalnej, zas dany skok
funkcji Ag mierzy (co prawda na mniej kanonicznej plaszczyznie wariancja—wartosé oczekiwana
i tylko z dokladnoscia do czynnika 2) wielko$é takiego zalamania.

Zapamietajmy ten fakt; to jeden z kilku kluczowych momentéw catego wyktadu APRKI1.
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Uwaga 15.4. Dla kazdego zbioru IN pojawiajacego sie w danej realizacji algorytmu CLA istnieje
poreczna formuta na wielkogé Ay, analogiczna do formuly (15.1) definiujgcej AN,. Skoro jest
to kres gorny wartosci Ag, przy ktérych na Scianie IN zachodzg warunki K-KT charakteryzuja-
ce portfele wierzcholkowe, zatem, rozwiazujac wiadomy uklad liniowych nieréwnosci dajacych

ograniczenia z géry na Ag,

' o i

MY =min{ ——, -2

b { Bi 9

(We wszystkich literach greckich w (15.22) dla lepszej czytelnosci opuszczony jest dolny

indeks ‘IN’. Ponadto, gdy w momencie startu algorytmu IN = {ip} i i, = Fmax, wtedy ten
kres gérny przyjmuje si¢ réwny —+00).

i €IN, 3; <0, j € OUT, ¢§; < ()}. (15.22)

7 przeprowadzonych dotad rozwazan wynika

Obserwacja. 15.1

o AN < AN dla kazdego IN C {1, 2,..., k} pojawiajacego si¢ w danej realizacji algorytmu
CLA.

ee Jesli w realizacji algorytmu CLA po etapie IN bezposrednio nastepuje etap IN, to )\ﬂ\lw =
/\IN’

hi -

Punkt e wynika z samego opisu etapéw algorytmu CLA. Natomiast punkt ee, ogniskujacy
jak w soczewce cale pigkno algorytmu CLA, wynika z réwnosci (15.19), (15.20) i (15.21). Wzory
na AN (patrz (15.1)) i na AN (patrz (15.22), gdzie oczywiécie IN trzeba zastapié¢ przez IN')
nie maja na pierwszy rzut oka nic wspdlnego. A jednak zawsze wyrazajg te same wielkosci!

Jest bardzo pouczajace przeanalizowaé ten punkt ee Obserwacji 15.1 powyzej na wybranych

fragmentach przebiegu algorytmu CLA w przykladzie Iwanickiego (juz wezesniej przytoczonym).
Kolejnosé nastepowania etapéw w tamtym przyktadzie jest znana, bo tez juz byla podana
wczesniej. I ot6z, z przyblizeniem do trzech miejsc dziesietnych po przecinku,

ABSY — 98 417 = AP}

low

A28 — 1386 = AT,

low

ALY — 0.852 = AL (15.23)

low
Ta ostatnia réwnosé (15.23) jest szczegdlnie godna uwagi. Z jednej strony mozna obliczyé nawet
doktadniej, ze
AL = 08523606, ALY = 0.6280798.

Z drugiej strony walory, ktérych wartosci oczekiwane sasiaduja z p; = 1.57204 to: walor drugi
(sasiadowanie z gory, ue = 4.21166) oraz walor czwarty (sasiadowanie z dotu, uy = —0.365159).
Kuszace jest sprébowaé zastosowaé¢ poznane wezesniej (jeszcze w dowodzie Stwierdzenia 15.1)

_ 1
wzory: TU=24 g AL

o11-012 {1} : ok :
prrE— lows OTaz =72 na Ani - W efekcie dostalibysmy poprawnie

{1} _ 1.08081 — (—0.137649)
low ™ 1 57204 — (—0.365159)

= 0.62898,

lecz takze
o1 —o12  1.08081 — 3.49862

p1 — p2  1.57204 — 4.21166
co juz nie jest wartoscia wystepujaca w (15.23). Czyzby rozwinieta wezesniej teoria przestawata
pracowacé? Nic podobnego. Zapomnieliémy tylko, ze w aktualnym przebiegu CLA w przykladzie

= 0.91597,
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Iwanickiego, przed dojsciem do wierzchotka {1} nie jesteSmy na krawedzi laczacej go z wierz-
chotkiem najblizszym w sensie wartosci oczekiwanej (tj na krawedzi {1,2}), tylko na krawedzi
laczacej {1} z dalszym w sensie wartosci oczekiwanej wierzchotkiem {3} (por. tez (15.23)). Po
uwzglednieniu tego przeoczenia

o1 — o3 1.08081 — 5.15506
w1 — p3 1.57204 — 6.35195

— 0.85237 = AL

juz jak trzeba.

W charakterze komentarza do Obserwacji 15.1 powyzej nalezy stwierdzié, ze slowa ,poja-
wiajacego sie w danej realizacji algorytmu” sa w tej obserwacji kluczowe.
* Np w znanym nam przyktadzie Mordona [przytaczanym tu od nowa dla wygody czytelnika]

9 3 1 5
YX=13 2 2|, n=14]1,

1 2 4 2

na $cianie {1, 3}, przez ktéra nie przebiega tamana wierzchotkowa® wielkoéci /\Efw i )\E:I nabie-

raja zaskakujacych znaczen. Dokltadniej, wzory z Wyktadu XIV daja formalnie na tej $cianie

DT T
10 10
772 - 11 11 E
8 3
— 2
B
Zatem, liczone czysto formalnie, )\E‘f} = max ( — % / %) = -1,
03— i (= (= 0y 19 28 30y Lo (21 8) = -
Ay = mm( ( 11)/( 11), T ( 11)) = min | —1, ) = 1.
Pouczajace jest poréwnaé to z pochodna funkcji 0?(E) na tym boku. Tutaj o?(z) = 922 +
2x1x3 + 4:532 oraz ri = %, T3 = % Prowadzi to do

1 do? 11E 31

2dE 97 9

To wyrazenie jest réwne —1 tylko przy E = 2, a wiec tylko w wierzchotku es sympleksu A®
(lezacym w domknieciu Sciany, ktérej dotycza tu obliczenia). Zatem wirtualne wspotezynniki
AL} )\éil’?’} = —1 wychwytuja ten jeden jedyny portfel na boku zy = 0, ktéry a)jest wierz-

1
ch(gvlkowy (tj lezy na tamanej L) i b) w obrazie ktérego styczna do obrazu boku zy = 0 jest
tozsama ze styczna do granicy minimalnej. Na rysunku ponizej, na — uwaga — plaszczyznie
R2(02, E), ta wspdlna styczna w punkcie M(@g) jest niebieska, natomiast w punkcie Mv(el):
styczna do granicy minimalnej jest zielona, za$ styczna do obrazu boku zs = 0 jest czerwona.

[W wersji pdf rysunek trafia na nastepna strone.]

® w tym doskonale rozpoznanym przykladzie przebieg algorytmu CLA to {1} — {1, 2} (cata) — {2} —

{2, 3} (cata) — {3}
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Rysunek 15.3. Styczne w skrajnych punktach przyktadu Mordona.

Cwiczenie 15.2 (kontrolne). Czy czytelnik umie policzyé, na jakich dokltadnie wysoko$ciach
narysowane tu styczne przecinaja pionowa o$ zmiennej E 7

** Jeszcze ciekawszy efekt moze wystapié¢ na $cianie, ktérej podprzestrzen afiniczna (rozpi-
nana przez te $ciane) lamana b w ogéle omija. Dzieje sie tak np w wymiarze 5 ze $ciana {2, 4}
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w modelu z parametrami

6 6 2 6 4 5
6 3 3 9 6 4
Y=12 3 2 3 2|, HK=|3
6 9 3 2 6 2
4 6 2 6 4 1

27 5
m= . 5)\}37
1
xTo = 1 + )\Ea
ol 1
n3 5 §>\E,
3
Ty =7 — AE,
27 3
=——+=-A
75 3 o E
j i {24} _ _1o273) _ 9
A zatem, dalej czysto formalnie, byloby A\ ' = max 1 g/5) =7 oraz

2 — i (~() 1 (5) = () (-2). 20 = w25y -5

W tym przykladzie $ciana {2, 4} okazuje sie bardzo nieoptymalna z punktu widzenia relatywne-

go minimalizowania ryzyka w modelu i dla wirtualnych wielkosci z algorytmu z nig zwigzanych
O

mamy A/

Podsumowanie algorytmu CLA.

Podczas dyskusji algorytmu CLA wydzieliSmy dwie sytuacje — dwa mozliwe rodzaje przej$é
miedzy kolejnymi etapami algorytmu, przy przyjetych przez nas zalozeniach niezdegenerowania
(15.2).

Po pierwsze

(A). IN — IN, gdzie #(IN), #(IN') > 2.

6 Warto zwrécié uwage, ze ograniczenia na Ag pochodzace od dodatniosci wspétrzednych z-owych podlegaja
teorii uzytej w dowodzie Stwierdzenia 15.1, i monotoniczno$é ograniczen pochodzacych od tych wspéirzednych
jest zachowywana:

1 39  ou—on < Azay _ 02270 _ %_9_§
4 2-4 g - 4

a4 — U2 U2 — [i4 4 —2 4

Te ograniczenia sa jednak przestoniete mocniejszymi ograniczeniami pochodzacymi od hipotetycznej nieujemnosci
sktadowych wektora n — tej kwintesencji optymalnosci. I wtasnie nieujemnosé n jest nie do zrealizowania na boku
€2 €é4.
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Jak wiemy, zbiory IN oraz IN’ réznig sie wtedy tylko jednym elementem, za§ parametr
Ag zmienia sie pltynnie przy przejéciu lamanej wierzchotkowej ¥ ze éciany IN na éciane IN'.
Doktadniej, A\g przechodzi przy takim przejSciu przez wartosé )\}})\IW = )\Ei\]l (odpowiadajacy
temu wezel — wartos¢ E jest niewyrézniony, Wniosek 15.1 powyzej).

Po drugie
(B). IN — {i} — IN'

Wiemy, ze wtedy oba zbiory IN oraz IN’ s3 dwuelementowe i oba sa — réznymi! — nadzbiorami
singletonu {i}. W tej fazie algorytmu lamana wierzchotkowa biegnie po krawedzi IN, wpada w
wierzcholek e;, za§ po chwili wybiega z niego po krawedzi IN’. Jedli chodzi o parametr Ag,
to na boku tamanej ¥. bedacym czeécia lub calg krawedzia IN, zmniejsza sie on (bedac caly
czas zwiazany zaleznoscia z Obserwacji 6.1 ze stycznymi do obrazéw punktéw na boku IN) do
swego kresu dolnego )\{yw = )\i{li} — gdy punkt biezacy na tym boku dobiega do wierzchotka e;.
Nastepnie parametr obniza sie dalej, teraz parametryzujac tylko nadstyczne potozenia prostych
podpierajacych granice minimalng w obrazie wierzchotka e;, ktéry jest, jak wiemy, punktem za-
lamania tej granicy. (Odpowiadajacy temu wezel — warto$é¢ E = pu; jest wyrdzniony, Wniosek
15.2 powyzej.)

Parametr Agp przebiega tak caly przedzial L({i}) az do jego lewego konca )‘1{;‘]& = )\%111\1" W
tym momencie prosta podpierajaca staje sie znowu styczna — tym razem do obrazu krawedzi
IN’. Dalsze zmniejszanie A\ to parametryzowanie boku lamanej L bedacego czescia lub cala

krawedzia IN’, znowu zgodnie z zaleznoscig z Obserwacji 6.1 w Wykladzie V1.

Uwaga. Przypomnianego tu w (B) opisu zbioru L({i}) (patrz Stwierdzenie 15.1 powyzej)
wykltadowca nie znalazt w dostepnej literaturze. Zostal on wlaczony do wyktadow dopiero w
roku akademickim 2009/10.

Podany opis przebiegu algorytmu CLA obowigzuje, powtarzamy to, przy zalozeniu warun-
kéw niezdegenerowania (15.2). Zauwazmy jednak na koniec, ze mozna podaé¢ réwnolegly zestaw
innych warunkéw, tez pociggajacy ten sam przebieg algorytmu, tzn wystepowanie w jego re-
alizacji tylko sytuacji typu (A) oraz (B), co prawda przebieganych w przeciwnym porzadku i
kierunkach, niz poprzednio. Mianowicie, jesli zaktadaé tylko, ze

#(?,gjz’eIN,jeOUT,ﬁ@-<o,5j<o> VO£INC{1,2,...,k},  (15.24)
i 0j

wtedy lamang wierzchotkowa ¥, mozna odzyskiwaé¢ od kofica do poczatku: od Enyin (i Ap = —o0)
do Enax (i Ap = +00). W dyskusji jej przebiegu, w pelni analogicznej do tej przedstawionej w
Wykladzie XV, akcentuje sie¢ wtedy tylko progowe wartosci )\Hi\I , IN — Sciany aktywne, goszczace
lamang .. Warunki (15.24) gwarantuja wtedy z naddatkiem brak kolizji przy zmianach $cian.
Zatem T, wyglada wtedy tak samo jak przy obowiazywaniu warunkéw (15.2): doznaje tylko
ewolucji typu (A) i/lub (B). Podkredlamy jeszcze raz, ze kazdy z zestawéw warunkow (15.2) i
(15.24) sam w sobie jest slabszy niz ten, ktéry podany jest na stronie 161 w [22].

Mozna zauwazy¢ na koniec, ze tak wlasnie, na samym poczatku, w [19] Markowitz planowal
znajdowaé¢ wszystkie portfele efektywne: zaczynaé od portfela majacego minimum wariancji,
natomiast konczyé¢ na portfelu majgcym maksimum wartosci oczekiwanej. Mozna to doktadnie
przesledzié¢ w tekscie na Rysunku 14.2 (reprodukcja strony 87 z [19]) w Wykladzie XIV.
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