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Streszczenie, czyli czym jest i czym nie jest ten tekst

Niniejszy tekst ma charakter do$¢ obszernego zbioru zadan z réwnan rézniczkowych czastko-
wych. Objety materiat to wstgp do (potraktowanej przez autordw w znacznej mierze narzgdzio-
wo) teoril dystrybucji i1 przestrzeni Sobolewa oraz wybrane podstawy dwudziestowiecznych za-
stosowan tej teorii do liniowych rownan czastkowych. Obecne sa takze pewne elementy klasycz-
nej teorii réwnan czastkowych, np. funkcje harmoniczne czy metoda charakterystyk, wzory na
rozwiazania réwnania falowego w niskich wymiarach itp.

Poszczeg6lne rozdzialy zostaly uzupetnione o materiat teoretyczny, ktéry wprawdzie nie
moze zastapi¢ petnego wyktadu (ani podrecznika), gdyz nie zawiera wigkszosci dowodow, ale
Czytelnikowi obeznanemu z analiza matematyczna w zakresie pierwszych dwoch lat studiéw
uniwersyteckich powinien przypomnie¢ wszystkie niezbgdne pojecia i definicje, oraz pozwolié
na samodzielne rozwigzanie wigkszosci zadan.

Material zostat pomyslany jako pomoc dla stuchaczy semestralnego wyktadu Réwnania Roz-
niczkowe Czastkowe I, prowadzonego na Wydziale MIM. Pelny zestaw tresci, wiazacych si¢ z
zebranymi tu licznymi zadaniami o bardzo réznym stopniu trudnosci (Yfacznie jest ich 300, nie
liczac prostych ¢wiczeni, do ktérych podano rozwigzania), obejmuje z duza nawiazka praktycz-
nie kazdy wariant tego wykladu. Zdaniem autoréw tekstu, nalezy zaktadaé, ze student, ktory
umie rozwiaza¢ wszystkie zamieszczone nizej zadania, otrzyma oceng bardzo dobra od kazdego
wyktadowcy, niezaleznie od doboru tresci i akcentéw, ktadzionych w danej edycji przedmiotu.

Tres$¢ poszczegdlnych rozdzialéw omawiamy nieco blizej we Wstepie (patrz strona 6)).

Copyright (© Uniwersytet Warszawski, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, 2010
Niniejszy plik PDF zostat utworzony 21 paZzdziernika 2010.

Sktad w systemie PDF-IATEX, z wykorzystaniem m.in. czgsci szablonéw podrecznika i prezentacji, jakie opra-
cowali i zaprojektowali Piotr Krzyzanowski i Robert Dabrowski.
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Wstep

Réwnania rézniczkowe czastkowe stanowia bardzo obszerny dziat analizy matematycznej. Aby
zdaé sobie sprawe z wagi sléw zaznaczonych kursywa, nalezy przypomnie¢ sobie, ze np. cala
teoria funkcji analitycznych jednej zmiennej zespolonej stanowi — w jakims$ sensie — opis wia-
snoSci rozwiazan pewnego bardzo konkretnego uktadu dwdch liniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych pierwszego rzedu, mianowicie uktadu réwnan Cauchy’ego—Riemanna. Nalezy tez
pamigtac, ze badanie wtasnosci rozwiazan takiego czy innego pojedynczego réwnania, lub ja-
kiej$ konkretnej, waskiej klasy rownan, bywa trescia wieloletnich programéw badawczych, pro-
wadzonych przez cate zespoty matematykéw, czasem z perspektywy teoretycznej (ktéra potrafi
obejmowac takze zwiazki réwnan czastkowych z innymi galeziami matematyki, przede wszyst-
kim z szeroko rozumiang geometria), czasem za$ z uwagi na pewne zastosowania fizyczne czy
techniczne. Mamy zreszta nadzieje¢, ze Czytelnik, ktory przeczyta caly niniejszy tekst i rozwiaze
samodzielnie znaczaca liczbe zadan ze wszystkich rozdzialéw, doceni i zrozumie nasz poglad.

Wiasnie z uwagi na t¢ obszerno$¢ kazdy, kto ma poprowadzi¢ wstepny wyktad z réwnan
rézniczkowych czastkowych, przeznaczony nie dla inzynierow czy fizykéw, ale dla studentéw
matematyki, staje przed karkolomnym zadaniem. Réwnania czastkowe nie sa wcale, naszym
zdaniem, jakim§ szczegdlnie i ponadprzecigtnie trudnym dzialem matematyki, jednak zeby zro-
zumie€ rézne pojecia i docenié sens oraz znaczenie rozmaitych twierdzen, trzeba po pierwsze
opanowac do$¢ obszerny aparat narzedzi analitycznych,!| po drugie za§ — nie mie¢ nadmiernych
ktopotéw z rachunkami, bez ktérych czasem ani rusz.

Aby oswoi¢ réwnania czastkowe i cho¢ trochg¢ zaprzyjazni¢ si¢ z nimi, warto wigc sprobowac
ocenia¢ urodg¢ konkretnych rachunkéw z pewnego dystansu, odktadajac na dalszy plan bezposre-
dnie trudnosci, jakie prawie zawsze wiaza si¢ z rachowaniem. Rachowanie nie jest wszak celem
samym w sobie. Warto spogladac z perspektywy, jaka przynosi potaczenie czystej 1 twardej teorii,
ktora daje matematykowi (a posrednio takze innym osobom, korzystajacym z jego pracy) gwa-
rancje sensownosci réznych formalnych manipulacji, z réznorodnymi, czasem bardzo praktycz-
nymi zastosowaniami, dostarczajacymi czgsci motywacji do budowy i uprawiania takiej teorii.
Bliski zwiazek migdzy matematyka czysta, teoretyczng, oraz matematyka stosowana, szczegol-
nie w rOwnaniach czastkowych widac¢ jak na dtoni.

Jednym z mozliwych sposoboéw prowadzenia wyktadu z rownan czastkowych jest oparcie
go o zdobycze matematyki dwudziestowiecznej: elementarng analiz¢ funkcjonalna, teori¢ dys-

'Bardzo wiele pojeé, obecnych w klasycznych wyktadach analizy i analizy funkcjonalnej i stanowiacych dzis
obiekty niezaleznych badan, pojawilo si¢ po raz pierwszy w matematyce wtasnie jako narzedzia, stuzace do rozwia-
zywania réwnan czastkowych; tak byto choéby z szeregami Fouriera czy przestrzeniami Hilberta.

6
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trybucji i przestrzeni Sobolewa oraz pojecie stabych rozwiqzan. Ten arsenat poje¢ 1 zbudowany
dzigki niemu jezyk pozwalaja na szersze spojrzenie i pewien dystans, a jednocze$nie sa nie-
odzowne dla kazdego, kto zechce — chocby w ramach studiéw magisterskich czy doktoranckich
— poznac¢ réwnania czastkowe w zakresie, wykraczajacym poza wstepny, semestralny wyktad.
Taki wladnie sposdb organizacji materiatu zostat przyjety przez autoréw niniejszego tekstu. Abs-
trakcyjne, lecz w gruncie rzeczy stosunkowo proste, narz¢dzia analizy funkcjonalnej, stanowia
szkielet catosci. Konkretne réwnania (uzupeinione odpowiednimi warunkami brzegowymi lub
poczatkowymi) oraz opis wlasnosSci ich rozwiazan maja, przy takim ujeciu, charakter przykla-
dow. Czasem chodzi w nich po prostu o ilustracje typowych 1 mniej typowych zastosowan teorii,
a czasem — o dodatkowa motywacje¢ wprowadzanych abstrakcyjnych pojec.

Zawartos$¢ kolejnych rozdziatow

Rozdzial |1 ma wstgpny charakter i po§wigcony jest przypomnieniu materiatu, zwigzanego z cal-
kowaniem po krzywych, powierzchniach i podrozmaitoSciach w R". Komus, kto nie opanowat
w miarg sprawnie tych partii wyktadu z analizy matematycznej, trudno bedzie opanowac ze zro-
zumieniem wigkszo$¢ tematdéw, pojawiajacych si¢ w typowym wyktadzie, wprowadzajacym w
réwnania czastkowe.

Rozdziat 2| po§wigcony jest pigknemu fragmentowi klasycznej teorii rownan czastkowych,
funkcjom harmonicznym i subharmonicznym.

W Rozdziatach 3, 4, 5, 6| oraz |10 wprowadzone sa kluczowe narzedzia analityczne, uzywane
pozniej do badania konkretnych réwnan. Zaczynamy od transformaty Fouriera, p6Zniej krétko,
niemal hastowo omawiamy najwazniejsze pojecia teorii dystrybucji, potem, w Rozdziatach |5
16, definiujemy przestrzenie Sobolewa — przestrzenie funkcji catkowalnych z pewna potgga,
ktérych dystrybucyjne pochodne do ustalonego rzgdu wiacznie tez sa catkowalne z dang potega
— 1 dokonujemy przegladu ich najwazniejszych (z punktu widzenia teorii réwnan czastkowych)
wilasnosci, wreszcie w Rozdziale |10, omawiamy staba zbieznoS¢ w przestrzeniach Hilberta.

Najwazniejsze zastosowania powyzszych narzedzi do réwnan czastkowych opisane sa:

e w Rozdziatach 7|1 8|, gdzie wprowadzamy pojecie stabego rozwigzania rownania eliptycz-
nego i podajemy rézne metody konstrukcji takich rozwigzan (metoda wariacyjna, wyko-
rzystanie lematu Laxa i Milgrama);

e w Rozdziale |11, poSwigconym metodzie Galerkina, stuzacej zar6wno do dowodzenia ist-
nienia rozwiazan, jak i do konstrukcji (sensownych z punktu widzenia zastosowan mate-
matyki) przyblizen tych rozwiazan;

e w niektérych zadaniach Rozdziatu |15, po§wigconego zagadnieniom hiperbolicznym; jest
to skadinad klasa réwnan szczeg6lnie trudna do badania z czysto matematycznego punktu
widzenia, a zarazem szczegdlnie wazna z punktu widzenia zastosowan do opisu najrézniej-
szych zjawisk falowych — Czytelnik znajdzie wigc tam przeglad bardzo réznych metod
matematycznych.

# wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010
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Kroétki rozdziat |9 zostat zamieszczony po to, by Czytelnik poznal lemat Weyla, stanowiacy
jeden z najprostszych (a zarazem bardzo klasycznych) przyktadéw twierdzen o regularno$ci sta-
bych rozwigzan.

W pozostaltych rozdziatach, |12-14, przestrzenie Sobolewa pojawiaja si¢ rzadziej lub wcale,
obok réznorodnej, lekko eklektycznej mieszanki, ktére mozna bytoby oméwic, nie odwotujac si¢
nazbyt gleboko do analizy funkcjonalnej. Objete ta czgscia tekstu zagadnienia to m.in. metoda
rozdzielania zmiennych (ktéra dostarcza pewnej liczby wzglednie prostych, “typowo rachunko-
wych” zadan, ale takze pozwala zrozumieé, skad w matematyce wzigly si¢ szeregi Fouriera)
oraz metoda charakterystyk, stuzaca do rozwiazywania réwnan czastkowych pierwszego rzedu?,
a takze zasady maksimum dla réwnan eliptycznych 1 parabolicznych.

Jak wspomnieli§my w Streszczeniu na stronie [2, cato$¢ zagadnieri objetych niniejszym tek-
stem pokrywa (na ogét z nawiazka) praktycznie kazdy semestralny wyktad z réwnan czastko-
wych prowadzony na Wydziale MIM UW, niezaleznie od upodoban i zainteresowan poszczegol-
nych wyktadowcow.

Autorzy poszczego6lnych partii tekstu

Tekst powstat w wyniku zespotowej pracy szeregu oséb.

Maciej Borodzik napisal rozdziaty o catkowaniu przez czgsci i o funkcjach harmonicznych;

Tomasz Cieslak napisal rozdzial o zasadach maksimum i przygotowal wstgpne wersje roz-
dziatéw 415}

Piotr Bogustaw Mucha| napisat rozdziaty o stabej zbieznos$ci w przestrzeniach Hilberta i o me-
todzie Galerkina;

Piotr Rybka napisat ostatni rozdzial, poSwigcony zagadnieniom hiperbolicznym oraz byt koor-
dynatorem catego projektu;

Witold Sadowskil jest autorem rozdzialéw o twierdzeniach o zanurzeniu (inaczej: wtozeniu) i o
funkcjonatach na przestrzeniach Sobolewa;

Pawel Strzelecki wykonat redakcje, korekte 1 sktad catosci, napisat wstep 1 krotki rozdziat o
lemacie Weyla;

Agnieszka Tarasinska napisata rozdzialy o lemacie Laxa i Milgrama oraz o metodzie Fouriera
rozdzielania zmiennych;

2Zaréwno metoda rozdzielania zmiennych, jak i metoda charakterystyk ilustruja, Ze rozwiazywanie pewnych
réwnan rézniczkowych czastkowych mozna sprowadzi¢ do rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Nie zawsze oznacza to, ze problem zostal uproszczony w powaznym stopniu: niektére partie klasycznej teorii funkcji
specjalnych, w szczegdlnosci stynne funkcje Bessela, powstaly dlatego, ze proces rozdzielania zmiennych bardzo
czgsto prowadzi do takich réwnan zwyczajnych, ktérych nie mozna rozwiaza¢ w kwadraturach!
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Anna Zatorska—-Goldstein napisata rozdzialy o transformacie Fouriera i o metodzie charakte-
rystyk, a takze dokonata lekkiej rozbudowy i redakcji rozdziatéw 4|1 |5, wykorzystujac
materialy Tomasza CieSlaka.

Wszystkie biedy i niedoskonatoSci, zawarte na kolejnych stronach, sa naszym wspdlnym dzie-

tem i nikt inny nie ponosi za nie odpowiedzialnosci. Prosimy wszystkich uzytkownikéw tego
materiatu o nadsylanie informacji o usterkach, propozycji poprawek, ulepszen itp.

Zespot autorow
Warszawa, lato 2010
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Rozdziat 1

Przypomnienie wiadomosci z Analizy
Matematycznej

1.1 Calkowanie przez czeSci. Teoria

1.1.1 Podstawowe wzory

W przypadku jednowymiarowym podstawowy wzdr to

/ f(x) de = F(b) — f(a),

z ktérego wynika bezposrednio wzor na catkowanie przez czgsci

/ flg+ / 19 = Fb)g®) - F(@)gla).

Moéwimy potocznie, ze calka z petnej pochodnej jest rowna przyrostowi funkcji.

Wzory na calkowanie maja swoje ogdlne, wielowymiarowe wersje. Aby je podaé, trzeba
uog6lni¢ zaréwno pojecie przyrostu funkcji, jak i pojecie petnej pochodne;.

Najpierw wprowadzimy pojecie dywergencji. Jesli 2 C R”, za§ F' : 2 — R” jest funkcja
rézniczkowalng (interpretowang jako pole wektorowe F' = (Fi, ..., F},), ktére ma k—ta wspot-
rzgdng Fj: (2 — R), to okre§lamy

" OF
divF:Za k
k=1

— dxy,

Powyzsza funkcje skalarng nazywamy dywergencjq pola wektorowego F'. Dywergencja mowi o
tym, czy potok pola wektorowego rozszerza (zwigksza) objgtosc, czy tez ja Sciesnia (zmniejsza).
Wynika to ze wzoru Lgd,o = div F-d,,, gdzie L jest pochodna Liego, za$ d,, forma objetosci;
catka z dywergencji pola wektorowego po obszarze okresla tempo zmian objgtosci obszaru pod
wplywem potoku tego pola wektorowego (jest to tak zwane twierdzenie Liouville’a). Wigce]

10
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o pochodnej Liego mozna przeczyta¢ w [21, Tom 1, Rozdz. 5]. Dowdd tak sformutowanego
twierdzenia Liouville’a znajduje si¢ w [3, Rozdz. 36].

Przypusémy teraz, ze §) jest obszarem ograniczonym w R™ o brzegu klasy C*. W punkcie
x € 0f) okreslamy n, jako wektor normalny do 02 o dtugosci 1 skierowany na zewnatrz €. Jesli

Q= {z: g(x) > 0} i Vg nie znika na 0€2, to n, = —ng(x).

Twierdzenie 1.1 (wzér Greena). Dla funkcji F' klasy C' zachodzi wzor

/didex:/ F-ndoya,
Q a0

gdzie catka po prawej stronie jest catkq powierzchniowaq.

Uwaga 1. Calke [ o - ndoyy interpretuje sig jako strumieri pola wektorowego przechodzacego
przez powierzchnig M.

1.1.2 Calki powierzchniowe

Warto przypomnie¢ pokrétce (zob [6, Rozdziat 5]), jak oblicza si¢ catki powierzchniowe (0g6l-
nie, catki po podrozmaitoSciach w R™). Wystarczy si¢ ograniczy¢ do podrozmaitosci sparametry-
zowanych. Niech wiec M C R" bedzie podrozmaito$cia k—wymiarowa, U C R* podzbiorem
otwartym, za$§ F': U — M parametryzacja (gtadka bijekcja, ktérej rézniczka ma w kazdym
punkcie rzad k). Niech g : M — R bedzie funkcja catkowalna. Wtedy okreslamy

/MgdaM:/Ug(F(x))\/detDF(x)T-DF(m) dz, (1.1)

gdzie DF jest pochodna, DFT - DF jest macierza Gramma macierzy DF.
W szczegblnosci, jesli £ = n — 1, za§ M jest wykresem funkcji, czyli

M =A{xy,...;¢p1, f(z1,...,2p_1) ER":  (21,...,2,1) €U},

to

[ gdor = [ glorccmr o) U £ o,
M U

gdzie f; oznacza pochodng czastkowa %.
Z drugiej strony, jesli k = 1, za§ M = {(z1(¢t),...,z,(t)) € R™: ¢t € (a,b)}, mamy

b
/MgdaM:/a G@1 () (O E2 + - + 22 d. (1.2)

day

Tutaj ), oznacza pochodng <z~.
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Uwaga 2. W literaturze matematycznej spotyka si¢ réznorodne oznaczenia miary powierzchnio-
wej: dyor(M) lub dvol(M), po prostu dM lub dS (jesli M jest powierzchnia), dly (M), dH* (dla
podkreslenia, ze chodzi o k-wymiarowa miar¢ Hausdorffa). My preferujemy tutaj oznaczenie
dor, ktore podkresla, iz catkujemy wzgledem naturalnej miary na rozmaitoSci (powierzchni) M.
Czesto rozmaitos$¢ M jest jasna z kontekstu — np. jest brzegiem obszaru, w ktérym rozpatrujemy
jakie$ réwnanie rézniczkowe; bgdziemy wtedy pisali po prostu do. Czasami, jesli bedziemy
chcieli podkreslié, ze catkujemy wzgledem konkretnej zmiennej, bedziemy pisali do(y).

1.1.3 Formy rézniczkowe

Przedstawimy pokrétce metode catkowania, ktéra uzywa form rézniczkowych. Scista definicje
formy mozna znalez¢ w innych Zrédtach (najlepiej [3, Czgs¢ 7] lub [20, Rozdziat 6]). Tu podamy
tylko najwazniejsze wyniki i definicje.

k—formaq rozniczkowq na rozmaitosci M nazwiemy obiekt, ktéry w lokalnych wspotrzed-
nych x4, ..., x, zapisuje si¢ jako

1< <t << <n

Symbol “A” oznacza mnozenie antysymetryczne wyrazen, tzn.
dz; Ndzj; = —dz; N\ dz; oraz dx; \Ndx; = 0.

Formy r6zniczkowe mozna dodawac, a takze mnozy¢ przez funkcje gtadkie. Na formach
mozna wykonywac rowniez nastgpujace operacje:

Mnozenie k—formy przez [—forme. Jesli w = dx;, A --- A dx;, jest k—forma, zaS n =
dx;, N --- Ndxj jest [—forma, to okreslamy

wAn=dxy N---Ndz;, Ndzj Ndzxj.

przyjmujac umowe, ze cate wyrazenie jest rOwne zero, jeSli powtarzaja si¢ chociazby dwie z
liczb
il: s 7ik>j17 s 7jl-

Mnozenie kombinacji liniowych form (o wspétczynnikach zaleznych od punktu z) traktujemy
jak zwykte mnozenie (rozdzielnie wzglegdem dodawania)

Przeciagniecie formy przez odwzorowanie. Jesli F': M — N jest odwzorowaniem klasy
C', za§ w jest k—forma na N, mozemy okreSli¢ k—forme F*w na M w nastepujacy sposéb.
OkreSlamy

- e

J

da;. (1.3)

j=1
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Tutaj M ma wymiar n, za$ w lokalnych wspétrzednych odwzorowanie F' opisane jest wzorami

F
([El,...,xm) — (yla"'7yn)7

gdzie yr, = yx(x1, ..., x,) jest k—ta sktadowa F'. Wzér (1.3)) jest bardzo tatwy do zapamigtania.
W przypadku formy w = f;,_;, (1, ..., yn)dyj, A --- A dy;, definiujemy

Fro(zy, ..., xn) = fia(@n, . zm), o Yn(T1,. 0 2m))

(Z ayﬂ da;ll> : (Z ay“ dzy )

=1 =1

Po wykonaniu wszystkich mnozen zewnetrznych i skorzystaniu z antysymetrii mnozenia zew-
netrznego, otrzymujemy stad wzor

Frw(xy,...,zn) =
Oy, 8%1 9y,
Oz, Oxi, 777 oz,
8?}]‘2 ayj2 33/]‘2
a(El 6%1 e 81’1
= f]l]k() E det .1 '2 ) .k dIll /\"'/\dl’lk

1<l <<l <m : : T :

8m11 63012 o Bxlk

Rozniczka funkcji okreslona jest wzorem df = fidx; + - - - + f!dx,, 1 jest 1—forma.

Rozniczka zewnetrzna. Rozniczka formy fdx;, A --- A dx;, jest k 4 1 forma postaci df A
dz;, N ...dx;, . Rozniczka kombinacji liniowej (o wspéiczynnikach niezaleznych od punktu z)
form postaci f dz;, A --- A dx;, jest suma rézniczek.

Calka z n—formy po podzbiorze otwartym R". Jesliw = f(z)dxy A-- - Adx, jest n—forma
okreslong na podzbiorze otwartym U C R", to okre§lamy

/w—/f X1y, Ty) drrday . .. dT,. (1.4)

Zamiana zmiennych w calce. Jedli F': U — V jest dyfeomorfizmem podzbioréw otwartych
R", zas w jest n—forma na V, to fU Frw = fv w. Jest to wzor na zamiang zmiennych w calce z
formy.
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Calka z formy po rozmaitosci. Niech M bedzie k—wymiarowa podrozmaitoscia R”, U C R*
zbiorem otwartym, F': U — R" parametryzuje zbiér M. Wtedy, dla dowolnej k—formy w na M
okreslamy [ yw = fU F*w. Z poprzedniej wlasnoSci (zamiany zmiennych w calce) wynika, iz
catka [ ;W nie zalezy od wyboru parametryzacji F': U — M.

Najwazniejszym twierdzeniem rachunku form rézniczkowych jest twierdzenie Stokesa, ktore
uogo6lnia twierdzenie Gaussa—Greena—Ostrogradzkiego.

Twierdzenie 1.2. Niech M C R" bedzie k + 1 wymiarowq podrozmaitoSciq zorientowanq z
brzegiem OM. Niech w bedzie k—forma okreslong na pewnym otoczeniu U zbioru M. Wtedy

/ w:/ dw. (1.5)
oM M

Aby zobaczy¢, ze twierdzenie Stokesa jest uogélnieniem twierdzenia Greena, podajmy kilka
prostych w dowodzie faktow.

Lemat 1. Niech M C R™ bgdzie rozmaitoscia (n — 1) —wymiarowa, zas v = (vy, ..., v,) polem
wektorowym na R". OkreSlmy forme¢ w, wzorem

Wy =1 dxg A+ Ndx, — vadry Ndzs A -+ ANdx,+
+vgdry Adog Adeg A -+ ANday + -+ (=1)" Yo, dey A -+ A da,.

/wv:/v‘ﬁdUM.
M M

Lemat 2. Jesli v = (vq,...,v,) iw, jest okreslona jak w Lemacie 1, to

Wtedy

dw, = divvdz; A -+ ANdz,.

1.2 Calkowanie przez czeSci i formy rézniczkowe. Zadania

1.2.1 Manipulacje wzorami

Zadanie 1.1. Wykazac, ze jesli u jest funkcja, a X polem wektorowym, to
div(uX) = udiv(X) + Xu,

gdzie X u oznacza pochodng kierunkowa funkcji v w kierunku X.

Zadanie 1.2. Udowodnié nastepujacy analog wzoru Leibniza. Jesli f, g : Q — R sa klasy C?, to
V(fg)=fVg+gV/.
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Zadanie 1.3. Wyprowadzi¢ pierwszy wzor Greena:

—/uAvdxz/(Vu,Vv)dx—/u((?—Z) do

Q Q oN

gdzie g—fl oznacza pochodng kierunkowa funkcji v w kierunku wektora normalnego do brzegu
(tzn. prostopadlego) skierowanego na zewnatrz.

Zadanie 1.4. Wykazad, ze jesli funkcja f : Q — R jest klasy C? to
divVf =Af,
gdzie A jest operatorem Laplace’a (zob. (2.1)).

Zadanie 1.5. Wyprowadzi¢ drugi wzér Greena:

[usnie- [osvin [[(3)0-u(3)] &

Zadanie 1.6. Udowodni¢ twierdzenie o wartoSci Sredniej (patrz podrozdziat 2.1.1)), korzystajac
z wzoréw Greena.

Zadanie 1.7. Rozwigzaé Zadanie |15.45|

1.2.2 Zasady zachowania

Zadanie 1.8. Niech u(z,t), v € S',t € R bedzie funkcja klasy C? spelniajaca réwnanie
struny
Uze — Uy = 0.
Niech
0= [ 2o, EBO= [ o
st s1

Udowodni¢ zasad¢ zachowania energii £, + E), = const.

Zadanie 1.9. Uogo6lni¢ zasadg zachowania energii na przypadek wielowymiarowy. Mianowicie,
niech () bedzie ograniczonym obszarem w R" o brzegu klasy C. Niech v € C? bedzie rozwia-
zaniem réwnania struny
uy — Au =10 w Q)
ou

z warunkiem g» = (0 we wszystkich punktach brzegu. Definiujemy energi¢ kinetyczng poten-

cjalng wzorami

Ek:/u?dxl...dxn, Ep:/(uil—|—---+uin)dm1...d$n.
Q Q

Udowodni¢ zasad¢ zachowania energii: I, + £, = const .

Zadanie 1.10. Rozpatrujemy réwnanie u; = ., € (0,7), t € (0,00), uzupetnione warun-
kami brzegowymi u,(t,0) = u,(¢,1) = 0 (von Neumanna). Okreslamy E(T) = [ u2(T,z)dx.
Zbada¢ przebieg funkcji E'(T). Wykorzysta¢ to do udowodnienia jednoznaczosci rozwiazania.
Zbadaé zachowanie F(T') przy T — oo.
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1.2.3 Obliczenia catek powierzchniowych

Zadanie 1.11. Obliczy¢ calke z funkcji 2™ po torusie 7' C R? sparametryzowanym przez

r = (R+rcos¢)cost
y = (R+rcos¢)sinb

z  =rsino,
gdzie ¢, 0 € (0,27), za$ R i r sa ustalonymi liczbami dodatnimi takimi, ze r < R.
Rozwiqzanie. Znajdujemy macierz pochodnych parametryzacji

—rsingcos) —(R+rcos¢)sinb

DF = [ —rsin¢gsinf (R + rcos¢)cosd
7 COS ¢ 0
Wtedy )
T . r 0
br- DI = (O (R+Tcos¢)2) '

W zwiazku z tym pozostaje nam do obliczenia catka

27 2T 2T

/ d9/ do(rsing)" - r(R +rcos¢) = 2mxr"t / sin” ¢(R + r cos ¢)de.
0 0 0
Dlan = 2k + 1 calka znika, natomiast dla n = 2k mamy
T 27
/ sin?* ¢ cosp = — / sin?* ¢ cos ¢.
0 T
Pozostaje wigc do obliczenia wyrazenie

/2

2 T
2R / sin?* ¢ dp = 8rr** IR / sin?* ¢ dg.
0 0

/2 1. /n+11 T (2k
- 2k o _
/0' Sin ¢d¢—§B( 2 ,5) _—22k+1(kj)’

gdzie B(-,-) oznacza funkcj¢ beta Eulera. Ostatecznie uzyskujemy odpowiedz

/ " 0: n=2k+1
z _—
T 8T2R (%)%+1 (2:) - n=2k.

Teraz

O

Zadanie 1.12. Obliczy¢ Srednig warto$¢ funkcji % po sferze {z? + -+ + 22 = 1} C R" dla
catkowitych dodatnich k& i n.
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Zadanie 1.13. Obliczy¢ pole powierzchni bocznej stozka {22 + y* = 22,z € [0, 1]}, catkujac
funkcj¢ 1 po odpowiedniej powierzchni.

Zadanie 1.14. Obliczy¢ dlugos$¢ krzywej zadanej parametrycznie przez x = tcost, y = tsint,
gdzie t € [0, 27].

Zadanie 1.15. Niech ~ bedzie krzywa w R?® zadana parametrycznie przez s — (s,s?,s3), gdy
s € [0, 1]. Kazdy punkt v taczymy odcinkiem z punktem (0, 0, 0). Obliczy¢ objetos¢ tak uzyska-
nego zbioru.

Zadanie 1.16. Obliczy¢ catkowity strumien pola (22 +y?, y*+ 22, 22 +2?) przez brzeg szeScianu
V=A{lz|<a [yl <a, 2] <a}.

Zadanie 1.17. Obliczy¢ catkowity strumien pola

x y z
<\/x2 +y2 422 2t 2+ 22 22+ y? +z2>
przez powierzchnie elipsoidy F = {2 + 1y? 4 22 = 4}.

Rozwiqzanie. Zamiast rachowa¢ brutalnie, zastosujemy wzor Greena. Zauwazmy, ze pole
wektorowe

x Yy z
U= ) Y
<\/x2 + 2+ 22 a2+ y2 422 (a2 4P +22>
ma znikajaca dywergencje w R\ {(0, 0, 0)}. Gdyby E bylo brzegiem obszaru w R3\ {(0,0,0)},
pierwszy wzor Greena powiedzialtby, ze catkowity strumien jest zero. Tak jednak nie jest i mu-
simy postegpowac w inny sposob.
Niech V' bedzie obszarem zadanym przez

1 1
V={(z,y,2) eR’: 2 + > + 2 > 1, x2+1y2+§z2 < 4}.

Wtedy dive = 0 na V, ponadto 9V = E U —S, gdzie S = {z% + y*> + 2? = 1}, a znak ,,—”
oznacza, ze bierzemy przeciwng orientacj¢. Ze wzoru Greena (Twierdzenie |1.1):

/ U-n+/v~n:/di\/v:0.
-S E 1%

A zatem

o
gdyz strumien pola przez —S jest réwny (—1)- strumien pola przez S. Czyli strumienie pola
przez S i przez E sa rowne. Natomiast na S pole v jest réwne polu w = (x,y,z), gdyz

Va?+y?+ 22 = 1. A zatem

. 4
/v-n:/w~n:/ dlvw:/ 3=—-7m-3=A4m,
S S 24+y2+22<1 r24y2+22<1 3

gdzie ponownie uzyliSmy wzoru Greena. ¢
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1.2.4 Formy rozniczkowe

Zadanie 1.18. Dla form
w=2xdr+y’zdy+3zydz oraz n=(2°+13°)dx Ady+2yzdy Adz+ 3yds Adz
obliczy¢ dw, dn oraz w A 1.

Rozwiqzanie. Zauwazmy, ze d(2xdx) = 0. Istotnie, d(2xdx) = d(2x) A dx = 2dx Adx = 0.
Jako, ze d(y*z) N dy = y*dz A dy = —y*dy A dz oraz d(3zy) A dz = 3ydx A dz + 3xdy A dz,
otrzymujemy

dw = (—y* + 3x)dy A dz + 3ydx A dz.

Przy obliczaniu dn obserwujemy, ze d((x + y°)dx A dy) = d(2yzdy A dz) = 0. Istotnie, w
pierwszym przypadku funkcja 22 + y° zalezy tylko od x i y , zatem d(x® + y°) bedzie zawie-
rato wyrazy tylko z dz i dy, ktére zostang skasowane po pomnozeniu przez dx A dy. Podobnie
rozumujemy pokazujac, ze d(yzdy A dz) = 0. Stad

dn = d3ydr Ndz) = 3dy Ndx N dz = —3dx A dy N\ dz.
Obliczmy teraz w A n. W wyrazeniu
(2zdx + y*2dy + 3zydz) A ((2° + y°)da A dy + 2yzdy A dz + 3ydx A dz)

mnozymy kazdy skladnik z nawiasu po lewej stronie przez kazdy skladnik nawiasu z prawe]
strony. Z dziewigciu mozliwych do uzyskania sktadnikow sumy, niezerowe sa tylko te, w ktérych
nie powtarza si¢ zadne wyrazenie dx, dy, dz, a wigc:

2xdx A (2yzdy A dz), y?zdy A (3ydz A dz), 3xydz A ((2° + y°)dx A dy).

Ostatecznie
wAn = (dayz — 3y3z + 32ty + 3xy°)dr A dy A dz.

Znak minus przed 3y°z bierze sig stad, ze dy A dz A dz = —dx A dy A dz. O
Zadanie 1.19. Udowodni¢ Lemat 2.
Zadanie 1.20. Uzywajac wzoru Stokesa, obliczy¢ pole kota 22 + y? < 1.

Rozwiqzanie. Niech Q = {z? + y* < 1}. Rozwazmy forme w = xdy. Wtedy dw = dz A dy

oraz
/Lda:dy:/dx/\dy:/ w.
Q Q o9

Aby obliczy¢ ostatnig catke, parametryzujemy OS2 przez ¢ R (x(t),y(t)), gdzie z(t) = cost,
y(t) = sint oraz t € (0,27). Wtedy F*dy = costdt, wigc F*w = cos?t dt (osoby bardziej
wprawne w rachunkach czgsto opuszczaja przy tych obliczeniach F* piszac po prostu dy =
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costdt, w = cos?tdt. Jak zwykle w takich przypadkach, jest to poprawne tak dlugo, jak nie
prowadzi do nieporozumien). Zatem

27
/w:/ cos’tdt = .
o0 0

Zadanie 1.21. Obliczy¢ pole obszaru w R? ograniczonego krzywa x = cos®t, y = sin®t, t €
0, 2] (asteroida).

O

Zadanie 1.22. Obliczy¢ catke z formy w = zdz + 42%dy + (62 — 8zy)dz po krzywej {x* + 2% =
1, 23+ 3y + 2% = 2}.

Zadanie 1.23. Niech w bedzie formg okreSlona wzorem

(y—2)dz - (x+2)dy (y—1)dz — (z+ 1)dy
2242 Ay —4y+8 22492+ 20 —2y+ 2’

za$ v C R? — krzywa zadang réwnaniem
v =A@, y): |2+ P =2}
Oblicz [ w.
Zadanie 1.24. Niech M C R" bedzie hiperpowierzchnia zadang przez warunek f = 0, gdzie
f: R" — R 1V f nie réwna si¢ zero w zadnym punkcie M. Okres§lamy

1 O —
k=1

gdzie daszek nad dx; oznacza, ze w danym wyrazeniu czynnik dx; nalezy pomingé. Wykazad,
ze dla dowolnej funkcji g : M — R catkowalnej na M zachodzi

/g'wf:/gd0M7
M M

gdzie po lewej stronie widnieje catka z (n — 1)-formy, za$ po prawe;j catka z funkcji wzgledem
miary powierzchniowej.

Zadanie 1.25. Wyprowadzi¢ wzor Greena (Twierdzenie |1.1) z Twierdzenia Stokesa.

Zadanie 1.26. Udowodni¢, ze sposréd wszystkich krzywych zamknietych v C R? o danej diu-
gosci [ najwigksze pole ogranicza okrag.

Wskazéwka: postgpowaé wedtug nastgpujacego schematu.
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1. Rozpatrzmy wszystkie krzywe v = (z(¢),y(t)), t € [0,1], klasy C?, takie, ze z(0) =
z(1) = y(0) = y(1) = 0. Wykazad, ze kazda taka krzywa mozna przeparametryzowac tak,
aby @2 + 12 = [2, gdzie [ jest dlugoscia krzywe;.

2. Zauwazy¢, ze dla krzywej -y, funkcjonat L(z,y) = |, ! x(t)y(t)dt przyjmuje wartos¢ réwna

0
polu obszaru ograniczonego przez 7.

3. Rozwazy¢ zagadnienie ekstremalne dla L(-y) z mnoznikiem Lagrange’a

1
Floy) = [ V&5 s
0
napisa¢ réwnanie Eulera—Lagrange’a dla

Zagadnienie jest dwuwymiarowe, wigc beda dwa rownania; pierwsze z nich pochodzi od
zaburzenia x — x + J,, a drugie — od y — y + J,. Dzigki wyborowi parametryzacji
(punkt 1.) oba réwnania maja stosunkowo prosta postac.

4. Rozwiazaé otrzymane réwnania. Poniewaz wiadomo, jaki ma wyj$¢ wynik, rozwiazanie
nie powinno by¢ trudne.
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Rozdzial 2

Funkcje harmoniczne

2.1 Funkcje harmoniczne. Teoria

2.1.1 Definicje

Niech Q0 C R" bedzie zbiorem otwartym'. Funkcje f : Q — R nazwiemy harmoniczng, jesli
jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz speinia r6wnanie Laplace’a

Af =0,
gdzie

Af = Z—é @2.1)

Wiadomo, ze kazda taka funkcja musi by¢ analityczna. Poza tym ma szereg interesujacych wia-
snosci.
1. Pierwsza z nich jest twierdzenie o wartosci Sredniej. Stanowi ono, ze jesli kula B(x, r) jest

zawarta w {2, to
f(l') o fB(x,r) f(y) dy B fS(x,r) f(y) do
fB(;r,’r) 1 dy IS(.Z’,T) ]. dg '

2. Ponadto mamy zasade maksimum, ktéra mowi, ze funkcja harmoniczna nie ma maksimow
lokalnych. W szczegdlnosci, jesli €2 jest ograniczony, to

sup{f(z): z € Q} = sup{f(x): z € IN}.
Uwaga. S(x,r) oznacza tu sferg o Srodku x i promieniu 7 > 0.
3. Funkcja harmoniczna na €2 jest ponadto analityczna w 2.
Twierdzenie o warto$ci Sredniej sugeruje wprowadzenie nastgpujacej definicji

Definicja 2.1. Niech {2 C R" bgdzie podzbiorem otwartym.

(a) O funkcji lokalnie catkowalnej? f: Q@ — R powiemy, ze spelnia twierdzenie o wartosci

'Funkcje (a takze formy) harmoniczne mozna definiowaé takze rozmaito$ciach riemannowskich; tym jednak nie
bedziemy si¢ zajmowac.
>Tzn. catkowalnej na zwartych podzbiorach swojej dziedziny
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Sredniej dla kuli, jesli dla wszystkich = € Q i wszystkich r > 0 takich, ze kula B(z,r) C Q

zachodzi
Joen FW) dy
@) ==
fB(ac,r) Y

(b) O funkcji ciagtej f: 2 — R powiemy, ze spetnia twierdzenie o wartosci Sredniej dla sfery,
jesli dla wszystkich x € Qi wszystkich r > 0 takich, ze kula B(x,r) C 2 zachodzi

. f@B(w,r) f(y) do(y)
f(x) B fBB(m,'r) 1 dO‘(y) .

Definicja 2.2. Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym z brzegiem klasy C'. Niech g : 99 — R
bedzie ciagta. Zagadnieniem Dirichleta (dla rownania Laplace’a) nazwiemy problem znalezienia
funkcji klasy C? na (Q, ciaglej na brzegu takiej, ze

floa =g, Af(x)=0 dlax e Q.

Definicja 2.3. Niech Q C R" bedzie zbiorem otwartym z brzegiem klasy C''. Niech g : 90 — R
bedzie ciagta. Niech h: €2 — R tez bedzie ciagla. Zagadnieniem Poissona nazwiemy problem
znalezienia funkcji klasy C? na (), ciaglej na brzegu takiej, ze

floa =9, —Af(z) =h(z) dlaz e

2.1.2 Funkcje Greena

Zagadnienia Dirichleta i Poissona mozna rozwiazag, jesli zna si¢ tzw. funkcje Greena dla danego
obszaru.

Definicja 2.4. Niech (2 bedzie obszarem w R". Funkcjq Greena dla €2 (z warunkami brzegowymi
Dirichleta) nazywamy funkcje o
d: Q) xQ: R,

o tych wtasnoSciach, ze

(a) Dla wszystkich x € Q iy € 99 zachodzi ®(z,y) = 0.

(b) Dla kazdego x € (2 zachodzi réwnos¢ —A,® = d,, gdzie A, oznacza laplasjan po wspo6t-
rzednej y, a 0, jest dystrybucja § Diraca (gestoscig miary punktowej; miara punktu {z}
wynosi 1). Na przekatnej y = x pochodne rozpatrujemy w sensie dystrybucyjnym; patrz
Rozdziat 4l

Dla R" funkcja Greena (zob. Zadanie 2.2/12.3) jest
1
——In|z -1y, n=2,
27
n(n —2)a(n) |z —yl*2"
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Tutaj a(n) jest objetoscia jednostkowej kuli n—wymiarowe;.
Znaczenie funkcji Greena wynika z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 2.1. Niech Q) oznacza obszar w R™ o brzegu klasy C*. Zatoimy, Ze h: Q1 — R
g: 00 — R sq ciggte. Jesli P jest funkcjq Greena dla $, to funkcja f: () — R okreslona wzorem

f(x) = —[)Qg(y)aida(y)+/Qh(y)‘1>(:r,y) dy (2.2)

ony

spetnia zagadnienie Poissona dla () z funkcjami g i h. Symbol 887@ oznacza pochodnq kierunkowq
Yy
O w kierunku wektora normalnego, a rozniczkowanie jest wzgledem zmiennej y.

Ktadac h = 0 w (2.2)) uzyskujemy rozwiazanie zagadnienia Dirichleta,

flz)=— /8 . g(y)g%b do(y). (2.3)

Definicja 2.5. Funkcje P(z,y): © x 092 — R okreslong wzorem

0o

P(x,y) = 8—%(%@/)

nazywamy jqdrem Poissona dla obszaru ). Wz6r (2.3), ktéry mozna zapisac jako

f(2) = - /a _5(0)P(r.9) do(y).

nazywamy wzorem Poissona.

W wyznaczaniu funkcji Greena dla r6znych obszaréw przydatna moze by¢ interpretacja elek-
trostatyczna: przy ustalonym x funkcja Greena to jest potencjal elektrostatyczny, wyznaczony
przez tadunek jednostkowy znajdujacy si¢ w punkcie x oraz przez, by¢ moze, inne tfadunki roz-
mieszczone poza {2, ale tak, by potencjat na 0 byt stale réwny 0.

2.1.3 Funkcje harmoniczne i funkcje holomorficzne

W przypadku n = 2, a wiec funkcji okreslonych na podzbiorach otwartych U C R? mamy
pigkne i glebokie zwiazki pomigdzy funkcjami harmonicznymi a funkcjami holomorficznymi
(zob. [18, Rozdziat 10]). Przypomnijmy definicjg.

Definicja 2.6. Niech U C C. Funkcj¢ F' : U — C nazwiemy holomorficzng, jesli dla kazdego
2o € U spetniony jest jeden z nastgpujacych, rownowaznych warunkéw.

e [stnieje granica
lim F(zo 4+ w) — F(zo);
w—0,weC w
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e Pochodna funkcji F' (traktowanej jako funkcja z R? do R?) ma postaé (Z _ab) dla pew-
nych a, b € R;

e Jesli zapiszemy z = x + iy za$ F(2) = u(x,y) + iv(z,y), to 3 = g—; oraz ‘g—z = -G
e Forma rézniczkowa F'(z)dz = F(z)dx + iF'(z)dy jest zamknigta.
Mamy nastgpujace fakty.

Lemat 3 (uproszczony wzoér catkowy Cauchy’ego). Jesli f: U — C jest holomorficzna, za$

koto B(zp,r) C U, to
/ /() dz = 2mif(z0).
aB(

zo,r) 2 T R0

Calke po prawej stronie mozna rozumie¢ albo w sensie funkcji analitycznych (patrz np. ksiazka
Rudina [[18]]), albo jako catkg¢ z 1—formy.

Parametryzujac 0B (29, 7) przez z = 2o + re?, gdzie t € [0, 27], wstawiamy dz = ire’dt) i
sprawdzamy, ze lewa strona jest rOwna

2 it 2m '
—f(zo —i_i:e )ireit dt =1 f(zo +ret)dt = 3/ f(z)do.
0 re 0 r aB(ZO,T)

Catka po prawej stronie jest catka wzglegdem miary na okregu. W takim wypadku ze wzoru
catkowego Cauchy’ego uzyskujemy

L f(2)do = f(z0), (2.4)

27r 0B(z0,r)

inaczej méwiac, warto$¢ funkcji holomorficznej w punkcie zj jest Srednig z jej wartosci po
okregu 0B(zg, 7).

2.1.4 Funkcje subharmoniczne

Przypomnijmy nast¢pujaca definicj¢

Definicja 2.7. Niech 2 C R". Funkcje f: Q@ — R U {—o0} nazwiemy pdiciagtq z gory, jesli
dla kazdego a € R, zbiér {z C Q: f(x) < a} jest otwarty w (2, badZ, réwnowaznie, jesli dla
kazdego z € €2 zachodzi

lim sup f(z) < f(ao).

Tr—x0

Podamy tez definicj¢ funkcji subharmonicznej (patrz [12, Rozdziat 2]).
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Definicja 2.8. Funkcje f: € — R U {—oo}, pélciagla z gory, nazwiemy subharmonicznq jesli
dla kazdego = € 2 i kazdego r takiego, ze B(z,r) C Q2 oraz dla dowolnej funkcji harmoniczne;j
h: B(xz,r) — R ciagtej na B(z,r), warunek

f(z) < h(zx) dla wszystkich = € 0B(x,r)

implikuje warunek
f(z) < h(zx) dla wszystkich z € B(x,r).

Funkcje subharmoniczne maja cate mndstwo waznych wlasnosci. Cz¢$¢ z nich opiszemy w
zadaniach. Ogolnie rzecz biorac, funkcje subharmoniczne przypominaja pod wieloma wzgle-
dami funkcje wypukte.

2.2 Funkcje harmoniczne. Zadania
Zadanie 2.1. Udowodni¢, ze jesli 2 C R" otwarty i f: 2 — R jest klasy C? i jest harmoniczna,
to, dla dowolnego wektora v € R"™, pochodna kierunkowa D, f = v - V f tez jest harmoniczna.

Zadanie 2.2. Niech n > 2. Sprawdzi¢ bezposrednio z definicji, ze funkcja

Wy, ..., Ty) = (mf 4. +xi)(2_n)/2

jest harmoniczna na R™ \ {0}.
Zadanie 2.3. Wykaza¢, ze funkcja

u(z,y) =1In ‘xz + y2|
jest harmoniczna w R? \ {0}.

Zadanie 2.4. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R™ \ {0}: R, ktére sa harmoniczne i sferycznie
symetryczne (to znaczy f(z1,...,x,) = u(r) dla pewnego u, przy czym r = /22 + - -+ + 12

(a) n=2;
(b) n > 2.
Poréwnac¢ otrzymane wyniki z Zadaniami [2.2]1[2.3.

Zadanie 2.5. Wykazad, ze kazda funkcja klasy C? na zbiorze otwartym 2 C R" jest harmonicz-
na wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia twierdzenie o wartosci Sredniej.

Zadanie 2.6. Niech f: R” — R bedzie funkcja ciagla, ktéra spetnia twierdzenie o wartosSci
Sredniej. Niech 7: R™ — R bedzie dowolna funkcja catkowalna, taka, ze fR" n(|x|) dz = 1.
Wykazagé, ze

. f@n(lz —y|) dy = f(x).

Wskazowka: Wariant 1 (trudniejszy): skorzystac z twierdzenia o wartosci Sredniej dla kuli 1 wy-
kazac, ze wzor zachodzi, gdy 7 jest funkcja prosta, a nastgpnie wykonac przejsScie graniczne.
Wariant 2: skorzysta¢ z twierdzenia o wartosci Sredniej dla sfery i twierdzenia Fubiniego.
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Zadanie 2.7. Wykazac, ze jesli funkcja ciagta na 2 C R" spetnia twierdzenie o wartosci $red-
niej, to jest klasy C'*°. Wskazéwka: wziac 7 z zadania 2.6| gtadkie o noSniku zawartym w prze-
dziale (0, ¢).

Zadanie 2.8. Udowodnié, ze granica niemal jednostajnego ciagu funkcji harmonicznych jest
harmoniczna. Wskazéwka: Zadanie 2.7.

Zadanie 2.9. Niech B = B(0,2r) C R" bedzie kula o promieniu 3r > 0, za§ u: B — R
bedzie funkcja harmoniczna w B, taka, ze u(x) > 0 dla wszystkich z € B(0,r). Wykazad, ze
dla dowolnych x,y € B(0,r) zachodzi

u(z) < 3%"u(y).

Wskazéwka. Potaczy¢ x i y odcinkiem i weZ punkty w, z odpowiednio w 1/3 i 2/3 tego odcinka.
Nastepnie zastosowaé twierdzenie o wartosci Sredniej, aby wykazaé, ze u(z) < 3"u(w) i dalej
u(w) < 3"u(z), u(z) < 3"u(z).

Zadanie 2.10. Wykazac, ze funkcja harmoniczna na R" ograniczona jest stata.

Wskazowka: Postuzy¢ si¢ wynikiem poprzedniego zadania. Sprébowaé wykonac przejScie gra-
niczne r — oQ.

Zadanie 2.11. Postuzy¢ si¢ Zadaniem [2.9| do dowodu nieréwnosci Harnacka: dla dowolnego
obszaru {2 C R" ograniczonego, i podzbioru otwartego U C (2 takiego, ze U C (2, istnieje stata
C' > 0 o tej wlasnosci, ze jesli u: €2 — R jest harmoniczna oraz u(z) > 0, to

supu(z) < C inf u(z).
Zadanie 2.12. Niech U C R", n > 1 bedzie otwarty, za$ xo € U. Przypusémy, ze dana jest

funkcja F': U \ {7¢} — R harmoniczna i ograniczona. Wykaza¢, ze I przediuza si¢ do funkcji
ciaglej F': U — R 1 F' jest harmoniczna.

Zadanie 2.13. Scharakteryzowa¢ funkcje harmoniczne w R!. ZnaleZ¢é funkcje Greena dla jedno-
wymiarowego zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a, dla odcinka [a, b]. Przedyskutowac
sytuacje dla warunkéw von Neumanna.

Zadanie 2.14. Niech f : {2 — R bedzie funkcja harmoniczna, ktérej wszystkie punkty krytyczne
(miejsca takie, ze V f = 0) maja niezdegenerowany hessjan (macierz drugich pochodnych). Wy-
kazaé, ze rownanie Laplace’a nie pozwala na to, aby hessjan byl dodatnio (ani tez ujemnie)
okreslony, wigc takie f nie moze mie¢ lokalnych maksiméw ani miniméw.

Zadanie 2.15. Rozwazmy torus S* x S!, na ktérym wspéirzedne oznaczymy przez x i y. Znalezé
wartosci wlasne operatora Laplace’a A = 0y, + Oyy.

Zadanie 2.16. Zbada¢ zagadnienie wlasne operatora Laplace’a A = 0,, + J,, na prostokacie
L =10,a] x [0, b] z warunkiem brzegowym u|g;, = 0.

#® wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



Korzystaj. Mow, skad wzigtes. © MIM UW 27/166

2.2.1 Laplasjan w réznych ukladach wspétrzednych

Zadanie 2.17. Niech A = 92+ 8§y bedzie dwuwymiarowym laplasjanem. Znalez¢ jego postaé
we wsp6trzednych biegunowych (7, ¢).

Zadanie 2.18. Wyznaczy¢ postac tréjwymiarowego laplasjanu we wspoétrzednych sferycznych

(/r7 w? ¢)’

r=rsingsiny, y = rsin¢cosy, z = rcos ¢.
Uwaga. Rachunki sa nieco zmudniejsze, niz w poprzednim zadaniu.

Zadanie 2.19. Wykazaé, mozliwie najprosciej, ze laplasjan jest niezmienniczy przy ortogonalne]
zamianie zmiennych, to znaczy, ze przy przejsciu do uktadu ortogonalnego, postac laplasjanu nie
zmienia sie.

Zadanie 2.20. ZnaleZ¢ posta¢ Laplasjanu we wspétrzednych walcowych x = rsing, y =
rcoso, z = z.

Zadanie 2.21. Znalez¢é postaé laplasjanu we wspétrzednych sferycznych w R?, zadanych wzo-
rami

X = T COS (v COS [3 oSy
Y = T COS (v COos (3 sin 7y
z =rcosasin

U = rsin .

Rozwiqzanie. Na tym przykladzie pokazemy pewien uniwersalny sposéb postgpowania, wy-
korzystujacy fakt, iz AF = divVF = xd * dF, gdzie d jest r6zniczkowaniem form, zas *
jest operatorem tzw. gwiazdki Hodge’a. (Podstawowe informacje o nim — patrz np. [21, Tom 4,
Rozdz. 7, Addendum 2], lub monografia [7, Rozdz. 19.3 i 25].

Zauwazmy, ze w zadanym punkcie przestrzeni, wektory styczne

090909 0 90990 9
Ox’ Oy’ 0z’ Ou or’ da’ 9B Oy
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powiazane sg nastgpujacymi relacjami:

0 :
— = cosacos 3 cosy— + cos a cos 3 sin 'ya—+
)

or ox
+ cosasin f— + sina—
ﬁaz ou

0 . 3 . B n
— = —rsinacos fcosy=— — rsinacos fsiny—
O« 7035 vﬁy

— rsinasinﬂg + Tcosoz%

0 in 3 in s n
— = —rcosasin fcosy=— — rcosasin §sin y—
a8 Tox Ty

+ rcos acos f—
0z

0 COS (v €oS [3 i + r cos a cos (3 cos
— = —rcosa iny— + rcosa —.
0 " ox Vﬁy

9 9 9
’ Oy’ 0z Ou
metryce w R*) mozemy sprawdzié, ze wektory %,
dlugos¢ réwna jest odpowiednio

tworza bazg¢ ortonormalng przestrzeni stycznej (w standardowej

o o B . . T
90> 95 5y S& Wzajemnie prostopadte, za$ ich

Poniewaz wektory %

1, r, rcosa, rcosacosf.

A zatem wektory
0 10 1 0 1 0

Or’ rda’ reosadB’ rcosacos 8Oy

tworza baze ortonormalna przestrzeni stycznej. Stad wynika, ze formy

er =dr
es = rdo
e3 = rcos adf

€4 = 1 cos a cos [Bdy

tworza bazg ortonormalng przestrzeni kostycznej. Czyli xe; = ey A ez A ey, ¥ea = —ez AN egNeq,
xe3 =es Nep ANeglkey = —e; Aeg Aegoraz xep Aeg Aes Aeg = 1.
A zatem

sdr = r3 cos® avcos Bda A df A dry
sdov = —r cos? awcos BdS A dy A dr
xdf = rcos fdy N\dr A da
~_dr Ada A dB
cos f3

1

r3cos?acos 3

*dy = —

xdr Nda Ndp N dy =
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Mamy

dF = a—Fdr + a—Fdoz + a—Fdﬂ + a—Fch
or op

Przeto
oF ,
*xd Il =5 r° cos” acos Bda A df A dy—
r

F
— g—ar cos® avcos BdB A dry A dr+

ggr cos Bdy N dr N\ da—
oF r
B 8_7 cos 8
Obliczenie d*dF" jest de facto jedynym miejscem, gdzie pojawiaja si¢ nieco bardziej ztozone
rachunki.

dr Nda Adf.

O*F oF
d*dF = [ 3 cos? acos 3 + —3r? cos® acos 3 +

or? or
F F
+ 8—7’ cos® avcos B — —2r sin « cos av cos S+
oo o
2
F
8527‘C086 — g—ﬁrsmﬁ—i-
r O0*F
dr Nda Ndp N d
cos 3 0v? 1 rAdandfndy.
Stad uzyskujemy
O*F 1 0°F 1 O°F 1 OF
AF = xdx dF = —
ax or? + r20a?  r?cos?a 0B?  r?cos?acos? f 0?2
30F  MgadF | —tgp OF
r Or r2 da  r?2cos?a B’

O

Uwaga 3. Powyzsza metoda jest skuteczna, dzigki temu, ze macierz DF' pochodnej zamiany

zmiennych (r,a, B,7v) = EN (:)3 y, z,u) ma taka wasno$é, ze DF - DFT jest diagonalna. Dzigki
R

temu wektory -2 5 9o’ 95 5 byly ortogonalne i gwiazdka Hodge’a miala stosunkowo prosta
postac.
Zadanie 2.22. Niech R > ry > 0. Udowodnié, ze wzor

x = (R+rcos¢)cosf

y=(R+rcos¢)sind

z=rsing

dla ¢, 6 € [0, 2| oraz r bliskich 7, zadaje lokalny uktad wsp6trzednych w R? w otoczeniu torusa
{(2® + y* + 2% — R* — 12)* + 4R?2? = 4r2 R*}. Wyrazi¢ A f we wspétrzednych r, ¢, .
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2.2.2 Funkcje Greena

Zadanie 2.23. Wyznaczy¢ funkcje Greena z warunkami brzegowymi Dirichleta dla obszaru
{(z1, 79, 73) € R*: 21 > 0}.

Rozwigzanie. Jesli potozymy ®(z,y) = ;-|z — y|~* (funkcja Greena dla R?), nie bedzie
spelniony warunek, zeby ® znikata dla y; = 0. Z pomoca przychodzi nam interpretacja fizyczna,
jako potencjatu. Sugeruje to, ze trzeba dotozy¢ gdzieS w R? taki tadunek, aby zréwnowazyé
potencjal na ptaszczyznie y; = 0. To jest bardzo proste: musimy umiesci¢ go symetrycznie po
drugiej stronie ptaszczyzny i da¢ mu znak przeciwny. Powyzsze rozwazania sugeruja (ale nie
dowodza), ze funkcja

G(x,y) = (I)(($1,$2,1‘3),y) - q)(<_x17x2’$3)7y)'

powinna by¢ funkcja Greena dla péiptaszczyzny. Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze
tak jest w istocie. ¢

Zadanie 2.24. ZnaleZ¢ funkcje Greena z warunkami brzegowymi Dirichleta dla kota B(0,1) C
R2.

Rozwiqzanie. Sprobujemy postapi¢ podobnie, tzn. umiesci¢ symetrycznie drugi tadunek tak,
aby si¢ zniosty na brzegu kota. Tutaj symetrig bedzie inwersja wzglgdem kota, a wigc przeksz-

talcenie
x

R

Pokazanie, ze ta metoda dziata, wymaga troche pracy. Zauwazmy, ze jesli ®(z,y) jest funkcja
Greena dla R"”, to funkcja

O(z,y) = O(|zfi(x), [x]y)

nadal jest harmoniczna wzglgdem y. Latwo sprawdzic, ze dla |x| = 1 obie funkcje si¢ pokrywaja,
zatem

jest szukang funkcja Greena. ¢

Zadanie 2.25. Wyprowadzi¢ nastepujacy wzor Poissona dla kota jednostkowego B(0,1) w R%:

u(x) = /W Re <el. i ”7) F(e) dt, 2.5)

it
—-r (& T

gdzie v € B(0,1), Au = 0wkole B(0,1),a f = u |sp(0,1) jest warunkiem brzegowym.

Rozwiqzanie. Jako, ze catka po prawej stronie jest rOwna

1 y+x
Re ( ) f(y) dy.
(0,1)

% S y—x
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wystarczy pokazaé, ze pochodna normalna funkcji Greena dla okrggu jest rowna

1
_Re<y+x),
2 Yy—x

gdzie dzielenie rozumiemy w sensie dzielena liczb zespolonych. Teraz zauwazmy, ze zgodnie z
Zadaniem [2.24 funkcja Greena jest rOwna

1 x
5 (—infz =y +IH|W —y| —Infz),

przy czym ostatni wyraz zeruje si¢ przy rozniczkowaniu po y. Przy ustalonym u pochodna w
kierunku normalnym funkcji In |u — y|, dla |y| = 1 jest rOwna

(ur —y1)y1 + (u2 — Y2)y2
lu — y|

Stad pochodna funkcji Greena dla y € S* w kierunku normalnym jest réwna

(yl — ZL‘l)yl + (yg — Ig)yg (yl - |§_‘12)y1 + <y2 - %)yQ

|z —y]? [z — vl

I

gdzie piszemy x = (x1,22) iy = (y1,92). Skoro |y| = 1, to |y — x| = |y — ﬁ| - |z|. Tak wigc
powyzszy wzor sprowadza si¢ do

(y1 — x0)y1 + (Y2 — x2)y2 — (J2y1 — 20)y1 — (|2Py2 — 22)y2 _
ly — x|

2.6
(2 +32)(1 — [o]?) 20

ly — x|

Skoro y? + y2 = 1, mamy y = y; + iy2, T = T + iT2. Tak wiec

yl?(1 = [2]*) = [y|* — |2|* = Re(y + =) (5 — ).
Czyli (2.6) staje si¢
Y+

Re .
y—x

O

Zadanie 2.26. Znalez¢ funkcje Greena dla obszaru {(zy, 2, 73, 74) € RY, 0 < 7y < 1}.
Zadanie 2.27. Znalez¢ funkcj¢ Greena dla wycinka plaszczyzny:
{(z1,29): o > 0,27 > 0,27 < ava},

gdzie a = tan 7, k € N.
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Zadanie 2.28. Wykazaé, ze funkcja Greena G(x,y) dla éwiartki pétptaszczyzny dazy do zera
przy |ly|| — oo niemal jednostajnie po z.

Zadanie 2.29. ZnaleZ¢ funkcje Greena dla warunkéw von Neumanna (tzn. % = (O na brzegu ob-
szaru) dla wycinka ptaszczyzny: {(z1,x2): 22 > 0,21 > 0,21 < Sz}, gdzie f = tan %’T, k e
N.

Zadanie 2.30. Znalez¢ funkcje Greena dla zbioru 2 = R? \ B(0, 1), gdzie B jest dyskiem o
promieniu 1. Wykaz, ze znika ona w nieskoniczonosci.

Zadanie 2.31. Znalez¢ funkcje Greena dla obszaru {(zy, r9, 23) € R0 < 27 < 1}.
Zadanie 2.32. ZnaleZ¢ funkcj¢ Greena dla wycinka plaszczyzny:
{(z1,29): gy > 0,27 > 0,27 < 2},
gdzie 0 < a < o00. To zadanie jest istotnie trudniejsze, niz zadanie 2.27.
Zadanie 2.33. ZnaleZ¢ funkcje Greena dla pierscienia {(z1,70) € R?: 1/4 < 22 + 23 < 1}.

Zadanie 2.34. Znalez¢ rozwinigcie w szereg Fouriera funkcji Greena dla kwadratu. Sprawdzié,
ze nalezy ona do L?. Zbada¢, dla jakich n funkcja Greena dla n—wymiarowego szeScianu nalezy
do L2

2.2.3 Funkcje harmoniczne i funkcje holomorficzne

Zadanie 2.35. Udowodni¢ rownowazno$¢ warunkéw w Definicji 2.6

Zadanie 2.36. Niech U C R? bedzie zbiorem otwartym, zas$ f : U — C bedzie funkcja klasy
C?. Przypusémy, ze A f = 0 oraz A(f?) = 0. Wykazad, ze f albo f jest holomorficzna.

Zadanie 2.37. Korzystajac z twierdzenia Stokesa udowodniC uproszczone twierdzenie catkowe
Cauchy’ego dla funkcji f: U — C.

Rozwiqzanie. Ustalmy punkt 2, oraz ¢ > 0 dostatecznie mate. Niech 2 = B(zg,7)\ B(z0, €).
Oczywiscie {2 C U (stosujemy oznaczenia z Lematu 3)). Niechw = %dz. Jako, ze funkcja 1(z)

2—20

jest holomorficzna na ) jako iloraz dwdéch funkcji holomorficznych, forma w jest zamknigta na

(), a wiec z twierdzenia Stokesa:
/ w = / dw = 0.
o9 Q

Zauwazmy, ze 0S) = 0B(z,7) U —0B(20,¢), gdzie — oznacza, ze bierzemy brzeg przeciwnie

zorientowany. A zatem.
[ e
OB (zo,r) 0B (z0,¢)

Pozostaje wyszacowac ostatnig catke.

#® wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



Korzystaj. Mow, skad wzigtes. © MIM UW 33/166

Z ciagtosci f w punkcie zy dla dowolnego 6 > 0, istnieje takie € > 0, ze jesli |z — zo| < e, to
|f(2) — f(20)| < 0. Stad

/ FIOI / f () dz‘ - / HOESIE)P
B(z0.6) # — <0 B(zo,e) # — <0 OB (z0,¢) |z — 2o

/ )
S —
dB(z0,6) €

4]
= 2mwe— = 276,
€

gdzie w pierwszej nieréwnosci wykorzystalismy znany fakt, iz | [ f(z)dz| < [ [f(2)|do. O

Zadanie 2.38. Niech 2 = {z € C: 0 < |z| < 1}. Niech h :  — R bedzie zadana wzorem
h(z) = log|z|.

(a) Wykazac, ze h jest harmoniczna.
(b) Wykazaé, ze h nie jest czgScia rzeczywista zadnej funkcji holomorficznej na €.

Zadanie 2.39. Wyprowadzi¢ twierdzenie o wartoSci Sredniej dla funkcji harmonicznych w R?
korzystajac z analogicznego rezultatu dla funkcji holomorficznych.

Zadanie 2.40. Wyprowadzi¢ wzor Poissona dla kota (patrz Zadanie [2.24) korzystajac ze wzoru
catkowego Cauchy’ego.

Zadanie 2.41. Niech g(¢) : S' — C bedzie funkcja klasy L?. Wykazaé, ze nastepujace warunki
sa rownowazne:

(a) rozwinigcie Fouriera funkcji g zawiera wytacznie dodatnie wyrazy, to znaczy dla kazdego
m € Z, m < 0 zachodzi réwnos¢

/ 9(&)¢™dé = 0
Sl

(b) istnieje taka funkcja holomorficzna f : B(0,1) — C, ze lirri f(rei®) = g(¢).
r—

Wskazowka: rozwaz funkcje harmoniczne h; i hy z B(0,1) — R takie, ze h; (odpowiednio hy)
na brzegu C(0, 1) sa réwne odpowiednio Re g i Im g. Napisz réwnanie Cauchy’ego—Riemanna
dla hy + ihs.

2.2.4 Funkcje subharmoniczne. Zadania.

Zadanie 2.42. Udowodnié, ze jesli 2 C R" bedzie otwarty, za$ f: (2 — R" bedzie funkcja
polciaglta z gory, to istnieje ciag f; funkcji ciagtych na (2, ograniczonych z géry, monotonicznie
malejacych i punktowo zbieznych do f (jesli w jakim§ punkcie xg, f(z¢) = —o0, to wymagamy,
zeby f;(zog) = —o0).

Wskazowka: Rozwazy¢ funkcje f;(x) = sup,cq f(y) — jlz —y|dlaj=1,2,....
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Zadanie 2.43. Niech f: 2 — R bedzie potciagta z gory, zas§ K C €2 bgdzie zbiorem zwartym.
Wykazac, ze f przyjmuje kres gérny na K, tzn. istnieje zo € K takie, ze f(zo) > f(z) dla
wszystkich x € K, natomiast nie musi przyjmowac swojego kresu dolnego na K.

Zadanie 2.44. Niech f: Q@ — R U {—o0} bedzie péiciagta z géry. Wykazad, ze f jest subhar-
moniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € €2 i kazdego r > 0 zachodzi

S FW) dy
r) < ——F——.
f< ) B fB(J},r) dy

Zadanie 2.45. Udowodni¢, ze funkcja subharmoniczna nie ma lokalnych maksiméw.

Zadanie 2.46. Niech f i g beda funkcjami subharmonicznymi na R?. Czy z tego wynika, ze
funkcje min( f, g) i max(f, g) sa subharmoniczne?

Zadanie 2.47. Udowodni¢, ze funkcja (x,y) — log(2? + y?) jest subharmoniczna.

Zadanie 2.48. Niech f: 2 — R bedzie subharmoniczna, za§ ¢: R — R wypukla i rosnaca.
Wykazaé, ze ¢ o f jest subharmoniczna.

Zadanie 2.49. Niech Q) = (a,b) C R!, za$ f: Q — R bedzie subharmoniczna. Wykazaé, ze jest
wypukta.

Zadanie 2.50. Niech f: Q@ — R U {—oo} bedzie subharmoniczna. Wykazacd, ze zbiér £ =
{z: f(z) = —o0} jest otwarty.

Zadanie 2.51. Niech f: Q — R bedzie subharmoniczna i klasy C?. Wykazaé, ze Af > 0.

Zadanie 2.52. Wykaz, ze granica punktowa monotonicznie malejacego ciggu funkcji subharmo-
nicznych jest subharmoniczna.

Zadanie 2.53. Niech f : Q) — C, gdzie ) C C bedzie funkcja holomorficzng. Wykaza¢, ze dla
wszystkich p > 1, funkcja | f|? jest subharmoniczna.
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Rozdziatl 3

Transformata Fouriera 1 jej zastosowania
w rownaniach czastkowych

Niezwykle uzytecznym narzedziem w badaniu réwnan rézniczkowych jest transformata Fo-
uriera. Pozwala ona sprowadzi¢ rozwiazywanie réwnan czastkowych do rozwiagzywania row-
nan algebraicznych badzZ tez réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Dobrym Zrédiem informacji
o transformacie Fouriera jest np. ksiazka Rudina [19]]. W ksiazkach Evansa [8] i Taylora [24]]
znaleZ¢ mozna informacje o zastosowaniach transformaty w rownaniach rézniczkowych.

3.1 Przestrzen Schwartza

Definicja 3.1. Niech f bgdzie funkcja gtadka na R™ o wartoSciach zespolonych. Méwimy, ze f
jest funkcja szybko malejqcq na R™ jesli dla dowolnych wielowskaznikéw «, 3

sup |xO‘DBf(x)‘ < 00.
TER™

Przestrzen funkcji szybko malejacych na R"™ nazywamy przestrzeniq Schwartza i oznaczamy
S(R™), S, lub po prostu S.

Poniewaz dla kazdego € R" prawdziwa jest nierdwnos¢

CH L+ [z < D 2P < O+ |2[)™, (3.1)

laj<m

dla pewnej statej C' > 0 zaleznej jedynie od n oraz m, mozna rownowaznie powiedzie¢, ze
f € S wtedy i tylko wtedy, gdy P - D” f jest funkcja ograniczona na R dla kazdego wielomianu
P i kazdego wielowskaznika (3. Oznacza to w szczegdlnosci, ze jesli f € S(R™), to wszystkie
pochodne D f daza do zera przy |x| — oc. Stad okreslenie funkcje szybko malejqce.

Topologia przestrzeni S jest wyznaczona przez rodzing pétnorm

pr(f) = Z sup (1 + |z>)*?|Df(z)| k=0,1,2,...

la|<k TER™

35



ﬁ‘166 © Wydziat MIM, Uniwersytet Warszawski, 2010.

Przyjmujac w S funkcj¢ odlegtosci

o0

. r pe(f—9)
d(f,9) = ;2 km, (3.2)

uzyskujemy przestrzen metryczna zupeina. Przestrzen S z tak zdefiniowang topologia jest przes-
trzenia Frécheta. Przestrzen S jest takze gesta podprzestrzenia przestrzeni L?(R™) (wynika to
np. z gestosci C5°(R™) w L2(R™)).

3.2 Transformata Fouriera

Definicja 3.2. Niech f € S. Transformatq Fouriera funkcji f nazywamy funkcj¢ okreslona
wzorem

FOE©=F&) = [ e f@)ds dager (3

Uwaga 3.1. W literaturze matematycznej spotyka si¢ takze inne definicje transformaty Fouriera.
Dwie najbardziej popularne to:

Fi(f)(€) = (2m) ™2 /n e f(x)dr dlag e R"
oraz

fz(f)(é)z/ e f(x)de dlag € R™

To, ktéra definicj¢ przyjmujemy, jest kwestig jej pdZniejszych zastosowan, wygody oraz osobi-
stych upodoban. W literaturze spotyka si¢ takze okreslenie transformacja Fouriera na oznaczenie
odwzorowania, ktére funkcji f przyporzadkowuje funkcje f.

Zauwazmy, ze powyzsza definicja ma sens, gdy o funkcji f zatozymy jedynie, iz jest ona
funkcja catkowalna, tzn. f € L'(R™).

Zadanie 3.1. Obliczy¢ transformat¢ Fouriera funkcji

u(z) = e~elel”,

Rozwiqzanie. Rozpatrzmy najpierw przypadek € = % oraz n = 1. Mamy wéwczas

z2 :
o) ==u(é) = /e_2e_2”’x5 dr dla¢ € R.
R
Rézniczkujac funkcje ¢, dostajemy

@(5) — —2m’/xexp(—%2)exp(—2mx§) dx
R

d§
z2 ' .
—27rz'/ (e_T) e~ 2mEE Iy
27T é—/ 2mx§ dl’
—(2m)*€op (&
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Ponadto wiemy, ze

$(0) = V2.

Jedyna funkcja spelniajaca powyzsze warunki jest funkcja
() = VameTE

ObliczyliSmy zatem transformate Fouriera gestoSci rozktadu normalnego w przypadku jednowy-
miarowym, dla € = % W przypadku n > 2 korzystamy z twierdzenia Fubiniego 1 otrzymujemy

e

F(exp( 5 NE) = ¢(&1) - (&) = (2m)™ 22767

Dla dowolnego € > 0 mamy

Flexp(~elaf))(6) = [ oo me ds
12 )
= (26)_”/2/ e_%e_%zyf/‘/ﬂd(y
= (1/e)"2e Il /e

Zatem transformata Fouriera funkcji ggstosci rozktadu normalnego jest réwniez funkcja gestosci
rozktadu normalnego, tyle ze przeskalowanego. ¢

3.3 WilasnoSci transformaty Fouriera
Niech x,y € R". WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:

ex(y) = ™Y = exp{2mi(z1y1 + - - + Tnyn)}
.f(y) = [y — ).

Latwo jest sprawdzi¢, wykonujac proste rachunki i stosujac twierdzenie Fubiniego, nastgpu-
jace algebraiczne wtasnosci transformaty Fouriera:

Twierdzenie 3.1. Niech f,g € L'(R") oraz x € R™.

(@) (Tf)() = e—a() f(6) = e[ (€);

(b) (e)(€) = T f(6):

(c) (F *9)(€) = F(©)3(©).

(d) Jesli X > 0 oraz h(x) = f(x/N), to h(€) = A" f(AE).

Roéwniez nietrudno jest wykaza¢ wtasnosci transformaty Fouriera na przestrzeni S:

# wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



378/‘166 © Wydziat MIM, Uniwersytet Warszawski, 2010.

Twierdzenie 3.2. (a) Jesli P jest wielomianem, g € S oraz « jest wielowskaZnikiem, to kazde
z nastepujqcych odwzorowan:

f=Pf  feygf, [ DY
Jjest ciqgtym odwzorowaniem liniowym S w S.
(b) Jesli f € S, to f € C(R") oraz
D° f(€) = (—2mi) L F (22 £)(€),
F(D*f)(6) = 2m)e*f(¢) dlag €R".
(c) Jesli f,g € S, to
[ @it s = [ flalgla)do

(d) Transformacja Fouriera

Jjest ciqgtym odwzorowaniem liniowym.
Niech f € S; przyjmijmy
2
g(x) = e,
Transformata tej funkcji, obliczona powyzej, wynosi
e = (%) et
€
Wstawiajac te funkcje do rownosci z punktu (¢) powyzszego twierdzenia dostajemy
n/2 A
(f) f(ac)e_’r%”'Q/6 dx = f(;v)e_5|x|2 dzx.
R” R”

€

Dokonujac po lewej stronie powyzszej rownosci podstawienia x +—» \/g 4'i przechodzac po

obu stronach z € do zera (mozemy to zrobi¢ korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoSci
zZmajoryzowanej) otrzymujemy

fO)= [ f(&de.
R”
Wykorzystujac twierdzenie 3.1 punkt (a) dostajemy ostatecznie

fa) = / ) de, dafe S

Definicja 3.3. Niech f € S. Odwrotng transformatq Fouriera funkcji f nazywamy funkcje
okreslong wzorem

F@) = FU(f)() = / i€ f(e) de dlag € R™. (3.4)

n
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3.4 Wzor Parsevala i twierdzenie Plancherela

Zauwazmy, ze )

f (LL’ ) = f <_'T )7
zatem, z doktadno$cia do ztozenia z symetria wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych, trans-
formata Fouriera jest rowna swojej odwrotnosci na przestrzeni S. W szczeg6lnosci wige trans-
formata Fouriera jest bijekcja przestrzeni S na §. Zauwazmy réwniez, Ze biorac sprzezenie ze-
spolone transformaty Fouriera dostajemy

~ ~

f=1r
Korzystajac z punktu (c¢) twierdzenia 3.2 otrzymujemy tak zwana tozsamosc¢ Parsevala:
<U,U>L2(Rn) — <'LAL, @>L2(Rn), dla U,U 6 S (3.5)

Wynika z niej, ze transformata Fouriera jest nie tylko bijekcja, ale tez zadaje izometri¢ (wzgle-
dem iloczynu skalarnego z L?) na przestrzeni S. Poniewaz przestrzen S jest ggsta w przestrzeni
L?(R™), transformacj¢ Fouriera mozna jednoznacznie rozszerzy¢ do izometrii na catym L?(R").

Twierdzenie 3.3 (Twierdzenie Plancherela). Istnieje izometria liniowa T przestrzeni L?(R™) na
przestrzenr L*(R™), ktéra jest jednoznacznie wyznaczona przez warunek

Tf= f, dla kazdego f € S.

Ponadto wzor Parsevala (3.5) jest prawdziwy dla dowolnych w i v z L*(R™).

3.5 Przyklady zastosowan

Zadanie 3.2. Znalez¢ wz6r na rozwiazanie zagadnienia
Au=0 wR% = (—00,00) x (0, 00)

u(z,0) = g(v)
u(z,y) =0 dla |[[(z,y)| — oo.

Rozwiqzanie. Ustalmy na chwilg y > 0. Przyktadamy do funkcji v transformat¢ Fouriera
wzgledem zmiennej z, dostajac

) = /R e MMz, y) d.

Wykorzystujac wiasnosci transformaty Fouriera, opisane w Twierdzeniu 3.2} przeksztalcamy za-
gadnienie do postaci

0%*u

u(&,y) = 9(8)-
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Ustalmy teraz £ € R i oznaczmy
fly) = (& y).
Funkcja f spelnia wéwczas rownanie zwyczajne

f'(y) = (278 f(y)

z warunkiem poczatkowym
f(0) = 4(¢).

Uwzgledniajac warunek, ze funkcja u zanika w nieskoficzonos$ci otrzymujemy

fly) =a(&y) = g(&e ™ dlay > 0.

Aby wyznaczy¢ funkcje u, przyktadamy odwrotng transformate Fouriera (wzglgdem zmiennej
9k
ule,y) = F (5€)e W) (2,9) = g+ F (7270 ) (2, y).

Pamigtajmy o tym, ze splot bierzemy tylko wzgledem pierwszej zmiennej. Musimy obliczy¢
transformatg odwrotna funkcji e~ lély:

F-1 (e—27r\§|y>(x’y) _ / e2mivé o =2mlEly e
R

o) 0
_ {/ 2 (iz—y)§ d¢ _,_/ p2m(iz+y)E d{}
0 —00

- {wgl i) " 27r(y1+ m)}
(22 +y?)

Wz6r na rozwiazanie naszego zagadnienia ma zatem postac
o0
z
u(z,y) = g/ %dz.
T J - ((L’ - Z) +y

Jest to wynik zgodny z wczes$niejszymi rozwazaniami dotyczacymi funkcji harmonicznych —

to samo rozwiazanie otrzymujemy obliczajac funkcj¢ Greena dla poétplaszczyzny. Zauwazmy

przy okazji, ze to, ze powyzszy wzor okresla rzeczywiscie rozwigzanie podanego zagadnienia, w

szczegblnosci, ze funkcja u spelnia warunek brzegowy, nie jest na pierwszy rzut oka oczywiste.
Ten problem jest doktadniej dyskutowany przy omawianiu funkcji Greena. ¢

Zadanie 3.3. Znalez¢ wzor na rozwigzanie zagadnienia poczatkowego dla rownania ciepta

u—Au=0 w(0,00) x R"
u(0,7) = g(z) g€ L*(R").
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Rozwiqzanie. Ustalmy na chwilg ¢ € (0, 0o). Przyktadajac do funkcji u transformate Fouriera
wzgledem zmiennej przestrzennej x i wykorzystujac Twierdzenie 3.2, otrzymujemy zagadnienie

O 0,€) + (2me)%ilt,€) = 0

WprowadZmy oznaczenie
ft)=1a(t,&) dlat e [0,00).

Funkcja f spetnia réwnanie rézniczkowe zwyczajne

f1(t) = —(2m€)* f(t)
z warunkiem poczatkowym
f(0) = 4(&).
Dostajemy zatem -
a(t,€) = f(t) = §(E)e ™,

Aby wyznaczy¢ funkcj¢ u, przyktadamy odwrotna transformatg Fouriera — znowu tylko wzgle-
dem zmiennej przestrzennej x — traktujac ¢ jako ustalone. Korzystamy przy tym z wiasnosci (c)
podanej w Twierdzeniu 3.2:

u(t,2) = F7 (9(§)e™ ™) = g x F(t, ),

gdzie

F(t, ,T) = ‘Ffl (67471-27%2) <x> _ / eQﬂ.ixlgei4ﬂ.2t§2 dé

n

— / e—27rix~§e—47r2tf2 d§

1 7|41|2
R t
(47rt)"/2e

Ostatecznie dostajemy wzor na rozwigzanie postaci

u(t,z) = W /R exp (_(x4—;gj)2>g(y) dy,

czyli splot z rozwiazaniem podstawowym dla réwnania ciepta. ¢

3.6 Zadania

Zadanie 3.4. Sprawdzié, ze wzor (3.2) rzeczywiscie okresla metryke w przestrzeni Schwartza.
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Zadanie 3.5. Wykazac, ze jesli ¢, € S(R"), to ich iloczyn tez nalezy do S(R").
Zadanie 3.6. Wykazaé, 7e jesli f € S(R™), A > 0, za$ fr(z) = f(z/N), to fr(€) = A"f(XE).

Zadanie 3.7. Zatézmy, ze D*¢ € L'(R") dla kazdego A, takiego ze |\| = k. Wykazac, ze
(1 + [£]%)p(€) jest funkcja ograniczona.

Zadanie 3.8. Zal6zmy, ze f € L*(R). Obliczy¢ transformatg Fouriera funkcji
g(x) = fla)em,
gdzie a € R.

Zadanie 3.9. Zatézmy, ze A jest macierza symetryczng n X n i nieosobliwa. Obliczy¢ transfor-
matg Fouriera funkcji
f(z) = e Av2, z € R",

gdzie a - b oznacza iloczyn skalarny wektoréw a i b.
Zadanie 3.10. Rozwazmy réwnanie
~Ugg + Uyyyy + U= f W R2.
Wykazaé, ze jesli f € LQ(Rz), to calkowalne z kwadratem sg tez funkcje u, ty, Uyy, Ugyy-
Zadanie 3.11. Zal6zmy, ze uo € L?(R). Znalez¢é wzér na rozwiazanie rownania

Up = Ugy + Uy, reR, t>0,
u(z,0) = up(x), z e R.

Zadanie 3.12. Zal6zmy, ze ug € L*(R).
(a) Znalez¢ wzér na rozwiazanie rOwnania

Up = Ugy — U, reR, t>0,
u(z,0) = ug(x), z €R.

(b) Wykazac, ze istnieje stata C' > 0 taka, ze
lu(, D)l < Ce™.

Transformata Fouriera jako narzedzie pomocne przy rozwigzywaniu pojawia si¢ w zadaniach
w rozdziatach 4 oraz 5. Zadania ilustrujace zastosowania transformaty Fouriera do réwnania
falowego, a takze szacowania tempa gasnigcia rozwigzan, gdy w roéwnaniu wystepuje sktadnik
odpowiadajacy z fizycznego punktu widzenia ttumieniu, mozna znalez¢é w podrozdziale |15.4.
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Rozdzial 4

Wstep do teorii dystrybucji

Teoria dystrybucji jest waznym dziatem analizy funkcjonalnej i stanowi wazne narzedzie w row-
naniach rézniczkowych. Niestety, semestralny wyktad z réwnan czastkowych nie pozwala na do-
ktadne omdéwienie tego tematu; czasem zreszta bywa on pomijany przez niektérych wyktadow-
cow, ktérzy wolg skupi¢ uwage na innych waznych zagadnieniach teorii réwnan rézniczkowych.
Studentéw zainteresowanych teorig dystrybucji odsytamy do ksiazki Rudina [19]. Zastosowania
w réwnaniach r6zniczkowych sag oméwione np. w ksiazce Taylora [24] (tom I). Zawarty ponize]
materiat teoretyczny zawiera tylko niektére elementy teorii dystrybucji.

4.1 Dystrybucje

Niech 2 bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni R”. W przestrzeni C5°(€2) funkcji gtadkich o
zwartym nosSniku zdefiniujmy pojecie zbieznoSci w troche mocniejszy sposéb niz standardowo,
tzn. przyjmijmy, ze ciag f, € C5°(£2) jest zbiezny do funkcji granicznej f € C3°(), jesli:

e istnieje zwarty podzbior K C 2 taki, ze
supp f, C K dlakazdego n;
oraz
e dla dowolnego wielowskaZnika «

sup |D*(fn) = D*(f)] —— 0.

zeK n—o0

Definicja 4.1. Przestrzenia funkcji probnych nazywamy przestrzefi liniowa C§°(€2) z topologia
wyznaczong przez zdefiniowane wyzej pojecie zbieznosci. Oznaczamy ja D lub D(£2).

Definicja 4.2. Dystrybucjq nazywamy funkcjonal liniowy ciagly na D. Przestrzen dystrybucji
oznaczamy D’. Dziatanie dystrybucji na funkcj¢ prébna w sposéb standardowy oznaczamy jako

w(¢) = (w,¢) dlaw € D' oraz ¢ € D.
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1
loc

Zauwazmy, ze kazda funkcja lokalnie catkowalna g € L
trzeni funkcji prébnych:

(R™) zadaje funkcjonat na przes-

(9,0) = /n g(x)p(x)dr dlag € D.

Dystrybucj¢ zadana w ten sposéb nazywamy dystrybucjq regularng. Bedziemy utozsamiaé fun-
kcje g z zadanym przez nig funkcjonatem.

Dystrybucje mozemy mnozy¢ przez funkcje gtadkie. Iloczyn funkcji f € C* i dystrybucji
w € D’ definiujemy jako

(fw,0) = (w, f¢)
dla dowolnej funkcji ¢ € D.

4.2 Pochodne dystrybucyjne
Na przestrzeni D’ mozemy zdefiniowaé operator rézniczkowania
D* : D'(R") — D'(R")
w sposOb nastepujacy:
(D%w, f) = (=D (w, D*f) dlaw € D' oraz f € D.

Przestrzen funkcji probnych w naturalny sposéb wktada si¢ w przestrzen dystrybucji (gdyz kazda
funkcja probna jest lokalnie catkowalna). Catkujac przez czgsci tatwo sprawdzi¢, ze wlozenie

j:D—TD
spetnia zalezno$¢
Jj(D*f) =Dj(f) dlafeD.

Widzimy zatem, ze operacja rézniczkowania zdefiniowana na przestrzeni dystrybucji jest istot-
nym rozszerzeniem klasycznego rézniczkowania. Ten fakt uzasadnia wprowadzenie pojgcia tzw.pochodne;j
dystrybucyjne;j.

Definicja 4.3. Niech g bedzie funkcja lokalnie catkowalna. Funkcjonat D*g € D’ zdefiniowany
jako

(D%g, f) = (-1)*l(g,D*f) dlafeD

nazywamy pochodnq dystrybucyjnq funkcji g.
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4.3 Dystrybucje temperowane

W rozdziale 3| wprowadziliSmy pojecie przestrzeni Schwartza S. Rozwazmy teraz funkcjonat
liniowy ciagly
w:SR") — C.

Ciaglos¢ w tym wypadku oznacza, ze istnieja m > 0 oraz C' > 0 takie, ze
w(f) < Cpn(f) dlakazdego f € S(R"),

gdzie
pu(f) =D sup(L+[z[*)"?Df(z)] m=0,1,2,...

n
la|<m zeR

jest rodzing pétnorm zadajacych topologi¢ przestrzeni S.
Definicja 4.4. Funkcjonal liniowy ciagly na przestrzeni Schwartza S nazywamy dystrybucjq

temperowangq. Przestrzen wszystkich dystrybucji temperowanych oznaczamy S’. Uzywane jest
czasami okreslenie dystrybucje wolno rosnqce.

Zauwazmy, ze zachodzi D(R™) C S oraz S’ C D'(R").
Przestrzei LP(R™) dla p € [1, 00| wktada si¢ w naturalny sposéb w przestrzen S”:

(w, f) = . f(@)u(z)dr dlaw e LP(R") oraz f € S(R").

Oczywiscie S C LP(R"™), wigc wzdr ten daje w szczegdlnosci wlozenie S <— S’. Podobnie
kazda miara skoficzona na R™ definiuje dystrybucj¢ temperowana, przyktadem moze tu by¢ delta
Diraca 9:

(0, f) = f(0).

Transformacj¢ Fouriera zdefiniowana na przestrzeni S mozemy uog6lni¢ na przestrzen dys-
trybucji temperowanych S’.

Definicja 4.5. Niech w € S’(R"). Funkcjonat w = F(w) € S'(R") nazywamy transformatq
Fouriera dystrybucji w, jesli

(F(w), f) = (w, F(f)) VfeSR").
Transformacja Fouriera przeksztalca S’ na S'. To, ze powyzsza definicja jest rzeczywiscie
rozszerzeniem pojecia transformaty Fouriera, tzn. Ze na dystrybucjach pochodzacych z wtozenia

Jj: S = S mamy F(j(f)) = j(F(f)) wynika z punktu (c) twierdzenia 3.2.
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4.4 Sploty

Niech 7,, oznacza operator przesunigcia

T 0(y) = ¢y — x),

oraz niech
f(@) = f(=a).
Jesli f € Saw € &', to splot funkcji f z dystrybucja w definiujemy jako funkcje

(f xw)(x) = (w,7pf) dlazeR"
Tak zdefiniowany splot jest funkcja gtadka oraz zachodzi
D(f % w) = (D*f) xw = [  (D*w).

Okazuje si¢ ponadto, ze
fxweS dafeSorazweS.

Witasnosci transformaty Fouriera opisane w rozdziale 3| (Twierdzenie 3.1) rozszerzaja si¢ na tak
zdefiniowany splot i mamy w szczegdlnosci

F(f*xw)=F(f)F(w) dlafeDorazwe S

4.5 Rozwiazanie podstawowe

Niech P bedzie wielomianem n zmiennych, niezerowego stopnia. Rozwazmy réwnanie r6znicz-
kowe czastkowe liniowe o stalych wspétczynnikach

P(D)u =, 4.1)

Definicja 4.6. Rozwiqzaniem podstawowym réwnania (4.1) nazywamy dystrybucje £ € D/,
spetniajaca warunek

P(D)E = 4. 4.2)

Znaczenie pojecia rozwigzania podstawowego wynika z nastepujacego faktu: jesli E jest roz-

wiazaniem podstawowym réwnania (4.2) i v ma nos$nik zwarty, to u = E * v jest rozwigzaniem
rOwnania (4.1) (patrz zadanie 4.4).

4.6 Rozwiazania przykladowych zadan.

Zadanie 4.1. Wykazad, ze ¢ Diraca jest dystrybucja oraz dystrybucja temperowana.
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Rozwiqzanie. Niech ¢ € D(Q2), Q C R". Delta Diraca dziata na ¢ w nastgpujacy sposob:
d(¢) := ¢(0). Widad, ze zadany jest funkcjonat liniowy.

Z drugiej strony, jesli ¢, — ¢ w D, to w szczegblnosci ¢,(0) — ¢(0), co dowodzi, ze
9 € D'. Podobnie, zbieznos¢ w S implikuje zbieznos¢ punktowa, zatem 6 € S'.

Zadanie 4.2. Obliczy¢ transformat¢ Fouriera delty Diraca.

Rozwiqzanie. Zgodnie z definicja4.5|dla ¢ € S mamy
(F(6),0) = (6, F(9)) = 6(0) = | o(e)dw={(1,9).

Stadd = 1. ¢

Zadanie 4.3. Obliczy¢ pochodna dystrybucyjna tzw. funkcji Heaviside’a,

H(x) =

0 dlax <0,
1 dlax > 0.

Rozwiqzanie. Zgodnie z definicja pochodnej dystrybucyjnej, wobec faktu, ze H jest funkcja
lokalnie catkowalna, dla dowolnej funkcji ¢ € D mamy

H(9)=— | da)iz=o(0).
0
Zatem staba pochodna funkcji Heaviside’a jest rowna delcie Diraca, §. ¢

Zadanie 4.4. Wykazac, ze jesli E jest rozwigzaniem podstawowym (4.2), a v ma noSnik zwarty,
to u = I * v jest rozwigzaniem rownania (4.1).

Rozwiqzanie. Dla v o noSniku zwartym splot v x E jest zdefiniowany. Ponadto
D¥(v* E) =vx DFE),

zatem
P(D)(v* E) =v* P(D)(E) = v 6.

Poniewaz § € &', to
F(vx6) = F(v)F(9).

WykazaliSmy wczesniej, ze
F(0) =1 (4.3)

i wobec tego v * 0 = v co 0znacza, ze v * F jest rozwiazaniem réwnania (4.1). ¢
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4.7 Zadania

Zadanie 4.5. Obliczy¢ (-L)¥|z|" k,i=1,2, ...
Zadanie 4.6. Obliczy¢ (-L)*|sinz| k,i=1,2,...
Zadanie 4.7. Obliczy¢ pochodna dystrybucyjna In(|z|).
Zadanie 4.8. Obliczy¢ pochodna dystrybucyjna funkcji

fx) =

Inz dlax > 0,
0 dlaz < 0.

Zadanie 4.9. Niech f bedzie funkcja charakterystyczng zbioru {r € R? : z; > 0,7 = 1,2}.
Obliczy¢ 0,, f(x1, z3).

Zadanie 4.10. Wykazaé, ze f(x) = € nie jest dystrybucja temperowana, a g(x) = e” cos(e”)
jest.

Zadanie 4.11. Wyznaczy¢ rozwiazanie podstawowe dla operatora ax?;xz w R,

Zadanie 4.12. Wznaczy¢ rozwiazanie podstawowe dla laplasjanu w R", n > 2.

Zadanie 4.13. Wykazaé, ze jeSli v ma no$nik zwarty, to rozwigzaniem rownania Au = v w R?

jest
u(z) = 1/ v(y) dy.

A R [ — |
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Rozdzial 5

Przestrzenie Sobolewa

Przestrzenie Sobolewa petnia centralng rolg we wspétczesnej teorii rownan rézniczkowych czast-
kowych. Stanowig naturalne przestrzenie do poszukiwania rozwigzan réwnan, gdyz pozwalaja
na korzystanie z bardzo wielu narzgdzi analizy funkcjonalnej 1 rachunku wariacyjnego. Dobrym
Zzrédtem informacji o tych przestrzeniach jest ksiazka Evansa [8]]. Podstawowa pigutke infor-
macji 1 pewna liczbe zadan mozna znalez¢ takze w nieduzym skrypcie Strzeleckiego [22]. Nie
sa tam jednak w ogdle omawiane ulamkowe przestrzenie Sobolewa H®; zainteresowanym nimi
mozna polecié, jako uzupetnienie ksiazki Evansa, ksiazke Taylora [24].

W tym rozdziale zajmiemy si¢ ré6znymi definicjami i podstawowymi wtasno$ciami przes-
trzeni Sobolewa. Dalsze wlasnosci (tzw. twierdzenia o wlozeniu) sa omawiane w rozdziale (6|
Przestrzenie Sobolewa sa stale obecne w rozdziatach |7, 8, 10, 11} |13|oraz|15.

5.1 Stabe pochodne

W rozdziale 4|pojawito si¢ pojecie pochodnej dystrybucyjnej. Blisko zwigzane z nim jest pojecie
tzw. stabej pochodne;j.

Definicja 5.1. Niech 2 oznacza otwarty podzbiér R™ oraz niech f,g € L, .(Q2). Méwimy, ze g

jest stabq pochodnq funkcji f w €2, jesli dla kazdego ¢ € C§°(£2) zachodzi réwnosé

/ 9(z)p(z) dx = (—1)! / f(z)D%¢(z) dx.
Q Q

Stosujemy oznaczenie g := D f.

Uwaga. Jedli staba pochodna istnieje, to jest okreslona jednoznacznie; patrz Zadanie [7.1| lub
skrypt [22, Rozdziat 6].

Jesli f jest wystarczajaco gtadka, aby posiadaé ciagta pochodna D f w klasycznym sensie,
to fatwo mozna sprawdzi¢, wykonujac catkowanie przez czgsci, ze w takim przypadku klasyczna
pochodna jest jednoczesnie stabg. Dlatego tez na stabe pochodne nie wprowadzamy specjalnego
oznaczenia. Zauwazmy jednak, ze staba pochodna, jesli istnieje, jest funkcja lokalnie catkowalna,
zatem jest okreSlona z doktadnoScia do zbioru miary zero.
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Poniewaz kazda funkcja lokalnie catkowalna definiuje dystrybucje, naturalne jest pytanie o
zwiazek stabej pochodnej z pochodna dystrybucyjna. Latwo zauwazy¢, ze pojecia te sa rowno-
wazne, gdy pochodna dystrybucyjna jest jednoczes$nie dystrybucja regularng (czyli reprezentuje
si¢ przez funkcje lokalnie catkowalng). Pojecie pochodnej dystrybucyjnej jest jednak ogdlniejsze
—jesli f jest funkcja lokalnie catkowalna, to zawsze posiada pochodna dystrybucyjna natomiast
staba pochodna f moze nie istnie¢ (zob. zadanie|5.1). W szczegdlnosci, jesli rozszerzymy funkcje
f € L} () na cale R" kladac f = 0 na R™ \ €, to staba pochodna funkcji f na catym R"
zazwyczaj nie istnieje.

5.2 Przestrzenie Sobolewa 11"

Niech 2 bedzie otwartym podzbiorem R". Niech m € Noraz 1 < p < oc.

Definicja 5.2. Przestrzeniq Sobolewa WP ({)) nazywamy przestrzeni liniowa funkcji
{ue LP(Q): D € LP(Q) dla|a| < m},

przyjmujac, ze D“u oznacza stabq pochodnq lub pochodnq dystrybucyjng funkcji u. W przes-
trzeni tej wprowadzamy norme

[ullpma =Y 1 D%ullLr0)- (5.1)
la|<m

Uwaga 5.1. W niektérym podrgcznikach réwnan rézniczkowych czastkowych nie mowi si¢ nic
o teorii dystrybucji 1 wprowadza si¢ od razu pojecie stabej pochodnej. Z kolei inne podrgczniki
pomijaja to pojecie mowiac tylko o pochodnych dystrybucyjnych. Zalezy to od sposobu pro-
wadzenia wyktadu i treSci w nim uwzglednionych. Dystrybucje, w szczegélnosci dystrybucje
temperowane, beda uzyteczne w dalszej czgsci przy wprowadzaniu definicji przestrzeni Sobo-
lewa za pomoca transformaty Fouriera.

Przestrzen Sobolewa W™ ((2) posiada nastgpujace wtasnosci:
1. jest zupetna, a wigc jest przestrzenia Banacha;

2. funkcje klasy C™ sg geste w przestrzeni WP (Q2), tzn. jesli u € W™P(Q), to dla kazdego
¢ > 0 istnieje funkcja v € C™(€2) taka, ze

lu = vllmpa <€
(jest to Twierdzenie Meyersa-Serrina).

Wtasnosci te powoduja, ze mozemy réwnowaznie zdefiniowac przestrzen W (1) jako uzu-
pelnienie — w normie Sobolewa (5.1)) — podprzestrzeni liniowe;]

ueC™Q): > / |DulP dz < 00 p € C™(Q).
Q

|| <m
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W przypadku, gdy €2 = R" oraz 1 < p < oo, funkcje Sobolewa mozemy aproksymowac
funkcjami gtadkimi o zwartym no$niku — okazuje si¢ bowiem, ze przestrzei C§°(R™) jest ggstym
podzbiorem przestrzeni W™ P(R™). Niestety nie jest to prawda dla dowolnego 2 # R".

Definicja 5.3. Domknigcie przestrzeni C3°(€2) w normie przestrzeni Sobolewa (5.1) nazywamy
przestrzeniq Sobolewa funkcji z zerowym sladem na brzegu i oznaczamy W;""(Q).

Oczywiscie Wy"*(2) € W™P(Q), natomiast réwnos¢ na ogét nie zachodzi. Dobrze jest
przyjrze€ si¢ nastgpujacemu przyktadowi:

Przyklad 5.1. Niech u € W;""(Q). Zdefiniujmy funkcje @ w nastgpujacy sposéb:

. u(z) dlaz € Q;
u(r) =
0 dlazeR"\Q

Wéwezas @ € WP (€);) dla kazdego otwartego 21 O Q. W szczegdlnosci, u € W™P(R™).
Zauwazmy natomiast, ze gdy u jest dowolng funkcja z przestrzeni WP (), to funkcja @

zdefiniowana jak wyzej zazwyczaj nie posiada stabych pochodnych w R"”, nie moze zatem na-
leze¢ do W™P(R™).

W przypadku, gdy 2 jest zbiorem otwartym z dostatecznie gladkim (np. lipschitzowskim)
brzegiem, funkcje z przestrzeni Sobolewa mozemy aproksymowac funkcjami gtadkimi az do
brzegu, tzn. funkcje klasy C'°(€2) sa geste w WP ().

Dla p = 2 przestrzefi W™?2((Q) jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym
(U, v)wm2q) = / Z Du(x)Dov(z) d.
|| <m

Przestrzen W™?2(Q) czesto bywa oznaczana jako H™((2) (patrz nastepny podrozdziat o definicji
przestrzeni Sobolewa za pomoca transformaty Fouriera).

5.3 Przestrzenie H°(R")

W przypadku, gdy 2 = R™ mozemy postuzy¢ si¢ transformata Fouriera i poda¢ réwnowazna
definicje dla przestrzeni Sobolewa typu W*? (czgsto uzywa si¢ oznaczenia H*).
Korzystajac z twierdzenia 3.2 (wlasnos¢ (b)) 1 tozsamoSci Parsevala (3.5), otrzymujemy

1/2

ull2m = / Z 1€¥2|a(€)|? dé¢ dlau € S.

la|<m

Stad i z nieréwnosci (3.1) wynika, Ze na przestrzeni S norma ||u||,, o oraz norma

1/2
fulln = [ 0+ I la0)P 52)
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sa rownowazne.
Wykorzystujac twierdzenie Plancherela [3.3) oraz gestos$¢ funkcji z klasy Schwartza w L2
dostajemy réwnowazng definicj¢ przestrzeni Sobolewa H™(R™) dlam € N:

H"(R") = { e ) ([ (iR ) " oo} .

Definicja ta ma tg zaletg, ze mozemy ja uog6lni¢ i zdefiniowaé przestrzeri H*(R") dla do-
wolnego s € R przyjmujac

H*(R™) = {u € S'(R"): (1+[¢]*)*a € LR},

Z norma

s = [lull«s-

Tak zdefiniowana przestrzeii H°(R"™) posiada nastgpujace wiasnosci:

1. jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

(100) gy = [ (1 I )T e

2. przestrzenia dualng do H*(R") jest przestrzenn H °(R");

3. H*(R") jest domknigciem przestrzeni Ci°(R") wzgledem normy || - || &
4. jesli s > r + g o

H*(R™) — C"(R™).

Dla0 < s < 1 w przestrzeni H*(R") mozemy wprowadzi¢ réwnowazna normg

. Ju(@) — uly)? 2
[ullosze = (/ lul da:+/n/n |x_y|n+2$ dxdy) |

Ogolniej, dla dowolnego s > 0 takiego, ze [s| = k € Z oraz {s} = s — [s] > 0 mamy w
przestrzeni H*(R™) réwnowazng norme¢, mianowicie:

1/2

) . LICERAM,
lullers = | X [ 1D"uPdet |n+2{s} dedy | . (53)

la|<k laf=k
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5.4 Przestrzenie H*())

Niech €2 bedzie otwartym podzbiorem R"™. Rozwazania w poprzednim rozdziale pokazaty nam,
ze mozliwe jest zdefiniowanie przestrzeni Sobolewa H*(R") dla wyktadnikéw s innych niz
liczby naturalne. Taka definicja mozliwa jest takze w przypadku funkcji okre§lonych nie na ca-
tym R" a na zbiorze ). Dwa naturalne podejscia do tego zagadnienia sa nastgpujace:

1. Wykorzysta¢ réwnowazna norme¢ w przestrzeni H*(R") zadang wzorem (5.3) dla s > 0.
Definiujemy przestrzen Sobolewa H*()), s > 0, jako przestrzeii tych funkcji z L?(2),
ktérych stabe pochodne istnieja az do rzgdu k = [s] wlacznie i tez naleza do przestrzeni

L*(2), a ponadto sa takimi funkcjami, ze skoficzona jest norma || - || +(q), zdefiniowana
nastgpujaco:
e dlas=[s]:
lull @) = > 1D ull 2(); (5.4)
laf<s

(jest to wigc standardowa norma przestrzeni Sobolewa)
edlas#[s]=k {s}=s—k

1/2

Jully = | 32 [ 1ID"ude+ 37 | ‘Da D)l 4, 4
HeQ) — \x— ‘n+2{s} Y

|la|<k |la|=F

(5.5)

2. Dla dowolnego s € R mozemy zdefiniowaé przestrzein H*(§2) jako przestrzen funkcji,
ktére sa obcigciami funkcji z H*(R™) do zbioru :

ueH(Q) < e H’R"):v=u naf.
Twierdzenie 5.1. JeZeli () jest zbiorem otwartym, ograniczonym, z brzegiem lipschitzowskim, to
dla s > 0 powyzsze definicje dajq tq samq przestrzeni Sobolewa, tzn: H*(€)) = H*(Q).

Jesli chodzi o charakteryzacje bezposrednio za pomoca transformaty Fouriera, to zauwazmy,
ze funkcje u € L*(€)) mozemy rozszerzy¢ na caly przestrzei R™, przyjmujac po prostu v = 0 na
R"\ Q. Wtedy v € L*(R") i na mocy rozwazai w poprzednich podrozdziatach mozemy méwié
o transformacie Fouriera 4. W szczeg6lnosci wiemy, ze @ € L*(R™).

Lemat 5.1. Niech €) bedzie dowolnym (ograniczonym lub nie) obszarem otwartym w R™ i niech
m € N. Wowczas

Hi'(Q) C {u € LA(Q): (1+ [¢*)™%a(¢) € L*(R™)}.

Gdy ) jest obszarem ograniczonym z lipschitzowskim brzegiem, zamiast symbolu zawierania
mozZemy wstawi¢ rownosc.
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Niech s > 0. Przestrzen Sobolewa funkcji z zerowym §ladem na brzegu definiujemy w stan-
dardowy sposoéb:

Definicja 5.4. Przestrzen Hj(§2) jest to domknigcie przestrzeni Ci°(£2) w normie zdefiniowanej
wzorami (5.4) dla s € N oraz (5.5)) dla s > 0 nie bgdacego liczbg catkowita.

Twierdzenie 5.2. Dla 0 < s < 5 mamy H*(Q2) = H(<2).

5.5 Twierdzenia o Sladzie

Wprowadzajac definicje¢ przestrzeni Wy""(Q) uzyliSmy nazwy przestrzeri Sobolewa z zerowym
Sladem na brzegu. W ogdlnosci, dla dowolnej funkcji z WP(2), nie ma sensu méwié o jej
Sladzie na brzegu obszaru (2 jako obcigciu tej funkcji do brzegu, gdyz 0f) jest zbiorem miary
zero. Mozemy jednak definicje §ladu rozszerzy¢ tak, aby byla ona poprawna takze dla funkcji z
przestrzeni Sobolewa. Pomoca stuzy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.3. Niech obszar Q0 C R" bedzie ograniczony, o brzegu klasy C*. Istnieje wtedy
operator ciggty
T : WP (Q) — LP(09)

taki, ze w przypadku, gdy u jest funkcja ciqgta na domknigciu obszaru ), T’ przyporzadkowuje
jej obcigcie do brzegu.

Definicja 5.5. Niech u € W'?(Q). Sladem funkcji u na brzegu obszaru € nazywamy funkcje
T(u) € LP(0N).

W analogiczny sposéb definiujemy Slad w przestrzeniach H°(R"™), dla s € R. Zapiszmy = €
R™ jako (2/, xy), 2’ = (x1,...,x,_1). Definiujemy operator §ladu funkcji na hiperptaszczyznie
{z,, = 0} dziatajacy na przestrzeni C5°(R"):

7 CF(R") = e (R™)
(yu)(z") = u(a’,0).

1
Twierdzenie 5.4. Niech s > 5 Operator Sladu v : C(R") — C°(R™™1) mozna rozszerzyé do

operatora liniowego ciqgtego
v HY(R") — H2(R"Y)

takiego, Ze

I (w)]

< Cllu|

He~ 3 (Rn-1) H>(®")

dla pewnej statej C' > 0.

Zauwazmy, ze teza tego twierdzenia jest troche mocniejsza niz w przypadku twierdzenia|5.3|
Twierdzenie 5.4 ma swéj odpowiednik dla przestrzeni H*(€2), przy zatozeniu odpowiedniej
regularno$ci brzegu OS2 (zob. np. I tom ksiazki Taylora [24]).
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5.6 Rozwiazania przykladowych zadan

Zadanie 5.1. Wykazad, ze funkcja Heaviside’a

Hz) 0 dlaz<0,
€T =
1 dlaz > 0.

nie posiada stabej pochodnej w R.

Rozwiqzanie. Niech ¢, bedzie ciagiem funkcji prébnych z przestrzeni C§°(R) takich, ze

supp ¢n C [—% %}
¢n(0>:: 1

Zatézmy, ze H' € L}, (R) jest stabg pochodna funkcji Heaviside’a. Z definicji stabej pochodne;
mamy

/ Z H'(2)é(x) dz = — / Z H(z)¢' (z) dz

dla kazdej funkcji prébnej ¢ € C§°(R). W naszym przypadku, dla kazdego n, mamy

- /_Z H(z)éy,(z) do = — /OOO ¢, (z) dx = ¢, (0) = 1.

1
loc

Poniewaz z zalozenia H' € L
otrzymujac

(R) oraz ¢, € C3°(R), mozemy wejs¢ z granica pod znak catki

lim H'(2)pn(z) dx = / H'(z) lim ¢,(x)dz =0,
n—oo | oo n—00
co daje sprzeczno$¢ i dowodzi, ze funkcja Heaviside’a nie posiada stabej pochodnej. ¢

Zadanie 5.2. Wyznaczy¢ wszystkie s € R takie, ze § € H*(R?).

Rozwiqzanie. Wiemy, ze F(§) = 1. Obliczamy

JaripriF@rd = [ o+

Ostatnia catka jest skoriczona dla s < —1. Zatem § € HS(RQ) dlas < —1, dlas > —1 calka jest
rozbiezna, zatem 0 ¢ H*(R?) ¢

Zadanie 5.3. Niech F' : R — R bedzie funkcja klasy C! o ograniczonej pochodnej F”. Zal6zmy,
ze ) jest ograniczony i u € WH™(Q) dla1 < m < oo. Wykazaé, ze v := F(u) nalezy do

przestrzeni W™ (Q) oraz v,, = F'(u)u,, w stabym sensie.
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Rozwiqzanie. Po pierwsze, zauwazamy, ze poniewaz F’ jest ograniczone, wigc zaréwno
F'(u)uy, jak i F(u) sa elementami L™ ((2). Przekonajmy sie, ze v,, = F'(u)u,,. Wezmy ¢ €
C3°(Q); chcemy sprawdzié, ze

/F’(u)umiqﬁdx = —/F(u)qﬁmldq: (5.6)
Q

Q

W tym celu wybieramy ciag u,, € C*°(Q) taki', ze u,, — uw W'™(Q) dlan — oo. Oczywiscie
dla tak wybranych u,,

/ F (1) (1t ), bl = — / Fun) 6. dz. 5.7)
Q Q

Wystarczy zatem zauwazy¢, ze lewa strona (5.7) dazy do lewej strony (5.6) (przynajmniej na
pewnym podciagu u,, ), a prawa strona (5.7) do prawej (5.6). Ale

Iz

a zgodnie z wyborem u,, catka po prawej stronie zbiega do 0.
Nastepnie,

F(u,) — F(u)|dzx SC’/Q|un—u|dx,

/Q (@) [ (tny) (1 )y — ()t | d < C / I (tng) 11, — (11 )| it

+c/|uxi|
Q

Wiemy, ze u,, dazy do u w W1™(Q), czyli takze w L™ (). Zatem, istnieje podciag u,, taki, ze
Up,, — u p.W. w Q. Wtedy réwniez F'(u,, ) — F'(u) p.w. w €, gdy ny — co. Wobec tego, z tw.
Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejsSciu do granicy, mamy

F'(u) — F'(up,)| dx.

/Q | " () — F' (1, )| dz = 0.

Wyb6r u,, gwarantuje, ze fQ | F'(un,,)||thz; — (Un, )a,;| dz — 01 zadanie jest rozwiazane. O
Zadanie 5.4. Rozwazmy réwnanie
u+AAu) =0 w (0,7) xR",

z warunkiem poczatkowym
Ult:() = Up nNa Rn,

gdzie ug € H*(R") dla pewnego s > 0. Wykazaé, ze u € C([0,T]; H*(R™)).

"Patrz np. Twierdzenie 3 , rozdziat 5.3.3 ksiazki Evansa [8]].
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Rozwiqzanie. Nalezy wykazaé, ze dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla |t; —to] < 0,
t1,ty € [0, T], zachodzi nieréwnosé

”u(t17 ') - U(tg, ')| Hs(Rn) < €.

Przypomnijmy, ze norma w przestrzeni H*(R") jest zdefiniowana jako

1/2
ol = ([ -+ lePrla©Pa)

musimy zatem wykaza¢ nieréwnos¢

[ulty;-) = ults, )]

baey = [ (€Y, — atta O dg < &,

W tym celu potrzebna nam jakas wiedza o transformacie Fouriera funkcji u. Przyktadajac trans-
formate (wzgledem zmiennych przestrzennych) do wyjsciowego réwnania otrzymujemy rowna-
nie

%+ (arlel)*alt,€) = 0
z warunkiem poczatkowym
@(0,&) = uo(§).
Stad mamy
(1, €) = ug(€)ePmIN™,

Norma Sobolewa réznicy rozwigzan w dwéch punktach czasowych wynosi zatem

s —(2r|¢)? —(2m|¢]) 2 |2
[t ) = ultz, s ) —/R (1+ [g*) up(€) e e — e CriEDe [ ag,

Bez straty ogélno$ci mozemy zatozy¢, ze 1" > to > t; > 0. Wykorzystamy nieréwnos¢é

e—@mle)tt _ = (27l) e ’2 = e—2(27f|§\)4t1’1 _ o @mleDtta—t) |2 1

Poniewaz z zalozenia wiemy, ze uy € H*(R"), wigc wyrazenie pod catka szacuje si¢ przez
funkcje catkowalng i nieréwnos¢

||U(t1, ) - U(tg, )| %IS(RTL) < 62

zachodzi dla t; oraz t, dostatecznie bliskich, z twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przej-
$ciu do granicy pod znakiem catki. ¢
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5.7 Zadania

Zadanie 5.5. Wykazac, ze dlan > 1 nieograniczona funkcja

1
u(z) = loglog <1 + W)
nalezy do W' (B(0,1)), gdzie B(0,1) C R" to kula o $rodku w 0 i promieniu 1.

Zadanie 5.6. Niech n > 1 i niech B(0, 1) bedzie, jak wyzej, kula jednostkowa w R". Wskazac
przyktad funkcji

ve [ W(B(0,1)),

1<p<n
ktora jest nieciagta na kazdym zbiorze otwartym U C B(0, 1).
Wskazowka. Wykorzystac funkcje u z poprzedniego zadania i1 rozpatrze¢ szereg

Z 27 Nu(z — ay)
N=1

gdzie (ay) jest ciagiem wszystkich punktéw B(0, 1) o wszystkich wspétrzgdnych wymiernych.

Zadanie 5.7. Wykazaé, ze jeslin = 1, u € W1™(0,1), 1 < m, to u jest téwna p.w. pewnej
funkcji bezwzglednie ciagle;j.

Zadanie 5.8. Nie powotujac si¢ na nieréwno$¢ Morreya, wykazac, ze jesli w zalozeniach zada-
nia|5.7 warunek 1 < m zastapimy przez ostra nierd0wno$¢ 1 < m, to funkcja u bedzie spetniaé

u(z) — uy)| < |z —y|* (/01 W!m>}n

dla prawie wszystkich z,y € (0, 1), a wigc przedtuza si¢ jednoznacznie na caty przedziat (0, 1)
do pewnej funkcji ciagtej.

Zadanie 5.9. Skonstruowaé funkcje u € H'/?(R), ktéra nie jest funkcja klasy L>°.

Zadanie 5.10. Przypusémy, ze 2 C R" jest spojny, a Du = 0 p.w. w Q dla u € Wl™(Q).
Pokazac, ze u jest stala p.w.

Zadanie 5.11. Przypusémy, ze (2 C R" jest zbiorem ograniczonym. Wykazaé, ze jesli u €
Whm(Q), wowezas |u| € W™(Q). Wykazaé ponadto, ze dla v € W™ (Q) mamy u, , u_ takze
naleza do W™ (Q2). Udowodni¢ réwniez, ze Vu = 0 p.w. na zbiorze {u = 0}.

Zadanie 5.12. Wykazac nier6wnos¢

/ Vul*dr < C (/ u2dx> (/ |D2u\2da:)
Q Q Q

dla kazdej funkcji u € H*(Q) N H} () i ograniczonego 2 C R™. Wskazowka: skorzystac z
pierwszego wzoru Greena (patrz Zadanie |1.3).
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Zadanie 5.13. Udowodni¢, ze na przestrzeni X = LP({2), gdzie {2 C R" oznacza zbior ograni-
czony o gtadkim brzegu, nie mozna zdefiniowac operatora Sladu, tzn. takiego operatora liniowego
ciagtego z X w LP(0f), ktéry na funkcjach ciagtych na domknigciu €2 wybijatby ich wartosci
na brzegu.
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Rozdzial 6

Twierdzenia o zanurzeniu

6.1 Wprowadzenie

Wiele znanych twierdzen matematycznych méwi o tym, ze jeden zbiér funkcji jest zawarty w
innym zbiorze funkcji. Na przyktad, z rézniczkowalnosci funkcji wynika jej ciagtos¢, mozemy
wigc powiedziec, ze funkcje rézniczkowalne sa podzbiorem funkcji ciagtych. W tym rozdziale
zajmiemy si¢ nastgpujacym ogdélnym problemem:

Dla jakich przestrzeni funkcyjnych X mozna traktowaé przestrzen Sobolewa
WP (Q) jako podzbiér X ?

Poniewaz przestrzenie Sobolewa sa, najprosciej mowiac, po prostu zbiorami takich funkcji
u, ze zarowno sama funkcja u jak i jej uogdlniona pochodna Dwu naleza do pewnej przestrzeni
LP, wigc nasz problem mozna sformutowaé nastgpujaco:

Czy z zatoZenia, Ze v € LP i Du € LP wynika jakakolwiek dodatkowa regularnos¢
Sfunkcji u?

Odpowiemy na to pytanie, rozwigzujac dluga seri¢ zadan. Najpierw przypomnimy kilka pod-
stawowych nieréwnosci, jakie w dalszym ciagu okaza si¢ niezwykle uzyteczne, w szczegdlnosci
kluczowa dla naszych rozwazan nieréwnos$¢ Holdera. Jest rzecza zdumiewajaca, jak wiele mozna
osiagnaé, postugujac si¢ tylko nia i twierdzeniem Newtona—Leibniza. Potem zajmiemy si¢ czte-
rema kluczowymi twierdzeniami: Poincarégo, Sobolewa, Rellicha—Kondraszowa oraz Morreya.

Podamy teraz sformutowania tych twierdzen i1 krétko skomentujemy, o co w nich tak napraw-
de chodzi.

60
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6.1.1 Twierdzenie Poincarégo

Najprostszym twierdzeniem ze wspomnianej serii jest twierdzenie
Poincarégo. Z grubsza biorac, thtumaczy ono na jezyk przestrzeni So-
bolewa nastgpujaca, zupetnie elementarna, obserwacje.

Przypusémy, ze funkcja f jest r6zniczkowalna na przedziale (a, b),
ciagta na [a, b] i znika na koricach tego odcinka (przyktad takiej funkcji
— patrz rysunek nizej).

Jasne jest (wobec twierdzenia o wartoSci Sredniej), ze najwieksza
warto$¢ funkcji da si¢ ograniczy¢ przez najszybsze tempo jej wzrostu,
to znaczy:

Henri Poincaré

sup |f(z)| < [b—al- sup |f'(x)].

z€[a,b] z€(a,b)

Oznacza to tyle, ze z doktadnoscia do statej zaleznej tylko od obszaru klasyczna norma supre-
mum funkcji u zerowej na brzegu nie moze by¢ wigksza niz norma supremum jej gradientu. To
gradient funkcji jest miarg tempa jej wzrostu i przesadza, jak moze zmieni¢ si¢ wartos$¢ funkcji,
gdy przemierzymy w dziedzinie odcinek ustalonej dtugosci.

Twierdzenie Poincarégo ttumaczy powyzsza obserwacj¢ na

A jezyk tych przestrzeni, w ktérych wielkos¢ funkcji jest mierzo-
na catka. Méwi ono bowiem, ze wielko$¢ funkcji znikajacej na
r brzegu obszaru ograniczonego mozna oszacowac wielkoScia jej
gradientu, jesli obie wielkosSci mierzymy w normie LP.
a b Twierdzenie Poincarégo. Niech () begdzie obszarem ograni-

czonym w R". Wtedy istnieje stata C' > 0 taka, Ze
[ullzr@) < ClIVul[Le@) (6.1)

dla kazdej funkcji u € Wy ().

Dowdd twierdzenia w przypadku n = 2 i p = 2 znajdziemy w Cwiczeniu nr 3. Jak uogélnié
ten dowdd — patrz Zadanie |6.5. Od czego zalezyu stata C patrz Zadanie |6.6L

6.1.2 Twierdzenie Sobolewa

Wystowimy teraz najstynniejsze twierdzenie z teorii przestrzeni Sobolewa.

Opiera si¢ ono na nieréwnosci Sobolewa, ktéra mowi, ze dla kazdej liczby 1 < p < n
istnieje doktadnie jedna liczba ¢ > 1 o nastgpujacej wtasnosci: norma dowolnej gtadkiej funkcji
u 0 zwartym no$niku zmierzona w przestrzeni L9(R") jest ograniczona norma gradientu funkcji
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u zmierzonej w przestrzeni LP(R™). Jest to zdumiewajace twierdzenie, bo poza ograniczonoscia
no$nika nie zaktadamy tu absolutnie nic o jego rozmiarach!

W szczegdlnosci, nierdéwnos¢
[ullLagny < Cl|Dul| Lo @n)

zachodzi dla wszelkich funkcji okreslonych na plaszczyznie, ktérych wykres wyglada mniej
wigcej tak jak ktérykolwiek z ponizszych wykreséw:

Wypowiedzmy teraz formalnie oméwiony rezultat:

Nier6wnos¢ Sobolewa. Niech 1 < p < n. Wowczas istnieje stata C > 0
zalezna tylko od p i n taka, Ze dla kazdej funkcji u € C§(R™) zachodzi
nierownoscé:

[ul[Lagn) < Cl|Duf|ogn),
gdzie

S.L. Sobolew

Dowdd nieréwnosci Sobolewa dlan = 21 p = 1 jest przedstawiony w
Cwiczeniu 4. Wykazanie nieréwnosci Sobolewa dla n = 31 p = 1 jest odrobing trudniejsze i
zostaje pozostawione jako zadanie |6.10. Jak z nieréwnoSci Sobolewa dla ustalonego nip = 1
uzyskac rozwiagzanie dla dowolnego p > 1? — patrz zadanie 6.11..

Whnioskiem z nieréwnos$ci Sobolewa i gestosci funkcji gladkich w przestrzeniach Sobolewa
jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie Sobolewa. Niech 1 < p < n i niech 2 C R" bedzie otwartym zbiorem ograniczo-
nym z gtadkim brzegiem. Wowczas istnieje stata C' > 0 zalezna tylko od p i ) taka, Ze

[ullze@) < Cllullwir)

dla wszystkich funkcji u € W'P(Q)iq = 2.

n—p
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6.1.3 Twierdzenie Morreya

Odpowiemy teraz na pytanie, co si¢ dzieje, gdy funkcja u nalezy do przestrzeni W?(Q), gdzie
p > nif) C R" jest obszarem ograniczonym.

W tej sytuacji okazuje sig, ze funkcja u jest w istocie ciagta,
by¢ moze po przedefiniowaniu na zbiorze miary zero. Poniewaz
kwestia jest subtelna, spdjrzmy na ponizszy przyktad.

Przyklad. Funkcja Dirichleta, ktéra kazdej liczbie wymierne;j

= [*'. £ przypisuje 1, a kazdej niewymiernej — 0, staje si¢ ciagta po (od-
"! AN powiednim) przedefiniowaniu na zbiorze miary zero (cho¢ w kla-
m 1 '_ sycznym sensie jest nieciagta w kazdym punkcie; za to trakto-
ChariesMorre wana jako element przestrzeni Sobolewa W'?(R) jest, dla kaz-

y

dego p > 1, po prostu niezbyt trafnie wybranym reprezentantem
z tej samej klasy abstrakcji, co funkcja zerowa).
Natomiast funkcja z wykresu ponizej jest nieciagla tylko w jednym punkcie, ale nie da si¢
tak przedefiniowaé na zbiorze miary zero tak, by stata si¢ ciagta.

Twierdzenie Morreya, ktére zaraz poznamy, nie
tylko zapewnia ciagto$¢ funkcji u z WP (Q) z p > n,
ale nawet pozwala oszacowa¢ norm¢ u w odpowied-
niej przestrzeni Holdera. Kluczowa role odgrywa tutaj
P nieréwnos$¢ Morreya.

/ Nier6wnos¢ Morreya. Niech p > n. Istnieje stata C' >
~ 5 0 zalezna tylko od p i n taka, ze dla kazdej funkcji u €

\ C'(R™) zachodzi nier6wnos¢:

[ullcos < Cllullwrnmn),
gdzie =1 — e

Whioskiem z nierdwnosci Morreya jest twierdzenie Morreya.

Twierdzenie Morreya. Niech p > n i niech ) C R" bedzie ograniczonym zbiorem otwartym z
gladkim brzegiem. Wtedy kazda funkcja v € WP(Q) jest Holderowsko ciqgta z wyktadnikiem

B=1-2
p

(by¢ moze po przedefiniowaniu na zbiorze miary zero).

Dowdd w szczegbdlnym przypadku mozna przeprowadzi¢ samodzielnie, rozwiazujac ciag za-
dan6.1346.17.
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6.1.4 Twierdzenie Rellicha-Kondraszowa

Jednym z najbardziej uzytecznych twierdzen teorii przestrzeni Sobo-
lewa jest swego rodzaju uogélnienie twierdzefi Bolzano-Weierstrassa
1 Ascoli-Arzeliego. Przypomnijmy zatem, ze zgodnie z pierwszym z
tych twierdzen dowolny ciag zawarty w kostce w R" zawiera podciag
zbiezny. Twierdzenie Ascoli-Arzeliego pozwala wyciagnaé podobny
wniosek w przypadku nieskonczenie wymiarowej przestrzeni: z do-
wolnego ciagu wspodlnie ograniczonych 1 jednakowo ciagltych funkcji
mozemy wybra¢ podciag zbiezny jednostajnie.

W gruncie rzeczy idea lezaca u podstaw obu twierdzen jest podobna
i mozna ja wyjasni¢ pogladowo nastgpujaco. Jesli w kwadracie umie-
Scimy nieskoficzenie wiele kropek, to dla kazdego € > 0 znajdziemy kwadracik o boku ¢ > 0,
ktory zawiera nieskonczenie wiele kropek. Podobnie, jesli w prostokacie [a, b] x [—M, M] nary-
sujemy nieskonczenie wiele wykresow funkcji ciagtych, ktérych wzrost lokalnie jest ograni-
czony przez pewna uniwersalng stata, to dla kazdego ¢ > 0 znajdziemy e —owa rurke zawierajaca
nieskonczenie wiele narysowanych wykresow.

Franz Rellich

R ATx
BN

Ponizsze twierdzenie uogdlnia tg¢ obserwacje na przypadek funkcji z przestrzeni Sobolewa i oka-
zuje si¢ niestychanie przydatne w teorii réwnan rézniczkowych.

Twierdzenie Rellicha-Kondraszowa. Niech () bedzie otwartym obszarem ograniczonym w R™.
Wrtedy kazdy ograniczony ciag funkcji u,, z przestrzeni W'P(Q)) zawiera podciqg zbiezny u,, w
L"(Q) dla kazdego 1 < r < L.

n—p
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6.2 Cwiczenia

Cwiczenie 6.1. Wykazac, ze jesli 2 C R” jest otwartym obszarem ograniczonym oraz 1 < g <
p, to
L1(Q) C LP(Q).

Rozwiqzanie. Poniewaz () jest ograniczony wigc g(z) = 1 nalezy do L*(2) dla kazdego
s > 1. Jesli zatem u € LP({2) to z nieréwnosci Holdera wynika, iz

L1 = [1rpraae < ([ |f<x>|‘“édx)q/p (f m)l/s,

gdzie wyktadnik s zostat dobrany tak, aby

Stad
11y < 110121

Wyciagajac pierwiastek stopnia ¢ z obu stron otrzymujemy

| fllzay < CEO [ f |l zre-

¢

Cwiczenie 6.2. Wiadomo, ze u € W2(Q), gdzie ) C R* jest ograniczonym otwartym obsza-
rem z gladkim brzegiem. Korzystajac z twierdzenia Sobolewa, wykazaé, ze u € L*(12).

Rozwiqzanie. Z. treSci zadania wynika, ze u € L'(Q) oraz Du € L'(2), wigc u € WH(Q).
A zatem z twierdzenia Sobolewa i réwnosci:

4.1 4

4-1 3
wynika, ze u € LY3((). Niech teraz v, = Dyu. Wtedy v, € L'(Q) oraz Dv, € L'(Q),
wiec v, € WH(Q) i rozumujac jak poprzednio przekonujemy sig, ze v, € L*/3(€2). A zatem
u € WH4/3(Q). Korzystajac ponownie z nieréwnosci Sobolewa, otrzymujemy, ze u € L9(€2) dla

_ 443

4
4-3

2.
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Cwiczenie 6.3. Wykazaé nieréwnos$¢ Poincarégo dlan = 21ip = 2.

Rozwiqzanie. Ze wzgledu na gestos¢ funkcji gtadkich w przestrzeniach Sobolewa twier-
dzenie wystarczy udowodnic dla funkcji u € C§°(2). Zatézmy wigc, ze u w istocie jest funkcja
gtadka o zwartym nosniku w € i niech 2 bedzie podzbiorem prostokata I = [a, b] X [c, d]:

]

d

Z twierdzenia Newtona-Leibniza wynika, ze

u(xl,xg)—/ Dyu(t, zo)dt.

Stad
T b
|u(x1,x2)]§/ |D1u(t,x2)|dt§/ | Dult, z)|dt.

Stosujemy teraz nieréwnos¢ Holdera (a wlasciwie Schwarza) i otrzymujemy

u(z1, 29)] < (/ 1 ds) (/ | Dut, )| dt)

b
ur,az)* < b~ af [ Dutt,as) e

1/2
Stad

Scatkujmy teraz obie strony po x5 od ¢ do d:

d d b
[ e soPdea < [l [ D(e5)Pdtds = [~ al - | Doy
Catkujemy po x; (prawa strona juz od z; nie zalezy) od a do b i dostajemy
| @)Pds < 1p=af* 1Dl

Teraz jeszcze tylko wyciagamy pierwiastek kwadratowy z obu stron 1 otrzymujemy dowodzona
nierdwnosé. §

# wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



Korzystaj. Mow, skad wzigtes. © MIM UW 67/166

Cwiczenie 6.4. Wykazaé nieréwnos$¢ Sobolewadlan =2ip =1

Rozwiqzanie. Rozpoczynamy od skorzystania ze wzoru Newtona-Leibniza. Tym razem cat-
kujemy najpierw nie tylko w jednym wybranym kierunku, ale od razu w dwéch:

N

Uzyskujemy w ten sposéb dwa przedstawienia catkowe:
1 T2
u(zy, x9) = / Dyu(s, o) ds oraz u(wy,x2) = / Dyu(xy,s) ds.

Wynika stad, ze

o0

\u(xl,xg)lgf |Du(s,z5)| ds oraz |u(x1,x2)]§/ |Du(xy, s)| ds.

o0 o0

Poniewaz obie strony powyzszych nierdwnos$ci sa nieujemne, wigc mozemy te nieréwnosci po-
mnozy¢ stronami, uzyskujac:

lu(z1, 29)]? < (/Z | Du(s, z5)| ds) (/Z | Du(xy, s)| ds> .

Calkujemy teraz obie strony po z:

/ lu(z1, z9)|* doy S/ |Du(s,x2)|ds/ / |Du(z1, s)| ds dx;

= [ IDuts.)] ds [1Dulre

—00

I jeszcze raz catkujemy, tym razem po z2, by otrzymac:

/ / u(zy, ) |* dy doy < HDuHLl(Q)/ / | Du(s, z5)| ds dxs,

co oznacza, ze ||ul|7, @ < HDuH%l(Q). Po wyciagnieciu pierwiastka dostajemy nieréwnos¢ So-
bolewa. ¢
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6.3 Zadania

Zadanie 6.1. Korzystajac z tego, ze logarytm jest funkcja wklgsta, wykazaé nieréwnos$¢ Younga
P ble
|abl < lal” | u,

p q
gdziep>1,g>1lipt+q¢gt=1abeR
Zadanie 6.2. Udowodni¢ nastgpujaca nieréwnosé Holdera:
Zalézmy, ze 1 < p,q < cooraz p' + ¢! = 1. Wtedy jesli f € LP(Q) oraz g € LI(Q), to
funkcja fg¢ nalezy do L'(2) oraz zachodzi nieréwnos¢

19l < 1flze@llgllza-

Zadanie 6.3. Zat6zmy, ze f € L"(Q2) N L*(2) dla r, s > 1. Wykaza¢ nastgpujaca nierdwnosc¢
interpolacyjna:

1A llee < AT 1l ooy
gdzie
1 0 1-0
p s
oraz 0 < 0 < 1.

Zadanie 6.4. Zal6zmy, ze funkcja f nalezy do L*(R"). Czy wynika stad, ze f € L3(R")? A
moze wynika, ze f € L'(R")?
Zadanie 6.5. Wykazac nieréwnos$¢ Poincarégo dla
ayn=2ip>1.
byn=3ip>1.
Zadanie 6.6. Niech 2 C R? bedzie
a) kotem o Srednicy d.
b) elipsa o osiach a oraz b

W kazdym z powyzszych przypadkéw znajdz stata z nieréwnosci Poincarégo. Czy stala ta
zalezy od p?

Zadanie 6.7. Niech Q = R x (—1,1). Zbada¢ czy dla kazdej funkcji u € W,*(Q2) zachodzi
nieréwnos$¢ Poincarégo:
lullz2(@) < Cl|[Dul|r2(0)-

Zadanie 6.8. Niech funkcja u bedzie gtadka funkcja o zwartym no$niku w R™ i niech
uy = u(Ax).

Rozwazajac normy [|un|[Larn) 1 | Dunl|Lern) wykazag, ze jesli ¢ # -2, to nie istnieje uniwer-
salna stata C' (zalezna tylko od p i n) taka, ze

[fll2a@n) < ClIDf]Le@n)
dla kazdej funkcji gtadkiej f o zwartym nosniku w R”.
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Zadanie 6.9. Rozwazmy rodzing funkcji

0 dla|z| >n+1
folz) = 1 dla |z| <n
n+1—lz] dlan<|z|<n+1

Czy istnieje pochodna uogdlniona D f,,? Czy istnieje stala C' oraz pewne p, ¢ > 1 takie, ze

1 fallerny < ClID fall ogn)
dla kazdego n?

Zadanie 6.10. Wykaza¢ nieré6wnoS¢ Sobolewadlan =31p = 1.

Wskazowka. Zaczynamy od przedstawienia catkowego (tym razem otrzymamy trzy rézne przed-
stawienia: w zaleznosci od Dyu, Dou i Dyu). Znajdujemy oszacowanie catkowe dla |u|*? (po
prawej stronie bgdzie iloczyn trzech pierwiastkow z pewnych catek), a na koniec trzy razy cat-
kujemy obie strony (kolejno po z1, x5 i 3), korzystajac z nieréwnosci Holdera (to gidwna,
praktycznie jedyna roznica pomiedzy n = 21n = 3).

Zadanie 6.11. Zakladajac, ze nieréwnos$¢ Sobolewa zachodzi dla kazdego n > 1ip = 1,
wykazac, ze zachodzi tez dla kazdegon > 1ip > 1.
Wskazéwka. Rozwazy¢ funkcje v = |u|” dla odpowiednio dobranego .

Zadanie 6.12. Niech funkcja f bedzie dana wzorem

gdzie g € L*(0,1). Wykazaé, ze f jest Holderowsko ciagla z wyktadnikiem 1/2.

Zadanie 6.13. Wykazaé, ze istnieje stata C' (zalezna tylko od p) taka, ze dla kazdej funkcji
u € WHP(R?) z p > 2 zachodzi nier6wnosé:

Du(z
/ Mdz S C’||Du||Lp(R2),
B

(z,r) |Z - I|
gdzie B(x,r) jest kulg osrodku w z i promieniu r.

Zadanie 6.14. Niech v € C'(R?)NW'?(R?) dla p > 2. Rozpatrzmy koto o promieniu B(z, R)
i mniejsze koto B(x,r) o promieniu r:

Niech x = (21, x3), h = (cosp,sinp) iy = x + rh = (x1 + rcos ¢, o + rsin ). Korzystajac
z twierdzenia Newtona-Leibniza, wykazac, ze:

lu(x +rh) —u(z)| < /0?“ | Du(x + sh)| ds.
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Wywnioskowac stad, ze

D
/ lu(y) — u(x)| do < T/ [Du(2)] dz
OB(z,r) B(z,r) ‘Z - 33|

R Duz)
U —ulx)| d — " dz
/B(LR)I(y) <>\ys2/B(

oraz

z,R) |Z - $|
Zadanie 6.15. Korzystajac z poprzedniego zadania oraz z nieréwnosci

o) = 5 [ Wy o [ ()] + ) - ) dy
B(z,r)

2 2
r = JB(a.r)
wykazaé, ze przy poczynionych zatozeniach mamy

sup |u(r)| < CHUHWLP(R?)
TER2

Zadanie 6.16. Rozpatrzmy dwa punkty x,y € R? i niechr = |z — y|:

Korzystajac z nieréwnoSci z Zadania 6.14, oraz z nieréwnosci

u() — uy)] < /B (@) = u@)l + 1u) — ulw)]) dz

2

1 1
<— u(e) —u(z)[dz + — u(z) = u(y)| d=
mr? B(z,r) mr? B(y,2r)
wykazac, ze przy spetnionych zalozeniach z zadania 14 zachodzi nier6wnos¢:

sup_|u(z) — u(y)| < Clz =y 7 |lufwrs@2).
z,ycR2
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Zadanie 6.17. Wykorzystujac nieréwnosci, uzyskane w zadaniach 6.15-6.16, udowodnié, ze
kazda funkcje u € I/VO1 P(Q), gdzie Q C R? jest ograniczonym obszarem o gtadkim brzegu, a
p > 2, mozna przedefiniowaé na zbiorze miary zero tak, by byla Holderowsko ciagta na 2 z
wykladnikiem oo = 1 — %.
Zadanie 6.18. Wykaza¢ twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.
Zadanie 6.19. Wykazac twierdzenie Arzeli-Ascoliego.

Zadanie 6.20. Rozwazmy ciag funkcji f,,, € L*(0, ):

oo oo
f(z) = Z U p SIn(NT), gdzie Z afmn < 0.
n=1 n=1

Zalézmy, ze istnieje stata C' > 0 taka, ze

| frllz20,2m) < C
dla kazdego m. Wykazad, ze istnieje podciag f,,, zbiezny w L*(0, 7).

Zadanie 6.21. Niech (2 C R" bedzie obszarem otwartym, spjnym i ograniczonym o gtadkim
brzegu. Korzystajac z twierdzenia Rellicha-Kondraszowa, wykazac, ze istnieje stata C' taka ze
dla wszystkich funkcji u € W'?(Q)

lu — ug||ri@) < Cl|Dul|Lr(q),
gdzie uq = o [, u(z)da.
Zadanie 6.22. Przy zalozeniach zadania 21 wykazad, ze istnieje stata C' niezalezna od r taka ze
| — U@ || Lr(B@r) < CT||[Dul| e (B,

Zadanie 6.23. Wykaza¢, ze jesli Q C R™" iu € W™2(Q) dla wszystkichm = 1,2,...,to u, z
doktadnos$cia do modyfikacji na zbiorze miary zero, jest funkcja klasy C*°.

Wskazéwka. Sprawdzi¢, ze mozna bez straty ogélnosci zatozy¢, ze funkcja u ma zwarty nosnik.
Stosowac nierdwnos¢ Sobolewa do kolejnych pochodnych funkcji u, pamigtajac, ze

np
q=

= >p dlal <p<n.
n—p

Po pewnej liczbie krokéw tego typu do (kazdej) pochodnej D“u mozna zastosowaé nierdwnos¢
Morrey’a.
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Rozdzial 7

Funkcjonaly na przestrzeniach Sobolewa

7.1 Fizyczna motywacja

Zajmiemy si¢ teraz genialnym pomysiem fizykow, ktérzy zauwazyli, ze Swiat fizyczny, ktory
mozna bardzo efektywnie opisywaé za pomoca réwnain rézniczkowych, jest jednoczesnie postu-
szny pewnym ogdélnym zasadom, ktére postuluja minimalizacj¢ pewnych wielkosci fizycznych.

Zeby sprecyzowaé, co mamy tutaj na mysli, rozpatrzmy czastke o masie m, poruszajaca sie po
linii prostej i ktéra w chwili ¢ = 0 jest w punkcie a, natomiast w chwili ¢ = 1 jest w punkcie b.
Przypusémy tez, ze na czastke nie dzialajg sity zewnetrzne (brak potencjatu). Zasada Hamiltona
mowi, ze potozenie czastki w czasie 0 < ¢ < 1 opisuje funkcja u, taka ze calka z energii
kinetycznej czastki od czasu 0 do czasu 1 jest najmniejsza z mozliwych.

Moéwiac bardziej formalnie, funkcjonat

](x):/ol

okreslony dla gtadkich funkcji = o wartosciach x(0) = a oraz (1) = b osiaga dla funkcji
swoja najmniejsza wartoS$¢. Przypusémy teraz, ze rzeczywiscie warto$¢ I jest najmniejsza dla
u. Zaburzmy u gtadka funkcja e, znikajaca na koncach odcinka [0,1]. Dla ustalonego u oraz ¢
rozwazmy teraz funkcje kwadratowa zmiennej z:

2

dx ds.

E(S)

F(2)=1(u+ 2ze) = A+ 2Bz + C2%
gdzie
2
ds.

Ul du(s) |? L du(s) de(s) Ul de(s)
A—/O 7 ds, B—/0 g TR— ds oraz C_/o i

Funkcja ta ma minimum w zerze, wigc jej pochodna si¢ tam zeruje. Poniewaz funkcja F jest
kwadratowa, wigc jej pochodna potrafimy bez trudu obliczy¢. W zerze jest ona rowna 25. Mamy
zatem réwnos¢:

F'(0) = 2B = 0.

72
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Calkujac przez czgsci dostajemy:

U du(s) de(s) U d?u(s)
/0 a dt /0 gz S ().

gdzie skorzystaliSmy z tego, ze ¢ znika na koncach odcinka [0, 1]. A zatem

/0 d;;(;)s(s)ds =0

dla dowolnej funkcji gtadkiej € znikajacej w zerze 1 jedynce. Wynika stad, ze

d*u(t)
dt?

=0

dla kazdego t w przedziale (0,1) (patrz zadanie 1). UzyskaliSmy zatem wniosek: jesli czastka
porusza si¢ tak, jak to opisano powyzej, tzn. minimalizujac catk¢ ze swej energii kinetycznej,
to jej przyspieszenie jest zerowe. OtrzymaliSmy zatem wniosek zgodny z II prawem dynamiki
Newtona.

Mozna to wystowic jeszcze inaczej: gtadka funkcja minimalizujaca catke

1
J
w zbiorze gtadkich funkcji spetniajacych warunki brzegowe x(0) = a,z(1) = b rozwiazuje tez
rownanie rozniczkowe

2

dx(s) s

dt

d*x(s)
dt?

z warunkami brzegowymi x(0) = a, z(1) = b.

=0

7.2 Zasada Dirichleta

Poniewaz n-wymiarowym uogdlnieniem pochodnej jest gradient, a laplasjan w jednym wymia-
rze to druga pochodna, wigc jest rzecza naturalng podejrzewad, ze pomigdzy funkcja «, minima-
lizujaca funkcjonat

I(u) = / |Vul*dz
Q
w zbiorze funkcji gtadkich takich, ze u = ¢ na brzegu €2, a rozwiazaniem réwnania

Au=20

z warunkiem brzegowym u = ¢ na 0f) istnieje jaki$§ zwiazek. RzeczywiScie, zachodzi bowiem
nastgpujace twierdzenie.

#® wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



774/166 © Wydziat MIM, Uniwersytet Warszawski, 2010.

Twierdzenie 7.1 (Zasada Dirichleta). Zatozmy, ze ) jest otwartym, spojnym i ograniczonym
zbiorem w R™. Niech brzeg 0 tego zbioru bedzie gtadki. Rozwazimy funkcjonat I, okreslony dla
wszystkich funkcji u ze zbioru

K={u:ueC*(Q)NCYQ), u=¢ na 00}

wzorem
](u):/ |Vul*dz.
Q

Niech u € K. Wowczas nastepujqgce warunki sq réwnowazne:
i) u jest rozwiqzaniem rownania Au = ()
ii) [, Vu(x)V(x)de = 0 dla kazdej funkcji nalezacej do C5°(Q)
iii) I(u) < I(v) dla kazdej funkcji v € K.

Dow6d — patrz Zadania|7.2, [7.3|1[7.4.

7.3 O pewnym funkcjonale na przestrzeni Hilberta

Zasada Dirichleta sugeruje, ze w badaniu réwnan r6zniczkowych istotng rolg moga petnic twier-
dzenia o minimalizowaniu pewnych funkcjonaléw. Aby rozwazyC szersza klas¢ zagadnien, a
jednoczesnie nie wejs¢ na silnie abstrakcyjny poziom, ograniczymy nasze zainteresowanie do
przestrzeni Hilberta. Rozpatrzmy zatem przestrzeri Hilberta H z normg ||u||, wyznaczona przez
iloczyn skalarny < -, - >. Rozwazmy tez funkcjonat

I(u) = [[ull® + 2L(u),

gdzie L jest liniowym ciaglym fukcjonalem na H. Rozwazany funkcjonat jest swego rodzaju
uogdlnieniem funkcji kwadratowej

f(z) = 2* + 2bx

na przypadek nieskoficzenie wymiarowej przestrzeni Hilberta H. Funkcja f ma oczywiScie swoje
minimum. Jest ono osiagane dla z, ktdre jest rozwigzaniem rownania:

x+b=0.
Zobaczymy teraz, ze podobnie rzecz si¢ ma z funkcjonatem 1.

Twierdzenie 7.2. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta z normq || - || wyznaczong przez iloczyn
skalarny < -, - >. Niech I bedzie funkcjonatem danym wzorem:

I(u) = [[ul® + 2L(u),

gdzie L jest liniowym i ciqgtym funkcjonatem na H. Wtedy I osiqga swoje minimum dla doktad-
nie jednego u € H:
I(u) = inf I(v).

veH
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Dowdéd. Po pierwsze zauwazamy, ze funkcjonatl I jest ograniczony z dotu - zadanie 7. Istnieje
wigc kres dolny wartosci [ osiaganych na H. Oznaczmy ten kres litera M i rozwazmy ciag
u, € H taki, ze:

lim I(u,) = M.

n—oo
Wykazujemy teraz, ze ciag ten jest ciagiem Cauchy’ego - patrz zadanie 8. Ciag ten ma wigc
granicg w przestrzeni Hilberta: lim,, ,., u, = u. Latwo zauwazamy, ze I(u) = M. Dowdd

jednoznacznos$ci — patrz Zadanie [7.9.

Kolejne twierdzenie pokazuje, jaki jest zwiazek minimalizowania funkcjonatu / z rozwiaza-
niem pewnego rownania w przestrzeni Hilberta .

Twierdzenie 7.3. Jesli u € H minimalizuje funkcjonat I(u) = |u|* + 2L(u), rozwazany
w Twierdzeniu 7.2, to jest ono rozwiqzaniem réownania

(u,v) + L(v) =0 Vv € H.

Dowd6d — patrz Zadanie [7.10.

7.4 Zastosowanie w teorii rownan rézniczkowych

Aby zastosowac twierdzenia z poprzedniego podrozdziatu do réwnan rézniczkowych, wprowa-
dzimy najpierw pojecie stabego rozwiazanie.

Dla réznych réwnan stabe rozwiazania mozna definiowac rozmaicie. Przedstawimy wigc te
technike na konkretnym przyktadzie. Wigcej przyktadéw — patrz rozdziat 8, po§wigcony lema-
towi Laxa i Milgrama.

Rozwazmy zatem réwnanie Poissona:

—Au = f.

Mnozac obie strony tego rownania przez gtadka funkcje ¢, znikajaca na brzegu obszaru (2, a
nastgpnie catkujac przez czgsci, uzyskamy réwnosc:

/QVu(x)Vgp(x)dx:/Qf($)g0(x)dx.

A zatem kazde klasyczne rozwigzanie rGwnania Poissona spetnia powyzsza tozsamos¢ catkowa
dla kazdej gtadkiej funkcji . Prowadzi nas to do nastgpujacej definicji.

Definicja 7.1. Stabym rozwigzaniem réwnania Poissona
—Au=f w Q
z warunkiem brzegowym u = 0 na OS2 nazywamy funkcje u € W, *(Q) taka, ze
[ Vut)Vete)ds = [ fa)pis
Q Q

dla wszystkich funkcji ¢ € Wy ().
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Wykazemy teraz istnienie stabego rozwiazania réwnania Poissona z zerowym warunkiem
brzegowym dla funkcji f € L?(f2). Rozwazmy w tym celu funkcjonat

I(u) = / V() Pd + 2 / F@)u(z)dz.
Q Q
Jest to funkcjonat postaci rozpatrywanej poprzednio:
I(u) = (u,u) + 2L(u).

e, . ., L. . , . .. 1.2 . e,
Rzeczywiscie, z nieréwnosci Poincarégo wynika, ze iloczyn skalarny w W,,”*(£2) mozna okresli¢
nastgpujaco:

(u,v) = /QVU([E) - Vou(x)dx.

Ponadto L jest oczywiscie liniowy i ciagly, gdyz jest ograniczony:

L@l =1 [ f@ut)ds] < 1l - Tl < Clulyea

A zatem z udowodnionego poprzednio twierdzenia wynika, ze istnieje doktadnie jedno u €
VVO1 2 (€2) minimalizujace funkcjonat 7, a w konsekwencji doktadnie jedno rozwiazanie réwnania:

(u,v) + L(u) =0 Yve W, Q).

Istnieje wigc doktadnie jedno stabe rozwiazanie réwnania Poissona.

7.5 Zadania

Zadanie 7.1. Niech 2 bedzie otwartym zbiorem w R™. Wykazad, ze jesli f € L'(Q) oraz

/fwzo

dla kazdej funkcji p € C§°(Q2), to f = 0 prawie wszedzie.
Zadanie 7.2. Udowodni¢ wynikanie ¢) = i) w Twierdzeniu 7.1,
Zadanie 7.3. Udowodni¢ wynikanie i) = 7ii) w Twierdzeniu 7.1.
Zadanie 7.4. Udowodni¢ wynikanie ¢i7) = i) w Twierdzeniu|7.1.
Zadanie 7.5. Wykaza¢ tozsamos$¢ réwnolegltoboku:

Iz + yll* + llz — ylI* = 2[l=]* + 2[ly]1*

dla normy w przestrzeni Hilberta H.
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Zadanie 7.6. Wykazaé twierdzenie Riesza o reprezentacji: dla kazdego ciaglego funkcjonatu
liniowego L na przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym < -, - > istnieje doktadnie jeden

element v € H taki, ze
L(u) = (u,v)

dla wszystkich v € H.

Zadanie 7.7. W oparciu o twierdzenie Riesza wykazac¢, ze funkcjonatl /, rozwazany w Twier-
dzeniu /.2, jest ograniczony z dotu.

Zadanie 7.8. Postugujac si¢ tozsamoscig réwnolegtoboku, udowodnié, ze ciag u,, rozpatrywany
w Twierdzeniu [7.2]jest ciagiem Cauchy’ego

Zadanie 7.9. Wykazad, ze istnieje tylko jedna funkcja u, dla ktérej funkcjonat 7, rozpatrywany
w Twierdzeniu [7.2] przyjmuje najmniejsza wartos¢.

Zadanie 7.10. Wykaza¢ Twierdzenie|7.3.
Zadanie 7.11. Zdefiniowa¢ stabe rozwiazanie rOwnania:

Au=0 w Q

z warunkiem brzegowym u = v na brzegu (), gdzie 1 jest Sladem funkcji ¥ € W12(Q). Na-
stepnie wykazac istnienie stabego rozwiazania.

Zadanie 7.12. Zdefiniowa¢ stabe rozwiazanie rOwnania:
—Aut+u=f w Q

z warunkiem brzegowym u = 0 na brzegu ). Powyzej f € L?(2). Nastgpnie wykazad istnienie
stabego rozwiazania.
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Rozdziatl 8

Lemat Laxa—Milgrama

8.1 Wprowadzenie

8.1.1 Idea stabego rozwiazania

W tym rozdziale zajmiemy si¢ pytaniem o istnienie rozwigzan dla liniowych zagadnien eliptycz-
nych. Konkretnie, beda nas interesowaly rownania typu

— Z aij (2)u(2)5,)a, + Z bi(x)u(x)s, + c(x)u(z) = f(z) (8.1)

w pewnym obszarze zawartym w R". Bedziemy rozpatrywac rézne warunki brzegowe.

Poniewaz z poprzednich wykladéw znamy juz pojecie stabych pochodnych, ograniczymy
si¢ do pytania, czy istnieje rozwigzanie rOwnania (8.1) nalezace do odpowiedniej przestrzeni
Sobolewa. Mozna sobie bowiem wyobrazi¢, ze proba szukania rozwigzania klasycznego jest w
ogdlnosci trudna.

Utatwimy sobie zadanie jeszcze bardziej: zdefiniujemy pojecie stabego rozwiazania, tzn. ta-
kiego rozwiazania, od ktérego wymagac bgdziemy jedynie, by miato stabe pochodne pierwszego
rzgdu. Poniewaz jest w miarg jasne, ze definicja takiego rozwiazania musi zaleze¢ zaréwno od
samego rownania, jak i od warunkéw brzegowych, podamy tu jedynie jej ideg. Konkretne stabe
sformutowania wypiszemy w podrozdziale z przyktadami, gdzie bedziemy rozpatrywac zagad-
nienia wyposazone w warunki brzegowe.

Aby wyprowadzi¢ staba postac rozpatrywanego zagadnienia, mnozymy (8.1) stronami przez
funkcje ¢ = ¢(x), a potem (formalnie) catkujemy po obszarze (2. W wyrazach najwyzszego
rzgdu wykonujemy jeszcze catkowanie przez czgsci, otrzymujac

/Z a3 ()i, )b, d:c+/ Z aij (), )6 - nj do
,j=1 i,j=1
/<Zb )ty + c(x ))qbdx:/ﬂfgbdx. (8.2)
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Jak widaé, otrzymujemy wyrazy, w ktérych nie ma juz pochodnych drugiego rzgdu. Aby ten wzér
miat sens, wystarczy zadac, zeby funkcja v miata jedynie pierwsze stabe pochodne. Wszystkie
wyrazenia podcatkowe musza by¢ oczywisScie catkowalne.

Dodatkowo, poniewaz réwnanie (8.2) ma by¢ stabym sformutowaniem dla zagadnienia (8.1),
powinno zawieraC informacje o warunkach brzegowych.

Funkcje u bedziemy wigc nazywac stabym rozwigzaniem danego zagadnienia, jesli bedzie
naleze¢ do odpowiedniej przestrzeni Sobolewa oraz bedzie spetniaé powyzsza tozsamos$¢ dla
wszystkich funkcji ¢ z tej samej przestrzeni Sobolewa. Precyzyjne definicje pojawia si¢ za
chwile.

Zwr6¢my uwage na to, ze lewa strong (8.2) mozemy traktowac jako forme¢ dwuliniowa, okre-
Slong na produkcie odpowiednich przestrzeni Sobolewa.

Do dowodzenia, ze stabe rozwigzanie istnieje i jest jednoznaczne, moze postuzyé Lemat
Laxa—Milgrama, ktry przytaczamy nieco nizej.

8.1.2 Dlaczego akurat tak?

Sprébujmy réwniez krétko wyjasnic, skad pojawia si¢ pomyst szukania stabych rozwiazan.

Znajac pojecie stabej pochodnej czy pojecie pochodnej dystrybucyjnej, mozemy rozszerzy¢
klas¢ obiektow mogacych pojawi¢ si¢ po prawej stronie rownania (8.1). Mozemy rozpatrywac
f, ktére nie jest funkcja ciagta, albo nawet w ogdle nie jest funkcja, tylko dystrybucja.

Kolejna przyczyna, dla ktérej warto szuka¢ stabych rozwiazan jest fakt, iz czgsto duzo ta-
twiej znaleZ¢ takie rozwiazania, niz rozwiazania klasyczne. Przede wszystkim, réwnania postaci
(8.1)) moga by¢ dosy¢ skomplikowane (chociazby z uwagi na fakt, iz wspétczynniki a, b i ¢ sa
funkcjami zaleznymi od ). Dodatkowo idea stabego rozwiazania obejmuje nie tylko rownania
typu (8.1), ale 1 rownania nieliniowe, zwykle duzo trudniejsze.

Zauwazmy, ze postac stabego sformutowania (8.2) oraz przestrzenie, w ktérych stabych roz-
wigzan si¢ poszukuje, umozliwiaja stosowanie przer6znych metod analizy funkcjonalnej. Dys-
ponujemy wigc poteznym aparatem, dzigki ktéremu dostajemy ‘jakie$’ rozwiazanie rozpatrywa-
nego zagadnienia. Nastgpnym krokiem moze by¢ préba wykazania, iz takie stabe rozwiazanie
jest w rzeczywisto$ci bardziej regularng funkcja, a by¢ moze nawet rozwigzaniem klasycznym,
czyli funkcja nalezaca do przestrzeni C2(Q2) N C(9).

Jesli tak jest, to u spelniajaca tozsamoS¢ catkowq (8.2), spetnia réwniez wyjSciowe réwna-
nie (8.1). Wystarczy tu wykona¢ catkowanie przez czesci. (Patrz nastgpny rozdzial, o lemacie
Weyla).

8.1.3 Lemat Laxa-Milgrama

Przytoczymy tu jedynie sformulowanie tego lematu. Dow6d mozna znaleZ¢ np. w monografii
Evansa [8].

Lemat 8.1. Niech B : H x H — R bedzie formq dwuliniowq

(1) ograniczong, tzn. takq, Ze
| Blu, ¢]| < cllullullollm
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dla pewnej statej dodatniej c, wspolnej dla wszystkichw € H, ¢ € H;

(1) eliptyczna, tzn. takq, Ze
Blu,u] > dfull

dla pewnej statej dodatniej d, wspdlnej dla wszystkich u € H.

Ponadto, niech f bedzie funkcjonatem liniowym ciggtym na przestrzeni H.
Wtedy istnieje doktadnie jeden element uw € H taki, zZe tozsamosé¢

Blu, ¢] = f[4]

zachodzi dla wszystkich elementow ¢ przestrzeni H.

Uwaga terminologiczna. Zamiast uzytej w drugim zalozeniu nazwy eliptyczna spotyka si¢ takze
czasem przymiotnik koercytywna, ktory jest kalka od angielskiego stowa coercive. Czasownik to
coerce znaczy wymuszac.

8.1.4 Nierownosci Poincarégo

Zanim podamy przyktady zagadnien, zacytujemy w tym rozdziale przydatne czgsto w dowodze-
niu eliptycznos$ci formy B nieréwnosci Poincarégo.

Lemat 8.2. Niech u € T/VO1 P(Q) dla ograniczonego, spdjnego obszaru 2 C R™. Wrtedy istnieje
stata c taka, Ze

[ullzr < el V.

Lemat 8.3. Niech u € W?(Q) dla ograniczonego, spdjnego obszaru 2 C R". Wtedy

v
u—— [ u
9] Ja

gdzie |Q)| oznacza miare obszaru ).

< || Vullrr,
Lp

8.2 Przyklady zagadnien brzegowych

Teraz skoncentrujemy si¢ na konkretnych zagadnieniach brzegowych i zobaczymy, w jaki spos6b
dziata przedstawiona wyzej teoria.
Zacznijmy od prostego rownania z jednorodnym warunkiem Dirichleta na brzegu.

Przyklad 8.1. Niech ) C R" bedzie ograniczonym obszarem o brzegu klasy C'. Rozwazmy
zagadnienie

—Au=f wqQ, (8.3)
u=>0 na 0f2,
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gdzie f € L*(Q).
Pokazemy, ze istnieje doktadnie jedno stabe rozwiazanie réwnania (8.3)).

Zacznijmy od zdefiniowania pojgcia stabego rozwigzania dla tego wtasnie zagadnienia. Na
poczatek, pomnézmy réwnanie przez funkcje ¢ i scatkujmy po €2. Otrzymamy

/Vuv¢dx+/ ¢Vu~ﬁda:/fgbdx, (8.4)
Q oN Q

gdzie 7 jest jednostkowym wektorem normalnym zewnetrznym do obszaru ).

Zauwazmy, ze powyzsza tozsamo$¢ catkowa ma sens przy bardzo skromnych zatozeniach.
Poszczegdlne catki sa dobrze okreslone dla wszystkich funkcji, ktére maja — zaledwie! — stabe
pochodne pierwszego rzgdu, takie, ze wyrazenia podcatkowe sa funkcjami catkowalnymi. Zatem
wystarczy, by u, ¢ € W1%(Q). Dodatkowo, rozpatrujemy zagadnienie z zerowym warunkiem
Dirichleta na brzegu. Uwzglednimy ten warunek, zadajac, aby funkcja u miala zerowy Slad.
Dlatego rozwiazari bedziemy szuka¢ w przestrzeni Hilberta W, % (Q).

Spéjrzmy teraz na catkg¢ brzegowa. Szukamy rozwiazan, ktére maja zerowy §$lad na brzegu.
Funkcja ¢ ma naleze¢ do tej samej przestrzeni Hilberta, co u, wigc ¢ = 0 na 0f). Zatem catka
brzegowa znika.

Mozemy wigc uscisli¢, co rozumiemy przez stabe rozwiazanie zagadnienia (8.3)).

Definicja 8.1. Funkcje v € I/VO1 2(Q) nazwiemy stabym rozwigzaniem zagadnienia (8.3)), jesli
tozsamosS¢ catkowa (8.4) zachodzi dla dowolnej funkcji ¢ € WO1 2(9)

Aby wykazac, ze takie stabe rozwiazanie istnieje, skorzystamy z lematu Laxa—Milgrama. W
tym celu zauwazmy, ze Blu, ¢] = |, VuV¢ jest forma dwuliniowa okreslona na H x H, jesli

za H przyjmiemy VVO1 2(Q) Zatem mozemy przepisac tozsamosc (8.4) jako
B[uv ¢] = f[¢]v
gdzie f[¢] = [, fo.

Wystarczy wigc sprawdzi¢, ze forma dwuliniowa B jest ograniczona i eliptyczna.
Ograniczono$¢ wynika z nieréwnosci Cauchy’ego:

1/2 1/2
2 2
<(fmrar) - (fwore)

co w sposGb oczywisty szacuje si¢ przez ||UHW01’2(Q) ||¢||W5,2(Q).
Aby pokazac eliptycznos$¢, musimy oszacowac forme

| Blu, ¢]| =

/ VuVeodx
Q

B[u,u]:/ |Vul*dz
Q

1.2 . .. .. . .
od dotu przez petna norme u w W,,*(2). Takie oszacowanie jest mniej oczywiste, ale wynika z
nieréwnoSci Poincarégo. Mamy bowiem

. (1 1
/S:Z |Vu|2 dx Z min (5, 2_0) Hu”%’VOI’Q(Q)’
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gdzie c jest stala z nieréwnosci Poincarégo. Zatem forma B jest eliptyczna.
Jesli chodzi o prawa strong (8.4)), to tak okreslony funkcjonat jest liniowym funkcjonatem
ciaggtym na . Mamy bowiem

‘/Qfgbdx

Zauwazmy, ze aby zagadnienie (8.3) mialo stabe rozwiazanie, f nie musi wcale by¢ funkcja
calkowalng z kwadratem. W powyzszym oszacowaniu wykorzystaliSmy jedynie fakt, iz ¢ €
L?(2), podczas gdy funkcja ta ma wigksza regularno$é. Tak wiec f moze naleze¢ do przestrzeni
funkcjonatéw liniowych ograniczonych na I/VO1 ’Q(Q), czyli przestrzeni H'(§). Wtedy prawa
strong (8.4) nalezy zastapi¢ wyrazeniem f[¢].

< [ fllzz@ll@llrz@) < [1fllz@llélwe2@-

Przyktad 8.2. Popatrzmy na inne zagadnienie:

—Au=f w (8.5)
%—O na 0f)

gdzie f € L*(Q).

Najpierw zauwazmy, ze gdyby nie warunek zerowania si¢ catki, to zagadnienie nie mogloby
mie¢ jednoznacznie okre§lonego rozwiazania. Rzeczywiscie, jesli rozwiazanie istnieje, to réw-
niez funkcje rézniace si¢ od niego o stala s rozwigzaniami. Zatem warunek catkowy pozwala
‘wybra¢’ jedno konkretne rozwigzanie.

Zacznijmy od stabego sformutowania. Postgpujac tak, jak w poprzednim przyktadzie, docho-
dzimy do réwnosci

/Vquﬁdcc—l— ¢Vu‘ﬁda:/f¢d:c,
Q 90 Q

gdzie 77 jest jednostkowym wektorem normalnym zewnetrznym do obszaru 2. Tym razem jednak
z innego powodu znika catka brzegowa: na brzegu zeruje si¢ pochodna normalna funkcji w.
Zatem stabe sformutowanie dla zagadnienia (8.5) ma postacé

/QVquﬁdx:/Qf(;ﬁdx.

Forma dwuliniowa B wyglada tak samo, jak poprzednim przyktadzie:

Blu, ¢] = / VuVedz.
Q
Tym razem dziedzing B jest jednak inna przestrzen Hilberta. Wciaz wymagamy od funkcji u
i ¢, aby nalezaly do przetrzeni W12(Q). Nie zadamy jednak oczywiscie, aby mialy zerowy Slad.

Takiego warunku brzegowego bowiem nie mamy. Co wigcej, warunku o zerowaniu si¢ wyrazenia
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% |ao, nie mozemy uwzglgdni¢ w definicji przestrzeni. Jest on bowiem Zle okreslony dla funkcji
z Wh2(Q); twierdzenie o §ladzie nawet w najmocniejszej dostepnej wersji nie pozwala zdefinio-
wacé g—g lo, gdy wiemy jedynie, ze u € W2 Uwzgledniamy natomiast warunek zerowania sig
catki funkcji u. Podsumowujac, przyjmiemy

H:W1’2(Q)ﬁ{u:/u:0}.

Ograniczono$¢ formy B sprawdza si¢ dokladnie tak samo, jak w poprzednim zagadnieniu. Elip-
tyczno$c wynika z nieréwnos$ci Poincarégo, ktdra jest trescig Lematu 8.3/

Poniewaz na razie skupiliSmy si¢ na r6znych warunkach brzegowych, rozpatrzmy jeszcze
warunek postaci (u + %ﬂ 00 = 0.

Przyklad 8.3. Jesli rozwazymy zagadnienie

—Aut+u=f w ()

8—1i+u:0 na 0f),
on

jego staba postac bedzie wygladaé nastgpujaco

/QVUV¢dx—/aQ¢Vu-ﬁdo+/Qud)dx:/Qfd)dx. (8.6)

Zauwazmy przede wszystkim, ze w calce brzegowej nie mozemy zostawi¢ pochodnej normalne;]
funkcji u, ale musimy ja ‘wymieni¢’ zgodnie z warunkiem brzegowym. W przeciwnym razie,
otrzymana forma dwuliniowa bytaby Zle okreSlona dla funkcji z przestrzeni W12(Q), w kto-
rej poszukujemy rozwigzan. Warunek brzegowy zostat juz uwzgledniony przy wyprowadzeniu
stabego sformulowania. Co wigcej z uwagi na to, ze wystgpuje w nim pochodna na brzegu,
nie mozemy umiesci¢ go w definicji przestrzeni, do ktérej ma naleze¢ stabe rozwiazanie. Stad
H=W(Q).
Forma dwuliniowa jest postaci

B[u,qb]:/QVquzdenL/mugzﬁda—i—/ngbdx.

Tym razem jej ograniczono$¢ wynika z twierdzenia o Sladzie. Pozwala ono oszacowaé

/ UdeU S CHUHWl,Q(Q)||¢||W1,2(Q).
oN

Eliptyczno$¢ natomiast jest oczywista
Blu, u] :/ |Vul? dz + / u? dx—l—/ u?do > |lullfz -
Q Q 9
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Poniewaz w powyzszych przyktadach rozpatrywaliSmy jedynie przypadki, kiedy operator
r6zniczkowy najwyzszego rz¢du byl laplasjanem, popatrzmy na nastgpujace rownanie

Przyklad 8.4. Niech A bedzie symetryczna, dodatnio okreslong macierza rozmiaru 2 x 2. Za-
16zmy, ze ) jest ograniczonym podzbiorem R?, a funkcja f € L*(2). Wtedy zagadnienie

—div (AVu) = f w
u=>0 na 0f)

jest dobrze postawione w stabym sensie.
Stabych rozwiazar szukamy w przestrzeni W, >(€2). Forma dwuliniowa odpowiadajaca temu
zagadnieniu ma postac

Blu,v] = /Q(AVU)VU dx.

Aby pokazac jej eliptycznos¢, przypomnijmy, ze jesli macierz A jest dodatnio okreslona, to ist-
nieje dodatnia stata \ taka, ze

2
Z a; ;&€ > MEf

ij=1

dla & = (&1,&) € R% To z kolei oznacza, iz
/(Avu)vu dz > \|Vu||7:(Q).
Q

Powyzsza nierd6wnos$¢ wraz z nierdwnoscia Poincarégo implikuje eliptyczno$¢ formy B. Jej
ograniczono$¢ jest tatwa do pokazania.

8.3 Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 8.1. Zat6zmy, ze 2 = B(0,2) C R2 Dla jakich wartosci dodatniego parametru k
nastepujace zagadnienie ma doktadnie jedno stabe rozwiazanie?

u=0 na of).

Zadanie 8.2. Niech 2 C R? bedzie obszarem ograniczonym oraz f € L?({2). Wykazac istnienie
stabych rozwiazan nastgpujacego zagadnienia

Uy — Ay + Uy +uy +5u=f w
u=0 na 0f).
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Zadanie 8.3. Niech 2 C R? bedzie obszarem ograniczonym oraz f € L?({2). Wykazac istnienie
stabych rozwiazan nastgpujacego zagadnienia

Uy — Ay + Uy +uy +5u=f w
u=2 na 0f).

Zadanie 8.4. Niech Q C R? bedzie obszarem ograniczonym. Wykazac istnienie stabych roz-
wigzan zagadnienia

~Ugg — 2Uyy — SUyy + Uy = T w 2

u=20 na 0f).

Zadanie 8.5. Zat6ézmy, ze Q) C R? jest ograniczonym obszarem. Dla jakich @ € R zagadnienie
jest dobrze postawione w stabym sensie?

Uy — 2Ugy + Uy = T w )
u =20 na 0f).

Zadanie 8.6. Zat6zmy, ze Q) C R jest ograniczonym obszarem. Dla jakich o € R zagadnienie
jest dobrze postawione w stabym sensie?

Ugy — 2Ugy + 2Uyy,, = |z|% In|z| w )

u=0 na of).

Zadanie 8.7. Niech 2 C R? bedzie obszarem ograniczonym. Dla jakich parametréw rzeczywi-

stych k zagadnienie
: 1 k
—div ((O 4) Vu) = (In|z|)., w
u=>0 na 0f).

jest dobrze postawione w stabym sensie?

Zadanie 8.8. Niech () C R? bedzie obszarem ograniczonym. Wykazaé, ze nastepujace zagad-
nienie jest dobrze postawione w stabym sensie

) 1 2 1
—div ((0 3> Vu) = m w

o (1 2 B
n-(O 3)VU—O na of)

-
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Zadanie 8.9. Niech 2 = B(0, R) C R™dlan > 1. Dla jakich a € R zagadnienie

—1

—Au:n +a w
||
%:0 na of2

/udx:()
Q

jest dobrze postawione w stabym sensie?
Zadanie 8.10. Czy nastgpujace zagadnienie jest dobrze postawione w stabym sensie?

~Uppze =1 —0g  ma(—1,1),
u(—=1) =u(l) =0, u(—1)=1u,(1)=0.

W powyzszym réwnaniu dy oznacza Delte Diraca.

Zadanie 8.11. Zal6zmy, ze 2 = B(0,R) C R? oraz f € L*Y+2(Q). Dla jakich a € R
zagadnienie

—Au — alzPu = f w
u=20 na 0f
jest dobrze postawione w stabym sensie?

Zadanie 8.12. Niech Q = B(0,R) — B(0,r) bedzie pierscieniem w R?. Przez I'; oznaczmy
zewngetrzng czgS¢ brzegu, przez I's natomiast wewngtrzna. Rozpatrzmy zagadnienie

—Au+2u = In |z| w
u=0 nal’y
ou
— =0 Is.
o7 etz

Czy jest ono dobrze postawione w stabym sensie?

Zadanie 8.13. Niech 2 C R" bedzie obszarem ograniczonym a f € L?(R). Wykaza¢ istnienie
stabego rozwiazania zagadnienia

Au—u=f w ()

0

—qf +u=20 na o0f).

on
Zadanie 8.14. Niech ) C R? bedzie obszarem ograniczonym a f € LP(R) dla pewnego p €
[1,00). Dla jakich p istnieje stabe rozwiazanie zagadnienia

—Autu=Ff w
ou

a_ﬁ:O na 0f2.
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Zadanie 8.15. Niech (2 C R" bgdzie obszarem o ograniczonym. Rozwazmy ciag zagadnien

—div ((kj(z) +1)Vu;) +u; =1 w Q (8.7)
u; =0 na 0f),
gdzie k;j(x) € L>(Q2) sa funkcjami dodatnimi, j = 1,2,3,...

Niech k; — k w normie L>®(Q2) przy j — oo. Wykazaé, ze funkcje u; bedace stabymi
rozwiazaniami (8.7) zbiegaja w normie W1?(Q) do funkcji u, ktéra jest stabym rozwiazaniem
problemu

—div ((k(x) + 1)Vu)+u =1 w Q
u=20 na 0.

Zadanie 8.16. Niech (2 = B(0,1) C R™. Rozwazmy ciag zagadnieni

1
— AUJ' + —~U; = fj w 2 (88)
J

uj =0 na 0f2,

gdzie f;(z) € L*(Q),7 =1,2,3, ...
Niech f; — f w normie L*(Q) przy j — oo. Wykazaé, ze funkcje u;, bedace stabymi rozwia-
zaniami (8.8)), zbiegaja w normie W12(Q2) do funkcji u, ktéra jest stabym rozwigzaniem
—Au=f w ()
u=>0 na 0f2.
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Rozdzial 9

Lemat Weyla

9.1 Naturalne pytania

Czytelnika, ktory przeczytat rozdzialy 2, [7/1 8, moga, mimo komentarzy wplecionych w tekst
tych rozdzialéw, niepokoi¢, a nawet drgczy¢, nastepujace — skadinad bardzo naturalne — pyta-
nia i watpliwosci:

1. Skoro rozwigzania rownan Laplace’a czy Poissona mozna konstruowaé i bada¢ metodami,
wspomnianymi w rozdziale 2, np. stosujac Twierdzenie 2.1, to po co rozwazaé jakie$
skomplikowane stabe rozwiqzania, wymagajace wszak solidnego i abstrakcyjnego aparatu
analitycznego?

W dodatku, funkcje z przestrzeni Sobolewa moga by¢ nieciagte. W wymiarach n > 2
wiedza, ze v € WH2(Q) nie daje przeciez gwarancji, ze u jest chocby ciagta. Swiadczy
o tym przyktad, podany w Zadaniu 5.5l Zatem, stabe rozwiazanie, uzyskane np. dzigki
lematowi Laxa i Milgrama lub dzigki minimalizacji odpowiednio dobranego funkcjonatu
na jakiej$ przestrzeni Hilberta, moze — przynajmniej a priori — by¢ funkcja nieciagla,
1 to (teoretycznie) w bardzo paskudny sposob, nawet na catej swojej dziedzinie, tak jak
funkcja, o ktorej mowa w Zadaniu 5.6,

A metody klasyczne pozwalaja uzyskac rozwigzania gladkie, tzn. w jakims sensie lepsze,
wiec dlaczego nie ograniczy€ si¢ do nich?

2. Réwnanie Laplace’a na kuli (ale 1 na obszarach ograniczonych z gladkim brzegiem) ma
rozwigzania klasy C*°. Podobnie jest z rownaniem Poissona Au = f, gdy f € C*. Czy,
konstruujac stabe rozwiazania tych réwnan, odnajdujemy w istocie te same rozwigzania,
ktore widzieliSmy wczesniej, tylko wskutek przyjetych metod nie wiemy, ze mamy do
czynienia z funkcjami gtadkimi?

Moze za$ produkujemy jakie$ zupelnie inne, bardzo nieregularne funkcje, ktére spelniaja
réwnania tylko w stabym sensie i nie sa np. klasy C??

3. Czy sa sytuacje, gdy mozna wykazaé, ze stabe rozwiazanie rownania czastkowego jest w

88
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istocie rozwigzaniem klasycznym, rézniczkowalnym w sposéb ciagly tyle razy, ze wszyst-
kie pochodne wystgpujace w réwnaniu sa funkcjami ciagtymi?

Pelne odpowiedzi na powyzsze pytania wykraczaja znacznie poza zakres tego tekstu. Dos¢
powiedzieé, ze dla réwnan eliptycznych drugiego rzgdu ostatnie z powyzszych pyta, w nie-
znacznie zmienionej wersji, bylo trescia jednego z probleméw Hilberta, a na odpowiedz, ktéra
pojawila sie wskutek dtugiej, wieloetapowej pracy licznych stawnych matematykéw, | trzeba byto
poczekaé blisko 60 lat. (Nic wigc dziwnego, ze i dzi$ nie mozna si¢ nauczy¢, co to sa stabe roz-
wigzania, nie wktadajac w to pewnego wysitku. . .).

Jedna z mozliwych odpowiedzi na pierwsze pytanie — dlaczego w ogdle rozwazaé stabe
rozwigzania? — polega na tym, ze warto mie¢ abstrakcyjny aparat, ktéry pozwala oddzieli¢ py-
tanie o0 samo istnienie rozwiazan, od pytan o ich regularnosé. Zastepujac przestrzein C* ktéras
z przestrzeni Sobolewa WP, uzyskujemy obszerniejszy zbior kandydatur na rozwiazanie. Zy-
skujemy tez dodatkowe narzedzia analizy funkcjonalnej, ktére mozna stosowaé. Ponadto zas,
przeprowadzajac dowody istnienia, nie musimy dbac o to, by z rozumowania wynikato, ze zna-
leziona funkcja ma ciagte pochodne do pewnego rzgdu wtacznie. Musimy wykazaé mniej, wigc
mozna mie¢ nadziejg¢, ze bedzie to tatwiejsze. I, jak mozna byto zauwazy¢é w dwéch poprzednich
rozdzialach, to istotnie bywa tatwiejsze.

Cena, jaka trzeba zaplaci¢ za t¢ wygode, jest taka, ze uzyskujemy mniej informacji; stad
biora si¢ pytania drugie i trzecie. W prostych sytuacjach mozna udzieli¢ na nie skromnych, ale
w gruncie rzeczy pelnych odpowiedzi. Tym si¢ teraz zajmiemy. Zacznijmy od tego, co najla-
twiejsze: jesli mamy do czynienia z funkcjami o odpowiedniej gtadkosci, to wszystko jedno, czy
mowa jest o rozwiazaniach stabych, czy rozwiazaniach klasycznych.

Zadanie 9.1. Wykazaé, ze jesli funkcja u € WH2(Q) N C?(Q), gdzie Q C R™ jest dowolnym
zbiorem otwartym, jest stabym rozwiazaniem réwnania Laplace’a w €2, tzn.

/ VuVedr =0 dlakazdej ¢ € C5°(Q),
Q

to Au = 0 w kazdym punkcie 2.

Szkic rozwiqzania. Postugujac sie zatozeniem v € C?, wykona¢ w réwnosci [ VuVedr = 0
jedno catkowanie przez czgsci, a nastgpnie postuzy¢ si¢ wynikiem Zadania 7.1

Okazuje sig, ze zalozenie, iz u € C?, jest w Zadaniu 9.1/ niepotrzebne. Méwi o tym

Twierdzenie 9.1 (lemat Weyla, wersja I). Jesli funkcja u € W12(Q), gdzie Q C R™ jest dowol-
nym zbiorem otwartym, jest stabym rozwiqzaniem rownania Laplace’a w 2, tzn.

/ VuVedr =0 dla kazdej ¢ € C3°(2),
Q

to wowcezas u € C®(82) i Au = 0 w kazdym punkcie ).

Nalezeli do nich m.in. wspomniani we wcze$niejszych rozdziatach Sobolew i Morrey, a takze Weyl, De Giorgi,
Nash i Moser; pelna lista bytaby znacznie dtuzsza.
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Wspomnijmy, ze twierdzenie zwane zwykle lematem Weyla jest mocniejsze i dotyczy wszyst-
kich rozwiazan dystrybucyjnych réwnania Laplace’a, nie tylko zas takich rozwigzan dystrybu-
cyjnych, ktére sa funkcjami z przestrzeni W12,

Twierdzenie 9.2 (lemat Weyla, wersja II). Jesli dystrybucja v € D(Q) spetnia réwnanie La-
place’a, tzn.

(u, Ap) =0  dlakazdej ¢ € C5(Q),

to wowcezas u € C*(Q) i Au = 0 w kazdym punkcie §).

Podobne twierdzenia mozna uzyskiwaé dla stabych rozwiazan réwnan eliptycznych 1 para-
bolicznych. Wigcej informacji znajdzie Czytelnik w podreczniku Evansa [8]] (patrz np. Twierdze-
nie 3 w podrozdziale 6.3, Twierdzenie 7 w podrozdziale 7.1, a takze podrozdziat 8.3, dotyczacy
rownan nieliniowych).

Dowdd twierdzenia 9.1 mozna przeprowadzi¢ kilkoma sposobami. Wskazemy dwie z mozli-
wych drég, postugujac si¢ odpowiednio dobranymi zadaniami.

WprowadZmy pomocnicze pojecie tzw. jedynki aproksymatywnej. Niech ¢ € C3°(B(0,1))
bedzie ustalong nieujemng funkcja gtadka na R", o noSniku zawartym w kuli jednostkowe]
B(0,1) iocatce [+ = 1. Potézmy, dlae > 0,

Ve(x) = "P(a/e).

(To wtasnie jest jedynka aproksymatywna; dla ¢ — 0O funkcje 1. sa coraz lepszymi przyblize-
niami delta Diraca; tej intuicji mozna nadac Scisty sens). Oznaczmy

Ue 1= U * Pg.

Jesli u jest funkcja lokalnie catkowalng na R™, to splot u. jest funkcja gtadka (klasy C'™°).
Pierwszy z dowodéw Twierdzenia 9.1 korzysta z liniowosSci réwnania Laplace’a, wlasnosci
klasycznych funkcji harmonicznych i wiasnosci splotu.

Zadanie 9.2. Wykaza¢, ze jesli funkcja u € W12(Q) jest stabym rozwiazaniem réwnania La-
place’a w (2, to splot u. = u * 1) jest dobrze okreslony w kazdym punkcie zbioru

Q. ={ze€Q: dist(z,00) > ¢}

i spetnia w tym zbiorze réwnanie Laplace’a Au,. = 0 (w sensie klasycznym).

Wskazowka. Wykazaé, ze u. jest stabym rozwigzaniem réwnania Laplace’a w ()., a nastgpnie
postuzy¢ si¢ wynikiem Zadania 9.1.

Zadanie 9.3. PrzekonaC sig, ze teza poprzedniego zadania polaczona z wtasnoSciami funkcji
harmonicznych, podanymi w Zadaniach 2.5|1 2.6, pociaga za soba Twierdzenie 9.1 jako natych-
miastowy wniosek.

Zadanie 9.4. Wykazaé, ze w Twierdzeniu 9.1\ wystarczytoby zaktada¢, ze u € WhH1(Q).
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Uwaga. W podobny sposéb mozna udowodnié¢ ogélna wersj¢ Lematu Weyla. Nieco inny wa-
riant dowodu Twierdzenia 9.1 podany jest w podrozdziale 7.4 skryptu [22].

Uwaga. Nie jest na ogét prawda, ze stabe rozwiazanie rownania czastkowego ma tyle pochod-
nych ciaglych, ile potrzeba, zeby wypisa¢ rownanie, nie odwotujac si¢ do jego dystrybucyjne]
interpretacji. Z utrata gtadkoSci mamy czgsto do czynienia w réwnaniach hiperbolicznych.

Najprostszy przyklad takiej sytuacji mozna znalez¢ w podrozdziale |15.1, analizujac zacho-
wanie rozwigzan rownania struny (15.6). Wszystkie rozwigzania sa dane wzorem d’ Alemberta
(15.8). Ktos, kto wie, ze istnieja funkcje ciagte, ale nigdzie nie r6zniczkowalne, moze postuzyc
si¢ komentarzem zamieszczonym bezposrednio po tym wzorze i Definicja |15.2, by bez wigk-
szego trudu podaé przyklady takich stabych rozwiazaf réwnania struny u, — c*u,, = 0, ktére
sa wprawdzie klasy C', ale nie maja w zadnym punkcie drugich pochodnych!

9.2 Zadania

Zadanie 9.5. Uogd6lni¢ wynik zadania 9.1| na réwnania eliptyczne o zmiennych wspétczynni-
kach, tzn. udowodni¢ twierdzenie zawarte w ostatnim zdaniu podrozdziatu 3.1.2.

Jedna z technik dowodzenia gtadkosci rozwiazan réwnan eliptycznych i parabolicznych polega
na tym, ze dowodzi si¢, ze stabe rozwiazanie u ma wigcej stabych pochodnych, niz a priori za-
ktadamy, a w dodatku (wszystkie lub niektére) pochodne funkcji u sa stabymi rozwiazaniami
podobnych réwnan. Bardziej rozbudowane przyklady takich sytuacji mozna znalezé w Roz-
dziale |11, poSwigconym metodzie Galerkina.

Tu, w zadaniach, podamy bardzo prosty, jednowymiarowy przyktad takiego sposobu poste-
powania, oraz wielowymiarowa technike, ktéra mozna wykorzysta¢ do dowodzenia gtadkoSci
réwnan eliptycznych o statych wspétczynnikach.

Zadanie 9.6. Niech u € W,”((a,b)) bedzie stabym rozwiagzaniem réwnania —u” = Au na
przedziale (a,b) C R, z warunkami brzegowymi Dirichleta u(a) = u(b) = 0. Inaczej méwiac,
zaktadamy, ze

b b
/ ' dr = )\/ wp dx dla wszystkich ¢ € C5°((a,b)).

Postugujac si¢ wytacznie definicja stabej pochodnej, wykazac, ze funkcja © ma stabe pochodne
wszystkich rzedéw nalezace do przestrzeni L*((a, b)). Wywnioskowac stad, ze kazde stabe roz-
wigzanie rownania —u” = \u jest funkcja klasy C°.

Wskazowka. Patrz Zadania|5.8/116.23|.

Zadanie 9.7 (nieréwno$¢ Caccioppoliego dla réwnania Laplace’a). Niech u € W12(Q) bedzie
stabym rozwiazaniem réwnania Laplace’a Au = 0 w Q2 i niech B, = B(a,r) oraz B = B(a, R)
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beda wspétsrodkowymi kulami o promieniach 0 < r < R < dist(a, 0f2) (punkt a nalezy do ().
Wykazac, ze dla pewnej stalej Cy zachodzi tzw. nierownos¢ Caccioppoliego

C
2 0. < 0 2
|Vul|dz < CRSE /R|u| dz .

By

Wskazowka. Warunek z definicji stabego rozwiazania zachodzi w istocie dla wszystkich ¢ &€
W&’Q(Q); podstawié¢ ¢ = (?u, gdzie ( = 1 na B,, ( = 0 poza Bg, ( € Cg°, ¢ > 0; nastepnie,
catke, w ktérej wystepuje kwadrat gradientu, umiesci¢ po lewej stronie réwnoSci, a inne catki —
po prawej stronie.

Zadanie 9.8 (zbiezno$¢ pochodnych w L?). Niech u € W1%(Q) bedzie stabym rozwiazaniem
réwnania Laplace’a Au = 0 w 2. Rozwazmy funkcje u. = ux)., gdzie ).(z) = e "¢p(x/e) jest
jedynka aproksymatywna, zdefiniowana wczes$niej. Wykazaé, ze dla kazdego zbioru zwartego
K C Q1ikazdego multiindeksu « istnieje takie N > 0, ze ciag funkcji

{Daul/j}go'iN

spelnia warunek Cauchy’ego w przestrzeni L?(K'). Wywnioskowa¢ stad i z zupelnoSci przestrze-
ni W™?2, ze u jest funkcja gtadka.

Wskazowka. Czy pochodne funkcji u. spetniaja réwnanie Laplace’a? W jakim sensie? Po udzie-
leniu odpowiedzi na te pytania sprébowac postuzy¢ si¢ wynikiem poprzedniego zadania. (Zbior
zwarty K mozna pokry¢ skonczong liczbag matych kul o promieniu » > 0, dobranych tak, by
nieco wigksze kule wciaz jeszcze byty zawarte w €).) W koricowce rozumowania wykorzystaé
Zadanie 6.23.

Jak wida¢, ostatnie zadanie dostarcza nieco innego dowodu Twierdzenia 9.1. Pewna zaleta
wskazanej w nim metody polega na tym, ze nie musimy polega¢ na bardzo szczegdlnej wia-
sno$ci funkcji harmonicznych, podanej w Zadaniu [2.6| (chodzi o to, ze splot z funkcja radialng
zachowuje harmonicznos$¢); korzystamy jedynie z liniowosci splotu i z eliptycznoSci, a to nieco
mniej. Dlatego podobnie mozna postgpowaé z innymi réwnaniami.

Zadanie 9.9 (gtadko$¢ funkcji wtasnych laplasjanu). Niech 2 C R”™ bedzie obszarem ogra-
niczonym. Sprawdzié, ze tezy obu powyzszych zadan pozostaja w mocy, gdy zamiast stabych
rozwiazan rownania Laplace’a rozpatrujemy stabe rozwiazania u € I/VO1 2(Q) rOwnania

—Au = \u

gdzie A € R jest stala.
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Rozdziatl 10

Staba zbiezno$¢ w przestrzeniach Hilberta

W tym rozdziale skupimy si¢ na przedstawieniu podstawowych faktéw i twierdzen z analizy
funkcjonalnej, potrzebnych do wprowadzenia stabej zbieznoSci ciagéw w przestrzeniach Hilber-
ta. Z punktu widzenia réwnan rézniczkowych czastkowych wystarczy ograniczy¢ si¢ do rozwa-
zania przestrzeni oSrodkowych. Hilbertowskie przestrzenie nieoSrodkowe wystepuja dos¢ czgsto
w zastosowaniach fizycznych, lecz sa one dos$¢ dalekie od gtéwnego nurtu tematéw, objetych
zwykle wyktadem z Réwnan Rézniczkowych Czastkowych 1.

Z podobnych powodéw ograniczymy si¢ do przestrzeni Hilberta nad cialem liczb rzeczywi-
stych. Istnieje uogolnienie teorii na przestrzenie nad ciatem liczb zespolonych, jednak tym nie
bedziemy si¢ tym zajmowac. Podstawowymi przestrzeniami beda tu

L*(Q), Hy (), H™(Q).

Pamigtamy o konwencji W3* = H™. Definicje mozna znalez¢ w rozdziale, poSwigconym przes-
trzeniom Sobolewa.

Zacznijmy od podstawowych definicji.

Definicja 10.1. Niech H bedzie przestrzenia Banacha nad ciatem liczb rzeczywistych, wyposa-
zona w iloczyn skalarny, tj. w dwuliniowy funkcjonat

(,): HxH—=R
taki, ze
(i) (x,z) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0;
(i) (x,y) = (y, ) dla wszystkich z,y € H;
(i) (Az,y) = Az, y) dla wszystkich z,y € Hi A € R;
(iv) (z+wy,2)=(z,2)+ (y,2) dla wszystkich x,y, z € H.
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Taka przestrzen H, z norma
|zl = (z,2)"*, =€ H,

nazywamy przestrzenig Hilberta.

Definicja 10.2. Méwimy, ze h* € H* jest funkcjonatem liniowym ciaglymna H, jesli h* : H —
R oraz
h*(ax + Py) = ah™x + h*ydlaz,y € H, o, 5 € R.

Przestrzen wszystkich funkcjonatéw liniowych jest przestrzenia Banacha. Nazywamy ja przes-
trzenig dualng do H i oznaczamy symbolem H*. Norma w H* zdefiniowana jest w nastgpujacy
sposOb:
|77 = sup k",
h
gdzie supremum brane jest po wszystkich i € H takich, ze ||h| < 1.

Jesli H jest przestrzenia Hilberta, to przestrzefi dualng do niej, /*, mozna w naturalny sposéb
utozsami¢ z samg przestrzenia . Méwi o tym twierdzenie Riesza o reprezentacji funkcjonatu

(patrz np. [11], [16]).

Twierdzenie 10.1 (Riesza o reprezentacji). Niech h* € H bedzie funkcjonatem liniowym ciqg-
tym na H. Istnieje wtedy element h € H, jednoznacznie wyznaczony przez h* i taki, zZe

h*g = (g,h) dla kazdego g € H.
Bedac tak wyposazeni, mozemy wprowadzi¢ gtéwna definicj¢ tego rozdziatu.
Definicja 10.3. M6wimy, ze ciag {h, } zbiega stabo do h € H wtedy i tylko wtedy gdy

(hn,g) — (h,9) dla kazdego g € H

Staba zbiezno$¢ oznaczamy zwyczajowo w nastepujacy sposob
h, —hwH.
Oczywiscie staba zbiezno$¢ jest implikowana przez silng (w normie), tj. zachodzi implikacja
lh, —h|| =0 = Ry — h.
Jednak twierdzenie odwrotne jest nieprawdziwe. Pokazuje to prosty przyktad.
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Przyktad 10.1. Rozwazmy ciag w przestrzeni Hilberta L?(R) funkcji

" _{1 dla z € [n,n+1)

0 dla JIER\[n,n_i_l) dlan:O,l,.,,

Zauwazmy, ze
| tn||L2(r) = 1 0raz ||y, — U || 2m) = \/5(1 — Omn)s

gdzie 9,,, jest delta Kronekera.
Ciag (u,,) nie ma wigc zadnych podciagéw Cauchy’ego (silnie zbieznych). Natomiast dla
dowolnej funkcji v € L*(R) mamy

(U, v) = /]R tn(2)0(2)dz = / nHv(:)s)d:)s.

Zatem, korzystajac z nierdwnosci Schwarza, otrzymujemy

n+1 1/2
\(un,v)\g</ v2) o,

gdyz catka fR v? dx jest skoficzona. Na mocy Definicji|10.3/stwierdzamy, ze ciag u,, stabo zbiega
do zeraw L*(R), .
u, — 0w L*(R).

Warto zwrdéci¢ uwage, ze staba zbieznos€ jest czym innym niz silna, jak réwniez rézni si¢ od
zbieznos$ci punktowej. W szczegdlnosci musimy bardzo uwazaé, postugujac si¢ tym pojeciem w
réwnaniach nieliniowych, gdyz moze si¢ zdarzy¢ tak, ze ciag u,, zbiega stabo do u, ale ciag u?
wecale nie jest zbiezny do u?, nawet jesli zatlozymy, ze ma granice. Warto podkresli¢, ze pojecie
stabej zbieznosci zdefiniowane jest dla szerokiej klasy przestrzeni Banacha [1]]. Dla nas jednak
analiza na przestrzeniach Hilberta jest wystarczajaca.

Gtéwnym powodem wprowadzenia do teorii réwnan czastkowych stabej zbieznosci jest po-
nizsze twierdzenie, bedace uboga wersja ogélnego twierdzenia Banacha-Alaoglu, wykorzystu-
jacego wilasnosci topologii produktowych (patrz [[16]). Tu, ograniczajac si¢ do oSrodkowych
przestrzeni Hilberta, dostajemy nastgpujace twierdzenie, stanowigce podstawe metody Galer-
kina, przedstawionej w nastgpnym rozdziale.

Twierdzenie 10.2. Niech H bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta i niech ciag {u,} C H
bedzie ograniczony, tj.
sup ||un| < M.

Wtedy istnieje u € H oraz podciag {u,, } taki, Ze
—u w przestrzeni H oraz llu|| < M.

Un,
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Dowéd. Niech {wy }ren bedzie baza ortonormalng w H. Wtedy kazdy element u,, jest suma
zbieznego w przestrzeni H szeregu

oo
_ k
Up = a,, W,
k=0

gdzie ciag wsp6tczynnikéw {af },.cn dany jest wzorami

@y = (tn, wy)

i nalezy do przestrzeni /2. Warunek (wy, w;) = &), implikuje natychmiast réwnos¢ norm

o0

luall® =) (ap)®.

k=0

Krok 1. Ustalmy indeks m € N. Z ograniczonosci ciagu {u,,} oraz nieréwnosci Schwarza
otrzymujemy jednostajne oszacowanie ciagu {a) }en

lal| < |(tn, wp)| < M dlan=1,2,....

Mozemy zatem wybraé podciag z ciagu {u, } taki, ze

m o __ m m
U = Upm OTAz @, — a;

dla pewnego a." € R.

Krok 2 (metoda przekatniowa). Teraz konstruujemy szukany podciag. Rozwazmy podciag wy-
brany w poprzednim kroku dla m = 0, tj. {0} }. Nastgpnie wybieramy podciag z ciagu {v}} dla
m = 1inazywamy go {v}}. Indukcyjnie okreslamy podciag {v]""'} z danego ciagu {v"}, tak,
zeby

aZ?lll —a™ M dlal = oo.

By uniknag¢ niepotrzebnych rozwazafi, mozemy przyjaé, ze n]"! > n,
Twierdzimy, ze podciag

l

v = un%

jest szukanym ciagiem. Zauwazmy, ze z konstrukcji wynika, ze dla ustalonego k ciag {v!};sx
jest podciagiem ciagu {vF},~. Zatem dla kazdego k

k k
Wt = O dlal — oo,

czyli
(vh, wy) = ai"é —a¥dlal — oco.
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Krok 3 (kandydat na granice). By wykazac, ze wybrany ciag ma staba granicg, musimy naj-
pierw sprawdzié, ze kandydat
u= Z afwy,
k=0

N
jest elementem H. Rozwazmy aproksymacje u’" = Z a*wy, dla N € N. Zauwazmy, ze
k=0

™l = Sgp(uN,cb),

gdzie supremum jest brane po ¢ € H takich, ze ||¢|| < 1. Mamy ponadto

Sup(U’N7 ¢) - Sup(U’N7 PN¢) = sup lim (Uf7 PN¢)7
@ @ @ [—00

gdzie Py oznacza rzut na przestrzen rozpigta przez wektory wy, ..., wy (Czytelnik zechce pomys-
le¢, dlaczego prawdziwa jest ostatnia réwnos¢ powyzej). Dlatego

N 1/2
2 .
(Z<ai) ) =l < sup Jim e o] < M.

k=0

Stad wnioskujemy, ze szereg Z(aT)Q jest zbiezny; co za tym idzie,
k

u € H oraz |jul| < M.

Krok 4 (staba zbieznos¢). Pozostaje pokazad, ze u jest staba granica {v!}. Ustalmy h € H oraz

e > 0. Wtedy
(vF —u, h) = (v} —u, Pxh) + (v} —u, (Id — Py)h).
Wybierzmy N tak duze, by
€
Id— Py)h|| < —.
I(d = Pa)h] <

Daje to nastgpujace oszacowanie drugiego sktadnika:

£ £

!
—u,(ld— P, <2M = —.
Przy ustalonym N mozemy wybra¢ tak duze [y, zeby dla kazdego [ > [y nieréwnos$¢

52

m _m\2 <
e I
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zachodzita dla wszystkichm = 0,1, ..., N. Wtedy

|(Px (v = w), h)l
< [[Px(u — w2l

N 1/2
(Z(ai" - al”)Q) 17l

k=0

|(v) — u, Pyh)

IA

9 1/2
< (0 D) M=z

Zatem wykazaliSmy, ze dla dowolnego ¢ > 0

lim |(vf —u, h)| < e.

l—00

Wobec dowolnosci € dostajemy

lim |(vf —u, k)| <0, czyliu,; — u.
l—o0 1

Twierdzenie |10.2 zostato wykazane.

10.1 Zadania

Zadanie 10.1. Niech
up, @ (0,1) — R oraz u,(z) = sin nz.

Wykazaé, ze
u, — 0w L*(0,1)

oraz ze {sin® nz} nie zbiega stabo do zera (dla n — 00).

Zadanie 10.2. Niech {u, } C H, gdzie H jest przestrzenia Hilberta. Wiemy, ze
Uy, — uw H oraz ||u,| — ||ul.

Wykazaé, ze u,, — u w H (silnie).

Zadanie 10.3. Niech {u,} C L?(0,1) zbiega slabo do zera. Czy {u,} zbiega punktowo do 0
p-w.?

Zadanie 10.4. Niech {u,} C L*(0,1) zbiega silnie do zera. Czy {u, } zbiega punktowo do 0
p-w.? Czy odpowiedZ zmieni sig, jesli ograniczymy si¢ do podciagu?

Zadanie 10.5. Niech u,, € H*(0,1) = W12(0,1). Wiemy, ze

u, — uw L*(0,1) oraz sup ||lu,|| < M.

Czy u? — u?w L?*(0,1)?
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Zadanie 10.6. Wiadomo, ze

b, — bw L*(0,1) oraz sup ||u ||z 0.1y < M.

Obliczy¢
1

lim b, sin nxdx.
n—oo 0

Zadanie 10.7. Niech P bedzie wielomianem. Niech u,, € W1(0, 1) oraz

Sup”“nHWll(o,n <M.
n

Czy ciag { P(uy,)}nen} ma podciag stabo zbiezny w L?(0,1)?
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Rozdzial 11

Metoda Galerkina

Réwnania rézniczkowe czastkowe stoja na pograniczu matematyki stosowanej i analizy matema-
tycznej. Ze wzgledu na wymagania, jakie stawiaja nauki przyrodnicze i inzynieryjne, celem jest
doktada analiza uktadu stanowiacego model opisywanego zjawiska. Pojawia si¢ wigc potrzeba
konstruktywnego rozwigzywania réwnan: wskazania takiej metody, ktéra w sposéb bezposredni
mogtaby przetozy¢ si¢ na efektywny schemat numeryczny i da¢ precyzyjnie przyblizenie szuka-
nego rozwigzania badanego modelu.

Takim przyktadem jest metoda Galerkina, patrz np. ksiazki Evansa 1 Temama [8, 25]. Mozna
ja stosowa¢ do réwnan eliptycznych, a takze do duzej klasy réwnan ewolucyjnych. Chcemy
tu przedstawi¢ ogdlng ide¢ metody oraz dwa przykilady, po to, by da¢ Czytelnikowi podstawe
do samodzielnych uogdlniefi na bardziej skomplikowane uktady. Warto podkresli¢ bezposrednie
zwiazki tej teorii z analiza numeryczna, tj. z metoda elementu skonczonego.

Bedziemy postgpowaé wedtug nastgpujacego ogdlnego przepisu.

Przepis, tzn. podstawowe kroki metody Galerkina

Krok I. Znalezienie odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej oraz bazy umozliwiajacej skoniczong
aproksymacje¢ w normie; w tej przestrzeni bedziemy konstruowaé rozwiagzania;

Krok II. Konstrukcja skoniczenie wymiarowego przyblizenia badanego uktadu i dowdd istnienia
rozwiazan uktadu przyblizonego;

Krok III. Znalezienie wspdlnego oszacowania na rozwiazania uktadoéw przyblizonych;

Krok IV. Znalezienie odpowiedniej stabej granicy ciagu rozwiazan przyblizonych i wykazanie,
iz spetnia ona wyjSciowy uktad, najczesciej tylko w stabym sensie.

Krok V. Badanie dodatkowych wtasnoSci rozwiagzan; czasem metoda Galerkina pozwala udo-
wodni¢ wyzsza (od spodziewanej) regularno$¢ otrzymanego rozwiazania.
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11.1 Przyklad pierwszy: liniowe réwnanie eliptyczne

By zilustrowa¢ metodg, przestawimy najpierw prosty przyklad rozwigzania metoda Galerkina
pewnego rownania eliptycznego z warunkiem brzegowym typu Dirichleta.
Szukamy stabych rozwiazan nastgpujacego uktadu

—div (k(z)Vu) + B(z) - Vu=f w (L1
u=20 na Of).

Nie precyzujemy jeszcze doktadnych zatozen. Ustalimy je pZniej, w trakcie konstrukcji rozwia-

zania.

Krok I

Wskazemy odpowiednia przestrzen Hilberta, w ktérej bedziemy poszukiwaé rozwiazan. Za-
uwazmy, ze jesli tylko istnieje dystrybucyjne rozwigzanie, to spetnia tozsamos¢ catkowa

(k(z)Vu, Vo) + (B(z) - Vu,¢) = (f,¢)  dlakazdej funkcji ¢ € C°(9) (11.2)

(nawiasy okragle oznaczaja tu standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni funkcji catkowalnych
z kwadratem). Latwo zauwazy¢, ze przestrzenia, w ktérej bedziemy szukaé rozwiazan, jest pod-
przestrzei w H'(Q) zlozona z funkcji ze §ladem zerowym. Oznaczamy ja standardowo przez
H; (). Mozemy zatem wprowadzi¢ nastepujaca definicje stabego rozwiazania.

Definicja 11.1. Méwimy, ze v € H}(£2) jest stabym rozwiazaniem uktadu (11.1) jesli (11.2) jest
spelnione dla kazdej funkcji z ¢ € Hy ().

Przestrzen H, (} () jest osrodkowa przestrzenia Hilberta. WeZmy dowolng bazg, niekoniecznie
ortogonalna; wtedy

HY(Q) = Tnfwn, . wm

Dzigki powyzszej relacji mozemy zdefiniowac ciag przestrzeni skoczenie wymiarach
VN =lin{wy,...,wy}dlaN € N,

wstepujacy do Hj(€2). Bedziemy poszukiwaé przyblizonego rozwiazania w postaci
N
uV =" dywy. (11.3)
k=1

Chcieliby$smy podkreslié, iz zalezno$¢ wspétczynnikéw diY od N jest w ogélnosci bardzo istotna
i nie wolno jej ignorowac.
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Krok II
Postulujemy, by u” spetnialo nastepujaca skofczenie wymiarowa wersje zagadnienia (11.2)
(k(z)Vu, Vo) + (B(x)Vu™, ¢") = (£, Vo") (11.4)
dla wszystkich ¢V € V. Uktad (11.4) sprowadza sie do N réwnaf
(k(z)Vu®, Vwy) + (B(x)Vu™ ,wy) = (f, Vwy)  dlak=1,..., N.

Teraz musimy wykaza¢ istnienie rozwigzan. Zauwazmy, ze wciaz jeszcze nie postawiliSmy
zatozen na wielko$ci, wystgpujace w naszym problemie. ZrobiliSmy to z premedytacja, zeby
doktadnie zrozumie¢ potrzebeg i istotg poszczegdlnych zatozen.

Skoro %" ma mieé postaé (11.3)), zauwazmy, Ze nasz uklad redukuje si¢ do uktadu réwnan
algebraicznych
N
> apd) = frdlak=1,...,N, (11.5)
j=1

gdzie aj, = (k(z)Vwy, Vw;) + (B(x) - Vwg, w;) oraz fr = (f, wy).
Wystarczy pokazad, ze macierz {a;;} jest dodatnio okreslona, tzn. istnieje stata v > 0 taka,
ze
N

> apa’a* > ylx|*  dlakazdego z € RY. (11.6)

k=1
dla pewnej v > 0. Wtedy z pewnoscia {a;i} jest odwracalna i rozwiazujac uktad (11.5), otrzy-
mamy wsp6tczynniki d2Y, pozwalajace zdefiniowaé szukane przyblizone rozwiazanie u” za po-
moca wzoru (11.3)).

Niech XV = 3™V zFwy. Wtedy

N
> apalat = (k(z) VXY, VXY) + (B(x) - VXV, XV) = Ay.

Gk=1
Teraz zauwazamy, ze jesli
k(x) > k. > 0oraz div B =0, (11.7)
to
AN > k[ VXN[2; (11.8)
gdyz
1
(B(z) - VXN XV) = 3 / B(z) - V(XN)*dx (11.9)
Q
1 1
== / div (B(z)(X")?) dx + —/ iB(x)(XN)*do = 0. (11.10)
2 Ja 2 Jon

Ostatnia réwno$¢ zachodzi, bowiem div B = 0, a X» = 0 na brzegu obszaru. Zatem (11.8)
implikuje (11.6).

Wobec faktu, iz wszystkie normy w przestrzeniach skonczenie wymiarowych Banacha sa
réwnowazne, dostajemy silna dodatnio$¢ macierzy {aj }, co implikuje istnienie wektora dy dla
dowolnego f € H™L.
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Krok II1

Nastepnym celem jest znalezienie wspdlnego oszacowania na otrzymane rozwiazania uktadéw
przyblizonych. Wiemy, ze rozwiazania te spetniaja

(k(2)Vu®, V™) + (B(2)Vu", ™) = (f,¢")

dla wszystkich ¢V € V. Lecz u¥ € V¥, co pozwala nam potozyé¢ ¢" = V. Ta droga
dostajemy rownos¢

(k(2)Vu, Vu) + (B(z)Vu , u) = (f,u™).
Zauwazmy, 7e
(k(x)Vu™, Vu™) > k[ Vu™|?,
gdyz k(x) > k.; ponadto,
(B(z)Vu® u) = —% / div (B(z)(u™)?) —|—/ n - B(u™)*do = 0,
Q o9
N

(korzystamy tu z zatozenia div B = 0 oraz z faktu, ze u
element uktadanki to oszacowanie

= 0 na brzegu obszaru). Ostatni

()< Al ™

Zatem dostajemy
Fll™ 1 < A - ™,
czyli
1
[ < =l (11.11)

gdzie prawa strona juz nie zalezy od N. To jest szukane oszacowanie.

Krok IV

W przypadku liniowym krok ten jest przewaznie bardzo prosty, nalezy jednak pamigtac, ze dla
réwnan nieliniowych staje si¢ on zwykle bardzo nietrywialny. Poszukujemy granicy ciagu aprok-
symacyjnego u'¥, by pézniej pokazaé, ze jest ona szukanym rozwiazaniem naszego wyjsciowego
rownania. Nadto musimy tu okresli¢ zachowanie graniczne wszystkich cztonéw wystepujacych
w réwnaniu.

Stosujac Twierdzenie |10.2, szybko znajdujemy podciag u™¥* stabo zbiezny do pewnego ele-
mentu u* w przestrzeni HJ(§)). Zastepujac caly ciag u” tym podciagiem, mozemy bez straty
ogolnosci przyjac, ze

u™ — u* stabo w H}(Q).

Nadto, z doktadnoscia do podciagu, mamy réwniez

k(x)Vul — k(x)Vu* stabo w L*(Q) (11.12)
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oraz
B(z)Vu"™ — B(x)Vu* stabo w L*(Q). (11.13)

Wykazemy, ze u* jest stabym rozwigzaniem.
Ustalmy ¢ € H}(€); chcemy sprawdzié, ze

L(u", ¢) = (f,¢) = (k(z)Vu",V¢) + (B(x)Vu', ¢) = (f,¢) = 0.

(Pierwsza réwnos$¢ prosze uznaé za definicj¢ formy dwuliniowej L.)Wtedy stwierdzimy, ze u*
istotnie jest stabym rozwiazaniem naszego problemu. Piszemy

|L(u*, ¢) = (f, )]

= [ Jim L —u" +u” ¢ =" + %) = (f = [T+ 70— ¢" + 6]

—00

(= N0+ (6= 0M)]
| fim (K 4 Ky + Ky + Ky + K5,
gdzie ¢V, fV sa, odpowiednio, rzutami ¢ i f na podprzestrzen V.

Poniewaz (f,¢on) = (fn,¢n) dzigki wlasno$ciom rzutu, wigc u® jest nie tylko rozwiaza-

niem rozwazanego wczesniej, w drugim kroku, aproksymatywnego rownania (11.4) z prawa
strong f, ale takze takiego samego réwnania z prawa strong réwna f*¥. Daje to natychmiast

Ky = L(u™,¢") = (f*,¢") = 0.
Teraz oszacujemy sktadniki K5, K41 K5. Przyjmijmy, iz
k(x) < k* oraz |B(z)| < b".
Nastepnie, wezmy N tak duze, by

k.

N
— ; <
¢ — &7 || 1 St

[l

oraz

€
Lf = fM v < ol
Wtedy

| 5| |(k(2)Vu™, Vo = Vo™)| + |(B(z)Vu', ¢ — ¢))|

VUM |2 llo — ™ ([ + 0|Vt r2]| ¢ — o™ | 12
b*
(Nl + EHfHH—l)W — N2 < e,

IAINA

IN

Zauwazmy rowniez, ze
Ko <|(f =[N, ¢)|<e  oraz |K5| < |(fY, 90— ™) <e.
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Kluczowym skladnikiem jest K. Zauwazmy, ze dla ustalonego ¢ € H} ()

jest funkcjonalem nad H}((2). Zatem, biorac odpowiednio duze N, na mocy stabej zbiezno$ci
(11.12) 1 (11.13)) dostajemy

|L(uY — u*, ¢)| < e dla odpowiednio duzych N.
Podsumowujac oszacowania poszczeg6lnych sktadnikéw K;, otrzymujemy
L(u*, ¢) — (f, 9)| < 4e.
Wobec dowolnosci € dostajemy stad (11.2), czyli istotnie u* jest stabym rozwigzaniem.

Pokazmy jeszcze, ze u* jest jedynym rozwiazaniem. Zat6zmy, ze dla pewnego f mamy dwa
rozwigzania u; i us. Dzigki liniowo$ci dostajemy

(V(ur = u2), Vo) + (B(z)V(uy — us),¢) =0

dla dowolnego ¢ € H}(Q2). W szczegdlnosci mozemy potozyé ¢ = u; — uy; prowadzi to do
réwnosci

(V(Ul — 'LLQ), V(Ul — UQ)) + (B(CL‘)V(Ul — Uz), (Ul — Ug)) =0. (1114)
Zauwazmy teraz, ze
1
/ (B(x)V(u1 — ug)) (ug —ug)de = 5 / B(x)V(u; — up)? do
Q Q
1 _ 9 1
= — [ div ((ul — Uug) B) dx , gdyz div B =0,
2 Ja
=0 na mocy wzoru Greena, patrz Twierdzenie 1.1,

bowiem u; — uy ma $lad zerowy. Stad dostajemy
IV (ur — up)||L> =0,
czyli, po uwzglednieniu warunkéw brzegowych, u; = us.
Podsumowujac wszystkie rozwazania, dostajemy dowdd nastgpujacego twierdzenia
Twierdzenie 11.1. Niech k € L>(2) bedzie takq funkcja, ze
ko < k(x) <k

dla pewnych liczb dodatnich k*, k., a B € L> (X)) — polem wektorowym takim, Ze div B = 0 w
D'(Q). Jesli f € H1(), to istnieje doktadnie jedno stabe rozwiqzanie u € H}(Q), spetniajgce
uktad (11.1) w sensie (11.2).
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11.2 Przyklad drugi: rownanie ciepla z nieliniowa sila

Zasadniczym celem tego podrozdziatu jest pokazanie Czytelnikowi, ze metoda Galerkina nadaje
si¢ takze do konstruowania rozwiazan zagadnien nieliniowych. Okazuje si¢ jednak, ze nawet
najprostsza nieliniowo$¢ prowadzi do powaznych utrudnien technicznych. Przekona si¢ o tym
kazdy, kto starannie przesledzi ponizszy opis rachunkéw i samodzielnie uzupetni liczne drobne
szczegOly rachunkowe.

Rozwazmy nastgpujacy przyktad:

uy — Au = u? w  Qx(0,7),
u=0 na 00 x (0,7), (11.15)

Ult:() = Ug na (.

Jest to réwnanie nieliniowe typu parabolicznego. Ze wzgledu na nieliniowoS¢ mozemy spodzie-
wac sig tylko rozwigzan lokalnych w czasie. Skoncentrujemy si¢ na przypadku, gdy €2 jest ob-
szarem z gtadkim brzegiem w R3. Przez stabe (dystrybucyjne) rozwiazanie rozumiemy funkcje,
ktéra spetnia nastgpujaca definicje.

Definicja 11.2. Méwimy, ze u € L*(0,T; Hj(€2)) jest stabym rozwiazaniem (11.15) wtedy i
tylko wtedy, gdy tozsamos$¢ catkowa

_/OT/Qu@dde/OT/Qvuvwxdt_/OT/Qu2¢dxdt+/ﬂuo¢(x70)dw

spetniona jest dla kazdej funkcji ¢ € C'>°(€2 x [0, 7)) takiej, ze ¢ = 0na 92 x (0,7") oraz ¢ =0
na Q x {T}.

Postgpujemy wedle naszkicowanego wczesniej ogélnego przepisu.

Krok I

Zagadnienia ewolucyjne maja trochg¢ inna specyfike niz zagadnienia eliptyczne; wymagaja od-
powiedniego traktowania kierunku czasowego. W naszym w miar¢ prostym przypadku znéw
ograniczymy si¢ do przestrzeni Hj(f2) z baza w;i = 1,2, . . .. Przyblizenia rozwiazan bedziemy

poszukiwaé w postaci
N

uM(a,t) = by (t)wy(x). (11.16)

k=1
Wyznaczenie odpowiednich funkcji by : [0, Ty) — R stanowi czg$¢ problemu.

Krok II

Aby znalez¢ odpowiednie przyblizenia, rozwazmy zagadnienie na podprzestrzeni skonczenie
wymiarowej. Zadamy, by u” spelniato w sensie dystrybucyjnym na [0, 7') problem

(uN, oY) + (Vu, Vo) = ()% M), (11.17)
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uzupelniony warunkami poczatkowymi bY (0) = (ug, wy), tzn. chcemy, zeby powyzsza tozsa-
moS$¢ zachodzita dla kazdej funkcji

PN e 0=([0,7)) @ VN = C>=([0,T), V")

Jak wczesniej, V'V oznacza przestrzen N-wymiarowa rozpieta przez wy, . .., wy.
Bez straty ogdélnosci, stosujac ortogonalizacje Gramma-Schmidta, mozemy zatozy¢, ze baza
jest ortonormalna, tzn.
(wk;, wl)L2(Q) = Okt

Wstawiajac w (11.17) ¥V = wy, dla k = 1,..., N, dostajemy nastepujacy uklad réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych:

d
%béV(t)—i—(qu?vwk) = ((uN)vak)v k= 17"'7N'
Podstawowe twierdzenie z teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych implikuje istnienie roz-
wiazafi lokalnych w czasie, tzn. okreslonych na pewnym odcinku [0, T |, gdzie, ogélnie biorac,
T’y moze zaleze¢ w bardzo istotny sposéb od N.

Krok III

Zauwazmy, iz Krok II daje tylko istnienie rozwiazan aproksymacyjnych. By méc wykorzystaé
te konstrukcj¢ do przejscia granicznego N — oo, musimy znalez¢é wspdlny przedziat czasu, na
ktérym zdefiniowane sa rozwiazania u”. W tym celu postuzymy si¢ oszacowaniami energetycz-
nymi. Wezmy (11.17); wiemy, ze réwnanie to moze by¢ testowane przez rozwiazanie v . Wiemy
rowniez, ze dla ustalonego skoriczonego N liczba Ty jest niezerowa. Otrzymujemy

1d
g0 s IV 2 = [ (e
2 dt L2 =,

Scatkowanie obu stron wzglgdem ¢ € [0,7) — przypusémy na chwilg, ze rozwiazanie uy jest
okreslone na takim przedziale — prowadzi nas do nastgpujacej nieréwnosci:

T
sup [|u™|Z2 +/ 1™ 17 @yt < Cllu™ Esgax oy + luollZ2- (11.18)
0<t<T 0

Przypomnijmy, ze dim {2 = 3. Korzystajac z Zadania |l 1.5, dajacego tzw. wlozenie paraboliczne,
otrzymujemy

[ || ooy < C ( sup [lu™]|> + HUN||L2<07T;H1(Q))> : (11.19)
0<t<T

gdzie stata nie zalezy od 7". WprowadZmy

T 1/2
Xn(T) = (sup ||uN||iQ+/ ||uN||le(Q)dt> . (11.20)
0<t<T 0
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Wtedy, korzystajac z (11.18)), (11.19) oraz nieréwnosci Holdera, dostajemy
Xn(T)? < CTYOX3(T) 4 Cllugl|22, (11.21)

pamietajac, ze 1 = & + = + & 4 L.
Mozna stad wyprowadzi¢ oszacowanie

Xn(T) < E(T, |uollr2)  dlawszystkich N =1,2,...iT < Tpax. (11.22)

(Czytelnik zechce si¢ zastanowié, jak nalezy to zrobié). Liczba Tiax = Tinax(||wol|z2) zalezy
tylko od normy danych poczatkowych i1 zbiega do zera, gdy ta norma ro$nie do nieskoiczonosci.
Widzimy jednak, ze oszacowanie to nie zalezy juz od N, zatem mamy jednostajne (wzglgdem
N) oszacowanie rozwiazan przyblizonych, a takze wspdlne ograniczenie czaséw Ty z dotu.

Krok IV

Majac wspdlne oszacowania funkcji uy i liczb Xy (7T'), mozemy sprébowaé znalezé granice i
zdefiniowac rozwiazanie. Zauwazmy, ze w szczegolnosci z oszacowania (11.22) mozemy wyde-
dukowac istnienie takiego u, ze

u®™ — u stabo w L2(0, T; H'()), (11.23)

u™ =y stabo w L°(0, T; L*(R2)). (11.24)

Zbieznosci te wystarczaja, by kontrolowac lewa strong rownania, lecz problem pojawia si¢ po
prawej stronie. Nieliniowo$¢ wymusza potrzebg dodatkowej informacji o zbieznoSci — sama
staba zbiezno$¢ juz tu nie wystarczy. Musimy dysponowaé bogatsza informacja o ciagu u®.
Dysponujac oszacowaniami norm w H* (), jesteSmy wprawdzie w stanie dosta¢ silng zbiez-
nosé, na mocy twierdzenia Relicha, ale tylko w kierunkach przestrzennych. Potrzebujemy zatem
dodatkowej informacji o regularnosci wzgledem czasu.

Na poczatku zauwazmy, ze wobec (11.21) 1 (11.19)
(uV)? — € stabo w L*3(Q x (0,7)). (11.25)
Zatem granica u ciagu u'¥ spetnia réwnanie

— (u, @) + (Vu, Vo) = (£, ¢) (11.26)

dystrybucyjnie na [0, 7).
Chcemy pokazaé, ze u; € L*(0,T; H(€2)). Dlatego tez zajmiemy si¢ wyrazem nielinio-
wym i wykazemy, ze
(u™)* € L2(0,T; H™'(Q));

wystarczy w tym celu udowodnié, ze

(u™)?* € L*(0,T; L5(Q)),
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pamigtajmy bowiem, iz L%/°(Q) ¢ H~1(Q).
Zatem
(@™ | 20,005y < ™ [l o o,zse2 @ ™ 20,250,

gdyz 2 = 1 + %, aw wymiarze n = 3 mamy H'(Q) C L(Q) C L3(12). Ta droga, pamigtajac o
oszacowaniach Xy (7) uzyskanych w poprzednim kroku, dochodzimy do nier6wnosci

(™) || L2 o.rm-1(0)) < CE(T, u0)?, (11.27)

gdzie C nie zalezy od T'. To pozwala juz wnioskowaé, ze £ € L?(0,T; H1(Q2)).
Podsumowujac (11.23) i (11.27), dostajemy z (11.26) informacj¢ o u; i uiv . Mianowicie,

u™ —uw L*(0,T; H(Q)) oraz u)y — u, w L*(0,T; H1(Q)).
Wtedy na mocy twierdzenia Lionsa—Aubina, patrz Zadanie |1 1.6, otrzymujemy
u™ — u  silnie w L*(Q). (11.28)
Biorac pod uwage (11.25) oraz (11.28), sprawdzamy, ze
£ =

Zatem v spetnia réwnanie (11.15) w sensie Definicji|11.2l

Krok V

W naszym przyktadzie mozemy otrzymac doktadniejsza informacj@ o regularnosci rozwiazania.
Zauwazmy, ze mozemy testowaé rozwiazanie przyblizone przez u2 . Dostajemy wtedy

/( d:c+ /yqude_/( M2ulN da. (11.29)
Q

WprowadZmy oznaczenia

)= | ¥t Ie(T) = / / (u) dat,

Sn(T) == sup [[Vu™ (-, t)|l72(0, -

0<t<T

oraz

Korzystamy z nieréwnoS$ci Schwarza po prawe;j stronie (11.29), catkujemy obie strony wzgledem
t € [0,7"], gdzie T" < T i przekonujemy sig, ze Iy, Jy i Sx spetniaja nier6wnos¢

IN(T) + Sn(T) < C (IN(T)2IN(T)Y? + || Vuo|l32) - (11.30)
Poniewaz ['/2.JY/2 < eI 4 J/(4¢) dla wszystkich I,.J > 0ie > 0, wiec z (11.30) wynika, ze

IN(T) + Sn(T) < C (In(T) + [|[Vuol|72) (11.31)
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(gdzie stata C' jest, oczywiscie, nieco inna niz wczesniej).
Pokazemy teraz, jak pozby¢ si¢ z (11.31)) niewygodnego sktadnika Jy (7'). Zauwazmy, ze

firva- [t (fuora)(fur)

Zatem, catkujac od 0 do 7' i pamigtajac o definicji (11.20) wielkosci X (7") i oszacowaniu
(11.22), ktére uzyskaliSmy w trzecim kroku, otrzymujemy

T T
JN(T):/O /Q(uN)‘dedt < /0 HUNH%G(Q”UNHLQ(Q)dt

T
< sup ||u(-,t)||L6(Q)'/ ||U||%6(Q)||U||L2(Q) dt
0

0<t<T

IN

T
sup (Dl - X (T) - [l
0<t<T 0

< C sup ||u<7t)||L6(Q) XN(T)S

o 0<t<T

W ostatniej linijce skorzystaliSmy z wlozenia H'(Q) C Lg(?) i definicji Xy (7).
Wstawiamy teraz powyzsze oszacowanie catki JJy(7') do (11.31). Nastepnie, zauwazamy, ze
dzigki wlozeniu H}(Q2) C Lg(£2)

sup [[u(-, 8)[|oi0) < C sup [V (-, 1) 12() = CSn(T)2,
0<t<T 0<t<T
co prowadzi do nieréwnosci
In(T) + Sn(T) < C(Sn(T)*Xn(T)° + | Vuol Z2).

Teraz pozostaje juz tylko pozby¢ sie Sy (7')'/? z prawej strony. Wykonujemy w tym celu po-

dobng sztuczke, jak wczesniej, przy rugowaniu Iy (7)/? z prawej strony (11.30). Ostatecznie
dostajemy
T
sup || Vu'||7, +/ s [[72dt < C(E(T,uo)° + || Vuol72), (11.32)
0<t<T 0
gdzie =Z(T,ug) jest wielkoscia ograniczajaca wszystkie Xy (7T), N = 1,2,... — pamigtamy

wszak, ze wobec (11.22)) taka wielkos¢, zalezna od danych ug i (odpowiednio dobranego) czasu
T, rzeczywiscie istnieje. W szczegdlnosci, mozemy otrzymac taki podciag, ze

ul — u, stabow L*(Q2 x (0,7)).

Dlatego tez w sensie dystrybucyjnym nasze stabe rozwigzanie speinia r6wnanie
Au=u —u* € L*(Q x (0,T)),

co daje, na mocy Zadania|l 1.9, nierd6wnos¢

||VQU||L2(QX(07T)) S DANE.
Zatem dostajemy nastgpujace twierdzenie
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Twierdzenie 11.2. Niech ug € L*(Q). Wtedy istnieje czas T > 0 taki, ze istnieje stabe rozwiq-
zanie uktadu (1 1.15)), ktore spetnia Definicje|l1.2|i warunek

u € L0, T; L*(2)) N L*(0,T; Hy ().
Ponadto, jesli uy € H'(Q), to
u € L*(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)).

11.3 Zadania

Zadanie 11.1. Uzywajac metody Galerkina, udowodni¢ twierdzenie Laxa—Milgrama dla oSrod-
kowych przestrzeni Hilberta.

Zadanie 11.2. Niech f € L?(R"). Wykaza¢ istnienie dystrybucyjnych rozwiazafi réwnania
—div (1 + |z]*)Vu+u = f wR"

Uwaga. Przez dystrybucyjne rozwiazanie rozumiemy tu funkcje u € H'(R™), ktéra spehia toz-

samos$¢ catkowa
/ ((1 + |z]*) VuVe + ugb) dr = fodx
n RTL
dla kazdej ¢ € C§°(R™).
Zadanie 11.3. Zbadad, dla jakich f oraz n € N zagadnienie

—Au+ud=f w Q,
u=0 na of

jest dobrze postawione w stabym sensie. Zaktadamy, ze € jest obszarem w R".
Wskazowka. Proszg¢ skorzysta¢ z Zadania|11.10.

Zadanie 11.4. Zbada¢, dla jakich f oraz n € N zagadnienie

—div(l+uv*)Vu+u=f w Q,
u=20 na Of.

jest dobrze postawione w stabym sensie. Zaktadamy, ze € jest obszarem z R".
Wskazowka. Prosze¢ skorzysta¢ z Zadania|11.10.

Zadanie 11.5. Niech Q C R3 oraz T' > 0. Wykazac, ze jesli
we L¥(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; Hy(Q)),

to
u e L'3(Q x (0,T)).

Oszacowac¢ normeg operatora wltozenia.
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Zadanie 11.6 (twierdzenie Lionsa—Aubina). Wiemy, ze
u" — u stabo w L*(0,T; Hy(S2)),

u — u; stabo w L*(0, T; H~1()).

Wykazaé, ze
u" — u silnie w L*(Q x (0,7)).

Zadanie 11.7. Wykazac, postugujac si¢ metoda Galerkina, istnienie rozwigzan zagadnienia
Ut — Au= fWQ X (O,T),

u=0nadx (0,7),
u|t:0 = Uy, Ut|t:0 = U1 ha Q.

Okresli¢ przestrzef rozwiazan, a takze regularno$¢ danych, potrzebna, by otrzymac stabe roz-
wiazanie.

Zadanie 11.8. Niech uy € L*(R"). Wykazac istnienie stabych rozwiazan zagadnienia
uy + A%u+u=0wR" x (0,T),
u|t:0 = Up Na R™.
Zdefiniowac¢ stabe rozwiagzania i okresli¢ przestrzen funkcyjng dla stabych rozwiazan.

Zadanie 11.9. Niech f € L?*(), gdzie Q2 C R™ jest obszarem ograniczonym R" z gtadkim
brzegiem. Wykazad, ze jesli u jest stabym rozwiagzaniem uktadu

Au= fw, u = 0 na 0f,

tou € H?*(Q) oraz
[ullg2@) < Cll fllz2()-

Wskazowka. Postuzy¢ si¢ transformatg Fouriera i twierdzeniem Plancherela.

Zadanie 11.10. Niech P : RY — RY bedzie funkcja ciagta. Wiemy, ze dla wszystkich | X| > r
spetniony jest warunek
PX)-X>1.

Wykazaé, ze istnieje wtedy punkt X, € RY taki, ze | X,| < r oraz P(X,) = 0.
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Rozdziat 12

Metoda rozdzielania zmiennych

W tym rozdziale zajmiemy si¢ metodq rozdzielania zmiennych, ktéra mozna zastosowaé, aby
wyrazi¢ jawnymi wzorami rozwigzania pewnych konkretnych réwnan rézniczkowych czastko-
wych. Skupimy si¢ tu na réwnaniach hiperbolicznych i parabolicznych okre§lonych na skoficzo-
nym odcinku [0, ] € R.

Zaktadana jest znajomosS¢ teorii szeregéw Fouriera oraz réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych.

12.1 Zagadnienia hiperboliczne
Rozpocznijmy od jednorodnego réwnania struny o dtugosci [ zamocowanej na koncach:

Uy = Ugpgy, z € (0,1), t >0,
u(0,t) =u(l,t) = 0, t>0,
x,0) = wup(x), z € (0,1),
0 0,1

( (12.1)
w(z,0) = w(z), z € (0,1).

O funkcjach okreslajacych warunki poczatkowe, czyli ug(z) i u;(z), zaktadamy, Ze sg elemen-
tami przestrzeni L*(0,1).

Aby rozwigzac powyzsze zagadnienie, postuzymy si¢ metoda Fouriera, zwang inaczej meto-
da rozdzielania zmiennych. Polega ona na tym, aby poszukiwac rozwiazania postaci

u(z,t) = X(x)T(t). (12.2)
Wstawiajac to wyrazenie do réwnania (12.1)) i dzielac obie strony przez X (z)7'(t), otrzymujemy

Xl/(l,) _ T//(t)
X(z)  T()

(12.3)

Poniewaz lewa strona powyzszego rownania zalezy tylko od zmiennej z, a prawa tylko od zmien-
nej ¢, wigc oba wyrazenia musza by¢ réwne tej samej stalej. Nazwijmy ja —\.
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Stad otrzymujemy zagadnienie

— X"(z) = A\X(x) dlaz € (0,1), (12.4)
X(0)=X()=0.
Warunki brzegowe dla funkcji X wynikaja z postaci, w ktérej szukamy rozwigzania (12.2)), oraz

z warunkéw brzegowych dla funkeji u(x, t) okreslonych w réwnaniu (12.1)).
Dla zagadnienia wlasnego (12.4) mamy wartoSci wlasne

Ap = . n=123,..

oraz odpowiadajace im funkcje wlasne

nmx

X, (z) =sin <T) .

Znalezienie wartosci i funkcji wlasnych jest zadaniem z réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
W ramach wskazowki - nalezy rozpatrzy¢ liczby A ujemne, A = 0 oraz A\ dodatnie i zauwazyc¢,
ze tylko w przypadku tych ostatnich spetniony bedzie warunek brzegowy.

Dla kazdego n znajdujemy funkcje 7}, (¢) spetniajace réwnanie (z uwagi na (12.3)):

TV (t) = =T (t).
Stad
T, (t) = A, sin(y/Ant) + By cos(v/Ant).

Zwr6émy uwage, ze kazda z funkcji X, (x)7,,(t) spetnia réwnanie (12.1)) oraz zadane warun-
ki brzegowe. Jednak aby znalezZ¢ rozwiazanie spetniajace takze zadane warunki poczatkowe, na
0g6t musimy rozpatrzy¢ caly szereg

u(z,t) = i (An sin(\/)\_nt) + B, cos(\/)\_nt)) sin(\/)\_nx). (12.5)

Pozostaje wigc wyliczy¢ state A,, i B,,. Funkcja u musi spetnia¢ warunek

u(z,0) = Z B, sin(\/)\nx) = ug(x)
n=1
oraz
u(z,0) = ZAnAn sin(\/)\nx) = uy(x).
n=1
Wystarczy wigc rozwina¢ funkcje ug i u; w szereg Fouriera.
Najpierw przypomnijmy, ze kazda funkcje nalezaca do przestrzeni L?(—1, 1) mozna rozwinaé

w szerego Fouriera, czyli w szereg funkcji

# wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



Korzystaj. Mow, skad wzigtes. © MIM UW 115/166

{l,lsin(\//\_nx), 1cos(\//\_nx)} , x € (=1,1),
2071 l n=112...
ktére tworza baze ortonormalna w L?(—1,1). Poniewaz przyjeliSmy, ze ug, u; € L*(0,1), wigc
mozemy przedtuzyc je nieparzyscie lub parzyscie (w zaleznosci od potrzeby) na caly przedziat
(—1,1). W przypadku naszego zagadnienia przedtuzamy wigc nieparzyscie, co pozwala na roz-
winiecie ug i u; w szereg sinuséw, czyli funkcji { X, },—12,. .

Zatem wspétczynniki B,, i A,, wynosza odpowiednio

I
B, = %/ uo(z) X, (z)dx (12.6)
0
oraz
1/
A, = — [ w(x)X,(z)d. (12.7)
Ml

W ten sposéb znalezliSmy jawny wzdr na rozwiazanie zagadnienia (12.3)). Pozostaje pytanie,
czy otrzymany szereg zbiega i czy okresla rozwiazanie klasyczne, czy stabym, tzn. czy jego sumeg
mozna odpowiednio wiele razy zrézniczkowac.

Aby u(z, t) mogto by¢ klasycznym rozwigzaniem zagadnienia (12.1)), szereg (12.5) oraz sze-
regi drugich pochodnych po zmiennej x i ¢ musza zbiegac jednostajnie. Aby tak bylo, potrzebne
sa pewne zatozenia na funkcje ug 1 u;.

Na przyklad, jesli ug(z) € C*|0,1] oraz u;(z) € C3(0, 1], to przy zatozeniu warunkéw zgod-
nosci, tzn.

funkcja u(x, t) postaci (12.5)) jest rozwiazaniem zagadnienia (12.1)).
Rzeczywiscie, przy powyzszym zatozeniu o funkcjach ug i u;, po wykonaniu we wzorach
(12.6) oraz (12.7) odpowiedniej liczby catkowan przez czgéci, otrzymujemy

const

B < <2

oraz

const
n3

|A,| <

Roézniczkujac dwukrotnie wyrazy szeregu (12.11), zauwazamy, ze szereg ten jest jednostajnie
zbiezny wraz z pochodnymi do rzgdu drugiego wlacznie. Dlatego otrzymana funkcja u(x,t) jest
funkcja klasy C?, oraz klasycznym rozwiazaniem zagadnienia (12.1)). Jesli interesuje nas tylko
istnienie stabych rozwigzan problemu (12.1)), nie potrzebujemy rézniczkowac szeregu okreslaja-
cego funkcj¢ u az tyle razy.
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12.1.1 Zagadnienia hiperboliczne: przypadek niejednorodny

Rozwazmy teraz zagadnienie struny na skonczonym odcinku przy obecnosci sily zewnetrzne]
f(z,t). Dla przyktadu rozpatrzymy inne niz poprzednio warunki brzegowe.

U — Uz = [f(,1) w (0,1) x (0, 00) (12.8)
u(0,8) = w(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = wup(x), z € (0,1),
u(z,0) = w(x), z € (0,1).

Zat6zmy, ze f(x,t) daje si¢ przedstawié¢ w postaci szeregu funkcji wiasnych zagadnienia

— XJ(2) = A X(2), (12.9)
X/ (0) = X,(I) =0, (12.10)
a takze spelnia warunek zgodnoSci
f(0)=f({) =0.

Podobnie jak we wczesniejszym przyktadzie, szukamy rozwiazania u(x, t) w postaci szeregu

u(a,t) =Y To(t) X (x), (12.11)

gdzie X,, sa funkcjami wlasnymi zagadnienia (12.9). Zatem

Xn(x) = cos(v/ M),

gdzie

orazn =1,2, ...
Aby znalez¢ funkcje T,,(t), rozwinmy w szereg funkcji X, (z) prawa strong réwnania (12.8)),
czyli funkcje (¢, x).

flt.x) = Fu(t)Xa(). (12.12)

Wstawiajac formalnie u(z,t) oraz f(t,z) w postaci szeregéw (12.11) i (12.12) do réwnania
(12.8) otrzymujemy (réwniez formalnie rézniczkujac wyraz po wyrazie)

Z(Tg(t) + AT (1)) Xn(z) = Z E(8) X ().

Stad, aby u mogto by¢ rozwigzaniem, funkcje 7},(¢) powinny spetnia¢ réwnania zwyczajne
T;L/(t) + )‘nTn<t) = Fn(t):
T.(0) =g, T.(0) =uf, n=12..,

gdzie uf} oraz u sa wspétczynnikami rozwinigcia funkcji ug(z) i vy (z) w bazie funkcji X, (z).

#® wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



Korzystaj. Mow, skad wzigtes. © MIM UW 117/166

12.1.2 Zagadnienia paraboliczne

Przyjrzyjmy si¢ zagadnieniu przeptywu ciepta w jednorodnym precie.

U = e, x€(0,1), t>0, (12.13)
u(0,t) =wu(l,t) =0, t>0,

u(z,0) =ug(x), x€(0,1),
dla ug(x) € L*(0,1).

Poniewaz rozwigzanie powyzszego problemu jest zupetnie analogiczne do rozwiazania za-
gadnienia struny umocowanej na koricach, zauwazmy, ze funkcja u(z, t) jest postaci

u(z,t) = Z Ape M sin(v/ \az), (12.14)
n=1

gdzie

Wspétczynniki A,, wyliczamy z warunku poczatkowego. Sa to po prostu wspétczynniki rozwi-
nigcia funkcji ug(z) w szereg funkcji {sin(v/A,@) bne12,..

u(x,0) = ug(x) = ZA” sin(yv/ Anz).

Zwréémy uwage, ze przy zatozeniu ug(z) € L*(0,1) wspétczynniki A,, s ograniczone nie-
zaleznie od n. Zatem, poniewaz w szeregu (12.14) wystepuja szybko gasnace czynniki e~*t,
wigc funkcja u jest gtadka na zbiorze (0,1) x (0, 00).

Regularnos¢ funkcji v w chwili ¢ = 0 zalezy oczywiscie od regularnoSci warunku poczatko-
wego.

12.2 Zadania do samodzielnego rozwiazania

12.2.1 Roéwnania hiperboliczne

Zadanie 12.1. Metoda Fouriera rozwiaza¢ zagadnienie

Upp = Ugy + 1 w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat >0,
u(z,0) =0, z e (0,m)
u(z,0) =0 xz € (0,m).
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Zadanie 12.2. Metoda rozdzielania zmiennych rozwiaza¢ zagadnienie

Uy = Ugpy + L COS T w (0,7/2) x Ry,
uz(0,t) = u(m/2,t) =0 dlat >0,
u(z,0) =0, z e (0,7/2)
u(z,0) = cos x z € (0,7/2).

Zadanie 12.3. Metoda Fouriera rozwigza¢ zagadnienie

Utt = Ugy w (0, 7T) X R+,
u(0,t) = u(m,t) = dlat >0,
(2.0)= 5 ~ o = 5| € (0,7)
u(z,0) =5 — o~ I, T T
ur(2,0) = X(z 31 xz € (0,m).

Zadanie 12.4. Metoda Fouriera rozwiaza¢ zagadnienie

Uy = Ugy +sin ¢ w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat >0,
u(z,0) = sin z, z € (0,7)
u(z,0) = z(x — ) z € (0,7).

Zadanie 12.5. Metoda Fouriera rozwiaza¢ zagadnienie

Upt = Ugy + cos (32) w (0,7) x Ry,
uz(0,t) = uy(m,t) =0 dlat > 0,
u(x,0) = 2cos =, z € (0,m)
u(z,0) = 5cos (22) z € (0,m).

Zadanie 12.6. Metoda Fouriera rozwiazaé zagadnienie

U = Ugz + sin (5) w (0,7/2) x Ry,
u(0, 1) :ux(g,t) =0 dlat >0,
u(x,0) = 2sin «, z e (0,7/2)
u(z,0) = 4sin (3x) x € (0,7/2).

Zadanie 12.7. Metoda Fouriera rozwiagza¢ zagadnienie

Ut = Ugy w (0,7) x Ry,
uw(0,t) =t u(mt)=0 dlat >0,
u(z,0) = 2sin x, xz e (0,7/2)
ug(x,0) = 4sin (3x) x € (0,7/2).
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Zadanie 12.8. Niech u = u(z,y,t) oraz @ € (0,7) x (0, 27). Postugujac si¢ metoda Fouriera,
rozwigza¢ zagadnienie

Ugt = Ugg T Uy w Q) xRy,

u(z,y,t) = u(z,y,t) =0 dlat > 01 (z,y) € 0Q,
u(z,y,0) = sin x cos (y/2), (x,y) € Q
w(z,y,0) =0 (x,y) € Q.

Zadanie 12.9. Niech u = u(z,y,t) oraz Q € (0,7) x (0,27). Za pomoca metody Fouriera
rozwigza¢ zagadnienie

Ut = Ugy + Uyy + TY wQ xRy,
w(z,y,t) = u(z,y,t) =0 dlat>01i(x,y) € 0Q,

u(z,y,0) =0, (z,y) € Q

u(z,y,0) =0 (z,y) € Q.

Zadanie 12.10. Metoda Fouriera rozwigza¢ zagadnienie

Ugy + Up = Ugy w (0,1) x Ry,
u(0,t) =u(l,t) =0 dlat >0,
u(z,0) = cos 2wz, z e (0,1)
u(2,0) = sin wx z € (0,1).

Zadanie 12.11. Metoda Fouriera rozwiaza¢ zagadnienie

Upe + Up = Upg + 1 w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat >0,
u(z,0) =0, z € (0,m)
ug(z,0) =0 z € (0,).

12.2.2 Roéwnania paraboliczne

Zadanie 12.12. Metoda rozdzielania zmiennych rozwiazaé zagadnienie

Up = Ugpy w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat > 0,
u(@,0) = X[z 2. xz € (0,m).

Zadanie 12.13. Metoda rozdzielania zmiennych rozwiazaé zagadnienie

Up = Uyy w (0,7) x Ry,
u(0,t) =0, wu(m, t)=sint dlat >0,
u(z,0) = 4sin(3z) dlax € (0, ).
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Zadanie 12.14. Metoda rozdzielania zmiennych rozwiazaé zagadnienie

Up = Ugy + L2 w (0,7) x Ry,
uz(0,t) = uy(m,t) =0 dlat > 0,
u(x,0) = cos z. z € (0,7).

Pokazaé, ze rozwiazanie powyzszego problemu jest gtadkie w (0, 7) X [T', 00) dla kazdego T > 0.

Zadanie 12.15. Metoda rozdzielania zmiennych rozwiazaé zagadnienie

Up = Ugy +€7° w (0,1) x Ry,
u(0,t) =u(l,t) =0 dlat >0,
u(xz,0) =0 z e (0,1).

Jak zachowuje si¢ rozwiazanie u, gdy t — co?

Zadanie 12.16. Metoda rozdzielania zmiennych rozwiazaé zagadnienie

Up = Upy — U+ SID T w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat >0,
u(x,0) = sin (5x) z e (0,7).
Zadanie 12.17. Pokaza¢, ze rozwigzanie zagadnienia
Up = Ugy — U w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat >0,
U(:L‘70) = UO(:E) LS (Ovﬂ-)a

uzyskane metoda Fouriera jest funkcja gtadka w (0, 7) x (T, 00) dla ug € C*(0, 7).

Zadanie 12.18. Rozwazmy zagadnienie

1
Up = Upy + 2 sin(g) w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat >0,
u(z,0) = sin(g) + sin(x) xz € (0,m).

Do jakiej granicy i w jakiej topologii jest zbiezne rozwiazanie u(-,t) uzyskane metoda rozdzie-
lania zmiennych, gdy ¢ — oo?

Zadanie 12.19. Niech uy(z) € L*(0, 7). Wykazaé, ze rozwiazanie zagadnienia

Up = Ugy w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat >0,
u(z,0) = up(x). xz € (0,m).

uzyskane metoda Fouriera spetnia oszacowanie

lul, )]z < e luoll2-
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Rozdziatl 13

Z.asady maksimum

W tym rozdziale zaktadamy, ze czytelnik zna zasady maksimum dla regularnych rozwiazan linio-
wych operatoréw eliptycznych oraz parabolicznych przedstawione w ksiazce Evansa[§]] (chodzi
o Twierdzenia 1, 2, 3 1 4 oraz Lemat Hopfa z rozdzialéw 6.4.1 1 6.4.2, oraz o zawarto$¢ rozdziatu
7.1.4).

Ponadto zaktadamy, ze Czytelnik zna pojecie stabego rozwiazania eliptycznego zagadnienia
brzegowego oraz parabolicznego zagadnienia poczatkowo-brzegowego.

13.1 Rozwiazania przykladowych zadan

Zadanie 13.1. Niech 2 C R" bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym, spdjnym o gtadkim
brzegu. Przez 7 oznaczamy wektor normalny zewnetrzny do 2. Wykazaé, ze klasyczne rozwia-
zanie zagadnienia

ur — Au=6u w Qx[0,T]
—?ﬁ = 0 nabrzegu (2,
on

jest nieujemne. Wyznaczyé maksymalna warto$é rozwiazania na 2 x [0, 10].

up(x) =3 w Q,

Rozwiqzanie. Po pierwsze, zauwazamy, ze v(z,t) = e %u(x,t) spetnia zagadnienie prze-
wodnictwa ciepta z zerowym warunkiem Neumanna na brzegu. Na podstawie Zadania |13.15, v
spetnia staba zasadg maksimum. Zatem v(x,t) < v(x,0) = uo(z). Znaczy to, ze v jest jedynym
rozwigzaniem. Gdyby istniato inne, powiedzmy vy (x, t), wéwcezas z(z,t) = v(x, t) —vi(z, 1) tez
spetniatoby zagadnienie przewodnictwa ciepta z zerowym warunkiem Neumanna na brzegu oraz
warunkiem poczatkowym z(z,0) = 0. Zatem z(x,t) < 0 na podstawie Zadania|13.15. Z drugiej
strony, analogiczne rozumowanie prowadzi nas do konkluzji, ze z > 0, a wigc v(z,t) = vy (z, t).
Fatwo zauwazy¢, ze v(z,t) = 3 jest rozwiazaniem, zatem u(x,t) = 3e5. Czyli u jest nieujemne,
a jego maksymalna warto$¢ to 3¢%°. ¢

Zadanie 13.2. Niech Q2 C R? bedzie kula o Srodku w 0 i promieniu 1. Rozwazmy zagadnienie

u—Au=0w Qx][0,T]

121
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up(z) = 2> +y* + 22 w Q, u=1+te"™(2* +4°) nabrzegu Q.
Znalez¢ maksymalna warto$¢ u w Q x [0, 3].
Rozwiqzanie. Ze stabej zasady maksimum dla rownan parabolicznych (patrz ksiazka Evansa
[8, Tw. 8, Rozdziat 7.1.4]) wiemy, ze maksymalne warto$ci u przyjmowane sa na brzegu para-
bolicznym walca €2 x [0, 3]. Na zbiorze 2 x {0} (dolnym denku walca) maksymalna wartos¢ u
wynosi 1, natomiast na §ciankach, czyli na 0€2 x [0, 3|, rozwiazanie u jest funkcja rosnaca czasu,

zatem wystarczy znalez¢é maksimum x% 42 na sferze jednostkowej i bedziemy mieli odpowiedz.
Na sferze jednostkowej 22 + y? = 1 — 22, zatem warto$¢ maksymalna u wynosi 1 + 3¢3°.

Zadanie 13.3. Niech 2 C R" begdzie zbiorem ograniczonym, otwartym, spéjnym o gtadkim
brzegu. Funkcje u € W12(Q) nazwiemy stabym podrozwiazaniem zagadnienia brzegowego

—Au <0 w €,
u=g € L*(0) nabrzegu (,

gdy u ma na brzegu (2 §lad réwny g, a ponadto

/ VuVepdr <0
Q

dla kazdej nieujemnej funkcji o klasy C5°(92).!
Wykazac, ze jesli u € WH2(Q) jest stabym podrozwiazaniem powyzszego zagadnienia, to to
wowczas dla kazdego = € 2 zachodzi u(z) < supyg g.

Rozwiqzanie. Mnozymy réwnanie przez (u — k), € W1H%(Q), gdzie k jest jakakolwiek stata
taka, ze g(x) < k prawie wszedzie na brzegu (wzglgdem miary powierzchniowej). Nastgpnie
catkujemy przez czesci i widzimy, ze

/ VuV(u— k)4 dx + / (u—Fk);Vu-fido <0,
Q o9

lecz wobec definicji k wiemy, ze (u — k), = 0 p.w. na 0f). Stad

/ IV (u— k) |*dr <0,
Q

a zatem, z doktadnoscia do wartosci na zbiorze miary zero, (u — k), jest funkcja stata na zbiorze
Q. Poniewaz na 0§ mamy (u — k), = 0, wigc (u — k), = 0 p.w. na {2. Z dowolnosci k wynika,
ze u < Supyn g. O

'Intuicja zwiazana z ta definicja jest podobna, jak intuicja zwiazana z definicja stabego rozwiqzania: mnozymy
obie strony przez funkcje¢ gtadka i calkujemy przez czgéci. Poniewaz mamy do czynienia z nieréwnosciq, wigc
mnozymy przez funkcje o ustalonym znaku.
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13.2 Zadania

Zadanie 13.4. Niech u € C?(Q2) N C(Q) bedzie klasycznym rozwigzaniem zagadnienia
Au=2>w Q, )90 = 2® +y® — bry + 2,

gdzie 7,y € R, a Q C R? to kula o Srodku w zerze i promieniu 1. Znalezé maksymalna warto$é
U.

Zadanie 13.5 (zasada maksimum dla funkcji holomorficznych). Niech {2 C C bedzie ograni-
czonym, spéjnym podzbiorem plaszczyzny zespolonej o gtadkim brzegu. Niech f : 2 — C
bedzie funkcja holomorficzng w €2, ciagta do brzegu wiacznie. Udowodnié, ze

max | ()] < max| (=)

Zadanie 13.6. Niech ) C R? bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym, spéjnym o gladkim
brzegu. Niech C'(0€2) oznacza przestrzeii Banacha wszystkich funkcji ciagtych na 0€2. Niech X
oznacza podprzestrzein C'(0S2) sktadajaca si¢ z tych funkcji, dla ktérych jako warunkéw brze-
gowych, istnieje klasyczne rozwiazanie zagadnienia Laplace’a w 2. Niech h bedzie rozwia-
zaniem takiego zagadnienia dla ¢’ € X, natomiast P dowolnym punktem w 2. Wykazaé, ze
Lp(¢') = h(P) jest funkcjonatem liniowym ciagtym na X, ktéry mozna przedtuzyé do C'(0€2).
Znalez¢ jego norme.

Uwaga. Powyzsza prosta obserwacja jest punktem wyjscia konstrukcji funkcji Greena dla réw-
nania Laplace’a, zaproponowanej przez Petera Laxa w pracy [13]].

Zadanie 13.7. Niech u : [0, 1] x [0, 10] bedzie klasycznym rozwigzaniem zagadnienia
Uy — gy = sinw — 1, up(z) = 2> +1 u(0) =0, u(l)=1.
Oblicz warto$¢ maksymalng w.
Zadanie 13.8. Niech v : [0, 7] x [0, 2] bedzie klasycznym rozwigzaniem zagadnienia
Up — Uy = TU, Ug(x) =sinz+1 u(0) =u(r) = 1.
Wyznacz maksimum i minimum .

Zadanie 13.9. Niech u € C%(Q) N C(Q) bedzie klasycznym rozwiazaniem zagadnienia

—Au —2u, = —6u* w Q, Upn = ot 4 y? — 2%y,

gdzie z,y € R, a Q C R? to kula o Srodku w zerze i promieniu 1. Znalezé maksymalng warto$¢
u.

Zadanie 13.10. Korzystajac z zasad maksimum wykazac, ze jedynymi gladkimi rozwigzaniami
zagadnienia Laplace’a z zerowym warunkiem Neumanna na brzegu w ograniczonym spdjnym
otwartym zbiorze €2 o gtadkim brzegu sa funkcje state.
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Zadanie 13.11. Rozwazmy klasyczne rozwigzania réwnania przewodnictwa ciepta z nieujem-
nym (i nieréwnym tozsamosciowo 0) gtadkim warunkiem poczatkowym w ograniczonym, spoj-
nym, otwartym zbiorze €2 o gladkim brzegu, z zerowym warunkiem Neumanna na brzegu. Wy-
kazaé, ze rozwiazania u(-, t) sa funkcjami dodatnimi dla dowolnego ustalonego ¢ > 0.

Zadanie 13.12 (Lemat Serrina). Niech (2 bedzie ograniczonym sp6jnym otwartym podzbiorem
R" o gtadkim brzegu. Zal6zmy, ze u € C?((Q) jest rozwiazaniem zagadnienia

—Au+cu=0 u>0w
gdzie ¢ € L*(Q)). Zatézmy ponadto, ze u # 0 w 2. Wéwczas, po pierwsze, jesli xy € 0
spetnia warunek kuli wewnetrznej i u(zo) = 0, to 2%(zo) < 0. Po drugie, u > 0 w €.
Zadanie 13.13. Niech 2 C R" bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym, spéjnym o gtadkim
brzegu. Rozwazmy stabe rozwiazanie zagadnienia brzegowego

—Au=0w €
u=g € L>*(0) nabrzegu Q.
Wykazad, ze u > mingcpq g(x) p.w..
Zadanie 13.14. Niech ) C R" bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym, spéjnym o gtadkim
brzegu. Rozwazmy stabe rozwiazanie zagadnienia poczatkowo-brzegowego
u—Au<0w QxI[0,7]
w(0,2) = ug(x) € L*(QN), u=g e L*(0N) nabrzegu €.

Wykazaé, ze nieréwnos¢

<
u < max{max g(«), maxuo(z)}

zachodzi wéwczas p.w. w Q x [0, 7.

Zadanie 13.15. Niech 2 C R" bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym, spéjnym o gtadkim
brzegu. Rozwazmy slabe rozwiazanie zagadnienia poczatkowo-brzegowego
u—Au=0 w Qx[0,T],
ou
u(0,z) = ug(x) € L>(), 9 0 nabrzegu 2,
n
Wykazac, ze wéwczas dla kazdego (z,t) € Q x [0, T] zachodzi u(z,t) < sup,cq uo(x).
Zadanie 13.16. Niech ) C R" bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym, spéjnym o gtadkim
brzegu. Rozwazmy stabe rozwiazanie zagadnienia brzegowego
ur — Au = div (uVv) w Q x [0, 7],
0 0
a—g, — ua—;; = (0 nabrzegu (),
gdzie v jest z gory dana funkcja klasy C*, taka ze Vv € L>°(Q) x [0,T1]). Zal6zmy ponadto, ze
stabe rozwiazanie u jest jedyne. Wykazac, ze jesli ug(z) > 0, to takze u > 0.

u(0,2) = up(x) € L>(Q),

Uwaga. Powyzsze zadanie zostato utozone w oparciu o pomystowa pracg Gajewskiego i Zacha-
riasa [9].
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Rozdzial 14

Rownania pierwszego rzedu i metoda
charakterystyk

Rozwazmy réwnanie r6zniczkowe czastkowe pierwszego rzedu
F(z,u(z), Du(xz)) =0 dlaz € Q, (14.1)

gdzie
F:QOxRxR"—= R jestzadang funkcja gtadka.

O zbiorze (2 bedziemy zakladaé, ze jest otwartym podzbiorem przestrzeni R™ i ma gtadki brzeg.
Niewiadoma w tym rownaniu jest funkcja v : 2 — R. Réwnanie to uzupetniamy warunkiem
brzegowym, zadajac wartosci funkcji v na brzegu zbioru (2, badZ na jego kawatku:

u(z) =g(x) dlax eI C 0. (14.2)

Zajmiemy si¢ metoda rozwigzywania tego typu rownan, zwang metodq charakterystyk. Opiera
si¢ ona na pomysle, aby wyznaczy¢ warto$¢ funkcji u w punkcie x € €2, znajdujac w zbiorze (2
krzywa ~, ktéra taczy punkt x z pewnym punktem na brzegu x, € [' (gdzie wartoSci funkcji sa
juz okreslone) i ktéra ma tg wtasnos¢, ze wiemy, jak oblicza¢ wartosci funkcji u w punktach tej
krzywej. Krzywa t¢ wyznaczamy, sprowadzajac rownanie (14.1)) do odpowiedniego uktadu row-
nan rézniczkowych zwyczajnych. W ten sposéb powierzchnia catkowa réwnania, czyli wykres
funkcji u, zostaje jakby utkana z nitek, tzn. z warto$ci funkcji v na poszczegdlnych krzywych ~.

Dobrym zZrédtem informacji o metodzie charakterystyk jest ksiazka Evansa [8]].

Sprobujmy popatrze¢ najpierw na pewien prosty przykiad.

Zat6zmy, ze funkcja /' w rownaniu (14.1) jest liniowa wzglgdem trzeciej zmiennej i jedno-
rodna oraz nie zalezy od zmiennej z, tzn. jest postaci

F(IB,Z,p) = a(x) e

gdzie
a: 2 — R" jestustalong funkcja gtadka,
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a kropka (tu i dalej) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R". Réwnanie (14.1) przyjmuje
wowczas postaé

a(x) - Du(z) = ar(x)ug, () + ... + an(z)u,, (x) = 0. (14.3)

Oznacza to, ze wektor gradientu Du(x) jest w kazdym punkcie = € 2 prostopadty do zadanego
wektora a(z). Gradient Du(x) jest w punkcie x prostopadty do poziomicy funkcji u, zatem wek-
tor a(x) musi by¢é w tym punkcie do niej styczny. Stad wynika, ze trajektorie pola wektorowego
a leza na poziomicy funkcji u. Zatem, zamiast wyznaczaC bezpoSrednio funkcje u, znajdziemy
najpierw jej poziomice. Utkamy je z wyliczonych krzywych catkowych pola wektorowego a wy-
puszczonych z zadanych punktéw na brzegu obszaru (2. W tym celu rozwiazemy uktad réwnan

#1(s) = ar(x(s))
a(s) = aa(x(s))

in(s) = an(a(s))

gdzie x(s) jest parametryzacja krzywej catkowej pola a. Uktad ten uzupelnimy odpowiednimi
warunkami poczatkowymi (ktére mozemy zadaé wykorzystujac znajomos¢ wartosci brzegowych
(14.2) dla funkcji u). Przy zatozeniu, ze funkcje a; sa klasy C' uktad ten posiada jednoznaczne
rozwigzanie. Wyznaczona w ten sposéb krzywa catkowa x(s) pola a lezy na poziomicy funkcji
u, zatem u(x(s)) = const. = u(x(0)), gdzie (0) € 0. Znajomos¢ parametryzacji krzywej z(s)
oraz warto$ci funkcji na tej krzywej pozwala na wyznaczenie wzoru funkcji u, badZ okreSlenie
jej w postaci uwiktanej. Krzywa x(s) nazywamy charakterystykq lub krzywq charakterystyczng
rownania (14.3)), stad nazwa metody.

Zajmiemy si¢ teraz problemem jak, dla dowolnej funkcji F', wyznaczaé krzywe charakte-
rystyczne, czyli inaczej — jak sprowadzaC réwnanie (14.1) do odpowiedniego uktadu réwnan
zwyczajnych.

14.1 Uklad charakterystyczny

Zatézmy, ze funkcja u bedaca rozwiazaniem zagadnienia (14.1)-(14.2) jest klasy C?((2). Przyj-
mijmy, ze krzywa - opisana jest parametryzacja

z(s) = (z1(8), ..., zn(9))
dla s z pewnego odcinka prostej rzeczywistej R. Niech funkcja 2z opisuje warto$ci funkcji v na
tej krzywej, tzn.
2(s) = u(z(s)),
a funkcja p(s) = (p1(s), ..., pn(s)) — wartosci gradientu funkcji u na tej krzywej, tzn.

p(s) = Du(x(s)), gdzie
pi(8) = ug, (z(s)) dlai=1,... n.
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Pochodne funkcji z, z, p wzglgdem parametru s bedziemy oznaczaé z, z p.
Funkcja F' jest funkcja 2n + 1 argumentéw. Odpowiednie sktadowe jej gradientu oznaczymy
przez I, F,, F},. Scislej méwiac,
Fx(‘rVZ?p) - DxF(.I,Z’p) - (le(x7 Z7p)7 A 7Fxn,(x7z7p))
Fz(xa Zap) = DZF(Q], Zap)

Fy(x,2,p) = D,F(z,2,p) = (Fp, (x,2,p), ..., F,, (2,2,Dp)).

Roézniczkujac funkcje z oraz p wzgledem parametru s otrzymujemy

2(s) = Du(z(s)) - #(s) = p(s) - z(s) (14.4)
oraz
0i(s) = Da(us,)(2(s)) - 2(s) = Zn: dal (z(s)) &;(s) (14.5)
Di - x\ Yz, — p 8:173693@ 7 .
dlaz = 1,...,n. Zauwazmy, ze w ostatnim réwnaniu pojawiaja si¢ drugie pochodne funkcji u.

Zrézniczkujmy takze wyjSciowe rownanie (14.1) wzgledem z. Otrzymamy

F,,(x,u, Du) + F,(z,u, Du) u,,(x) + ]Zl Fy (x,u, Du) afjauxj (x) =0 (14.6)
dlaz=1,...,n.
Zalézmy teraz, ze -y jest krzywa w zbiorze €2, ktdrej parametryzacja x(s) spelnia réwnanie
i(s) = Fy(x(s), 2(s), p(s)). (14.7)
Woéwczas réwnanie (14.4) przyjmuje postaé
Z(s) = p(s) - Fp(x(s), 2(s),p(s)). (14.8)

Réwnanie (14.5) mozemy przeksztalcié, korzystajac z (14.6), (14.7) i z symetrii drugich pochod-
nych (przypomnijmy, ze zaktadamy, ze u jest klasy C?!), otrzymujac

) = = 3 5 a6 By (9,29, 0(6)
=~ w(s).2(5).0(5) = Fa(s). (). p(s)) ia(s)

Laczac réwnania (14.7)), (14.8), (14.9) otrzymujemy zamknigty uktad 2n + 1 réwnan zwy-
czajnych postaci

(14.9)

i = F,
i = p-F, (14.10)
p = _Fm_sz

Dla uproszczenia pomingliSmy w zapisie argumenty funkcji, nalezy jednak pamigtac, ze funkcje

x, z, p i ich pochodne zaleza od parametru s, za$ argumentem funkcji F jest wektor (z, z,p) €
R2n+1.
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Definicja 14.1. Uktad (14.10) nazywamy uktadem charakterystycznym rownania (14.1)).

Pamigtajmy, ze uktad ten wyprowadzony zostat przy zatozeniu, ze rozwigzanie rGwnania
(14.7) jest klasy C?(). Kluczowym pomystem przy wyprowadzaniu uktadu charakterystyczne-
go bylo przyjecie zalozenia, ze wektor styczny do krzywej v spelnia réwnanie (14.7).

Definicja 14.2. Krzywa x(s) otrzymana jako czgs$¢ rozwiazania uktadu (14.10) bedziemy nazy-
wacl charakterystykq badz tez krzywq charakterystyczng réwnania (14.1), tzn. réwnania

F(z,u(zx), Du(z)) = 0.

Petne rozwiazanie uktadu (14.10), to znaczy krzywa (x(s), z(s), p(s)) potozona w przestrzeni
R2"+1 bedziemy nazywal wstegq charakterystyczng réwnania (14.71).

Uwaga terminologiczna. W niektérych Zrédtach, np. w podrgczniku Evansa [8]], termin cha-
rakterystyka ma nieco inne znaczenie: odnosi si¢ do petnego rozwiazania uktadu (14.10), czyli
do krzywej catkowej (z(s), z(s), p(s)) potozonej w przestrzeni R*"™!, zas sama krzywa x(s) w
zbiorze () okredla si¢ jako zrzutowanq charakterystyke na przestrzen zmiennych niezaleznych
R™.

W niektérych przypadkach szczegdlnych uktad charakterystyczny (14.10) ma prosta forme.
Dzieje sie tak np. wtedy, gdy funkcja F', definiujaca réwnanie (14.1) jest liniowa wzgledem
zmiennej p.

Przyktad 14.1 (Funkcja F jest liniowa'). Zal6zmy, ze funkcja I jest funkcja liniowa drugiej i
trzeciej zmiennej, tzn. F’ jest postaci

F(x,z,p) =a(x)z+b(x) - p+ c(z),

gdziea : Q CR" - R,b0: Q2 C R" = R" oraz ¢ : {2 — R sa zadanymi funkcjami gtadkimi.
Réwnanie (14.1) przyjmuje wéwczas postaé

bi(2) Usy () 4+ ...+ by () Us, () + a(x) u(x) + c(z) =0 dlaz € Q. (14.11)

Wypisujac pierwsze n + 1 rownan uktadu charakterystycznego otrzymujemy

I
—~
VA
~—
I
A
8
—
»
~—
~—
A
\/

(14.12)
= (iE( )) Z(S) c(z(s)) zréwnania (14.17).

DostaliSmy uktad zamknigty; nie trzeba wypisywaé¢ dodatkowego rownania na p. Do wyzna-
czenia krzywej charakterystycznej wystarczy rozwiazaé uproszczony uktad charakterystyczny
(14.12).

!Jest tu pewna niescistos¢ terminologiczna — w zasadzie funkcja postaci f(z,p) = az + bp + c jest funkcja
liniowa tylko dla ¢ = 0, a dla ¢ # 0 jest funkcja afiniczna, ale utarto si¢ (szczegélnie w praktyce szkolnej) mieszac
te dwa pojecia i nazywaé funkcje afiniczne liniowymi.
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Przyklad 14.2. Zat6zmy teraz, ze F’ jest funkcja liniowa tylko wzglgdem zmiennej oznaczajace]
pochodna Du, tzn. F' jest postaci

F(z,z,p) =a(z,2) - p+ c(x, 2),

gdziea : X R — R oraz ¢ : 2 x R — R sa zadanymi funkcjami gtadkimi. Réwnanie (14.1)
przyjmuje postaé

ar(z,w) ug, () + ...+ ap(x,u) ug, () + c(x,u) =0 dlaz € Q. (14.13)

Wypisujac podobnie jak poprzednio pierwsze n + 1 réwnan uktadu charakterystycznego otrzy-

mujemy
#(s) = alx(s),2(s)),
2(s) = a(x(s),2(s)) - p(s) (14.14)
= —c(x(s),z(s)) zréwnania (14.13).

Ponownie dostajemy uktad zamknigty bez koniecznoSci wypisywania rownania na p. Zatem row-
niez w przypadku, gdy funkcja [ jest liniowa tylko wzgledem zmiennej p do wyznaczenia krzy-
wej charakterystycznej wystarczy uproszczony uktad charakterystyczny (14.14).

14.2 Dopuszczalno$é warunkow poczatkowych

Aby uktad (14.10) mial jednoznaczne rozwiazanie, trzeba go uzupetni¢ odpowiednimi warunka-
mi poczatkowymi.

W dalszej czgsci wykladu bedziemy dla uproszczenia zakladad, ze brzeg I' zbioru €2 w po-
blizu punktu zo € T jest zawarty w hiperptaszczyznie {x,, = 0}, a zbidr () zawarty jest w p6t-
przestrzeni {z € R": x, > 0}. Taka sytuacj¢ mozna uzyskaé przeksztatcajac dyfeomorficznie
obszar {2 i wyjSciowe zagadnienie w otoczeniu punktu z.

Niech punkt x4 bedzie dowolnym punktem na hiperpowierzchni I', na ktérej zadany jest
warunek brzegowy (14.2). Uktad (14.10) chcemy uzupetnié o warunki poczatkowe

x(0) = xo,
2(0) = 2o,
p(0) = po.

Wartosci brzegowe funkcji v na I' zadane sa funkcja g, przyjmujemy wigc
2(0) = 2o = g(xo). (14.15)

Pojawia si¢ natomiast problem jak okreslic punkt poczatkowy pgy, skoro warunek brzegowy
(14.2) nic nie méwi o wartosci gradientu funkcji w.

Zauwazmy, ze skoro przyjeliSmy zatozenie, ze I' C {z,, = 0}, to warunek brzegowy (14.2)
mozemy zapisaé w postaci

w(zy, .oy xy1,0) = g(x1, ..., 20-1,0).
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Rézniczkujac u wzgledem x; (w kierunkach stycznych do I') otrzymujemy
Uy, (1, .o Xp1,0) = gu, (21, ..., 2p1,0) dlai=1,...,n—1.

Ktadziemy zatem
pi(0) = gz, (xg) dlai=1,...,n—1. (14.16)

OtrzymaliSmy (n — 1) warunkéw okreslajacych pierwsze (n — 1) wspétrzgdnych wektora
p(0). Potrzebujemy jeszcze jednego warunku pozwalajacego okresli¢ ostatnia wspétrzedna. W
tym celu skorzystamy z réwnania (14.1)). Wstawiajac do niego wartosci x(0), z(0) oraz p;(0) dla
1 =1,...,n — 1 otrzymujemy réwnanie

F(l’o, g(xO)a Gay ($0>7 <. 7g$n_1<x0)7pn(0)) = Oa (1417)

w ktérym jedyna niewiadoma jest p,(0) i w ten sposéb otrzymujemy ostatnie, n-te réwnanie
okreslajace warunek poczatkowy dla funkcji p(s).

Zauwazmy, ze réwnanie (14.17) jest w ogélnoSci rOwnaniem nieliniowym, co oznacza, ze
wektor py spetniajacy warunki (14.16) oraz (14.17) moze w ogdle nie istniec, albo nie by¢ jed-
noznacznie wyznaczony.

Réwnania (14.15)), (14.16)), (14.17) bedziemy nazywaé warunkami zgodnosci.

Definicja 14.3. M6wimy, ze wektor danych poczatkowych (zg, 20, p0) € R*™™! jest dopusz-
czalny dla uktadu charakterystycznego (14.10) zwiazanego z zagadnieniem brzegowym (14.1)—
(14.2), tzn. zagadnieniem

F(z,u,Du) =0 naf,
u=g¢g nal C 0,

jesli xg € T" oraz spetnione sa warunki zgodnosci (14.15)), (14.16), (14.17)), tzn.

20 = g(20),
Po = (gxl (x[))a L agxn_l(l'O)apn(O))a
F('I()yZOapO) = 0.

14.3 Niecharakterystycznos¢ danych poczatkowych

Wiemy juz jakimi warunkami poczatkowymi nalezy uzupetni¢ uktad charakterystyczny (14.10),
aby wyznaczy¢ charakterystyke x(s) przecinajaca I' w punkcie zq oraz wartosci funkcji v na
charakterystyce. Aby rozwiaza¢ zagadnienie (14.1)—(14.2)) lokalnie w otoczeniu punktu zy € I,
musimy jednak umie¢ rozwiazac uklad charakterystyczny dla warunkéw poczatkowych lezacych
blisko x¢. Inaczej moéwiac, trzeba sprawdzié, czy mate zaburzenie wektora (o, 2o, po) zachowuje
warunki zgodnoSci.

Prawdziwy jest nastgpujacy lemat:
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Lemat 14.1. Zalézmy, ze wektor danych poczatkowych (xo, 2o, po) jest dopuszczalny oraz, Ze
pochodna czgstkowa funkcji F' wzgledem ostatniej zmiennej wektora p € R" jest rozna od zera
w punkcie (xq, 2o, Po), 121

Fpn (I’O, Zo,po) 7£ 0.

Istnieje wowczas otoczenie U punktu xo € I' o tej wlasnosci, Ze dla dowolnego punktu y =
(Y1, -+ sYn-1,0) € UNT uktad n réwnaii dla niewiadomych by, . . . , b,

bl = Gz (y)

1 = gxn_1(y)
F(yag<y)7b17"'7bnflabn) =0

ma jednoznaczne rozwiqzanie.
Na mocy powyzszego mozemy zdefiniowac funkcje

qg:UNl—>R"
a(y)=0b; dlai=1,...,n,

ktéra ma t¢ wtasnosé, ze q(x¢) = po i ktéra pozwala nam “produkowac” dopuszczalne dane po-
czatkowe dla uktadu (14.10) w pewnym otoczeniu punktu x,. W zwiazku z tym wprowadzamy
nastepujaca definicje.

Definicja 14.4. Powiemy, ze wektor danych poczatkowych (g, 29, po) € R*"*! jest niecharak-
terystyczny, jesli spelniony jest warunek

Fpn($07207p0) ;é OJ (1418)
gdzie F' jest funkcja definiujaca rownanie (14.1).

Uwaga 14.1. W przypadku ogdélnym, gdy brzeg I' nie jest plaski w otoczeniu xq, tzn. nie jest
zawarty w hiperptaszczyznie {x, = 0}, warunek niecharakterystycznosci danych poczatkowych
przyjmuje postaé

D, F(zo, 20, o) - v(x0) # 0,

gdzie v(zy) oznacza wektor normalny zewngtrzny do brzegu I' C 02 w punkcie z.

14.4 Rozwiazania lokalne

Przejdziemy teraz do zasadniczego celu naszych rozwazaf, tj. do konstrukcji (lokalnego) rozwia-
zania zagadnienia (14.1)—(14.2). Lokalno$¢ oznacza, ze chcemy znaleZ¢ rozwiazanie przynaj-
mniej w poblizu brzegu I, niekoniecznie w caltym zbiorze ().

Zal6zmy, ze wektor danych poczatkowych (zg, 29, po) € R?*"* jest dopuszczalny i niecha-
rakterystyczny. Zgodnie z lematem |14.1| istnieje funkcja ¢: R" — R" taka, ze py = q(zo), a
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ponadto wektor («, g(«), g()) dla wszystkich warto$ci o z pewnego otoczenia punktu zo na I
okresla dane dopuszczalne. Dla kazdego takiego punktu o = («q, ..., a,_1,0) rozwigzujemy
uktad charakterystyczny (14.10)

z = F,
2 = p-F,
p = —Ia—Fp
z warunkami poczatkowymi
z(0) = «,
2(0) = g(a), (14.19)
p(0) = q(a),

otrzymujac wstege charakterystyczna, czyli krzywa (z(s), z(s), p(s)) w przestrzeni R*"*1. Za-
lezy ona oczywiScie od punktu poczatkowego. Aby zaznaczy¢ te¢ zaleznos$¢, bedziemy czasem
uwzgledniaé parametr « jako argument, zapisujac pelne rozwiazanie uktadu jako

(z(a, ), 2(, 5), plav, 8)).

Przypomnijmy, ze dla uproszczenia zatozyliSmy, ze I' C {z € R": x, = 0},aQ C {z €
R™: x, > 0}. Prawdziwy jest nastgpujacy lemat:

Lemat 14.2. Zatozmy, Ze (o, 20, po) jest wektorem dopuszczalnych i niecharakterystycznych da-
nych poczatkowych. Istniejq wowczas: przedziat otwarty I C R zawierajqcy zero, otoczenie
W C T C R punktu xq oraz otoczenie V- C R"™ punktu x, o tej wlasnosci, ze dla kaidego
y € V istnieje doktadnie jedna para (a, s) € W x I spetniajqca warunek

y = z(a, s),

gdzie x(a, +) oznacza charakterystyke startujqcq z punktu o € W. Ponadto odwzorowania

y — s(y)
y = a(y)

sq klasy C*.

Skoro na mocy powyzszego lematu przez kazdy punkt x € V przechodzi doktadnie jedna
charakterystyka startujaca z pewnego punktu v € W, mozemy zdefiniowa¢ funkcje u, ktadac

u(z) = z(a(x), s(x)), (14.20)

gdzie a(z) € W oraz s(z) € I sa takie jak w lemacie |14.2, a funkcja z(a, s) jest czgscia
rozwiazania uktadu charakterystycznego (14.10) z warunkami (14.19).
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Twierdzenie 14.1. Zatézmy, Ze (xo, 20, po) jest wektorem dopuszczalnych i niecharakterystycz-
nych danych poczatkowych. Funkcja u zdefiniowana wzorem (14.20)) jest klasy C? i spetnia réw-
nanie rozniczkowe czqstkowe

F(z,u(z), Du(xz)) =0 dlax eV CQ

z warunkiem brzegowym
u(zo) = g(xg) dlaxg e W CT,

gdzie zbiory W i 'V sq takie jak w lemacie|14.2,

Zauwazmy, ze twierdzenie to mOwi o istnieniu rozwiazan lokalnych, tzn. takich, ktére sa
okreslone w pewnym (by¢é moze matym) otoczeniu tych punktéw brzegowych, ktére generuja
dopuszczalne i1 niecharakterystyczne dane poczatkowe dla uktadu charakterystycznego. Aby zna-
lez¢ odpowiedZ na pytanie o istnienie rozwigzania w calym zbiorze (2, trzeba bada¢ innymi me-
todami przedtuzalno$¢ otrzymanych rozwiazan lokalnych.

Problem rozwiazania uktadu charakterystycznego bywa powaznym wyzwaniem. W przy-
padkach szczegdlnych, np. gdy F' jest funkcja liniowa, jest to zadanie dos$¢ proste. Jednak w
ogllnym przypadku znalezienie rozwigzania moze wymagac uzycia metod numerycznych. W
dalszej czeSci rozwiazemy kilka przyktadow, a pdzniej zobaczymy, jak metoda charakterystyk
dziata w praktyce.

14.5 Przyklady

Dla ulatwienia §ledzenia rozwigzan przypominamy ogdlng posta¢ uktadu charakterystycznego:

F,,

2 = p-I,
) = _Fx_sz-

Pierwsze cztery przyktady dotycza réwnania quasiliniowego, tzn. takiego, w ktérym funkcja
F' jest funkcja liniowa zmiennej p. Jest to sytuacja, gdy uklad charakterystyczny ma prostsza
postaé — do jego zamknigcia nie potrzeba wypisywac réwnania na p. Niemniej, nawet w takiej
sytuacji sformulowane wyzej twierdzenie mowi o istnieniu rozwiazan lokalnych. Otrzymawszy
zatem rozwiazanie, trzeba zawsze zbadac na jakim obszarze jest ono dobrze okreSlone.
Zadanie 14.1. Znale7¢ rozwiazanie rOwnania

Tu, +yu, =2 wzbiorze Q = {(z,y) € R : z > 0}, (14.21)

spetniajace warunek
u(l,y) = 3y> (14.22)
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Rozwiqzanie. To zagadnienie nie jest Scile rzecz biorac zagadnieniem brzegowym, gdyz
prosta (1,4) € R? nie stanowi brzegu obszaru ). Mozemy jednak rozwazy¢ obszary ; =
{(z,y) € R* : x > 1} oraz Qs = {(z,y) € R? : x € (0,1)}. Wtedy warunek (14.22)) zadany
jest na catym brzegu obszaru €2; oraz na kawatku I" brzegu obszaru €2,.

Zat6zmy, ze (x,y) € €. Funkcja F' definiujaca réwnanie (14.21)) jest postaci

F(z,y,2,p) =xp1 +yp2 — 2.

Jest to funkcja liniowa wzgledem p = (py, p2), wigc uktad charakterystyczny nie wymaga row-
nania dla p(s). Przyjmuje on postaé

z(0) =1,
y(0) = o,
2(0) = 3a?

Parametr o okresla potozenie punktu poczatkowego na brzegu obszaru. Rozwiazujac ten prosty
uktad dostajemy

z(s,a) =€’

y(s,a) = ae’

2(s,a) = 25 + 3a”.

Charakterystyka wypuszczona z punktu (1, a) opisana jest parametryzacja

(x(s,),y(s,a)) = (&°, ae®).
Poniewaz
u(z(s,a),y(s,a)) = z(s,a) = 2s + 302,

to odwracajac parametryzacj¢ (jest to mozliwe zaré6wno w obszarze €2 jak i {29) otrzymujemy

wzOr na funkcje u:
2

u(z,y) =2Inz + 3% dla (z,y) € Q.

Latwo sprawdzié, ze wzor ten okreSla rozwigzanie takze w obszarze (), i ze rozwigzania te
sklejaja si¢ do funkcji gtadkiej na catym obszarze €. ¢

Zadanie 14.2. ZnaleZ¢ rozwigzanie zagadnienia brzegowego

Ty Ug, + (21 + T2) Ug, + (01 + X3) Uy, = 1 + 29 + 23 dla (21,79, 73) € R x R x R,

u(zy, xe,0) = 1 — X9 dla zq, 25 € R.
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Rozwiqzanie. Funkcja F' definiujaca réwnanie jest postaci
F(z,2,p) = x1p1 + (21 + 22) p2 + (21 + 23) p3 — 21 — 72 — 3.

Poniewaz jest ona liniowa wzgledem zmiennej p, uktad charakterystyczny upraszcza si¢ do
uktadu

i1(s) = w1(s)
To(s) = w1(s) + xa(s)
t3(s) = w1(s) + x3(s)
2(s) = x1(s) + xa(s) + x3(s).

Korzystajac z warunku brzegowego naktadamy warunki poczatkowe postaci

21(0) = a,

552(0) =B,

1’3(0) = 0,
2(0) = a5,

z1(s,a, B) = ae’,
xo(s, a, B) = pe’ + ase’,
x3(s,a, f) = ase’,
2(s,a,8) = (B — a)(e’ — 2) + 2ase”’.

Niech (21, x5, 23) € 1 = R X R x R*. Szukamy charakterystyki przechodzacej przez ten
punkt.
Jesli z1 # 0, to a # 0 i dostajemy

Zs3
§ = —
T

_z3

o= 1T1e <1

_23
f=(rg—x3)e “1.

Funkcja u zadana jest zatem wzorem
u(zy, xe,x3) = (2 + w3 — x1) + 2(x1 — 22 + l‘g)e_% dlazy #0, 25 € R, z3 > 0. (14.23)
Jesli natomiast x; = 0, to o = 0 1 dane poczatkowe sa niecharakterystyczne. Mamy bowiem

Fpy (2(0), 2(0),p(0)) = 21(0) + 23(0) = 0.

Twierdzenie |14.1| o lokalnym istnieniu rozwigzan nic wigc nie méwi o rozwigzaniach przecho-
dzacych ,,nad” prosta (0, x2,0) C OS.
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OtrzymaliSmy zatem dwa kawatki rozwiazania: jeden okre§lony na podzbiorze RT x R x
R* C Q a drugi na podzbiorze R~ x R x RT C €. Zastanéwmy sig, czy mozna je skleié¢ do
rozwigzania okreslonego na calym zbiorze (2.

Niestety, patrzac na wzor funkcji v (14.23) widzimy, ze rozwigzania nie da si¢ przedtuzyc
w sposob ciagty do punktu (0, 29, x3), dla 23 # 0 — granice jednostronne beda rézne, gdy
bedziemy podchodzi¢ od strony z; > 01 z; < 0. Latwo jest rOwniez sprawdzié, ze granica
rozwigzania nie bedzie istnie¢ w zadnym punkcie brzegowym postaci (0, 2, 0).

ZnalezliSmy w ten sposOb rozwigzanie wyjSciowego réwnania, ale w zbiorze

O =R" xR xR",
z warunkiem brzegowym okreslonym na czg¢sci brzegu:
u(ry,x2,0) =21 — 29 na T C Oy,
gdzie

I'= {(SEl,QZQ,J}g)i 1> 0,29 € R,Jfg = 0}
0 =T U{(z1,29,23): 1 = 0,29 € R, x5 > 0}.

Analogicznie wykazujemy, ze istnieje rozwigzanie zagadnienia zadanego na zbiorze
Q=R xR xR",
z warunkiem brzegowym okreslonym réwniez na kawatku I" brzegu tego zbioru, gdzie
I'={(z1,29,23): 11 < 0,29 € R, 23 = 0}.
¢
Zadanie 14.3. Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia
uu, —uy, =u—1 dla(x,y) € Q=R

spetniajace warunek
u(z,r) = 2x.

Rozwiqzanie. WartoSci funkcji u okreslone sa na prostej y = x, ktéra dzieli cata ptaszczyzng
R? na dwie potptaszczyzny, formalnie rzec biorac nasze teoretyczne rozwazania (i twierdzenia)
dotycza dwoch otwartych obszaréw, nie ma to jednak wptywu na procedur¢ wyznaczania roz-
wiazania.

Réwnanie jest postaci F'(z,y,u, Du) = 0, gdzie

F<xvyazap) :Zpl_pZ_Z_'_l-
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Przyjmijmy
(z,y) = (2(s), y(s)),
2(s) = u(x(s),y(s)
p(s) = (ua(x(s), y(
Wypisujemy réwnania charakterystyk:
(s) = 2(s),
i(s) = —1,
2s) = (p1(5);pa(s)) - (2, =) = zpr —pa = 2 = 1.

);
s)), uy(2(5), y(s)) = (pr(s), pa(s)).

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, réwnanie na p(s) nie jest nam potrzebne. Mamy zatem
rozwiazac¢ uktad

2(s)=2z—-1
z odczytanym z warunkow brzegowych warunkiem poczatkowym
(0) = «
9(0) = «
2(0) = 2a.
Odcatkowujac rOwnania otrzymujemy
z(s) = Ae® + 1,
y(3> = =5+ Ba
z(s) = Ae® + s+ C,
co po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych daje
z2(s,a) = 2a—1)e* + 1,
y(s,a) = —s+a,
z(s,a) = 2a—1)e*+s+1—a.
Ostatecznie
u(z,y) = z(z(s,a),y(s,a)) = Qa—1)e* + 1 =z +y.
¢

Zadanie 14.4 (Niejednorodne réwnanie Burgersa). ZnaleZz¢ rozwigzanie zagadnienia brzego-
wego

u+uu, =1 dla(z,t) € R x RT
u(z,0) = kx dlaz € R,

gdzie k € R jest zadanym parametrem.
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Rozwiqzanie. Funkcja F’ jest postaci
F(I7t7 Zap) =p2+2z2p1 — 1.

Wypiszmy uktad charakterystyczny

oraz warunki poczatkowe

t(s) =1
z(s) = z(s)
2(s) =1

Rozwiazaniem tego uktadu sa funkcje
t(s,a) = s,
x(s, o) = %s2 + kas + a,
2(s, ) = s + ka.

Parametr s rOwny jest zmiennej ¢, za$ parametr « fatwo mozemy wyznaczy¢ znajac wspotrzedne
punktu (x,t):

ooy
kt+1°
Funkcja u bedaca rozwiazaniem naszego zagadnienia jest zatem postaci
1,42
r— 35t
w(z,t) =t+k M
(z,4) kt+1

Rozwiazanie to zalezy oczywiscie od parametru k, ktdry jest jedna z danych wyjsciowego zagad-
nienia. Latwo zauwazy¢, ze dziedzina rozwigzania w istotny sposéb zalezy od tego parametru.
Charakterystyka startujaca z punktu («, 0) jest opisana parametryzacja

t(s, ) = s,

x(s,a) = %32 + kas + a.
Dla k > 0 takie krzywe nie przecinaja si¢ w obszarze R x R*. Pozwala to na skonstruowanie
rozwiazania, ktére jest dobrze okreSlone na catej poiptaszczyznie R x R*.
Dla £ < 0 charakterystyki przecinaja si¢ w punkcie (#, —%): Nie mozemy zatem w Spo-
s6b jednoznaczny odwréci¢ parametryzacji. Przedziat I w Twierdzeniu |14.1|jest réwny (0, —%)
Rozwiazanie naszego wyjSciowego zagadnienia brzegowego ,,wybucha” do nieskoniczonosci do-

chodzac do punktéw na prostej R x {—%}, nie jest zatem okreSlone na calej pétptaszczyznie.

O
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Zadanie 14.5 (Réwnanie eikonalu). Niech B(0, 1) oznacza otwarte koto jednostkowe w R2.
Rozwiaza¢ zagadnienie brzegowe

uZ +ul =1 dla(z,y) € R*\ B(0,1)
u(z,y) =0 dlaz®+y* = 1.

Rozwiqzanie. To rOwnanie jest w pelni nieliniowe z funkcja F' postaci

F($7yvz7p):p%+pg_1 dlap:(plap2)‘

Wypisujac uktad charakterystyczny otrzymujemy réwnania

Teraz trzeba okresli¢ warunki poczatkowe dla tego uktadu. Parametryzujemy okrag jednostkowy
dtugoscia tuku
[0,27) 5 a +— (cos a, sin @)

1 otrzymujemy
z(0) = cos
y(0) = sin a,
2(0) = 0.
Trzeba jeszcze okresli¢ warunki poczatkowe dla py, po. Przypomnijmy, ze

pi(s) = 92 (a(s),w(s)),

zatem 5
u
0) = =—(cos a, sin «).
p1(0) P) x( )
Rézniczkujac stronami réwnanie u(cos «, sin o) = 0 wzglgdem parametru «v otrzymujemy
ou ) , ou )
%(COS a,sina)(—sina) + %(COS a,sina) cosa = 0,

czyli
—p1(0) sina + p2(0) cosa = 0.

Z réwnania wiemy ponadto, ze
p1(0) + p3(0) = L.
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Powyzsze warunki okreslaja dwa dopuszczalne zestawy danych poczatkowych dla wektora p:
p1(0) = c'os a b P 0) =-— C‘OS «
p2(0) =sina p2(0) = —sina

Sprawdzmy, czy wyznaczone dane poczatkowe spelniaja warunek niecharakterystycznoSci
okreslony w definicji |14.4. Zauwazmy, ze parametryzacja okregu dlugoscia tuku odpowiada
wprowadzeniu w R? wspétrzednych biegunowych (v, 7). Taki uklad wspétrzednych powoduje
,,Wyprostowanie” brzegu obszaru 2 — okrag {2 + 3> = 1} zostaje przeksztalcony na odcinek
{a € [0,27);r = 1}. Latwiej jest jednak pracowaé w oryginalnym uktadzie (x,y). Poniewaz
brzeg obszaru nie jest wtedy prosty, warunek niecharakterystycznoSci przyjmuje postac

Fy(2(0),4(0),2(0),p(0) - v # 0,

gdzie v = (ng,ns) jest wektorem normalnym zewnetrznym do brzegu obszaru 2 w punkcie
(2(0), y(0)). U nas

n] = — COS

Ny = —sina.
Mamy zatem
(2p1(0),2p2(0)) - (n1,n9) = —2(£ cos o, £ sina) - (cos o, sina) = F2,

co oznacza, ze oba zestawy danych poczatkowych sa niecharakterystyczne. Bedziemy pracowac
z zestawem danych poczatkowych

Rozwiazanie dla drugiego zestawu przebiega w spos6b analogiczny. Rozwiazujac uktad charak-
terystyczny otrzymujemy

= (2s+ 1) cosa,
= (2s+1)sina,

Niech teraz (z,y) € ). Odwracajac parametryzacje przechodzacej przez ten punkt krzywej cha-
rakterystycznej, dostajemy zaleznos$¢

25+ 1 =+/a% + 92
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Stad wzor na rozwiazanie naszego zagadnienia ma postac
u(w,y) = V> + 97 - 1.

Drugi zestaw danych poczatkowych prowadzi do rozwiazania postaci
u(z,y)=1-— \/Wy2

W szczegdlnosci widzimy wigc, ze rozwiazanie naszego zagadnienia nie jest jednoznaczne.

O

14.6 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 14.6. ZnaleZ¢ rozwigzanie zagadnienia brzegowego

—yu, +zu, =1 dla(x,y) € R" x RT,
u(z,0) =z dlaz > 0.

Zadanie 14.7. ZnaleZ¢ rozwiazanie zagadnienia brzegowego

Yyu, —zu,=u wQ={(r,y) e R*:z >0},
u(z,0) =z dlaz > 0.

Czy to zagadnienie posiada rozwiazanie okreslone na calej plaszczyznie R?? Czy jest ono jed-
noznaczne?

Zadanie 14.8. ZnaleZ¢ rozwigzanie zagadnienia
?uy + vPu, = (z+y)u dla(z,y) € RT x RT,

u(z, g) =1 dlaz > 0.

Uwaga: W kolejnych zadaniach nie ma sprecyzowanego obszaru, w ktérym ma by¢ okreslona
funkcja bedaca rozwigzaniem danego réwnania. Nalezy rozwigza¢ réwnanie w mozliwie naj-
wigkszym obszarze i zbada¢ przedtuzalnos¢ tego rozwiazania.

Zadanie 14.9. Znalez¢ rozwiazanie rOwnania
Uy — TUy = U

spetniajace warunek
u(x,0) = x.

Zadanie 14.10. Znalez¢ rozwiazanie rOwnania
TUy + 2yuy + u, = 3u
spetniajace warunek

u(z,y,0) =z —y.
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Zadanie 14.11. ZnaleZ¢ rozwiazanie réwnania
Uy — Uy +2u =0

spetniajace warunek
u(z,0) = .

Zadanie 14.12. ZnaleZ¢ rozwiazanie rOwnania
Uy + Uy = 1
spetniajace warunek
1
u(z,x) = 7%

Zadanie 14.13. ZnaleZ¢ rozwiazanie roéwnania

Uy + Uy = —u?

spetniajace warunek
u(z,0) = 2°.
Zadanie 14.14. ZnaleZ¢ rozwiazanie rOwnania

ug,;—kuy:u2

spetniajace warunek
u(x, —z) = x.
Zadanie 14.15. Znalez¢ wzor na rozwigzanie rOwnania

ux+uy:u2

spetniajace warunek
u(z,0) = g(x),
gdzie g jest zadana funkcja ciagla.

Zadanie 14.16. ZnaleZ¢ rozwiazanie rownania
z(y? + u)u, — y(a* + u)u, = (2* — y*)u

spetniajace warunek
u(z, —x) = 1.
Zadanie 14.17. ZnaleZ¢ rozwiazanie roéwnania

2 2

Uy — Uy = TUFY

spetniajace warunek
u(z,0) = —x.
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Zadanie 14.18. ZnaleZ¢ rozwiazanie rOwnania

2 2 _ 2
Uy — U, = TU
spetniajace warunek
u(z,x) = 1.

Zadanie 14.19. Znalez¢ rozwiazanie réwnania
uguy =u wQ={(z,y) € R*:z >0}

spetniajace warunek
u(0,y) = y*.

Zadanie 14.20. Niech B = B (0,1) oznacza otwarte koto jednostkowe w R2. Niech funkcja
u € C'(B) bedzie rozwigzaniem réwnania

a(z,y)u, + b(x,y)u, +u =0,
gdzie a oraz b sa zadanymi funkcjami ciagltymi. Wykazaé, ze jesli
a(x,y)z+b(z,y)y >0 dla(z,y) € OB,
tou = 0.

Zadanie 14.21. Rozwazmy réwnanie Burgersa bez lepkosci

2
u + <%) =u; +uu, =0 dla(x,t) € R x RT,
u(z,0) = up(x).

1. Przyjmijmy uo(x) = arctg z i niech u bedzie rozwiazaniem podanego wyzej zagadnienia.
Wykazac, ze dla ustalonego = € R zachodzi

u(z,t) — 0.

t—ro0
Czy zbieznos$¢ ta jest jednostajna wzgledem z?
2. Zbada¢, dla dowolnego ug, zachowanie si¢ rozwigzania przy t — oQ.

Zadanie 14.22. Rozwazmy zagadnienie

?u, +yu, = c(r,y)u  wR?

u(cosa,sina) = g(a) dlaa € (—m, 7],

gdzie g jest funkcja ciagta na okregu jednostkowym w R?, za$ ¢ € C''(R?).
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1. Znalez¢ wzor na funkcje u € C'(R? )\ (0,0)) bedaca rozwigzaniem tego zagadnienia w
obszarze R? \ (0, 0).

2. Zatézmy, ze ¢(0,0) < 0. Wykazaé, ze funkcje u mozna przedtuzy¢ do funkcji klasy
C1(R?) wtedy i tylko wtedy, gdy g = 0 (co oznacza, ze wtedy u = 0).

3. Zatézmy, ze ¢(0,0) > 0. Wykazad, ze funkcje u mozna wéwczas przedtuzyé do funkcji
klasy C°(R?).

4. Zatézmy, ze ¢(0,0) = 0. Wykazad, ze w ogdlnosci (dla dowolnego ¢ i dowolnego ¢) nie
mozna przedtuzy¢ funkcji v do funkcji klasy C°(R?).

5. Niech ¢(x,y) = y oraz zat6zmy, ze

9(0) = g(m) = —g(
dla pewnego K € R. Wykazac, ze

lim u(tcosa,tsina) = K Vo € (—m, 7).
t—0+

Czy v mozna przedtuzy¢ do funkcji ciagtej na R??

6. Niech c(z,y) = 2? oraz zal6zmy, ze

9(5) = 9(=3) =0.

Czy u mozna przedtuzy¢ do funkcji ciaglej na R??
Zadanie 14.23. Rozwazmy zagadnienie
ur + h(wu, =0 wQ={(z,t) : 2 € R, t >0}
u(z,0) = g(z) dlaz eR,
gdzie h € C*(R) oraz g € C°(R).
1. Wypisac i rozwigzaé uktad charakterystyczny dla tego zagadnienia.

2. Zalézmy, ze g € C'(R). Podaé warunek, jaki musza spetniac funkcje h oraz g, aby istniato
jednoznaczne rozwiazanie tego zagadnienia w obszarze R x [0, T'| dla pewnego dostatecz-
nie matego 7. Wyznaczy¢ maksymalng warto$¢ 1), dla 7. Wykazaé, ze rzeczywiscie
istnieje jednoznaczne rozwiazanie u € C*(R x [0, T},q2]) dla g oraz h spelniajacych po-
dany warunek.

3. Zatézmy, ze

(2) = 1 dlax <0,
P =0 dlaz > 0.

Podac warunek na funkcje h, aby krzywe charakterystyczne (x(s), t(s)) si¢ nie przecinaty.
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Rozdzial 15

Zagadnienia hiperboliczne

Réwnania hiperboliczne i hiperboliczne uktady réwnan maja to do siebie, ze opisuja zjawiska,
w ktérych zaburzenie oSrodka, np. sygnal Swietlny, rozchodzi si¢ ze skoficzong predkoscia. Co
wigcej, ilos¢ kierunkéw owej propagacji jest ,,maksymalna”.

Typowym przedstawicielem réwnania hiperbolicznego drugiego rzedu'|jest réwnanie falowe,

1
—uy —Au=0, (r,1) € QxRy, Q C R, (15.1)
c

uzupeitnione o warunki poczatkowe i1 brzegowe. Szczegdlnym przypadkiem (15.1), gdy n = 1
jest réwnanie drgajacej struny o dlugosci [,

1
Ut Uaz = 0, (z,t)€(0,1) xRy. (15.2)

W tym przyktadzie u(x,t) jest odchyleniem struny od potozenia réwnowagowego u = 0, w
miejscu x 1 w chwili £. Wtedy uy; jest przyspieszeniem. Wyprowadzenie rownania (15.1/ mozna
znalezé w [8, Rozdz. 2.4].

Z fizycznego punktu widzenia jest rzecza jasna, ze nalezy uzupetnic (15.2), a w ogélnym
przypadku takze (15.1), o poczatkowe potozenie struny, u(z,0) = ug(z) i jej predkos¢ poczat-
kowa uy(x,0) = uy(x). Musimy tez okresli¢, w jaki sposéb trzymamy strung: np. czy jest za-
mocowana na state, u(0,t) = 0 = u(l,t), dlat > 0, czy moze ktérys z koiicéw jest swobodny,
np. u,(0,t) = 0. W powyzszych réwnaniach ¢ > 0 jest stalg materiatowa nazywana predkoscia
dzwigku, albo predkosScia Swiatta, gdy (15.1) opisuje ruch fali elektromagnetycznej w oSrodku
jednorodnym i izotropowym. Obszar {2 moze by¢ dowolny. W najprostszym przypadku (2 = R";
woweczas nie naktadamy warunkéw brzegowych w sposéb jawny.

Naturalne uogdélnienie (15.1) polega na dopuszczeniu, by osrodek byt niejednorodny, tj. za-
lezny od polozenia w przestrzeni i zmienny w czasie, a takze anizotropowy. Dostaniemy wow-
czas

1

gutt_[/u"i_gut:f(xat)a (l’,t) EQXRJﬂ

u(ac, 0) = U()(.Z‘), ut(xv 0) = Ul(l’), (15.3)
warunki brzegowe na 0}

INie bedziemy sig tu zajmowaé réwnaniami hiperbolicznymi rzedu innego, niz drugi.

145



146/166 © Wydziat MIM, Uniwersytet Warszawski, 2010.

gdzie L jest ogdlnym operatorem eliptycznym drugiego rzgdu w postaci dywergencji, zaleznym
od zmiennych przestrzennych i parametru ¢. To znaczy, jesli

n

Lu = Z (aij(z, t)ug)a; + Z bi(z, t)ug, + c(z, t)u,

i,j=1 i=0

gdzie xy = t oraz a;; = a;;, to zaktadamy, Ze istnieje taka liczba 6 > 0, ze dla kazdego £ € R",

> (@, )68 > 0[] (15.4)

ij=1

Definicja 15.1. Powiemy, ze rownanie (15.3) jest jednostajnie hiperboliczne, o ile warunek
(15.4) jest spetniony dla wszystkich z € it > 01 pewnego dodatniego 6 niezaleznego od

(x,t).

Niektore wyrazy nizszego rzedu (15.3) maja tadna interpretacj¢ fizyczna, np. jesli g > 0,
to gu, jest ttumieniem, czyli oporem ruchu proporcjonalnym do predkosci. Wyraz f po prawe;]
stronie jest sita zewnetrzna.

Naszym pierwszym zadaniem jest rozwigzanie (15.3). W ogdlnym przypadku ma zastosowa-
nie metoda Galerkina, patrz Evans [8, Rozdziat 7.2], a takze Rozdzial |11 niniejszego tekstu. W
naturalny sposéb prowadzi ona do uzyskania rozwiazania stabego. Przyktadowo przedstawimy
to pojecie w przypadku warunkéw Dirichleta.

Definicja 15.2. Powiemy, ze funkcja u € W1?(Q x R,), gdzie obszar Q ma gladki brzeg,
spetniajaca warunki u|oox 0.1y = 0, ulaxioy = ug € WH*(Q) jest stabym rozwiqzaniem (15.3)
z jednorodnym warunkiem Dirichleta, o ile dla kazdej funkcji prébnej ¢ € WH3(Q x R,),
©laax,r) = 01¢(-,T) = 0 jest spetniona nastepujaca tozsamos¢ catkowa,

T T
/ /(UtSOt = QjjUg; Py — LOUSO) dxdt = / urp — / / Jedxdt,
0o Ja Q 0o Ja

gdzie uy € L*(Q) 1 Lou = > bi(z, t)ug, + c(z, t)u.

Odsytamy czytelnika do twierdzen |5.3|1)5.4,z Rozdziatu 5| po informacje na temat przestrzeni
Sobolewa i po wyjasnienie, jak wlasciwie nalezy rozumie¢ obcigcie u € WhH2(2 x R,) do
Q x {t =0}.

Weczesniej widzieliSmy zastosowanie metody Galerkina do réwnan eliptycznych i paraboli-
cznych (patrz Rozdziatl [11). Szczegélnym przypadkiem tej metody jest metoda Fouriera, czyli
rozdzielanie zmiennych; ten temat réwniez zostal oméwiony wczesniej (patrz Rozdziat |12)).

Dla réwnania falowego (15.1), ktére jest szczegdlnym przypadkiem (15.3), dostgpne sa na-
rzgdzia specjalistyczne. Mamy tu na mysli metode $rednich sferycznych dla nieparzystych wy-
miaréw n (Zadania|15.14,|15.15) 1 metode¢ opuszczania, gdy n jest parzyste (Zadanie|15.16). Tym
sposobem dostaniemy wzory Kirchhoffa, gdy n = 3, i Poissona dla n = 2. Wspomniane wzory
prowadza do rozwiagzan klasycznych badZ stabych w zaleznosSci od gladkosci danych. Warto
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zauwazy¢, ze wymagaja one zalozenia duzo wyzszej gtadkosci danych, aby dostaé rozwiazania
w klasie C?, anizeli mozna by si¢ spodziewad.

Zajmiemy si¢ tez prostymi hiperbolicznymi uktadami réwnan pierwszego rzedu. Wygodnie
jest zapisa€ je w postaci macierzowej,

w > Az g, = wQx(0,7T), (15.5)
i=1
gdzie u(x,t) jest wektorem z R, zatem A;, i = 1,...,n sa macierzami N na N zaleznymi od

x 1 t. Przyjmujemy, ze () jest obszarem w R" z gladkim brzegiem. Podkre§lamy, ze n i [N nie
pozostaja w zadnym zwiazku. Oczywiscie, uktad (15.5)) uzupetniamy warunkami poczatkowymi
i, w zaleznosci od sytuacji, brzegowymi.

Definicja 15.3. Powiemy, ze uktad (15.5) jest hiperboliczny, o ile dla kazdego £ € RY i (x,t) €
Q xRy wszystkie wartosci wlasne macierzy A(z,t,§) = Y. | A;(z,t)&; sarzeczywiste. Dodat-
kowo, jesli wszystkie warto$ci whasne A(x, t, £) sa rézne, to powiemy, ze uktad (15.5) jest scisle
hiperboliczny.

Pochodzenie tej definicji i jej zwiazek ze skonczona predkoscia rozchodzenia si¢ sygnatow
beda wyjasnione w Zadaniach |15.38 15.39, [15.40, |15.41} gdzie zostang wprowadzone fale pla-
skie. Dzigki nim tatwiejszym jest zrozumienie idei syntezy fourierowskiej.

Bedziemy si¢ zajmowali gléwnie przypadkami szczegélnymi gdy macierze A; sa stale. Za-
uwazmy przy okazji, ze pojedyncze réwnanie u;+au, = f jest hiperbolicznym uktadem réwnat.

Opowiemy wigcej o rozwigzywaniu (15.5) w szczeg6lnej postaci, u; + Au, = 0, gdy macierz
A jest diagonalizowalna. Zobaczymy, ze jednowymiarowe réwnanie falowe sprowadza si¢ do
takiego uktadu.

Do uktadéw hiperbolicznych o statych wspétczynnikach mozna z dobrym skutkiem stosowaé
metode oparta na transformacie Fouriera, patrz podrozdziat |15.4. Transformata Fouriera funkcji
catkowalnej jest okre§lona wzorem (15.23) ponizej. W przypadku zmiennych wspétczynnikéw
metoda staje si¢ trudna i mimo jej ogromnego znaczenia teoretycznego nie bedziemy jej tu dalej
rozwijaé. Mozna ja tez stosowaé do pojedynczego réwnania hiperbolicznego — patrz podroz-
dziat[15.4.

Na wstepie wspomnieliSmy, ze cecha zagadnien hiperbolicznych jest to, ze sygnat rozcho-
dzi si¢ ze skonczong predkoscia. Fakt ten jest silnie zwigzany z zagadnieniem jedynos$ci roz-
wigzaf. Mozna do niego podchodzi¢ dwoma sposobami. Pierwszy dotyczy rozwiazan stabych
1 wiaze si¢ z nierownoscia Gronwalla (patrz grupa zadan w podrozdziale [15.5). Drugi sposéb,
bardziej odpowiedni dla rozwiazan klasycznych, jest oparty na nierdwnosciach energetycznych,
prowadzacych do pojecia stozka zaleznosci (grupa zadan w podrozdziale |15.5)). Jednoczesnie w
Zadaniach |15.49/1|15.51| pojawi si¢ w sposéb naturalny pojecie powierzchni charakterystyczne;.

Osobno zajmiemy si¢ zagadnieniami niejednorodnymi, gdy funkcja f wystgpujaca po prawej
stronie wzorow (15.3)) 1 (15.5)) jest r6zna od zera. Wyprowadzimy wariant wzoru na uzmiennianie
statych, czyli wzor Duhamela.
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15.1 Rownanie falowe

Zadanie 15.1. Rozwiaza¢ nastgpujace zagadnienie

1 9%u u,, .
;W—WU—O WRXR+,

u(z,0) = ug(x), %(m,(}) =uy(x) dlazeR, (15.6)

gdzie ug 1 vy sa dane. Zbada¢ gtadkos¢ u w zaleznosci od ug 1 .

Rozwiqzanie. Dzigki zamianie zmiennych ¢ = ¢t mozemy bez zmiany og6lnosci zatozy¢,
ze stala ¢ w réwnaniu (15.6) jest rowna 1. Istotnie

ou  OJu ot ou
— === =c=.
ot ot ot ot
Wyprowadzajac wzor na rozwiazanie, nie bedziemy jednak z tego korzystali.
Mozemy wskazaé trzy sposoby rozwigzania (15.6):

a) Korzystamy we wzoru ,,skréconego mnozenia”

1 02 0? 10 0 10 . 0
—-————|u=|(-—=—=—]o|-—=+=—)u
2 ot2  Ox? cot Oz cot Oz

Poniewaz rézniczkowania wzglem t i x komutuja (zaktadamy, ze u jest klasy C?), to praw-

dziwo$¢ powyzszego wzoru jest tatwa do sprawdzenia. Wobec tego tatwo si¢ przekonac, ze
u = ¢ + 1 jest rozwigzaniem, o ile

10 0 ) 10 0
(Coiax)v=0 1 (caivan)e=o

Kazdy z uzyskanych operatoréw pierwszego rzgdu badamy metoda charakterystyk, przedsta-
wiong w Rozdziale 14

b) Sprowadzamy (15.6) do uktadu pierwszego rzgdu, patrz Zadanie |15.24,

¢) Wprowadzamy nowe zmienne,
n=x+ct, £&=ux—ct.

Wowczas,
10u Ou Ou 8u_8u+8u
cOt On 0 Oxr On OF
Zatem (15.6) w nowych zmiennych przyjmie postac:

0%u d (Ou d (0Ou
0= ~t55e =15 (%) =% () (o7
Z tego wzoru wnosimy, ze g—z nie zalezy od 7, t].
ou
9 f&).

# wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



Korzystaj. Mow, skad wzigtes. © MIM UW 149/166

A nastgpnie widaé, ze

£
w= [ 1) ds-+ o) = pla+ ) + bl — ),
Wstawienie tego wzoru do warunkéw poczatkowych daje uktad réwnan,
() +1(x) = uo(z)
e/ () — et (x) = wi(x).

Roézniczkujac pierwsze z tych réwnai, otrzymamy liniowy uktad réwnan na pochodne ¢’ i ).
Rozwiazawszy go, dostaniemy

z+ct
u(z,t) = %(uo(m —ct) + up(x + ct)) + 2—/ uy(s) ds, (15.8)

CJr—ct
ktory jest nazywany wzorem d’Alemberta.
PrzejdZmy do analizy gladkosci (15.8). Zauwazmy, ze jesli
uy € C*(R), wu; € CHR),
to wzor (15.8) zadaje rozwiazanie klasyczne. Natomiast, jesli
up € H'(R), wu; € L*(R),

to dostaniemy rozwiazanie stabe w sensie definicji |[15.2. Uwaga: nie wystepuja tutaj warunki
brzegowe. ¢

Zadanie 15.2. Rozwiaza¢ nastgpujace zagadnienie

1 9%u P, __ .
C—QW—WU—O WR+XR+,

u(0,t) =0 dlat > 0; (15.9)

u(z,0) = ug(x), %(m,()) =uy(x) dlaz >0,

gdzie ug € C?iu; € C*' sa dane. Przeanalizowaé gladko$¢ rozwiazania.

Szkic rozwiqzania. Zastosujemy metod¢ odbicia. Przedluzymy v na R x R, za pomoca wzoru

. u(z,t) x>0,
e, 1) = { —u(—x,t) =<0,

Zauwazmy, ze jesli ug(0) = 0, to @ jest klasy C*. Skoro u € C, to warunek brzegowy pociaga
u1(0) = 0. DostaliSmy dodatkowe warunki

w(0) =0, w(0) =0,

nazywane warunkami zgodnosci (w domysle: danych brzegowych i poczatkowych). Bez nich nie
pokazemy gtadkosSci rozwiazan.

Zauwazmy jeszcze, ze t spetnia (15.9) w R x R, mozemy wigc postuzy¢ sig wzorem (15.8)).
Mozemy stad odczytac u; dodajmy, ze badanie gtadkosSci « wymaga przyjrzenia si¢ rozwiazaniu
wzdtuz prostej x = ct. Jak si¢ pdZniej okaze, jest to szczegdlna prosta, patrz podrozdziat|15.5,
definicja zbioru C, wzor (15.36).
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Zadanie 15.3. Rozwiazaé nastgpujace zagadnienie z jednorodnymi warunkami brzegowymi
Neumanna,

?%—%u:(] w Ry X Ry;
9u((), ) =0 dlat > 0; (15.10)

u(z,0) = up(z), %(z,0)=u(z) dlaz >0,

gdzie ug € C?iu; € C*' sa dane. Przeanalizowaé gladko$¢ rozwiazania.
Wskazowka. Zastosowaé metode odbicia.

Zadanie 15.4. Przeprowadzié szczeg6étowe rachunki dla zagadnienia (15.10), gdy:

a) up(z) = xpo,x (%) sin, ug (z) = 0, czy rozwiazanie jest klasy C', C*?

b) uo(z) = X0, () sin’ z, ui (z) = 0 czy rozwiazanie jest klasy C*, C*?

¢) ug(x) = X[o,x () cosz, us(z) = 0, czy rozwiazanie jest ciagle?

d) uo(z) = 0, uy () = sin(x) X, ().

e) ug(x) = 0, uy () = sin®(x) x[o.(z).

f) up(z) jest dane wzorem z punktu a), b) lub c¢), natomiast u; () jest wzigte z punktu d) lub e)
(prosze rozwazy¢ rézne mozliwe kombinacje).

Zadanie 15.5. Rozwiaza¢ nastgpujace zagadnienie z jednorodnymi warunkami brzegowymi
Neumanna

—2——2u:0 WR+XR+;

=(0,1) =0 dlat > 0; (15.11)
u(z,0) =up(z), %(z,0)=u(z) dlaz >0,

gdzie ug € C?iu; € C*' sa dane. Zanalizowaé gtadko$¢ rozwiazania.

Zadanie 15.6. Przeprowadzi¢ szczegétowe rachunki dla zagadnienia (15.11), gdy:
a) up(z) = xpo,x(x) sinz, uy (z) = 0, czy rozwiazanie jest klasy C*, C*?

b) uo(z) = Xjo.r)(x) sin® x, us (z) = 0 czy rozwiazanie jest klasy C*, C*?
¢) ug(x) = X[o,x () cosz, ui(x) = 0, czy rozwiazanie jest ciagle?
d) up(z) = 0, ur(z) = X(o,1.(2) cos® z.

Zadanie 15.7. Rozwiaza¢ nastgpujace zagadnienie

ig—— amg =0 W<07l) XR+;
w(0,8) = 0 = u(l, 1) dlat > 0; (15.12)
( ) = Uo( ) %t (I,O) = Ul(l’) dlaz € (Ovl)u

gdzie ug € C?iu; € C*' sa dane. Zanalizowaé gtadko$¢ rozwiazania.

Zadanie 15.8. Rozwiaza¢ nastgpujace zagadnienie

Fo8 - S%u=0 w (0,1) x Ry;
Qu(0,t) =0=24(l,t) dlat > 0;
u(z,0) = ug(x ), % (z,0) = ui(z) dlaz € (0,),

gdzie ug € C?iu; € C*' sa dane. Zanalizowaé gtadko$¢ rozwiazania.
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Zadanie 15.9. Zatézmy, ze u € C*((0,1) x (0,400)) NC([0,1] x [0, +0c)). Wykazaé, ze u jest
rozwiazaniem rownania

—————u=0 w (0,1) x Ry
wtedy i tylko wtedy, gdy u dla wszystkich z, ¢, £ 1 1) spetnia réwnanie réznicowe

u(z,t) —u(r +c&,t+ &) —ulx —en,t +n) +u(x 4+ c§ —en,t +§+1) = 0.

Zadanie 15.10. Poda¢ interpretacj¢ geometryczng rownania réznicowego z poprzedniego zada-
nia. Postuzy¢ si¢ nia do konstrukcji rozwiazania zagadnienia (15.12).

Zadanie 15.11. Zat6zmy, ze u nalezy do C2((0,1) x Ry) N C2([0,1] x R,) i jest rozwiazaniem
zagadnienia (15.12). Wykazaé, ze

up(0) =0, wui(0)=0, c*ug(0)=0,
w(d) =0, w(l)=0, () =0. (15.13)
Uwaga: Warunki takie, jak (15.13) sa nazywane warunkami zgodnosci.

Zadanie 15.12. Zal6ézmy, ze sa spetnione warunki zgodnosci (15.13). Wykazaé, ze istnieje roz-
wigzanie klasy C? zagadnienia (15.12).

Zadanie 15.13. Rozwiaza¢ nastgpujace zagadnienie

o4 — Au=0 wR, x R3;
w(0,2) = uo(z), %(0,2) =ui(z) dla € R?

gdzie dane ug i u; sa sferycznie symetryczne, tj. zaleza tylko od |z| i ug, u; € C?(0,00). Co
dodatkowo trzeba zatozy¢ o ug i u1, aby uzyskany wzor okreslat funkcje klasy C* na R, x R3?

Wskazowka: (1), = Uy + 21U,

Zadanie 15.14. Zal6zmy, ze u jest funkcja klasy C? w R™ x R .. Rozpatrzmy Srednig sferyczna
funkcji u po sferze o Srodku w x i promieniu R, zdefiniowana wzorem

1

My(z,R) = ———
B = ST B Sy

u(y) do(y).

Wykazad, ze jesli u jest rozwigzaniem réwnania
uy = Au wR" xRy, (15.14)

to M, (x,-) jest rozwiazaniem réwnania

n—1

Vgt = Upp + Uy wRxR,. (15.15)

r

Uwaga: ), trzeba okresli¢ dla R = 0, ktadac M, (z,0) = u(x), a takze dla ujemnych promieni,
za pomocg wzoru M, (z, R) = M,(z, —R).
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Zadanie 15.15. Rozwiaza¢ réwnanie (15.15) uzupetnione o warunki poczatkowe
v(R,0) = My, (z,R), v(R,0)= M, (z,R).

Zaktadajac, ze n = 3, ug jest klasy C3(R3), zas u; € C?*(R3?), wyprowadzi¢ stad wzdr
Kirchhoffa na rozwiazanie réwnania falowego w R? x R,

10 1
u(z,t) = —— (t/ up(x + ty) da(y)) + —t/ uy(z + ty) do(y).
47T at 32(071) 47T 52(071)
Wskazéwka: Wprowadzi¢ najpierw nowa zmienng w(R, t) = R"'v(R, ).

Zadanie 15.16. Zatézmy, ze n = 2, u jest klasy C3(R?), za$§ u; € C?(R?). Postugujac si¢
wzorem Kirchhoffa, wyprowadzi¢ wzoér Poissona na rozwigzanie réwnania falowego w R? x R,

10 up(z + ty) t uy (z + ty)
u(a:,t)z——(t/ —=dy +—/ = dy
2w 0t \ Jpony (1= [yl*)'? 21 Jpo) (1= [y*)"/?
Wskazowka: Zastosowaé metode zstgpowania, tj. zauwazyC, ze rozwigzania zagadnienia dwu-
wymiarowego sa rozwigzaniami zagadnienia trojwymiarowego, tyle ze nie zaleza od trzecie]

zmiennej. Skoro tak, to nalezy wykona¢ catkowanie wzgledem trzeciej zmiennej we wzorze
Kirchhoffa.

Zadanie 15.17. Niech funkcja u bedzie rozwigzaniem zagadnienia

Pu _22u = dla (t,2) € Ry x R;

w(0,2) =0, 24(0,z) = —ze™® dla € R.

Wykazaé, ze u jest funkcja ograniczona, spetniajaca oszacowanie

1
t < —.
ult, 2)] < -
Dodatkowo, tego oszacowania nie mozna juz poprawié, (tj. przestaje ono by¢ prawdziwe, gdyby
przyja¢ mniejsza stala po prawej stronie).

Zadanie 15.18. Zal6zmy, ze S(t,s,x), gdziet > s > 0,z € R™, n < 3, jest klasy C? ze
wzgledunat iz i jest rozwigzaniem zagadnienia

%275—2?:1327?20 (t,x) € (s,00) x R™;
S(s,s,z) =0, %S(s,s,x):f(s,x) x € R™,

gdzie f jest funkcja klasy C? a s ustalonym parametrem rzeczywistym.
(a) Sprawdzié, czy funkcja (¢, s, z) — S(t, s, ) jest ciagta.
(b) Wykazac, ze funkcja
u(t,z) = /t S(t,s,x)ds (15.16)
0
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jest rozwiagzaniem nastgpujacego zagadnienia, gdzie f jest jak wyzej,

%_271%— (t,z) € (0,00) x R™;

15.17
w(0,2) =0, 2u(0,z)=0, ze€R" ( )

(c) Rozwiazac¢ zagadnienie (15.17), gdy warunki poczatkowe sa niezerowe, poda¢ ogélny wzor.
Uwaga. Wz6r (15.16) nazywamy wzorem Duhamela.

Zadanie 15.19. Wyprowadzi¢ za pomoca transformaty Fouriera jawna posta¢ wzoru Duhamela
dla réwnania falowego w R",

uy — Au = f (x,t) e R" x Ry
oraz u(x,0) = u(z,0) = 0.

Zadanie 15.20. Rozwiazaé réwnanie

%——2— = 2? (t,x) € (0,00) x (0,1);
(0,1

l
(O,x) 0, Su(0,2) =0,

7)'

Szkic rozwiqzania. W praktyce czesto tatwiej jest zgadnaC szczegdlne rozwigzanie rownania nie-
jednorodnego. Zauwazmy, ze fatwo rozwigzaC rwnanie

Vpy + 22 = 0.

Dostaniemy wtedy v(x) = 112x + ax + b. Mozemy dobra¢ a i b, aby v spetniatlo warunki
brzegowe, tj.
v(r) = —2" — —ux.
12 12

Woéwczas funkcja w = u — v spelnia réwnanie

%2712”_2271;:0 (ﬁ,f)E(0,00)X(O,ZL
w(t,0) =0 =w(t,l), t > 0;
w(0,2) = —v(z), 2w(0,2) =0, z€(0,).

Do rozwigzania tego réwnania stosujemy dowolng z poznanych metod.

Zadanie 15.21. Rozwiaza¢ réwnanie

G- = (t,) € (0,00) x (0,0);
u(t,0) =0 = u(t, 1), t>0
u(0,2) =0, %U(O,l‘) =0, z€(0,0),

gdy

@ f=1

(b) f = sin(F2);

(©) f = tsin(7x);

(d) f = g(t)h(z), gdzie g i h sa gladkie.
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15.2 Hiperboliczne uklady réwnan pierwszego rzedu

Zadanie 15.22. Zat6zmy, ze A jest ustalona, rzeczywista macierza dwa na dwa, ktdra jest dia-
gonalizowalna. Rozwiazaé uktad réwnan,

Gup A%n =0, dla(tz)eRy xR,

u(0, ) = wo(z), (1519

gdzie u(t, ) € R2 Co mozna powiedzieé o jego rozwiazalnoSci zaktadajac, ze uy € C*(R; R?)?

Szkic rozwiqzania. Dzigki zatozeniu diagonalizowalnoSci istnieja takie macierze S i
D = diag (A1, \2),
ze SAS™! = D. Wprowadzamy nowa zmienna
v = Su.
Mnozymy (15.18)) z lewej strony przez S. Dostaniemy wéwczas
vi = Su, = —SAS7'Su, = —Dv,. (15.19)

To réwnanie jest uzupetnione o warunki poczatkowe vy = Sug. Zapisawszy uktad we wspot-

rzgdnych dostaniemy dla v = (v?, v?)

Utl + )\11)316 = 0,
v+ A2 =0,
vl(z,0) =vi(z), v*(x,0)=vi(x)

Powyzsze réwnania nie sa sprz¢zone, wigc mozna je rozwigzacé niezaleznie (patrz Rozdziat 14).
Korzystajac ze wzoru v = Su znalez¢ u. Dlaczego u jest klasy C'*?

Zadanie 15.23. Zal6zmy, ze A jest ustalong, rzeczywista macierza dwa na dwa i taka, ze det A <
0. Rozpatrzmy zagadnienie poczatkowe

Qu 4t A% 4 u=0, dla(tz) Ry xR;
u(0,z) = ug(z),

gdzie u(t, z) € R2. Wykazad istnienie rozwiazan klasy C'! zakladajac, ze uy € C'(R; R?).

Wskazowka: Rozpatrze¢ podstawienie v(t, z) = exp(At) u(t, z) dla odpowiednio dobranej licz-
by .

Zadanie 15.24. Zapisa¢ jednowymiarowe rownanie falowe w postaci uktadu rownan. Zauwazy¢,
ze jest on hiperboliczny. Wyprowadzi¢ wzor d’ Alemberta (15.8]) za pomoca Zadania|15.22.

# wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



Korzystaj. Mow, skad wzigtes. © MIM UW 155/166

Zadanie 15.25. Rozwiaza¢ uklad réwnan

u A =0, dla(t,x) Ry xR

gdy ug € C' oraz

(a) _
A= 0)

(b) _
A=y

Zadanie 15.26. Rozwiazaé uktad réwnan

%_ltl—’_Ag_lml:OJ dla(t,l‘)ER+XR7

=10 3)

Wskazowka: Mozna zastosowaé metode z poprzednich zadar. Podstawienie (15.19) prowadzi do
dwdch sprzgzonych réwnan postaci wy + pw, = f.

gdy ug € C' oraz

Uwaga. Mozna wykaza¢ jednoznacznos¢ rozwiazan hiperbolicznych uktadéw réwnan, wyko-
rzystujac np. metody zblizone do tych, ktére nizej, w podrozdziale |15.5) stosuje si¢ w Zada-
niach|15.46,|15.471(15.48

15.3 Roéwnania hiperboliczne drugiego rzedu ogolniej
Zadanie 15.27. Zat6zmy, ze 2 = (0, 1). Rozpatrzmy réwnanie

g + up = (a(x)ug): + fwx(0,7);
ulaax 1) = 0; (15.20)

u(z,0) = ug(x), u(z,0)=ui(x).

gdzie a jest funkcja gtadka, taka, ze a(x) > ¢ > 0. Zaktadamy, ze ug, uy € C5°(€2).
Sformutowaé i wykazaé twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazan zagadnienia
(15.20), gdy

(@) f = 0.
(b) f = f(t) nalezy do przestrzeni C'' ([0, T), W>2(Q) N W, *()).
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Zadanie 15.28. Zalézmy, ze ) jest ograniczonym obszarem R" z gtadkim brzegiem, n > 1.
Rozpatrzmy réwnanie
wy +up = Au+ fwQx(0,7T);
uloax o) = 0; (15.21)
u(z,0) = ug(x), u(z,0)=ui(x).
(a) Wykaza¢ istnienie i jednoznacznoS$¢ rozwiazan zagadnienia (15.21)) przy odpowiednich zato-
zeniach na ug i uy, oile f = 0.
(b) Wykazac istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan zagadnienia (15.21) przy odpowiednich zato-
zeniach na ug, u, oile f = f(¢) spetnia f € C'([0,T), W2%(Q) N W12(Q)).
(c) (trudne) Wykazac, ze istnieje 1" > 0 takie, ze istnieje jednoznacznie wyznaczone rozwiazanie
zagadnienia (3) na odcinku [0,7), jesli f(z,t) = —u?. Dobra¢ odpowiednie zatozenia na v i
Uq.
(d) (trudne) Czy T z powyzszego punktu jest skoficzone?

15.4 Zastosowanie transformaty Fouriera

Zadanie 15.29. Zat6zmy, ze ug € H*(R™), u; € H*(R). Znalezé wz6r na rozwiazanie réwnania

Sl = Ugy wR"™ x (0, 00)

u(l.’ O) = 'LLQ(J?), ut(-T, 0) - U1<.’L') (1522)

Zbadaé gtadkos$¢ otrzymanego rozwiazania.

Rozwiqzanie. Zacznijmy od przypomnienia definicji transformaty Fouriera @ : R” — R,
oznaczanej tez Fu. Jesli u € L*(R™), to kladziemy

a(é) = / e 2Ty (2) da, (15.23)

gdzie £ - x oznacza iloczyn skalarny wektoréw £ i x. (Wprawdzie w Rozdziale 3 uzywaliSmy
takiej definicji dla f € S, ale ma ona sens wtedy, gdy calka po prawej stronie jest zbiezna, czyli
dla f € L)

Mozna wykazaé, ze jesli u € L'(R™) N L*(R"), to transformata Fouriera jest izometria, t;.
l|wl|2(mn) = [|@]| £2(rn)- Ten fakt, w potaczeniu z gestoscia L' (R™)NL*(R") w L*(R"™) wystarcza
do okreslenia transformaty na L?(R"), patrz [14], [23].

Przytozenie Fu do obu stron daje rownanie rozniczkowe zwyczajne wzgledem ¢ z parame-
trem &,

ﬁtt = _40271—2’6‘2&7 a(gv O) = aO(g)a at(ga O) = al (6)
Natychmiast dostaniemy, @(&, t) = C exp(2mcilt) + Cy exp(—2mcit). Stad zas,

sin(2mct€)

(€, t) = tg(&) cos(2meté) + 11 (€) 2cle]

(15.24)

Z tego wzoru widaé natychmiast, ze (1 + [£]?)a(¢,t) € C([0,T); L*(R™)) oraz (&, t) €
C([0,T); L*(R")), oile ug € H', uy € L% O
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Zadanie 15.30. Postugujac si¢ metodami poprzedniego zadania, wyprowadzi¢ wzor na transfor-
matg Fouriera rozwigzania zagadnienia

SUy — Uy = [ WER™ x (0,00)

u(m,O) = 'LLQ(.%'), Ut<l‘,0) = U1<1‘>, (1525)

gdzie ug € H*(R"), uy € H'(R) oraz f € C([0,T]; H'(R)). Wykazaé, ze otrzymane rozwiaza-
nie u nalezy do przestrzeni

C*((0,00); L*(R™)) N C°([0, 00); H*(R™)).
Zadanie 15.31. Zalézmy, ze ug, u; € S(R). ZnaleZ¢ rozwiazanie réwnania

Up + Up = Ugy w R x (0,00)
u(z,0) = up(x), (15.26)
u(z,0) = u ().

Zadanie 15.32. Zal6zmy, ze ug € L*(R), u; € W'?(R). Wykazaé, ze wzér otrzymany w
poprzednim zadaniu okreSla stabe rozwigzanie rOwnania (15.26).

Uwaga: czgScia zadania jest samo okreSlenie stabego rozwiazania.
Zadanie 15.33. Wykazac, ze istnieje najwyzej jedno stabe rozwiagzanie réwnania (15.26).

Zadanie 15.34. Zalézmy, ze ug € L*(R), u; € WH*(R) i u jest stabym rozwiagzaniem réwnania
(15.26). ZnaleZz¢ tempo zaniku u w normie L?, tj. znalez¢ o > 0 takie, ze

[ul- )]l < O

Zadanie 15.35. Zatézmy, ze ug € L*(R), u; € W1%(R) i u jest stabym rozwiazaniem réwnania
(15.25). Wowczas, dla kazdego ¢ > 0 zachodzi réwnos¢

| Gttt + Vata )Py do = [ (Gl + [Fuo(o)l?) de

Rn
Wskazowka. Wykazac¢ najpierw, ze teza zachodzi dla gtadkich rozwiazan.
Zadanie 15.36. Rozwiagzac¢ rownanie

Uy = Au —u wR” x Ry,

u(@,0) = up(x), wu(w,0) = ui (). (15.27)

Wykazaé, ze jeSli dane poczatkowe ug naleza do przestrzeni W1H2(R"™), zas§ u; € L*(R"), to
istnieje taka stata C' zalezna od ||ug |1 2, ze

llu(-,t) — uoll2 < Ct.
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Zadanie 15.37. Zal6ézmy, ze u jest rozwigzaniem réwnania (15.27)). Wykazac, ze istnieje taka
stata C, zedlak = 0,11t > 1 jest prawdziwe oszacowanie,

lul,t)llk2 < Ce™.

Zadanie 15.38. Zal6zmy, ze A jest rzeczywista, symetryczng i nieosobliwa macierza dwa na
dwa (o wyrazach rzeczywistych). Wykazaé, ze jesli uy € H'(R;R?), to funkcja u, ktéra jest
rozwigzaniem uktadu

u + Au, =0 wR x (0,00)

u(z,0) = ug(x),
spetnia warunek

Ju(, )l 2wy = lluollL2w)-

Wskazowka: jeSli B jest rzeczywista macierza symetryczna, to exp (iB) jest macierza ortogo-
nalna.

Zadanie 15.39. Zat6zmy, ze A jest rzeczywista, symetryczng i nicosobliwa macierza dwa na
dwa, v jest jej wektorem wilasnym, a A odpowiadajaca wartos$cia wlasng. Ktadziemy

w(z,t) = @Ay,
Wykazaé, ze w jest rozwigzaniem uktadu réwnan
uy + Au, = 0.

Komentarz: Funkcj¢ w nazywamy falq ptaskq. Mozna powiedzie¢, ze wzory otrzymane za po-
mocg transformaty Fouriera, to uogdlnione sumy fal ptaskich.

Zadanie 15.40. Zatézmy, ze A;, i = 1,..., N sa rzeczywistymi macierzami symetrycznymi /V
na N, a uktad
N
u > Ay, =0 (15.28)
i=1

jest Scisle hiperboliczny, patrz definicja|15.3. Niech ¢ € RY za$ v niech bedzie wektorem wia-
snym macierzy A(§) = Zf\il A;&; a X odpowiadajaca mu wartoScia wiasna. Ktadziemy,

w(z,t) = &TAy, (15.29)
Wykazac, w jest rozwiazaniem uktadu (15.28)).

Zadanie 15.41. Zat6zmy, ze A;, i = 1,..., N oraz B s3 rzeczywistymi macierzami symetrycz-
nymi N na NV, a uktad

N
up+ Y Ay, + Bu =0 (15.30)
i=1
jest silnie hiperboliczny. Niech wektor ¢ € RY bedzie dany. Jaki warunek musza spetniaé wektor
v 1 liczba zespolona A, aby fala ptaska dana wzorem (15.29) byta rozwiazaniem (15.30)? Wyka-
zaé, ze Re A > 0. ZnaleZ¢ na tej podstawie oszacowanie na tempo gasnigcia w, gdy ¢ dazy do
nieskonczonosci.
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Zadanie 15.42. Zat6zmy, ze A jest rzeczywista, symetryczng i dodatnio okreslona macierza N
na N. Niech v € R" bedzie wektorem wlasnym A, a A\? odpowiadajaca mu wartoscia wlasna.
Wykazad, ze fale ptaskie

w™ (ZE, t) _ ei(vm—)\t)’ w+(x, t) _ ez’(v.m+)\t)

sg rozwigzaniami rownania
Ut — div AVu = 0.

15.5 Oszacowania energetyczne i jednoznacznosé¢

Zadanie 15.43. Zalézmy, ze A jest rzeczywista symetryczng i dodatnio okreslong macierza N
na N. Zatézmy tez, ze u jest gtadkim rozwigzaniem zagadnienia

uy —divAVu =0 w  Q x (0,+00),
u=20 na 09 x (0,4+00), (15.31)
u(zx,0) = ug(x), u(x,0) = uy(x).

Wykazaé, ze dla kazdego ¢t > 0 mamy

/Q(uf(x, t) + AVu(z,t) - Vu(z,t)) do = /Q(uf(x) + AVug(z) - Vug(z)) de.  (15.32)

Wywnioskowac¢ stad jedyno$¢ rozwigzan.

Rozwiqzanie. Oznaczmy symbolem [ (t) lewa strong wzoru (15.32). Poniewaz u jest z zato-
zenia funkcja gtadka, to dzigki twierdzeniu o r6zniczkowaniu calki z parametrem wnosimy, ze [
jest gtadka funkcja argumentu ¢. R6zniczkowanie / daje

dl

dt Q

Calkowanie przez czesci drugiego wyrazu w potaczeniu ze spostrzezeniem u; = 0 na 02 x
(0, 4+00) daje

dI
—(t) =2 / (uy — div AVu)uy de = 0.
dt o

W ostatecznym rachunku skorzystaliSmy z tego, ze u jest rozwigzaniem (15.31). I jest tez funkcja
ciagta na [0, 00), zatem dla kazdego t > 0 mamy I(¢) = 1(0), stad (15.32).

Zal6zmy, ze mamy dwa rozwiazania u' i u? réwnania (15.31)). Niech u bedzie ich réznica,
tj. u = u? — u'. Wéwczas u spelnia (15.31) z zerowymi warunkami poczatkowymi i I(0) = 0.
Zatem dla kazdego ¢ > 0 mamy

2/(uf+AVU-VU)d$:0.
Q
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Skoro A jest macierzi dodatnio okreslona, to oznacza to, ze dla wszystkich ¢ > 0 mamy uf =0
i AVu - Vu = 0. Ponownie powotujac si¢ na dodatnia okreslono$¢ A dostaniemy
Vu=0, oraz wu; =0,

czyli v musi by¢ stale, a stad jest rowne 0. Ostatecznie 0 = u? — u'.

O

Zadanie 15.44. Zalézmy, ze A jest rzeczywista symetryczng i dodatnio okreslong macierza N
na N. Zalézmy tez, ze f jest funkcja gtadka, a b € R. Wykazaé, ze niezaleznie od znaku statej b
zagadnienie

uy —divAVu+bu=f w Qx(0,+00),

u=70 na 9090 x (0,400), (15.33)

u(z,0) = ug(x), ur(z,0) = uy ().

ma co najwyzej jedno gladkie rozwiazanie.

Rozwiqzanie. Zalézmy, ze mamy dwa rozwiazania u' i u? réwnania (15.33). Funkcja u =
u? — u! spetnia wtedy réwnanie

uy —divAVu+bu=0 w Q x (0,+00),
u=>0 na 00 x (0,4+00), (15.34)
u(z,0) = u(x,0) = 0.

Pomnézmy (15.34) przez u; i scatkujmy wynik wzgledem z na (2. Dostaniemy

1d
——/ufdx—/utdiVAVudx:—b/uutd:r.

Drugi wyraz po lewej stronie catkujemy przez czeSci. Wynik catkujemy wzgledem czasu od 0
do T'. Dostaniemy wowczas

T
/ u?(x,T) dr + / AVu(z,T) - Vu(z,T)dx < |b|/ /(u2 + u?)(x,t) dzdt.
Q Q o Ja
Po drodze skorzystaliSmy najpierw (przeksztalcajac lewa strong) z tozsamosci

%(AVU -Vu) = 2AVu - Vuy,

prawdziwej dla wszystkich macierzy symetrycznych o statlych wyrazach, péZniej za$ (szacujac
prawa strong) z nieréwnosci 2ab < a? + b?. Zauwazmy, ze na mocy warunkéw brzegowych i
nieréwnosci Poincarégo mamy

/qua:SC(Q)/ |Vu|? dz.
Q 0

Ponadto, dodatnia okre§lonos¢ macierzy A daje oszacowanie

AVu - Vu > p|Vul?.
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Jesli potozymy
oft) = [ (t(e.t) + [Vul(a. 1) dr
Q
to dostaniemy nastgpujaca nieréwnosc,

max{|b|, C(Q)}
oT) < TS ]/ (15.35)

Zastosowanie do (15.35)) nieréwnosSci Gronwalla daje

max{[t], C()}
min{1, ) T) |

o(T) < a(0) exp (

Skoro a(0) = 0, to dla kazdego T' € (0,400) mamy a(7") = 0. Wnosimy wigc, ze 0 = u =

w? — ul.

O
Zadanie 15.45. Zat6zmy, ze u € C*(R" x R).

Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia: jesli (xg, tg) € R” x R, t; < t, to ktadziemy
C(l’o,to) = {(.T,t) ceR"xR: |.’E — [Bg’ < |t0 — t’},

15.36
D(CC(), tl,to) = (Rn X [0, tl]) N C(ZEo,to). ( )

Niech V oznacza gradient wzglgdem zmiennych przestrzennych, tzn. Du = (Vu, u;), a ponadto
| Dul? = [Vul? + Ju, .
(a) Potézmy X = (X1,..., X, X,11), gdzie

X; = 2uy,, i=1,...,n, X1 = —(|Vul® + |u]?).

Sprawdzié, ze
—2u(uy — Au) = div X,

gdzie

divX = Z (% Xnt1-

(b) Wykazaé, ze jesli (zg,19) € R™ x R, t; < tg, to

/ div X dzdt < / | Du|? dw — / | Dul|? dz
D(]}o,tl,to) B(Io,to)x{o} B(l‘o,to—tl)X{tl}

Zadanie 15.46. Zat6zmy, ze u € C? spetnia réwnanie

Uy = Au wR" xRy,
(15.37)
w(z,0) = ug(x) w(z,0) = up(x).
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(a) Dodatkowo dla pewnego zo € R™ ity > 0 funkcje ug i u; tozsamosSciowo znikaja w kuli
B(zo, to). Wykazaé, ze u jest tozsamosciowo réwne zeru w stozku C(zg, to) N {0 <t < ¢y}. Co
wystarczy zrobié, aby wykazac analogiczna tez¢ w przypadku gdy ¢ # 1?

(b) Zat6zmy, ze v, v, € C? spelniaja réwnanie (15.37) oraz

0 0
vi(z,0) = va(x, 0), avl(%o) = avz(%o)

w kuli B(xg, ty). Wykazad, ze v; = vy w stozku C(xg,to) N {0 <t < ty}.

Zadanie 15.47. Wykazac t¢ samg tezg, co w zadaniu poprzednim, zaktadajac, ze vy 1 vo sa
stabymi rozwigzaniami.

Uwaga: Stozek C'(xg,ty) N {0 <t <y} nazywamy stozkiem zaleznosci.

Zadanie 15.48. Zal6zmy, ze A jest stata dodatnio okreslona macierza symetryczng i wprowadz-
my oznaczenia analogiczne do tych w zadaniu |15.45] tzn. pot6zmy

C(A, zo,t0) = {(z,t) ER" xR : (A(x — x0), (v — 1)) < |to — t*},
D(A, zo,t1,t0) = (R" x[0,%1]) N C(A4, xo, o).

Niech teraz A bedzie macierza diagonalna, A = diag (Ay, ..., \,), gdzie \; > 0 dla wszystkich
i. Zatézmy, ze u € C? jest rozwiazaniem zagadnienia

uy = div (AVu), ze€R" t>0,

u(@,0) = up(z), 2(x,0) = uy(x), =R, (15.38)

Wykazac, ze jesli ug i u; sa réwne zero w przecigciu stozka zaleznosci z hiperptaszczyzna {t =
0}, tou = 0w D(A, xg,t1, 1) dla dowolnego t; < .

Znaczenie zbioréw C(A, xg, to) bedzie wskazane nizej.

Definicja 15.4. (Patrz Evans [8, 4.6.1.b]). Powiemy, ze gtadka hiperpowierzchnia M C R"*! z
polem wektoréw normalnych v = (v, ..., ,41) jest powierzchniq charakterystyczng dla réw-

nania
n+1 n+1

Z ai]'(x>ufrﬂj + Z bl('r)u% teu=f wi,
=1

ij=1

oile
n+1

> aij(@)i(a)vy(z) = 0

ij=1
dla kazdego = € Q2 N M.
Zauwazmy, ze gdy M jest poziomica funkcji ¢ i Vo # 0 na M, to w powyzszej defini-

cji mozemy przyja¢ v = V. Pojecie powierzchni charakterystycznej mozna wprowadzi¢ dla
réwnan nieliniowych a takze dla uktadéw réwnan.
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Zadanie 15.49. Niech C(zg,ty) C R""! bedzie zbiorem wprowadzonym w Zadaniu |15.45,
Wykazac, ze C(xo, to) jest powierzchnig charakterystyczng dla réwnania falowego

1
—uy —Au=0 wR", (15.39)

2
Zadanie 15.50. Niech C'(A, xo, t) bedzie zbiorem wprowadzonym w Zadaniu|15.48, Wykazad,
ze C(A, o, ty) jest powierzchnig charakterystyczng dla réwnania

uy — div (AVu) =0 wR"

Zadanie 15.51. Zal6zmy, ze ¢ : R"™ — R jest gladka i Voo # 0 na M = {p(z,t) =
0}. Przyjmijmy, ze 0 C R""! jest ograniczonym obszarem z gtadkim brzegiem. Wprowadzmy
zbiory

O ={(z,t) € Q: p(x,t) > 0}, Q" ={(z,t) € Q: p(z,t) <0}.
Zalézmy tez, ze funkcja u : Q — R nalezy do przestrzeni C(Q) N C2(Q) N C2(Q ) i jest
stabym rozwiazaniem (15.39).
(a) Wykazaé, ze M jest powierzchnig charakterystyczna.
(b) Jesli (xo, tg) € M, to ktadziemy

Vul(xg,ty) = lim Vu(z,t) — lim Vu(z,t).
[[ ]]( 0 0) (x,t)eQt ( ) (z,t)eQ™ ( )
(m,t)—>(xo,t0) (x,t)—)(x(),to)

Wykazaé, ze [Vu](xo, to) jest wektorem prostopadtym do M.

Komentarz bibliograficzny. Zadania tego rozdziatu przewaznie nie sa oryginalne, bo czgsto
przedstawiaja zagadnienia klasyczne. Inspiracja pochodzila z ksigzek zamieszczonych w biblio-
grafii, ale nie ogranicza si¢ do nich. Warto podkreslié, ze w bardzo przystgpnie napisanej ksiazce
Alinhaca [2] om6wiona zostata szeroka gama zagadnien dotyczacych rownan hiperbolicznych. Z
ksigzeczki [S] do niniejszego rozdzialu pasuje rozdziat Rownanie falowe. Zadanie |15.9 na row-
nanie roznicowe pochodzi z ksiazki Johna [11]]. Transformata Fouriera doktadnie oméwiona jest
w ksiazkach [23]], [14]; w drugiej z nich stosowane sa oznaczenia zgodne z naszymi.
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