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0. Informacje wstepne

0.1. Cele modelowania matematycznego w finansach

Podstawowe cele matematycznego modelowania finanséw, w szerokim rozumieniu tego stowa,
mozna pokrétce uja¢ w trzech punktach:
1. Wprowadzenie przejrzystego i jednoczesnie precyzyjnego jezyka opisu inwestycji finanso-
wych.
2. Opracowanie narzedzi matematycznych utatwiajacych:
— ocene oplacalnosci inwestycji,
— oceng ryzyka inwestycji,
— wycene instrumentéw finansowych.
3. Prognozowanie kurséw gieldowych, stép procentowych, wskaznikow makro i mikroekono-
micznych.

0.2. Ogdblny schemat wyktadu

1. Wprowadzenie pojeé¢ podstawowych. Arytmetyka finansowa. Matematyka aktuarialna.
2. Informacje o gietdzie. Instrumenty pochodne i ich wycena.
3. Wprowadzenie do efektywnego inwestowania. Podstawy modelowania stochastycznego.

0.3. Zalecana literatura

Jaworski P., Micat J.: Modelowanie matematyczne w finansach i ubezpieczeniach, Poltext,
2005.
Hoglund T.: Mathematical Asset Management, Wiley-Interscience 2008.
Sopoéko A.: Rynkowe instrumenty finansowe, Wyd. WSPiZ, Warszawa 2003.
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1. Rynek kapitatowy, wiadomosci wstepne

Liczba godzin 2.

Zakres materiatu:

Gielda na przykladzie GPW. Uczestnicy rynku: instytucje finansowe, biura
maklerskie, skarb panstwa. Rynek OTC. Rodzaje instrumentéw finansowych.
Korzysci dla emitenta oraz dla wtascicieli akcji i obligacji.

1.1. Rynek finansowy

Rynkiem finansowym (Financial Market) nazywamy rynek, na ktérym towarami sa instru-
menty finansowe. Opisujac rynek finansowy, zazwyczaj bierze si¢ pod uwage pewne jego cechy,
stanowiace podstawe klasyfikacji na rézne kategorie. Najczedciej wystepujacymi kryteriami sa:
A. typy instrumentéw finansowych, B. horyzont czasowy, C. forma sprzedazy, D. forma organi-
zacji rynku. Ponizej przedstawiamy schematy ogdlne podzialéw rynku finansowego w zaleznosci
od wybranej cechy.

A. PODZIALY. RYNKU FINANSOWEGO ZE WZGLEDU NA INSTRUMEN-
TY:

e Rynek pieniezny (Money Market):
— transakcje krétkoterminowe (do jednego roku),
— instrumenty finansowe o duzej ptynnosci:
bony skarbowe, bony komercyjne,
certyfikaty depozytowe,
czeki,
weksle,
umowy typu REPO! .
eRynek kapitalowy (Capital Market):
— instrumenty finansowe o charakterze wtasno$ciowym lub wierzycielskim:
akcje,
obligacje.
¢ Rynek walutowy (Forex):
— kupno i sprzedaz walut.
e Rynek instrumentéw pochodnych (Derivatives Market):
— kontrakty pochodne:
futures,

! Repurchase agreement — transakcja sprzedazy z obietnica odkupienia po ustalonej cenie i w ustalonym
terminie.

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (© P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.



8 1. Rynek kapitatowy, wiadomosci wstepne

opcje,
jednostki indeksowe itp.

B. PODZIAL RYNKU FINANSOWEGO ZE WZGLEDU NA HORYZONT
CZASOWY:

e Rynek natychmiastowy zwany tez gotéwkowym (Spot Market):

— wymiana towaréw, tzn. rozliczenie kontraktu, nastepuje w czasie do dwéch lub trzech dni
od chwili zawarcia kontraktu.

¢ Rynek terminowy (Forward Market):

— od chwili zawarcia kontraktu do momentu dostarczenia towaru, rozliczenia kontraktu, moze
uplynaé kilka lat.

C. PODZIAEL RYNKU FINANSOWEGO ZE WZGLEDU NA FORME SPRZE-
DAZY:

e Rynek pierwotny (Primary Market):

— rynek, na ktéorym emitenci nowych instrumentéw finansowych, dopiero co wyemitowanych,
sprzedaja je za poérednictwem instytucji finansowych.

e Rynek wtérny (Secondary Market):

— rynek, na ktérym nastepuje dalszy obrét instrumentami finansowymi.

D. PODZIALY. RYNKU FINANSOWEGO ZE WZGLEDU NA FORME ORGA-
NIZACJI:

e Rynek publiczny:
— gieldy (Stock Ezchange),
— regulowany rynek pozagietdowy (np. BondSpot S.A w Warszawie (dawniej CTO?)).
¢ Rynek prywatny (nieformalny):
— np. rynek miedzybankowy.
Istotng role w funkcjonowaniu rynku odgrywaja jego uczestnicy: czyli inwestorzy, wsrod
ktérych mozna wyodrebnié kilka réznych grup, oraz posrednicy.

Uczestnicy rynku:
e inwestorzy indywidualni;
e inwestorzy instytucjonalni:
— banki,
— fundusze emerytalne,
— zaklady ubezpieczeniowe,
— fundusze powiernicze *),
— inne instytucje finansowe.
e poérednicy:
— maklerzy (biura maklerskie — brokers).

*)Na rynku finansowym spotykamy fundusze powiernicze dwojakiego rodzaju: otwarte
i zamkniete. Fundusz otwarty emituje jednostki uczestnictwa. Wartoé¢ takiej jednostki wy-
znacza sie jako iloraz wartosci netto aktywéw funduszu do liczby wydanych jednostek. Zysk
uczestnika jest zwiazany ze wzrostem wartodci jednostki uczestnictwa. Fundusz zamkniety

2 Centralna Tabela Ofert.



1.2. Gieldy 9

emituje akcje lub certyfikaty inwestycyjne. Uczestnik posiadajacy akcje funduszu otrzymuje
dywidende. Natomiast certyfikaty sa odkupywane przez fundusz po cenie wyznaczonej tak,
jak dla jednostek uczestnictwa.

1.2. Gieldy

Gieldy stanowia specyficzna forme wymiany towardéw i zawierania transakcji. W zaleznosci
od rodzaju towaréw wyrdznia sie:
— gieldy towarowe (np. energii elektrycznej, produktéw rolnych, surowcéw itp.),
— gieldy terminowe,
— gieldy papieréow wartosciowych.

Funkcjonowanie gieldy papieréw wartoSciowych opiszemy na przykladzie Gieldy Papieréw
Wartosciowych w Warszawie, gdzie notowane sa nastepujace papiery wartoéciowe: akcje, prawa
do akcji, prawa poboru, obligacje, certyfikaty inwestycyjne oraz instrumenty pochodne: futures,
opcje, warranty i jednostki indeksowe. Zacznijmy od omoéwienia pokrétce podstawowych kon-
traktow finansowych, bedgcych przedmiotem obrotu gietdowego, czyli akcji i obligacji.

1.2.1. Akcje

Akcja (stock, share), to dokument stwierdzajacy udzial jej posiadacza, czyli akcjonariusza,
w majatku spdéiki akcyjnej. Akcjonariusz ma zapewnione:
e prawo do dywidend;
e prawo do uczestnictwa w walnym zgromadzeniu akcjonariuszy;
e prawo do udziatu w majatku spoétki w przypadku jej likwidacji.

Akcje dzielimy na zwykte i uprzywilejowane. Uprzywilejowanie zazwyczaj dotyczy:
e glosu na zebraniu akcjonariuszy,
e pierwszenstwa w wyptacaniu dywidendy,
e pierwszenstwa w podziale majatku spétki w przypadku jej likwidacji.

Na gieldzie inwestor moze zakupié¢ akcje dopuszczone do obrotu gietdowego, sprzedaé¢ posia-
dane akcje i dokona¢ krotkiej sprzedazy akcji (patrz. § 9.1.2) .

1.2.2. Obligacje

Obligacja, to papier warto$ciowy po$wiadczajacy wierzytelnos¢ na okreslong sume. Emisja
obligacji nastepuje seriami, przy czym w jednej serii wszystkie obligacje maja te sama warto$é
nominalng, ten sam termin wykupu i ten sam sposéb naliczania odsetek (tzw. kupony). Z punktu
widzenia modelowania wazne jest, czy obligacja ma stale czy zmienne oprocentowanie oraz kto
jest jej emitentem.

Obligacje o stalym oprocentowaniu dzielg sie na:

e kuponowe;
na gieldzie warszawskiej sa w obrocie: dwudziestoletnie — WSmmrr, dziesiecioletnie — DSmmurr,

piecioletnie — SPmmrr i PSmmrr3.

3 1r i mm to dwie ostatnie cyfry roku i numer miesigca wykupu.



10 1. Rynek kapitatowy, wiadomosci wstepne

e zerokuponowe (bezodsetkowe);
na gieldzie warszawskiej sa w obrocie dwuletnie OKmmrr.

Obligacje o zmiennym oprocentowaniu dzielg sie na:

e floating, adjustable — wysoko$¢ oprocentowania jest ustalana na poczatku okresu oprocento-
wania;

na gieldzie warszawskiej sa w obrocie: WZmmrr (wieloletnie), DZmmrr (dziesiecioletnie) i TZm-
mrr (trzyletnie).

e indeksowane — wysokos$¢ oprocentowania jest ustalana na koniec okresu oprocentowania, np.
w zalezno$ci od wskaznika inflacji.

Uwaga. W sierpniu 2004 roku Ministerstwo Finanséw wyemitowalo indeksowane obligacje
skarbowe o nazwie skréconej 120816 i terminie wykupu w dniu 24 sierpnia 2016 roku, ktére
zostaly dopuszczone do obrotu gieldowego. Ich oprocentowanie jest stale 1 wynosi 3% w skali
rocznej. Natomiast warto$¢ nominalna jest zmienna i podlega comiesigcznej indeksacji w opar-
ciu o miesieczny wskaznik cen towaréw i ustug konsumpcyjnych GUS. Odsetki (kupony), od
warto$ci nominalnej zindeksowanej na dzien wyplaty, wyplacane sa raz w roku (24 sierpnia) .
W zwiazku z powyzszym kwoty odsetek sg zmienne.

1.3. Cwiczenia — Plany sptlaty dlugéw: metoda amortyzacji

Na ¢wiczeniach zostanie omowiona podstawowa metoda sptaty kredytu zwana metoda amor-
tyzacji.

Metoda amortyzacji opiera sie na podziale czasu zycia kredytu (dlugu) na okresy odsetkowe
(na ogdl réwne). Odsetki nalicza sie¢ na koniec kazdego okresu na podstawie zadluzenia z po-
czatku okresu. Przeplywy gotéwki (splaty, raty, kupony itp.) w trakcie okresu sa kumulowane
i dlatego zazwyczaj odbywaja sie tylko na konicu okresu.

W kazdej zapltaconej racie wyodrebnia sie dwie kwoty — splacajaca kapital i splacajaca
odsetki. Zarobione przez pozyczkodawce odsetki podlegaja opodatkowaniu. Jedli, w ktéryms
okresie nie nastepuje przeptyw gotéowki lub nie wystarcza on na pokrycie odsetek, to powicksza
sie kwota zadluzenia (saldo dtugu). Wéwczas mamy do czynienia z amortyzacja negatywna.

Okresy odsetkowe, stopy zwrotu, wielkosci sptat moga by¢, ale nie musza,ustalone w mo-
mencie zawarcia umowy. Na przyklad wedlug US-rule okresy odsetkowe wyznaczane sa przez
splaty kredytobiorcy. Jesli suma wptat w danym okresie przewyzszy naroste odsetki, okres ten
zostaje uznany za zakonczony.

Schemat powyzszy naszkicowany jest oczywiscie bardzo ogdlnie.

Na konkretnym przyktadzie, przesledzimy teraz jak wyglada plan splaty kredytu zgodnie z
metoda amortyzacji. Ograniczymy sie do kredytu z jednorazowa wyptata bez prowizji i kosztow
manipulacyjnych.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

K — wysoko$¢ zaciagnietego kredytu,

n — liczba okreséw, na ktore podzielono czas zycia kredytu,
r; — stopa procentowa w i-tym okresie, i = 1,2,...n,

O; — odsetki naliczone w i-tym okresie, 1 = 1,2, ...n,
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CF; — przepltyw gotéwki na koniec i-tego okresu, i = 1,2,...n,

T; — rata kapitalowa na koniec i-tego okresu, ¢ = 1,2,...n,

S; — stan zadtuzenia w i-tym okresie, i =1,2,...n+ 1, 51 = K, Sp+1 =0.
Zakladamy, ze wszystkie salda S; i stopy r; sa nieujemne.

Wysokos$é odsetek wyznaczona jest przez stan zadluzenia i stope procentowsg
Oi =T Sz

Zazwycza] zaokragla sie je do dwoch miejsc dziesietnych czyli dla kredytéw denominowanych
w zlotych, do jednego grosza.

Zmiana stanu zadluzenia zalezy od przeplywu gotéwki i od kwoty odsetek
Siv1 =9+ 0; — CF;.
Zauwazmy, ze z warunku nieujemnosci S; 11 wynika nastepujace oszacowanie dla C'F;
CF; < S; +0;.

Ponadto, jesli zsumujemy powyzsze rownosci po wszystkich 4, to otrzymamy, ze suma platnosci
jest réwna kwocie kredytu powiekszonej o sume naliczonych odsetek.

Y CF=K+) 0
i=1 i=1

Rata kapitatowa stanowi czedé¢ przepltywu gotéwki. Gdy wszystkie sptaty C'F; wystarczaja na
pokrycie aktualnych odsetek O;, to
T, = CF; — O;.

W przeciwnym przypadku, gdy niektore C'F; sg mniejsze od O;, to niesptacone czeéci odsetek
sg pokrywane z nastepnych sptat. Ogdlnie, wielko$¢ rat opisuje nastepujacy wzor:

i—1
T; = max(0,CF; — O; — (S + Y _ T; — K)).
j=1

Sprawdzmy, ze zgodnie z nazwa, raty kapitatowe ,sptacaja’ kredyt.

Cwiczenie 1.1. Pokaza¢, ze suma rat kapitalowych 7T} jest réwna kwocie kredytu K

7=1
Rozwiazanie.
Najpierw pokazemy, ze suma rat T; nie przewyzsza kwoty kredytu, tzn. ze dlai=1,2,...,n
i
DT <K
j=1

Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej. Dla ¢ = 1 teza jest oczywista

T1 = max((), CFl - 01) = maX(O,K - SQ) < K.
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Zatézmy, ze dla i — 1 oszacowanie zostato udowodnione. Mamy

i—1
T, = max(O,C’Fi - 0; — (Sz + ZTJ — K)) =
=1
i1 i1 i1
::InaX(O,Sk—-f%+1<—(fh—%§£:j}——}())::IHaX(O,B?—-ZE:J}——Eh+1)<;}(——§E:1}.
j=1 j=1 j=1

Po przeniesieniu sumy na lews strone otrzymujemy teze indukcyjna.

Aby zakonczyé dowdd, nalezy zauwazyé, ze Sp,+1 = 0. Zatem na mocy udowodnionej juz
nieréwnosci otrzymujemy

n—1 n—1 n—1
T =max(0,CF, — Op — (Sp+ > Tj — K)) =max(0, K — Y Tj) =K - > T
j=1 j=1 j=1

Omowione powyzej wielkosci wygodnie jest przedstawia¢ w postaci tabeli
zwanej schematem amortyzacji kredytu:

okres | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata
suma >0 ST, |>CR

Cwiczenie 1.2. Wyznaczy¢ schematy amortyzacji dla kredytu o:
kwocie 1000 zt,

czasie trwania — 4 lata,

okresie odsetkowym — 1 rok,

stopie procentowej statej 10%,

wyplacie jednorazowej (w jednej transzy),

dla nastepujacych sposobdéw splaty kapitatu i odsetek:

1. jednorazowa splata kapitatu i odsetek po 4 latach,

2. jednorazowa splata kapitalu po 4 latach i odsetki ptatne po kazdym okresie,
3. rowne raty kapitatowe i odsetki ptatne po kazdym okresie,

4. réwne splaty ,czyli rata kapitalowa + odsetki = const.

Odpowiedz.
1. Jednorazowa splata kapitalu i odsetek po 4 latach.

okres | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata

1 1000 0,1 100 0 0
2 1100 0,1 110 0 0
3 1210 0,1 121 0 0
4 1331 0,1 133,1 1000 1464,1

suma 464, 1 1000 1464, 1
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2. Jednorazowa sptlata kapitatu po 4 latach i odsetki ptatne po kazdym okresie.

okres | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata
1 1000 0,1 100 0 100
2 1000 0,1 100 0 100
3 1000 0,1 100 0 100
4 1000 0,1 100 1000 1100

suma 400 1000 1400

3. Réwne raty kapitalowe i odsetki ptatne po kazdym okresie.

okres | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata
1 1000 0,1 100 250 350
2 750 0,1 75 250 325
3 500 0,1 50 250 300
4 250 0,1 25 250 275

suma 250 1000 1250

4. Réwne splaty.

okres | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata
1 1000 0,1 100 215,47 315,47
2 784,53 0,1 78,45 237,02 315,47
3 547,51 0,1 54,75 260,72 315,47
4 286,79 0,1 28,68 286,79 315,47

suma 261,88 1000 1261,88

Cwiczenie 1.3. Opracowaé schemat amortyzacji w przypadku rocznego kredytu w wysokosci
10 000 zl, sptacanego w rownych ratach ptatnych na koniec kazdego z czterech kwartatéw, przy
stopie procentowej nominalnej 24% (stope kwartalna wyznaczamy zgodnie z zasada réwnych
miesiecy).

Rozwigzanie. Mamy K = 10000, n =4, r; =ry =r3 =14 = 0.24/4 = 0.06, CFy, = CFy =

CF3 = CFy 4+ e,  gdzie e jest reszta wynikajaca 2z  zaokraglen
(0<e<0,01-%). CF; wyznaczamy ze wzoru
r(1+7r)"
Ch=K - ————
! 1+r)p—1’

gdzie r = r; = 0,06, a n = 4. Po zaokragleniu otrzymujemy C'F; = 2885,91 zt. Tyle samo
wynoszg kolejne dwie sptaty. Ostatnia splate nalezy powiekszy¢é o 2 grosze. Poniewaz splaty
przewyzszaja odsetki, to raty kapitalowe wyznaczamy ze wzoru

T, = CF; — 0.

Odpowiedz.
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kwartal | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata
1 10000 0,06 600 2285,91 2885,91

2 7714,09 0,06 462,85 2423,06 2885,91

3 5291,03 0,06 317,46 2568,45 2885,91

4 2722,58 0,06 163,35 2722,58 2885,93
suma 1543,66 10000 11543,66

Cwiczenie 1.4. Sporzadzi¢ schemat amortyzacji rocznego dlugu w wysokosci 10 000 zt, spta-
canego w czterech réwnych ratach kapitatowych przy oprocentowaniu zmiennym. W pierwszym
pélroczu oprocentowanie nominalne wynosito 20%, a w drugim 24% (stopy kwartalne wyzna-
czono zgodnie z zasadg réwnych miesiecy).

Rozwigzanie. Mamy K = 10000, n =4, r;1 =ry =0,2/4 = 0,05, r3 = r4 = 0.24/4 = 0.06,
T, =Ty, =T =T, = K/4 = 2500. Splaty wyznaczamy jako sumy rat kapitalowych i odsetek

CF;, =T, + O;.
Odpowiedz.

kwartal | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata
1 10000 0,05 500 2500 3000

2 7500 0,05 375 2500 2875

3 5000 0,06 300 2500 2800

4 2500 0,06 150 2500 2650
suma 1325 10000 11325

Cwiczenie 1.5. Klient zaciagnal na 12 miesiecy kredyt w wysokosci 1000 z1, przy nominalnej
stopie procentowej 12% . Wiemy, ze na koniec 3 miesigca klient zaplacit 200 zl, a na koniec
8 miesiaca 300 zl. Obliczy¢, ile ( zgodnie z zasada réwnych miesiecy ) klient musi zaptacié¢ na
koniec 12 miesiaca oraz ile wyniosa raty kapitatowe:

1. przy miesiecznej kapitalizacji odsetek,

2. stosujac US-rule.

Rozwiazanie.
1. Mamy
K =1000, n=12, r;=---=1r12=0,12/12=0,01, CF3=200, CFg= 300.

Szukamy CFis. Pozostale C'F; sa zerowe.
Salda S; wyznaczamy w nastepujacy sposob
S1 = K = 1000,

Siy1=54+0;, —CF;;, dlai=1,...11.

Szukane CFiy otrzymujemy z warunku

0 = S12 + 019 — CFis.
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Raty kapitalowe sg sptacane w 3, 8 i 12 miesiacu. Wynosza one
T3 =CF3 — 01 — O3 — O3,
Ty = CFg — O4 — O5 — Og — O7 — O,
T2 = CFi2 — Og — O10 — O11 — O12.

Co daje nastepujacy schemat amortyzacji:

miesigc | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata
1 1000 0,01 10 0 0
2 1010 0,01 10,1 0 0
3 1020,1 0,01 10,2 169,7 200
4 830,3 0,01 8,3 0 0
5 838,6 0,01 8,39 0 0
6 846,99 0,01 8,47 0 0
7 855,46 0,01 8,55 0 0
8 864,01 0,01 8,64 257,65 300
9 572,65 0,01 5,73 0 0
10 578,38 0,01 5,78 0 0
11 584,16 0,01 5,84 0 0
12 590 0,01 5,9 572,65 5959
suma 95,9 1000 1095,9
2. Mamy

K =1000, n=3, r =012/4=0,03, ry=012-5/12=0,05, r3=0,12/3 = 0,04,

CF; =200, CF;=300.
Szukamy C'Fj.

Otrzymujemy nastepujacy schemat amortyzacji:

okres | zadluzenie | stopa % | odsetki | rata kapitalowa | splata
1 1000 0,03 30 170 200
2 830 0,05 41,5 258.5 300
3 571,5 0,04 22,86 571,5 594,36
suma 94,36 1000 1094,36

Odpowiedz. Przy miesiecznej kapitalizacji odsetek ostatnia wptata wynosi 595,90 zt, a zgodnie
z US-rule 594,36 zt. Jak widaé, przy tej samej stopie nominalnej dtuzsze okresy kapitalizacji
zmniejszaja koszt kredytu. W obu przypadkach mamy trzy raty kapitatlowe, ktére wynosza

odpowiednio 169,70 zt, 257,65 zt 1 572,65 zt oraz 170 zl, 258,50 zt i 571,50 z1.



2. Pieniagdz

Liczba godzin 2.

Zakres materiatu:

Proces bogactwa. Proces akumulacji. Stopa zwrotu. Inflacja i realna stopa
zwrotu. Metoda strumieni pienieznych. Wspotczynnik dyskonta. Rodzaje ka-
pitalizacji: prosta, skladana, ciagta. Struktura liczenia dni (tzw. day count).
Inflacja i realna stopa zwrotu

2.1. Opis inwestycji finansowych

2.1.1. Ujecie ,globalne”

Rozwazmy inwestycje finansowa w okresie (Tp,T1). T' = T — T nazywa sie ,czasem zycia
inwestycji” lub ,horyzontem czasowym”.

Inwestycje modelujemy za pomoca procesu bogactwa (wealth process)
K: <T0,T1> — <0,00),
gdzie K (t) interpretujemy jako stan posiadania inwestora w chwili ¢.

W szczegdlnodci:
K = K(T)) oznacza kapital poczatkowy inwestora,
K(t) = 0 dla pewnego t oznacza bankructwo inwestora w chwili ¢.

Jezeli dodatkowo zalozymy, ze funkcja K(t) jest rosnaca, to méwimy o procesie akumu-
lacji. Taki proces wykorzystuje sie na przykiad do modelowania rachunku oszczednosciowego
a vista, ktérego posiadacz nie dokonywatl wyptat. Gdy poréwnujemy wartosci procesu akumu-
lacji w dwéch momentach t1 i tg, t1 < t2, to méwimy, ze kwota K (t1) zakumulowala sie do
kwoty K (t2) lub ze warto$é¢ skumulowana kwoty K (¢1) (zainwestowanej w chwili ¢1) w chwili o
wyniosta K (t3).

Zysk to réznica wartosci procesu bogactwa w dwéch momentach czasu.
Z(tg,tl) :K(tg)—K(tl), to > ty.

Jesli ¢; jest momentem rozpoczecia inwestycji (1 = Tp), to zwyczajowo opuszczamy jeden
argument funkcji Z.
Z(t)=Z(t,Ty) = K(t) — K.

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (© P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Uwaga 2.1. Gdy Z przyjmuje wartosé¢ ujemna, woéwczas mowimy o stracie.

Jesli K(t;) > 0, to mozemy okresli¢ stope zwrotu w okresie (t1,t2) (wzgledny przyrost
procesu bogactwa K (t))

) = S = e
K(t)— K

r(t) =r(t,Ty) = —r

Gdy modelowany proces jest ,mierzony” w pewnych jednostkach monetarnych, to stopa zwrotu
mowi nam, ile wynosi zysk z jednej jednostki monetarnej. Jak tatwo zauwazy¢, stopy zwrotu
wyznaczaja proces bogactwa. Mamy

K(t) = (1 + T(t))K, K(tQ) = (1 + T(tg,tl))K(tl).

Warto zwréci¢ uwage na zaleznosé ,,wielookresowej” stopy zwrotu od stép zwrotu w poszcze-
gblnych okresach.

Lemat 2.1. Niech tg < t1 < -+ < t,. Jezeli w okresie (t;_1,t;) stopa zwrotu wynosi r;,
i=1,...,n, to stopa zwrotu w okresie (ty,t,) wyniesie

n

r=]J0+r) -1

i=1

Dowad.
Korzystamy z zaleznoéci

K(t;) = K(tic)(L+r(ti, tic1)) = K(tic) (1 +15), 1=1,2,...,n.
Mnozac powyzsze réwnosci stronami, a nastepnie skracajac, otrzymujemy
K(ty,) = K(to)(1+71)...(L+7y).
Zatem

K(tn) - K(tO)

r= T(tna tO) = K(to)

=14+r)...14+r,) -1

2.1.2. Ujecie ,lokalne”

Z kazda inwestycja zwiazane sa przeplywy gotéwki (cash flows), zwane tez przeptywami
(strumieniami) pienieznymi

CFy,CFy,...,CF,,

ktore maja miejsce w chwili ¢; € (Tp, T1),
To=to<t; < <tn.
Niekiedy bedziemy stosowali zapis uproszczony
CF,,CFy,,...,CFy,.

Ujemna wartos¢ C'F; (lub CFy) oznacza wydatki, a dodatnia przychody. Zysk z inwestycji wy-
znaczamy wedlug nastepujacego wzoru:

Z=CFy+CFi+---+CF,.
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Gdy rozpatrujemy inwestycje jednookresowa (n = 1), taka, ze CFy < 0, a CF; > 0 (najpierw
inwestujemy), to wzér na stope zwrotu jest nastepujacy:
_CR+CF, _ CF

= —1.
|CFy |CFy

Przyktad

Inwestor kupit za 100 zt roczng obligacje. Po roku wyptata wyniosta 110 zl.
Mamy nastepujace dane:

czas zycia inwestycji 1 rok, zatem ¢ € (0, 1);

K (0) = 100,

K (1) = 110.

Dla t € (0,1) K(t) jest wartoécia rynkowa obligacji w momencie t.

Zysk i stopa zwrotu wynosza odpowiednio
10
Z =110—-100 =10 =—=0,1
" 100

Alternatywny opis wyglada nastepujaco:
CFy=-100, CF;=110.

Zatem zysk i stopa zwrotu wynosza odpowiednio

10
= =0,1.
| — 100]

Z =-100+ 110 = 10, r

Podsumowanie:
Proces bogactwa opisuje stan posiadania inwestora, a przeplywy gotéwki tylko stan jego ra-
chunku bankowego.

2.2. Przyklady procesé6w akumulacji

2.2.1. Odsetki proste (procent prosty)

Rachunek oszczednosciowy a vista, z odsetkami naliczanymi proporcjonalnie do czasu utrzy-
mywania lokaty, jest opisywany nastepujacym procesem akumulacji:

K(t)= K- (1+tr), gdzet kolejny okres lub jego czesé¢, t e (0,7), K = const.

Stopa zwrotu dla takiego procesu wynosi

2.2.2. Odsetki zlozone (procent zlozony)

Inna metoda naliczania odsetek opisana jest za pomoca funkcji wykladniczej zaleznej od
czasu
K(t)=K - (147)", gdzie t kolejny okres, ¢ (0,T), K = const.

Stopa zwrotu dla takiego procesu wynosi

(1) =1, r(t)_W_(1+r)t—1_tr+t(t2_1)r2+....

Jak widaé, réznica miedzy stopami zwrotu powyzszych proceséw jest rzedu r2.
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2.2.3. Okresowa kapitalizacja odsetek

W praktyce stosuje si¢ polaczenie obu sposobéw oprocentowania. Pomiedzy pelnymi okresa-
mi nalicza sie odsetki w sposéb prosty, a nastepnie dodaje sie odsetki do kapitatu (kapitalizacja
odsetek).

Kt)=K-1+n". 1+ @)r), te(0,T), K=const.
[t] czesé catkowita, (t) czesé ultamkowa (czyli t = [t] + (t), gdzie [t] € Z, (t) € (0,1)). Zauwazmy,
ze
K(it)— K
r(l) =7, r(t)= K@) - K }{ =1+n) 1+ @) -1
Ponizej (rys. 2.1) przedstawione sa wykresy opisanych powyzej trzech proceséw akumulacji:

y=K(1+tr), y=K1+7r) oraz y=K- -1+ 1+ @)r).

Rysunek 2.1. Poréwnanie proceséw akumulacji.

2.2.4. Kapitalizacja ciggta

Czasami wygodniej jest zapisywaé proces akumulacji opisujacy procent ztozony za pomoca
funkcji wyktadniczej o podstawie e.
K{t)=K-e", t€/(0,T), K = const.
Méwimy wéwezas o kapitalizacji cigglej. Wielkos¢é oznaczona litera v bedziemy nazywaé inten-
sywnoscia oprocentowania. Latwo wyrazié¢ ja za pomoca stopy procentowe] (procent zlozony)
y=In(l+r), r=¢€ -1
Uwaga 2.2. W niektérych ,zrédtach” v nazywa sie ,,chwilows stopa procentowa”.

Aby poréwnywac rézne procesy akumulacji, nalezy dokona¢ wyboru wspdlnej jednostki czasu
i ustali¢ wzorcowy typ procesu.
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2.2.5. Roczna skala czasowa

Od tej chwili jako jednostke czasu przyjmujemy rok kalendarzowy. Niech 7 — dlugosé okre-
su mierzona w latach (np. miesiac, kwartal, ...) r — stopa zwrotu jednookresowa (miesieczna,
kwartalna, ...), a # = 7! — stopa zwrotu w skali rocznej. Wowczas proces akumulacji opisujacy
procent prosty przyjmuje nastepujaca postaé

t
Kit)=K-(14r-)=K-(1+1tr).
T
Natomiast dla procentu zlozonego mamy
Kt)=K-(14r)7=K-(1+77)~.
Jezeli dtugosé okresu maleje do 0, to otrzymamy w granicy kapitalizacje ciagta z intensywnoscia
réwna 7
+ ~
lin%K (14 77)7 = Ke'.
T

Stad tez nazwa — kapitalizacja ciagla.

Uwaga 2.3. W matematyce aktuarialnej, dla podkreslenia, ze stopa procentowa podana jest w
skali rocznej, stosuje sie symbol (™). Oznacza on stope procentows (dla procentu prostego) dla
okresu % roku w skali rocznej. Jesli r oznacza oprocentowanie okresowe, to

Na przyklad w éwiczeniu 2.8 mamy iY = 0,08 i r = 0, 02.

Uwaga 2.4. W dalszym ciagu bedziemy oznaczaé¢ stopy zwrotu i stopy procentowe wymiennie
literami 7 i 7. Symbol r pochodzi od angielskiego rate of return i chetnie jest uzywany w finan-
sach, a ¢ od interest rate (lub rate of interest) i uzywany jest przez aktuariuszy.

2.2.6. Nominalna i efektywna stopa procentowa

Jak juz wspominali$émy, aby mdc porownywaé rozne procesy akumulacji, nalezy wybraé typ
wzorcowy procesu. Wybor oprocentowania prostego prowadzi do stopy nominalnej, a oprocen-
towania ztozonego do stopy efektywnej.

Niech K (t) bedzie pewnym procesem akumulacji.

Stopa nominalna w okresie (t,t + h) (¢t czas w latach)
in = in(h,t)
to taka stopa procentowa, ze
K(t+h)=K(t)- (1 + hip(h,t)),
czyli

. _ K@ +h) - K@)
in(h,t) = KD .
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Stopa efektywna w okresie (¢,t + h) (¢t czas w latach)
ief = tef(h,t)
to taka stopa procentowa, ze
K(t+h) = K(t)- (1 +ics(h,t)",

czyli
W K+ h)

IR0 -1

ief(h,t) =
Podobnie okresla sie efektywng intensywno$¢ oprocentowania w okresie (t,t + h)
Yef = Vef(hs ).
Jest to taka intensywnos¢, ze
K(t+h) = K(t) - eMerht),
czyli

Yer(hot) = ;Lm(w

Poréwnamy teraz graniczne wartoéci efektywnej intensywnosci i stopy nominalnej. Okazuje
sie, ze jezeli istnieja, to sg sobie réwne.

) =In(1 4 icp(h,t)).

Lemat 2.2. Dla ustalonego momentu t nastepujgce warunki sg rownowazne:
1. Prawostronna pochodna K w punkcie t istnieje i jest rowna k

L — Tim K(t—l—h)—K(t);
h—0t h

2. Efektywna intensywno$é ver(h,t) ma w punkcie h = 0 granicg %;
3. Stopa nominalna iy (h,t) ma w punkcie h = 0 granice ﬁ
Dowad.

1= 2.
Jedli K ma w t prawostronng pochodna, to rowniez ma jg ztozenie In oK. Zatem
In(K(t+ h)) — In(K(t)) k

. L In(K(t)) = RO

'Yef(hy t) =

2=3.
Przedstawimy 4, jako iloczyn dwoéch funkeji posiadajacych granice gdy h — 0.

K({t+h)—K(t) ehverht) 1 ehresht) _

.n h,t == == = *Ye h/,t .
in(h, 1) hEK (1) h hyer (o) Yer(hot)
Zatem
lim i, (h.t) = li et — 1 li ht)—1. "
hirélJrzn( ) )—hi}%{r hves (B t) hi%h%f( 1) = K(t)
3=1.

. K({t+h)-K(t) . K({t+h)-K(t)
hli{(% h = K1) hlgg)lJr hK(t) B
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— K(t) lim in(ht) = K(£)—— — k.

h—0*t K(t)
Przyktad
Odsetki proste K (t) = (1 +tr)K, t € (0,T).

K(t+h) - K@) _ (1+(t+hn)K—(1+t)K _

in(ht) = hE (1) - h(1+ tr)K

B hr B r
Ch(l4tr)  (14tr)

Jak wida¢, stopa nominalna nie zalezy od dlugosci okresu h i maleje wraz z uptywem czasu.
Najwigksza warto$¢ przyjmowana jest w momencie poczatkowym

n(h,0)

t+h _ LR
1+t7’

=

(1+ -1

1+tr)

Zauwazmy, ze dla okresow dlugoéci 1 stopa efektywna i nominalna sg rowne.

r r

er(1,1) = (1 —1= =1,(1,1).
Zef(v) (+1—|—t7“) 1+ tr Zn())
Efektywna intensywno$é wynosi
. 1 hr
Yef(h,t) = In(1 4 icp(h,t)) = Eln(l + T tr)'

A wiec ona réwniez maleje w miare uptywu czasu.

Przyktad
Odsetki zlozone K (t) = (1 +7)'K, t € (0,T).

K(t+h)— K@) (1+r)h-

hK (t) N h
Zauwazmy, ze stopa nominalna nie zalezy od ¢. Dla okreséw dlugosci 1 wynosi ona
in(1,t) =

K(t+h)
ORI

A zatem stopa efektywna jest stala. Podobnie efektywna intensywnosé

in(h,t) =

iey(hyt) = ( = (A +r)r—1=7

Yef(h,t) =1In(1 4 7).

Przyktad
Kapitalizacja ciagla K(t) = " K, t € (0,T).
K(t+h)—K(t) 1

in(h,t) = N0 = E(erh —1).
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Zauwazmy, ze stopa nominalna nie zalezy od t.

iy (h,t) = (WW’Z —l=(eM)r—1=e" 1

Jak widaé, stopa efektywna jest stata. Podobnie efektywna intensywnosé
Yef(h,t) =In(1 +dcp(h,t)) =1

Uwaga 2.5. W praktyce bankowej dla okresow do jednego roku stosuje sie zazwyczaj stope
nominalng, a dla dtuzszych efektywna.

2.2.7. Por6éwnanie stopy nominalnej i stopy efektywnej

Niech K (t) bedzie dowolnym procesem akumulacji. Okazuje sie, ze to, ktéra ze stop, nomi-
nalna czy efektywna, jest wieksza, zalezy tylko od dtugosci okresu h.

Lemat 2.3. Dla ustalonego procesu akumulacji K(t) i dowolnego czasu t > 0 zachodzq naste-
pujgce implikacje
0<h<l = iu(ht) <igp(h,t),
h=1 = iy(h,t) =icr(h,t),
h>1 = i,(h,t) >icr(h,t).

Dowad.
Korzystamy ze wzoru na stope nominalna
K({t+h)—K(t 1 K(t+h
oy~ KW K@) 1 KR
hK(t) h* K(t)

Ale jak wczesniej wyliczyliSmy

K(t+h) . h_ b

R ——— e 1 frd Fyef_

Zatem 1
i = —(eMer —1).
Zn h(e )

Rozwazmy funkcje

e’ —1
flx) =
dla x > 0. Mozna ja rozwinaé¢ w szereg potegowy zbiezny na calej prostej rzeczywiste;j.
1 o0 " o0 xn—l
f@ =22 =2
n=1 n=1

Pierwszy wyraz rozwiniecia jest staly, a wszystkie pozostale sa Scisle rosnace dla x > 0. Zatem
f tez jest Scisle rosnaca. Zauwazmy, ze

Z‘n = f(h"}/ef) *Yef-
Dla h =1 mamy in, = f(Yef) - Yef = €7/ — 1 =icy.
Dla 0 < h < 1 mamy i, < f(Vef) - Yey = €7ef — 1 =icy.
Dla h > 1 mamy in > f(Yef) - Vef = €7/ — 1 =icy.

Mozemy teraz przeformutowaé uwage 2.5 z poprzedniego podrozdziatu. W praktyce bankowej
do okreslenia wysokosci oprocentowania kredytéw i lokat uzywa sie min(ip,ics).
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2.2.8. Rachunek czasu w matematyce finansowej

Jak ustaliliSmy wczeéniej, czas mierzymy w latach. W zwiazku z tym zachodzi pytanie, jak
przelicza¢ dni na lata. Najprosciej byloby podzieli¢ liczbe dni przez dlugo$é roku. Problem
pojawia sie, gdy nastepuje zmiana roku zwyklego na przestepny lub odwrotnie?

Metody stosowane przez banki.

1. Dokladna liczba dni:
mq mao

t=— 4+ —,
365 366
gdzie: my — liczba dni w roku zwyklym, a mo — w przestepnym. Procent prosty obliczony
w oparciu o dokladng liczbe dni nazywa sie ,dokladnym procentem prostym” (ezact simple
interest).

Metoda ta jest dos¢ skomplikowana rachunkowo, dlatego stosuje sie tez inne, prostsze.
2. Zasada ré6wnych miesiecy.
Przyjmujemy, ze kazdy miesiac ma réwna liczbe dni — 30, a rok ma ich 360.

m
360°

gdzie: m — pomnozona przez 30 liczba pelnych kalendarzowych miesiecy, powickszona o liczbe

dni z ,napoczetego” miesiaca.

m = (D2 —D1)+30' (MQ —M1)+360' (R2 —Rl),

D1 M Ry oznacza date rozpoczecia inwestycji, a Dy Mo Ry date zakonczenia inwestycji. Procent
prosty obliczony w oparciu o zasade réwnych miesiecy nazywa si¢ ,zwyklym procentem pro-
stym” (ordinary simple interest).

3. Regula bankowa (Banker’s rule).

gdzie: m — dokladna liczba dni.

2.2.9. Dyskonto

O dyskoncie méwimy, gdy oplata za korzystanie z cudzych pieniedzy jest pobrana z ,géry”.
Stopa dyskonta nazywamy stosunek zysku (zwanego wtedy dyskontem) do koncowej wielkosci
kapitatu.

W skali rocznej stopa ta wynosi
tK(t)

gdzie: t — czas w latach. Stopa dyskonta jest Scidle zwiazana ze stopa zwrotu.
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Lemat 2.4.
(1-D@)Q+r() =1
Dowdad.
K@) -K(©0) . K(0)
PO=""km T Rey
K@) -K(©0)  K()
"O=""%e &0
Zatem
K(0) K(t) K(0) K(t)

=D)L +r®) =1~ 1= Za DO+ Gg =) = T o) =

Uwaga. W matematyce aktuarialnej, aby podkresli¢, ze stopa dyskonta podana jest w skali
rocznej, stosuje sie symbol d™. Oznacza on stope dyskonta dla okresu % roku w skali rocznej.
Jesli d = D(%) oznacza okresowg stope dyskonta, to

.1 dm)
d™ =D(=)=m-d i d=—.

m m
Okazuje sig, ze dla krétkiego okresu czasu (czyli duzego m) i ,gladkiego” procesu akumulacji

d™) malo rézni sie od (™) (wprowadzonego w §1.3.5).

Lemat 2.5. Jezeli proces akumulacji K(t), t € (0,T), ma prawostronng pochodng w ,,0” réwng
k, to

i ) = i i) = b
Dowad.
oy K () — K(0) 1 K() - K(0)
(3 =m =
K(0) K(0) =

Zatem gdy % zbiega do zera, to otrzymujemy w granicy %. Podobnie

KB -K©O) 1K) - K(©)
‘" = m—mn = T
K () E(m)  w
Zatem
lim ™ = lim —— lim K(m) = KO _ &
Przyktad

Rozwazmy proces akumulacji ,kapitalizacja ciggta” K(t) = K(0)e?. K(t) jest rézniczkowalny
w ,07 1 K'(0) = K(0)7y. Zatem

lim d™ = lim ™ = .
m—0o0 m—0o0
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2.3. Inflacja i realna stopa zwrotu

Za pomoca procesu bogactwa mozna tez modelowaé ,inflacje”, czyli spadek wartosci wybra-
nej jednostki monetarnej — JM.

Ustalamy pewien koszyk débr konsumpcyjnych. Na podstawie cen tych débr w chwili ¢
wyznaczamy C PI(t) —indeks cenowy konsumenta (consumer price index), czyli warto$¢ koszyka
w chwili ¢ wyrazona w JM. Stopa inflacji w okresie (t1,t2), to wzgledny przyrost C PI

CPI(ty) — CPI(t)
CPI(t)

ropr(ta, t1) =

Niech K (t) bedzie pewnym procesem bogactwa. Jezeli chcemy ocenié, ile dobr konsumpcyjnych
mozna naby¢ za K(t) JM w chwili ¢, to musimy przeliczy¢ K (t) na ,koszyki”, czyli wyznaczyé
wielko$é¢ zwang jego realng wartoécia

K(t)

Kreal(t) = CPI(t)

Stope zwrotu procesu bogactwa K., nazywamy ,realng stopa zwrotu”. Mozna ja tatwo wy-
znaczy¢, znajac stope zwrotu procesu K (t) i stope inflacji.

Lemat 2.6. Wz6r Fishera.

r(t2,t1) — repr(te, t1)
1+ rcpr(te, t1)

Treal (tg, tl) =

Dowdad.
Kreqi(t2) K(ty) CPI(t1)
reatat =———1-1= . —1=
rreal(t2; t1) Kyeat (1) K(t1) CPI(ty)
_Lrlte,ty) o r(te,tr) —repr(ta, t)
1+ repr(te, t1) 1+ repr(te, ty)

Uwaga. Dla odréznienia od realnej stopy zwrotu stope r(t2,t1) nazywa sie ,nominalna stopa
zwrotu”.

2.4. Cwiczenia

Cwiczenie 2.1. Rozwazmy proces bogactwa K (t) = 2 4+ 2t + 3, gdzie
t € (0,1000) — czas w miesiacach,

a) sprawdzié, czy jest to proces akumulacji,

b) obliczy¢ miesieczny zysk Z,, dla n-tego miesiaca,

c) obliczy¢ miesieczna stope zwrotu 7, dla n-tego miesiaca.

Rozwiazanie.

a) Dla t > 0 funkcja kwadratowa K (t) = t? 4+ 2t + 3 jest écigle rosnaca, zatem
K jest procesem akumulacji.

b) Zn=Kn)—Kn—-1)=n?>+2n+3—-(n—-12-2(n—-1) -3 =2n+1.

K(n)—K(n—1 2n+1
c) rn = (1)<(n—(1) ) — n2i2'
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Odpowiedz. K jest procesem akumulacji. W n-tym miesigcu zysk wynosi 2n + 1, a stopa
2n+1

zwrotu PYRIR

Cwiczenie 2.2. Wiadomo, ze proces akumulacji K (t) ma postaé¢ a -t + b, gdzie t € (0,100)
— czas w latach. Wyznaczy¢ stope zwrotu w okresie (5,10), jezeli wiadomo, ze 100 jednostek
monetarnych zainwestowanych w chwili 0 akumuluje sie do 172 po 3 latach.

Rozwigzanie. Z warunku K(0) = 100, wynika, ze b = 100. Mamy takze K(3) = 172, co
oznacza, ze a - 32 4+ 100 = 172 czyli a = 8. Zatem
K(5)=8-52 4100 = 300, K(10) =8-10% + 100 = 900

K(10) — K(5) _ 900 -300 _,

rGA0) = —m T T 3w

Odpowiedz. Stopa zwrotu w okresie (5,10) wynosi 200%, tzn. w ciagu tych pieciu lat kapital
ulegt potrojeniu.

Cwiczenie 2.3. Inwestor zainwestowal na gieldzie 1024 z}. W pierwszym miesigcu ponist
strate, stopa zwrotu wyniosta ~50%. Natomiast w kolejnych miesiacach stopy zwrotu wyniosty
+25%.

a) Wyznaczy¢ stope zwrotu z pierwszego polrocza.

b) Wyznaczy¢ wartosé inwestycji po p6t roku.

c¢) Po ilu miesiacach inwestycja zaczela przynosié¢ zysk?

Rozwiagzanie. Jako jednostke czasu przyjmiemy miesiac.

54 3125
= — 5 — = —- — = — — =
r(6) = (1 —0.5)(1+ 0.25) 1 e 1 5018 1 = 0.52588.
Zatem
K(6) = K(0)(1 +r(6)) = 10245222 _ 1562.5
- MO = S50 T 0
Ponadto zauwazmy, ze
5 125
r(4) =(1-0.5)(14+0.25)° - 1= o5~ 1=-0.023 <0,
625
r@%:ﬂ—&@@+&%f-1:gﬁ_1:gm1>Q

Odpowiedz. Stopa zwrotu za pierwsze polrocze wyniosta 52.59%. Inwestycja po pél roku byta
warta 1562.5 zt, ale zysk przyniosta dopiero w piatym miesigcu od momemtu zainwestowania
pieniedzy.

Cwiczenie 2.4. Bank udzielil pozyczki w wysokosci 1000 z}. Pozyczkobiorca splacil ja w trzech
ratach. Po po6t roku wptacit 500 zt, po 7 miesiacach 300, a po roku kolejne 300. Wyznaczy¢ taczna
kwote odsetek pobranych przez bank.
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Rozwiazanie. Przeanalizujemy zadanie z punktu widzenia banku. Mamy cztery przeptywy
gotéwki
CFy=—-1000, CF; =500, CF, =300, CF;=300.

Zatem zysk banku (odsetki) wynosi
Z =CFy+ CF, + CF, + CF3 = —1000 + 500 4 300 + 300 = 100.

Odpowiedz. Bank pobrat 100 zt odsetek.

Cwiczenie 2.5. Obliczy¢ wartosé skumulowana 2000 EUR zainwestowanych na pél roku na,
procent prosty, przy stopie procentowej 8% rocznie.

Rozwigzanie. Na podstawie definicji procentu prostego mamy
K(0.5) =2000(1 4 0.5 - 0.08) = 2000 - 1.04 = 2080.

Odpowiedz. Po pét roku inwestor otrzymal 2080 EUR.

Cwiczenie 2.6. Obliczy¢ wartosé skumulowang 2000 EUR zainwestowanych na cztery lata na
procent skladany przy stopie procentowej 8% rocznie.

Rozwiagzanie. Na podstawie definicji procentu sktadanego mamy
K (4) = 2000(1.08)* = 2000 - 1.36049 = 2720.98.
Odpowiedz. Po czterech latach inwestor otrzymat 2720.98 EUR.

Cwiczenie 2.7. Obliczyé wartoéé¢ skumulowana 2000 EUR zainwestowanych na cztery i pél
roku przy stopie procentowej 8% rocznie i rocznej kapitalizacji odsetek.

Rozwiazanie. Roczna kapitalizacja odsetek oznacza, ze
K (4.5) =2000(1 4 0.08)(1 4+ 0.08)(1 + 0.08)(1 + 0.08)(1 + 0.5-0.08) =

= 2000 - 1.08* - 1.04 = 2000 - 1.41491 = 2829.82.

Odpowiedz. Po czterech i pél roku inwestor otrzymat 2829.82 EUR.

Cwiczenie 2.8. Obliczy¢ wartoéé skumulowana kwoty 500 zl zainwestowanej na pieé lat na
8% (w skali rocznej) skladane kwartalnie.

Rozwiagzanie.
0.08, 4.
K(5) = 500(1 + —=)*"

Odpowiedz. Po pieciu latach inwestor otrzyma 742.97 zt.

= 500(1.02)%° = 742.97
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Cwiczenie 2.9. Rozwazmy proces akumulacji K (t), gdzie t € (0,20) czas w latach. Niech 7,
roczna stopa zwrotu w n-tym roku. Pokazaé, ze r, = icp(1,n —1).

Rozwigzanie. Z definicji efektywnej 1 rocznej (h = 1!) stopy procentowej w n-tym roku

mamy
K(n)=K(n—1)(1+ic(1,n—1)).
Zatem
K(n) K(n—1)(14+1ie(1,n—1)) .
" Rmo1) T K(n—fl) ~1=iep(lin—1).

Cwiczenie 2.10. Obliczyé wysokosé odsetek, jakie zarobil kapital 2000 USD zdeponowany w
banku 17 czerwca 1999 roku, jesli pienigdze zostaly wyptacone 10 wrzesnia tego samego roku,
a stopa procentu prostego wynosita 8%. Zastosowaé trzy metody obliczania czasu.

Rozwiazanie. Dokladne oprocentowanie proste. Dokladna liczba dni inwestycji wynosi 85.
Zatem otrzymujemy

85
2000 - 0.08 — = 37.2
000-0 08365 37.26

Reguta rownych miesiecy. Formula na obliczanie przyblizonej liczby dni daje wynik
360(0) +30(9 —6) + (10 — 17) =83

Stad

83
2000 - 0.08 = = 36.89
360

Natomiast reguta bankiera daje nastepujacy wynik

85
2000 - 0.08 — = 37.78.
000 008360 37.78

Odpowiedz. Odsetki obliczone wedtug dokladnej liczby dni wyniosty 37.26 USD, zgodnie z
zasada réownych miesiecy 36.89 USD, a wedlug reguty bankowej 37.78 USD.

Cwiczenie 2.11. Poréwnujemy dwie roczne inwestycje o tej samej stopie zwrotu i tej samej
stopie dyskonta. Wiemy o nich, co nastepuje:

e Inwestycja A. Zysk platny na koncu roku z zainwestowania kwoty K na  jeden rok wynosi
336.

e Inwestycja B. Dyskonto dla wyptaty K wynosi 300.

Obliczy¢ wielkos¢é kwoty K, roczng stope zwrotu r i roczng stope dyskonta d.

Rozwigzanie. Na podstawie warunkéw zadania mamy
K(1+r)=K+336

oraz
(K —300)(1 +r) = K.

Wstawiajac 1 + r z pierwszego rownania do drugiego, dostajemy

K + 336
K —300)—"= = K.
(K —300) =
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Mnozac stronami przez K, mamy
(K —300)(K + 336) = K*
co sprowadza sie¢ do réwnania
36 - K =300 - 336
stad K = 2800. Ponadto otrzymujemy

336 300
r K 5 K

Odpowiedz. Kwota K wynosi 2800. Natomiast stopy zwrotu i dyskonta wynosza odpowiednio
12% 1 10.71%.

Cwiczenie 2.12. Bank proponuje swoim klientom roczna lokate o oprocentowaniu statym 8%.

Wyznaczy¢ realna stope zwrotu z tej lokaty, jesli roczna stopa inflacji m wyniesie
a) 5%, b) ™%, c¢) 10%.

Rozwiazanie.
T —1T
Treal = mv
Zatem 0.08 — 0.05
= T 0.0286
"= 005 ’
0.08 — 0.07
— T 0.0093
"= T 007 ’
0.08 — 0.1
— T T 0.0182.
T T 01

Odpowiedz. Realna stopa zwrotu wyniesie odpowiednio 2.86%, 0.93% i —1.82%.



3. Struktura terminowa stép procentowych

Liczba godzin 2.

Zakres materiatu:

Wartosé pieniadza w czasie. Struktura terminowa stop procentowych. Stopy
spotowe i terminowe. Kontrakty FRA i opcje.

3.1. Wprowadzenie

Rozwazmy inwestycje o dwu przeptywach gotéwki Cp < 0 w momencie Ty i C7 > 0 w T,
Ty=Ty+t (I‘yS. 12)

Cy

T
Co

Rysunek 3.1. Przeptywy gotowki.

Efektywnoéé takiej inwestycji daje sie opisaé na kilka sposobéw. Na przyktad mozemy pytaé
o nastepujace wielkosci:
1. Tle kosztuje w chwili Ty 1 jednostka monetarna (np. 1 zt), platna w chwili 717
5_ Gl
&
B nazywamy czynnikiem dyskontujacym. Zauwazmy, ze B =1 — D, gdzie D stopa dyskonta.
2. Jaka jest (efektywna) stopa zwrotu?

Cy
|Col

3. Jaka jest (efektywna) intensywnos¢ oprocentowania?

R= (=)t —1.

Cy

_ 1
R=—-In(—
£ )

).

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (© P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Powyzsze wielkosci sa ze sobg powiazane:

R=—

R=ef—1=B"1t_1.

Struktura terminowa to relacja miedzy efektywnoscia opisanej powyzej inwestycji, a cza-
sem pozostalym do momentu zapadalnosci. R(t) i R(t),

R, R:{0,00) — (0,00),

opisuja strukture terminowa stép zwrotu (stop procentowych). Ich wykresy nazywa sie ,krzywa
dochodowosci” lub krzywa zwrotéw” (yield curve). Natomiast B(t),

B :(0,00) — (0, 00).
opisuje strukture terminowa czynnika dyskontujacego.

Mamy nastepujace ograniczenia (warunki brzegowe) na funkcje B:

B(0)=1, lim B(t)=0.

t—oo

Ponadto B(t) jest $cisle malejaca.
Rzeczywiscie, gdyby dla pewnych t1 < t9, B(t1) < B(ts2), to prosciej byloby otrzymaé 1 jed-
nostke monetarng w momencie t; i przechowaé¢ ja do momentu to.

Rynek dostarcza nam informacje tylko o wartosciach B w skonczonej liczbie punktéw. Dlate-
go, bez ograniczania ogdélnosci rozwazan, w modelowaniu przyjmuje sie, ze B jest funkcja klasy
C! (byé¢ moze poza skoniczong liczba punktéw) i ma w punkcie 0 pochodna prawostronng. Po-
zwala to zdefiniowaé chwilowa stope (intensywnosé) spot 6(0) i chwilowe stopy (intensywnosci)
forward 6(t), t > 0.

dInB(t)  B'(t)

5(t) = =— §(0) = =B'(0%).
(1) =- B 00 =B
Zauwazmy, ze skoro B jest $ciSle malejaca, to ¢ jest prawie wszedzie dodatnia. Ponadto
¢ B 1t
B(t) = exp(— / 5(s)ds). R(t) = / 5(s)ds.
0 0

3.2. Interpretacja R(t) i §(t)
R(t) jest érednig z 6(s) dla 0 < s < t. Dlatego tez krzywe bedace wykresami R(t) i 6(¢)

maja ,podobny ksztalt”. Spoérdd wszystkich mozliwych ksztattow tych krzywych wyrdznia sie
cztery typowe ([13] s. 120, [19] §3.4).

d(t) — funkcja stala. Plaska struktura terminowa. Rynek w réwnowadze. Rys. 3.2.

0(t) — funkcja malejaca. Rynek oczekuje spadku stép procentowych (oczekiwany jest spadek
inflacji lub spadek zapotrzebowania na kapital zwiazany ze spadkiem aktywnosci gospodarczej).
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Rysunek 3.2. Plaska struktura terminowa.

Rysunek 3.3. 4(f) malejaca.

Rys. 3.3.

d(t) — funkcja rosnaca. Rynek oczekuje wzrostu stop procentowych (oczekiwany jest wzrost
inflacji lub wzrost zapotrzebowania na kapital wynikajacy ze wzrostu aktywnosci gospodarczej).
Rys. 3.4.

d(t) — posiada maksimum tzw. garb (hump). Rynek oczekuje spadku stép procentowych w

dalszej przysztosci, ale réwnoczesnie jest duzy popyt na papiery krotkoterminowe. Rys. 3.5.

Powyzsze rysunki sg ilustracjg tzw. faktow stylizowanych, tzn. pewnych uproszczen sytuacji,
z ktérymi spotykamy sie w zyciu. Strukture terminowa modelujemy za pomocg rodziny funkcji
zaleznych od parametréow. Dobry model powinien opisywadé fakty stylizowane.

3.3. Przyklady struktur terminowych

Dla wiekszej czytelnosci zapisu wprowadzimy nowa funkcje

Y(t) = —In B(f) = /Oté(s)ds.
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Rysunek 3.4. §(t) rosnaca.

-1

Rysunek 3.5. Garb.

Niektérzy autorzy nazywaja ja funkcja dochodowosci (yield function).

3.3.1. Struktura terminowa ptaska
d(t) = § — funkcja stala. Wowczas:
Y(t)=t-8, R(t)=46, B(t)=e R(t)=¢ —1.
Zauwazmy, ze wartosci B(t), dla t € (t1,t2), sa wazonymi $rednimi geometrycznymi wartosci
poczatkowej i koncowej.
Lemat 3.1. Jesli 0 < t1 <t <tgy to

to—t t—tq

B(t) = B(t1)5 11 B(ts) 1.

Dowdd.

to—t

t—tq

B(ty)2-%1 B(tg) 211 =
to — 1t t—1t
2 £8 1

ty — 11 tg—1

= exp(—t10 ) = exp(—td) = B(t).
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3.3.2. Struktura terminowa kawalkami pltaska
0(t) — funkcja kawalkami stata.

6(t) = 6; gdy t € [ti—1,ti],
gdzie 0 =tg < t; <ty < -+ < t, = +o0. Wowczas dla t € [t;_1,t;] mamy:

Y(t) =Y (ti1)+(t—ti-1)di, B(t) = B(t1) exp(—(t—t;-1)d;), R(t) = 5i+%(ﬁ(tifl)—5i)a R(0) = 41.

Lemat 3.2. Diai <n it € [t;—1,t;] zachodzi:

In(B(t;)) — In(B(t;—1))
t; —ti—1 ’

5i =

t;—t t—t;_q1

B(t) = B(tifl)tiftifl B(ti)tiftifl .

Strukture kawatkami plaska stosujemy gdy znamy tylko skonczona liczbe wartosci B(t), a
w pozostaltych punktach interpolujemy B za pomoca Sredniej geometrycznej wazonej.

3.3.3. Wz6r Stoodleya

S

o(t) = S —r
(*) p+1+r65t

p,r,5 > 0.

Wowezas

1+ rest
1+7r

).

Y(t) = /Ot d(s)ds = (p+ s)t — In( ).

1. 1+4rest
R(t) = _ 0
(®)=p+s— (=

1 T
B(#) = —(p+s)t —pt_
®) 1+ Te + 14 re
Jak widaé¢ z powyzszego, B(t) jest $rednia wazona czynnikéw dyskontujacych wyznaczonych
przez plaskie struktury terminowe. Wzér Stoodleya stosuje sie, gdy inwestor oczekuje, ze w
przysztosci bedzie obwiazywacé jedna z dwu plaskich struktur terminowych, ale nie wie ktoéra.

Wtasnosci funkcji 4.
Funkcja § jest $cisle malejaca.

3.3.4. Wzér Nelsona-Siegela

Wz6r Nelsona-Siegela ([25, §15.4]) jest czesto uzywany do przyblizonego opisu struktury
terminowe;.

3(0) = B+ B exp(~—) + B exp(—),

b

5 D=0

7>0, B0=>0, Bo+01 20, (B2<O0AB2<pr)= Po+ B2exp(



36 3. Struktura terminowa stép procentowych

Pt

-

Rysunek 3.6. Wykres funkcji Stoodleya.

Wéwcezas

Y(t) = /Ot 5(s)ds = (Bos — 781 exp(==) = 72> + 1) exp(—2))§ =

S

T
t t t

= Bot — 751 eXP(—;) — 752(; + 1)eXp(—;) +701 + 7102 =

= ot = 781 + B2)(exp(—) — 1) — ot exp(—1),

Rt = 20 gy — 51+ ) T2 L g e

t

_;)

Zaleta wzoru Nelsona-Siegela jest liniowa zaleznoéé R od parametréw 3. Co przy ustalonym pa-
rametrze skali 7 pozwala je wyznaczy¢ (na podstawie danych empirycznych) za pomoca metody
najmniejszych kwadratow. Zauwazmy, ze:

R(0) = 4(0) = fo + 1, Jim R(t) = lim §(t) = fo.

t—oo

Ponadto 1 y ‘1 ;
§'(t) = —Pr—exp(—=) + Ba(1 — =)= exp(—=) =
T T T'T T

= ~exp(- D)(~fu+ 2~ o).

Czyli pochodna &' zeruje sie i zmienia znak, gdy

t_B—f B

- =1-2L
T B2 B2
Zatem intensywnosé 0(t) posiada ekstremum, gdy
by
B2

Dla parametru (2 dodatniego jest to maksimum, a dla ujemnego minimum. Maksymalna i
odpowiednio minimalna intensywnos$¢ wynosza
B

wﬂ—&»:%+@mm2—u
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0

A

Bo + B
Bo

. -t
T(B2 — B1)/ B2

Rysunek 3.7. Wykres funkcji Nelsona-Siegela dla 61 = Gy i B2 = 50p.

3.3.5. Wzdr Vasicka

W tym przypadku wzér na funkcje dochodowosci Y (t) jest koncowym wnioskiem ze stocha-
stycznego modelu struktury terminowej, znanego jako model Vasicka ([20, §5.2], [25, §7.4.1]).
Model Vasicka zalezy od czterech dodatnich parametréow a, b, o i . Ponadto musi by¢ spetniony
warunek 2ab > o2. Najprostszy opis otrzymamy wprowadzajac dwie funkcje pomocnicze Aj(t)
i As(t) takie, ze

A =1—ads, A5(0) =0,
0

Y(t) = Ai(t) + As(t)r i {A{:bAQ_;ngg, A1(0) = 0.

Po scatkowaniu otrzymujemy

Ayft) = (1),
% —2ab o?
Ai(t) = =5 (Aa(t) = 1) + @Ag(t).

Funkcja Asg jest $cisle rosnaca, A3(0) = 01 limy_.o Aa(t) = %

Chwilowa intensywnos$¢ otrzymujemy, rozniczkujac Y (t).

5(t) =Y'(t) = A{(t) + Ag (t)r =

1 1
= (1 —aA2)r + (bAs — 50214%) =r+(b—ar)As — 502143.
Zauwazmy, ze 0(0) = r i limy_o () = 2“;’(1_2‘72. Co jest uzasadnieniem warunku 2ab > o2

(funkcja §(t) powinna by¢ nieujemna dla wszystkich dodatnich ¢).

Okazuje sie, ze dobierajac odpowiednio parametry, mozemy otrzymac funkcje § monotonicz-
ng lub z jednym maksimum.

Lemat 3.3. Jezeli b — ar < 0, to funkcja & jest $cisle malejgca.

. 2 ‘ L .
Jezeli 0 < b—ar < 2=, to funkcja & poczqtkowo rosnie, a potem maleje.
Jezeli % < b —ar, to funkcja § jest Scisle rosngca.
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Dowad.
Funkcje § mozemy zapisa¢ w postaci funkcji ztozonej

o2
5(t) = P(A2(t)), P(z)=r+(b—ar)z — ?:172.

Trojmian kwadratowy P(x) przyjmuje maksimum w punkcie x,, = b;;”. Badamy monotonicz-

no$¢ P(z) w przedziale (0, 1), czyli domknieciu obrazu funkcji As(t).

Gdy @, nalezy do przedzialu otwartego (0, 1), to tréjmian P(z) ma ,garb”, najpierw roénie,
a potem maleje. Gdy x,, lezy na lewo od tego przedziatu (z,, < 0), to tréjmian P jest $cisle
malejacy, a gdy na prawo (z,, > %), to §cisle rosnacy. Poniewaz funkcja Aa(t) jest Scisle rosnaca,
to samo dotyczy funkeji 4.

Interpretacja parametréw modelu:
r — chwilowa stopa procentowa,
o — wielkos¢ zaburzen losowych,

b

= — polozenie réwnowagi, do ktérego ,dazy” model (nie osiggane ze wzgledu na zaburzenia),

a — szybko$¢ reakcji modelu na zaburzenia.

3.3.6. Wzdér CIR

Tym razem wzoér na funkcje dochodowosci Y (¢) jest koncowym wnioskiem ze stochastycznego
modelu struktury terminowej, znanego jako model Coxa, Ingersolla, Rosa ([20, §5.2], [25, §7.4.2]).
Model ten zalezy od czterech dodatnich parametréw a, b, ¢ i r. Podobnie jak poprzednio,
najprosciej opisa¢ go, wprowadzajac dwie funkcje pomocnicze A;(t) i Aa(t) takie, ze

_ . AJ=1—ady; — 0243, Ay(0) =0,
YO) =4+ A0r i { Al = bA,, A;(0) = 0.

Po scatkowaniu otrzymujemy

inh(~t o5

- 7 cosh(yt) + § sinh(vt)

2b ~ exp(%)
At) = =21 2
1(®) n(’y cosh(vt) + § sinh(~t)

o2
Funkcja Ay jest $cisle rosnaca, A2(0) = 01 limy_,oo Ao(t) = a =

).
_2
a+2vy"

Chwilowa intensywno$¢ otrzymujemy, rézniczkujac Y ().

0(t) =Y '(t) = A{(t) + A3 (t)r =
1 1
=bAy+ (1 —ady — 50214%)7“ =r+(b—ar)Az — 5027“14%.

Zauwazmy, ze 0(0) = 7 1 limy_, I(t) = ba.. Okazuje sie, ze tak jak w modelu Vasicka, dobierajac
odpowiednio parametry, mozemy otrzymaé funkcje § monotoniczna lub z jednym maksimum.
Stosujac podobne rozumowanie jak w poprzednim podrozdziale, pokazujemy, ze:

Lemat 3.4. Jezeli b — ar < 0, to funkcja 6 jest scisle malejgca.
Jezeli 0 < b — ar < o?ar, to funkcja 6 poczgtkowo rosnie, a potem maleje.
Jezeli c’ar < b — ar, to funkcja & jest $cisle rosngca.

Interpretacja parametréw jest identyczna jak w modelu Vasicka.
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3.4. Instrumenty pochodne

3.4.1. Kontrakty FRA

FRA (ang. Forward Rate Agreement) to umowa pomiedzy dwoma kontrahentami, ktérzy
ustalaja wysokos¢ stopy procentowej majacej obowiazywaé w przysztosci dla okreslonej kwoty
wyrazonej w walucie transakcji dla z géry ustalonego okresu.

W kontrakcie FRA sa dwie strony transakcji:

1. Dluga pozycja (ang. long position — a FRA buyer) otrzymuje przeplyw determinowany

przez stawke referencyjna, w zamian za stawke stala kontraktu (co niekiedy, w celu unikniecia
popelnienia bledu, bywa zapisywane jako: RECEIVE floating and PAY fixed),
2. Krétka pozycja (ang. short position — a FRA seller) otrzymuje przeplyw staly (ktérego wyso-
ko$¢ w rzeczywistosci jest ustalona w dniu zawarcia transakcji) w zamian za stawke referencyjna
(RECEIVE fixed and PAY floating).

W kontrakcie FRA wystepuje:

1. Data zawarcia transakcji (ang. transaction date) T,

2. Data ustalenia stawki referencyjnej (ang. fixing date) T,

3. Data rozpoczecia okresu odsetkowego obowiazywania stawki referencyjnej (ang. start date)
Ts; przewaznie jest to data spot (tzn. drugi kolejny dzien roboczy) od dnia fixingu stawki,

4. Data zakonczenia okresu odsetkowego obowiazywania stawki referencyjnej (ang. end date)
T..

T <Typ<Ts<T.

Stopy (stawki) r.cf i 7Fr4 podawane sa w skali rocznej.

Rozliczenie kontraktu nastepuje w drugim kolejnym dniu roboczym po ustaleniu stawki
T, = Tt + spot, ktéry przewaznie pokrywa si¢ z data rozpoczecia okresu odsetkowego obo-
wiazywania stawki referencyjnej. Podczas rozliczania kontraktu nie dochodzi do rzeczywistej
wymiany odsetek a jedynie do transferu zdyskontowanej réznicy stop |rrer — rrpal - (Te — T5)
w odpowiednim kierunku. A zatem, gdy T,, = Ts, to wyplaty (tzw. kwoty kompensacyjne)
Wynosza

(Tref - TFRA)(TB - Ts)
1+ Tref(Te — TS)
gdzie K kwota kontraktu (umowna kwota kapitatlu, na ktéry opiewa kontrakt), a czas jest

liczony w latach (por. [4, §8.1.2.3]).

Stawki rrra sa Scisle powiazane ze struktura terminowa stép procentowych w dniu zawarcia
transakcji.

Lemat 3.5.

CFbuyer =K = _CFseller7

Dowoad.

Rozwazmy dwie inwestycje:

A. Sprzedaz kontraktu FRA na okres < T, T, > na kwote 1 i kupno 1 obligacji ptacacej 1 w
chwili T%.

B. Kupno obligacji ptacacych 1 w chwili T za kwote B(T; — T}) i ich sprzedaz w chwili 7.
Rozliczenie.

W chwili zawarcia transakcji mamy:

CFyr1, = —B(Ts —1T;) = CFpr,.



40 3. Struktura terminowa stép procentowych

Rozliczenie obu transakcji nastapi w chwili Ty = T’ + spot.

(TFRA - rref)(Te - Ts)
1+ 7nref(,Te - Ts) ’
B(Ts —T})
B(Te = Ti)(1 + rref(Te — Ti))

Po przyréwnaniu obydwu wyplat otrzymujemy

CFA,TS =1+

CFpr, =

(1 + Tref(Te - Ts)) + (TFRA - Tref)(Te - Ts) =

Co po uproszczeniu daje teze lematu.

3.4.2. Kontrakty TRS

Swap stopy procentowej, IRS (ang. interest rate swap), to kontrakt wymiany platnosci od-
setkowych, jeden z podstawowych instrumentéw pochodnych, bedacy przedmiotem obrotu na
rynku miedzybankowym. IRS jest umowsa pomiedzy dwiema stronami, na podstawie ktérej stro-
ny wyplacaja sobie wzajemnie (w okre$lonych odstepach czasu w trakcie trwania kontraktu)
odsetki od umownego nominalu kontraktu, naliczane wedlug odmiennie zdefiniowanych stép
procentowych. Transakcja IRS moze byé traktowana jako seria kontraktow FRA, albo jako
wymiana odsetek od dwdéch obligacji kuponowych.

Obecnie w coraz wickszym zakresie transakcje IRS zawierane sa przez korporacje. Dokonuja
tego m.in. w celu zapewnienia sobie stalego kosztu finansowania (receive floating rate and pay
fixed), albo pozyskania tanszego finansowania w walucie obcej (receive foreing fixed rate vs. pay
domestic fixed rate).

W rodzinie IRS mozna wyrdznié:

1. Prosty (waniliowy) swap stopy procentowej (ang. plain vanilla IRS) — strony wymieniaja
sie przeplywami uzaleznionymi od stopy stalej i zmiennej (fixed rate vs. floating rate).

2. Basis swap - obie strony ptaca odsetki wg réznej stopy zmiennej, np. WIBOR 3-miesieczny
w zamian za WIBOR 6-miesieczny (floating rate vs. floating rate).

3. Walutowy swap stopy procentowej (ang. currency IRS, CIRS) — strony wymieniaja sie plat-
nosciami denominowanymi w réznych walutach. Nie nalezy go myli¢ ze swapem walutowym.

W waniliowej transakcji IRS wyrdznia sie dwie pozycje, przy czym to kierunek platnosci
stawki zmiennej okresla jaka pozycje zajmuje kontrahent w transakcji IRS:

1. Kontrahent A zajmuje dluga pozycje w stopie zmiennej — referencyjnej, gdy otrzymuje
przeplyw wyznaczony przez stawke zmienna w zamian za ustalong stawke stala (RECEIVE
floating and PAY fixed).

2. Kontrahent B zajmuje krétka pozycje w stopie zmiennej (ang. short position), gdy placi
odsetki okreslone przez stawke zmienng, a w zamian otrzymuje ptatnoéci determinowane przez
stawke statla (RECEIVE fixed and PAY floating).

W charakterze stopy zmiennej wystepuje zazwyczaj stopa "rynkowa” (LIBOR, EURIBOR, WI-
BOR lub inna, zaleznie od rynku). Wysoko$¢ stopy stalej dla standardowych kontraktéw jest
kwotowana przez banki i zwana stopa swapowa (ang. swap rate). Jest ona dobrana w taki
sposéb, by poczatkowa warto$é kontraktu byta zerowa.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze wysokoS¢ stopy zmiennej ptaconej w danym okresie odsetkowym
standardowo ustalana jest z géry na poczatku tego okresu (tak jak dla lokat bankowych). Niekie-
dy spotykane sa kontrakty, w ktérych stopa ta ustalana jest z dotu (tzw. ang. LIA swap lub Libor
in arrears swap). Naleza one jednak do grupy skomplikowanych w wycenie, tzw. egzotycznych
instrumentéw pochodnych.
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3.4.3. Opcje na stope procentowsy

Opcja na gérny putap stopy procentowej (interest rate cap)
jest instrumentem stuzacym do ochrony réznego rodzaju zobowiazan gléwnie diugotermino-
wych przed wzrostem stopy procentowej. Przedmiotem zabezpieczenia moga by¢ na przyktad
dhugoterminowe kredyty lub réznego rodzaju instrumenty finansowe, ktorych oprocentowanie
jest zmienne i ustalane na bazie danej stawki referencyjnej. Opcja cap jest wielookresowym
odpowiednikiem opcji call. W wyniku zawarcia transakcji cap nabywca opcji otrzymuje gwa-
rancje od sprzedawcy, ktorym jest najczesciej bank, ze wzrost stopy procentowej ponad poziom
uzgodniony w umowie zostanie zrekompensowany przez sprzedajacego
Opcja na dolny pulap stopy procentowej (interest rate floor)

jest instrumentem stuzacym do ochrony réznego rodzaju naleznosci dlugoterminowych (choé nie
tylko) przed spadkiem stopy procentowej. Przedmiotem tego zabezpieczenia moga by¢ dlugoter-
minowe lokaty lub réznego rodzaju instrumenty finansowe, ktérych oprocentowanie jest zmienne
i ustalane na bazie danej stawki referencyjnej. Opcja floor jest wielookresowym odpowiednikiem
opcji put. W wyniku zawarcia transakcji typu floor nabywca opcji otrzymuje od sprzedawcy,
ktérym jest najczesciej bank, gwarancje, ze spadek stopy procentowej ponizej uzgodnionego w
umowie putapu zostanie zrekompensowany przez sprzedajacego. Kompensata polega na przeka-
zaniu przez wystawce floor kwoty stanowigcej roznice pomiedzy referencyjna stopa procentowa,
a stopa procentows ustalona w transakcji opcyjnej zwang putapem. Wystawca placi ja na po-
czatku kazdego podokresu wéwczas, gdy réznica pomiedzy powyzszymi kwotami jest ujemna.
W kazdym innym przypadku nie dochodzi do zadnej ptatnosci.

3.5. Cwiczenia

Cwiczenie 3.1. Rozwazamy strukture terminowa stép procentowych opisang przez chwilowa

intensywno$é
1
o(t) = ——.
®) 1+t

Inwestor zainwestowal 1 JM na okres n lat. Obliczy¢, ile wynosi wyptata i efektywna stopa
zwrotu R.

Rozwiazanie. Niech K oznacza wyplate inwestora po n latach. Wiemy, ze
1=K - B(n). Zatem

K =DB(n)"! =exp (/0" §(t)dt) = exp(/on %—ktdt) =exp (In(1 +t)|g) =1+n.

Ponadto

R=VK-1=%n+1-1.

Odpowiedz. Wyplata jest rowna n + 1, a efektywna stopa zwrotu /n +1 — 1.

Cwiczenie 3.2. Udowodnié lemat 3.4.

Cwiczenie 3.3. Wyznaczy¢ stope rpra dla pélrocznego okresu odsetkowego, ktéry rozpocznie
sie za dwa lata

a. dla plaskiej struktury terminowe;j.

b. dla struktury terminowej opisanej wzorem Stoodleya.

c. dla struktury terminowej opisanej wzorem Nelsona-Siegela.
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d. dla struktury terminowej opisanej wzorem Vasicka.
Zakladamy, ze T,, = T.

Cwiczenie 3.4. Struktura terminowa jest wyznaczona przez chwilowa stope 6(t). Niech rpga(h, t)
oznacza stope FRA dla okresu odsetkowego o dlugosci h, ktéry rozpocznie si¢ za t lat. Zakla-
damy, ze T}, = Ts, wyznaczy¢

lim r h,t).

Jim rrra(ht)



4. Podstawowe instrumenty dluzne na przyktadzie
Polski

Liczba godzin 2.

Zakres materiatu:

Depozyty i kredyty bankowe, kredyty banku centralnego, depozyty i pozycz-
ki miedzybankowe, referencyjne stopy rynku miedzybankowego (LIBOR, WI-
BOR). Bony skarbowe, obligacje stalokuponowe i zmiennokuponowe emitowa-
ne przez panstwo. Cena czysta i brudna obligacji kuponowej. Obligacje komer-
cyjne. Ryzyko kredytowe. Rézne stopy procentowe (zalezne od emitenta).

4.1. Ogoéblna charakterystyka instrumentéw dluznych

W tym rozdziale przedstawione zostana pokrdotce podstawowe informacje o klasycznych
kontraktach finansowych (kredyty, obligacje, lokaty itp.), czyli obiektach, ktére zamierzamy
modelowa¢. Uwage skupimy na cechach, istotnych z punktu widzenia modelowania, natomiast
pominiemy aspekty prawne. Wiecej szczegdtéw czytelnik moze znalezé np. w [9] §2.1.

1. Czas trwania umowy — ,,czas zycia”:
a) umowa na czas nieokreslony: np. lokata a vista, rachunek debetowy;
b) umowa na czas okreslony: np. lokata terminowa, obligacje, wiekszo$¢ kredytéw.

Czas trwania umowy jest wyznaczony przez:
— moment zawarcia umowy (emisji obligacji, ...),
— moment zapadalnosci (rozliczenia).
Patrz rys. 4.1.

2. Sposoby wyplaty i sptaty kredytu, zakupu i wykupu obligacji.

2.1. Okreslenie kwoty zobowigzania.

a) kwota nominalna (warto$¢ nominalna, nominatl) — cena, ktéra widnieje w dokumentach;

b) kwota wyplaty (cena zakupu, cena emisyjna) — suma przeplywéw gotéwki w ,, jedna
stroneg”;

c¢) kwota splaty (cena wykupu) — suma przepltywéw gotéowki w ,druga strone”

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (© P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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~ czas zycia ~

zawarcie moment
umowy zapadalnosci

Rysunek 4.1. Czas zycia kontraktu finansowego.

(z pominigciem oprocentowania, prowizji itp).

Sposérod powyzszych trzech wielkosci zazwyczaj dwie sa sobie réwne. Jezeli wyplacana suma
jest wyzsza niz nominalna, to réznice nazywa si¢ agio, a gdy jest nizsza méwimy o disagio. Taka
terminologie stosuje si¢ réwniez przy emisji akcji. W przypadku obligacji na ogét cena wykupu
jest réwna cenie nominalnej, a réznica miedzy cena wykupu a cena emisyjna to dyskonto
(gdy cena emisyjna jest nizsza) lub premia (gdy jest na odwrdt). Podobnie w odniesieniu do
weksli (jest to szczegblny rodzaj kredytu) méwimy o dyskoncie. W przypadku kredytéw nalezy
uwzgledni¢ dodatkowo koszty manipulacyjne i prowizje ptatne przy zawarciu umowy oraz moz-
liwosé czedciowego umorzenia kredytu.

2.2. Typy wyplat:
a) wyplata jednorazowa;
b) wyplata w transzach.

2.3. Sposoby sptaty:
a) splata jednorazowa, np. typowe obligacje;
b) splata ratalna:
bl) raty kapitalowe o stalej wysokosci,
b2) raty kapitalowe o zmiennej wysokosci,
np. splata annuitetowa, gdzie suma raty kapitatowej i odsetek jest stata ale proporcje
zmieniaja sie w czasie.

3. Oprocentowanie i prowizja, czyli oplaty za korzystanie z cudzych pieniedzy.

3.1. Prowizje i oplaty manipulacyjne sa zwykle pobierane w momencie zawarcia umowy.
W przypadku kredytéw 0% okreslaja one caly koszt kredytu.

3.2. Stopa procentowa:
W umowie lub prospekcie emisyjnym precyzuje sie sposéb wyznaczania stép procentowych dla
poszczegblnych okreséw odsetkowych, na ktore podzielony jest czas zycia kontraktu finansowego.
Z punktu widzenia modelowania istotne jest kiedy znana jest ich wysokosé. Rozrézniamy dwa
przypadki:
a) stopy sztywne — ustalane w momencie zawarcia umowy lub emisji, np. obligacje o stalym
oprocentowaniu (DSmmrr, SPmmrr, PSmmrr) i obligacje zerokuponowe (OKmmrr)?;
b) stopy zmienne — ustalenie wysokosci odsetek nastepuje w trakcie trwania umowy. Stosowane
sa dwa sposoby ustalania nowej stopy procentowej:

na poczatku okresu np. obligacje serii TZmmrr i WZmmrr

! Szescioznakowy kod obligacji skarbu panstwa rozszyfrowuje si¢ w nastepujacy sposéb: mmrr — miesigc i rok
wykupu; DS, TZ, OK, ... — nazwa serii obligacji; S oznacza oprocentowanie stale, a Z zmienne.
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i w trakcie trwania okresu (np. z uwzglednieniem inflacji).

3.3. Terminy naliczania i splacania odsetek — zwykle si¢ pokrywaja, ale nie jest to
regula.

3.4. Wielko$¢ odniesienia jest kwota, w oparciu o ktora obliczane sg odsetki. Najczesciej
przyjmuje sie, ze jest to pozostata do sptacenia czeéé¢ dlugu. Jezeli splaty nastepuja w trakcie
okresu odsetkowego, moze to byé¢ albo $rednie saldo zadluzenia alpbo stan zadluzenia na po-
czatku okresu odsetkowego lub (bardzo rzadko!) stan zadluzenia na koniec okresu odsetkowego.
W przypadku obligacji wielko$¢ odniesienia to zwykle warto§é nominalna. Warto zauwazy¢, ze
dla niektérych serii obligacji (np. IZmmrr) podlega ona rewaloryzacji. Co powoduje, ze wielkosé
wyptacanych odsetek nie jest znana w momencie emisji obligacji.

Przyktad

Rozwazmy cztery kredyty rézniace sie tylko sposobem splaty kapitatu i odsetek.
Czas trwania — 4 lata.

Okres odsetkowy — 1 rok.

Stopa procentowa stala 10%.

Kwota kredytu 1000 zt. Wyplata jednorazowa.

Przeanalizujmy przepltywy gotéowki przy réznych sposobach sptaty kapitatu i odsetek. Dla
ustalenia znakow przyjmiemy punkt widzenia kredytodawcy.

1. Jednorazowa sptata kapitalu i odsetek.

CFy=—1000, CF; =CF,=CF;=0, CF,=1000-(1+0,1)*= 1464, 1.

2. Jednorazowa splata kapitalu ale odsetki ptatne po kazdym okresie.

CFy=—-1000, CF; =CFy,=CF3=0,1-1000 = 100,
CF, =1000-(1+0,1) = 1100.
3. Rowne raty kapitalowe i odsetki ptatne po kazdym okresie.

C'Fy = —1000,
CF; = (0,25-1000 + 0, 1 - 1000) = 350,
CF, =(0,25-1000+ 0,1 - 750) = 325,
CF3; = (0,25-1000 + 0,1 - 500) = 300,
CFy = (0,25 1000 + 0,1 - 250) = 275.
4. Réwne splaty (rata kapitalowa + odsetki = const).

CFy=-1000, CF, =CFy,=CF3=CF,=315,4T7.
Rzeczywiscie, niech S; oznacza kwote zadluzenia w i-tym roku, S; = 1000, S5 = 0. Mamy
CF = (SZ — Sz‘+1) +0,1-85;, dlai=1,2,3,4.

Zatem
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_CF+S4_

Sy = T CF(1,171 +1,172),
CF
52 = %Sg =CF(1,17 ' 4+ 1,172+ 1,17%),
_CF+ 85

S, = =CF(, 17 41,12 +1,173 41,17 =

1,1

1,1*—1  CF
0,1-1,14  0,31547"

=CF

4.2. Referencyjne stopy rynku miedzybankowego

Ze wzgledu na cenotworczg role rynku lokat miedzybankowych zaistniala potrzeba okresle-
nia stop referencyjnych, ktére wiarygodnie odzwierciedlalyby aktualne stopy rynkowe. Role te
peinia w Polsce stopy referencyjne WIBOR i WIBID.

4.2.1. WIBOR - WIBID

WIBOR (ang. Warsaw Interbank Offered Rate), to stopa oprocentowania pozyczek na pol-
skim rynku miedzybankowym, istniejaca od 1991 roku. Od roku 1993 WIBOR ustalany jest w
kazdy dzien roboczy o godzinie 11.00, na fixingu organizowanym przez ACI - Stowarzyszenie
Dealer6w (dawniej Forex Polska), na podstawie ofert ztozonych przez 13 bankéw, po odrzuceniu
dwéch najwyzszych i dwoch najnizszych wielkosSci.

WIBID (ang. Warsaw Interbank Bid Rate), to roczna stopa procentowa, jaka pltaca banki
za Srodki przyjete w depozyt od innych bankdéw. Stopa ta, podobnie jak WIBOR, ustalana jest
codziennie o godz. 11:00.

W ciagu 15 minut od publikacji indekséw ustalonych podczas fixingu, uczestniczace w nim
banki zobowigzane sg do zawierania miedzy sobg transakcji wedlug stawek nie gorszych od
zgloszonych tego dnia.

Obie stopy funkcjonuja w odniesieniu do transakcji jednodniowych (ON i TN) oraz tygo-
dniowych (SW), a takze dluzszych.

ON (ang. overnight) - lokata otwierana w dniu zawarcia transakcji (wysoko$é rocznej
stopy procentowej, jaka banki zaplaca za srodki przyjete na jeden dzien).

TN (ang. tomorrow/next) - lokata otwierana w pierwszym dniu roboczym po zawarciu trans-
akcji (wysoko$é rocznej stopy procentowej, jaka banki zaplaca za $rodki pozyczone od jutra na
jeden dzien).

SW (ang. spot week) - srodki pozyczone na jeden tydzien od momentu dostawy, ktéra naste-
puje po dwoéch dniach roboczych.

Okresy dtuzsze to:

2 tygodnie (2SW),

1 miesiac (1M),

3 miesiece (3M),

6 miesiecy (6M),

9 miesiecy (9M)

1 rok (1Y).
Stopa WIBOR jest wyzsza od stopy WIBID, gdyz w przeciwnym wypadku banki tracilyby na
pozyczaniu sobie pieniedzy.

Aktualne notowania stép procentowych WIBOR i WIBID znajduja sie pod adresem:
http://www.money.pl/pieniadze/depozyty /zlotowe/

Y
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4.2.2. LIBOR

LIBOR (ang. London Interbank Offered Rate), to stopa procentowa kredytéw oferowanych
na rynku miedzybankowym w Londynie przez cztery gléwne banki: Bankers Trust, Bank of
Tokyo, Barclays i National Westminster. Okreslana jest o godzinie 11:00 GMT. Stanowi bazowa
stope procentowa dla ustalania oprocentowania kredytéw i depozytéw na rynku miedzybanko-
wym oraz kredytéw typu ”roll-over”.

Wysokos¢ stopy procentowej LIBOR zmienia sie w sposob ciagly w zaleznosci od warunkéw
ekonomicznych. Jednomiesieczng stopa LIBOR jest oprocentowanie depozytéw jednomiesiecz-
nych w danym momencie oferowane przez bank innemu bankowi, trzymiesieczna stopa LIBOR,
to oprocentowanie depozytow trzymiesiecznych etc. Jesli oprocentowanie pozyczki ustanowiono
na poziomie jednomiesiecznej stopy LIBOR, to stope procentowe tej pozyczki uaktualnia sie
w kolejnych okresach miesiecznych wedlug stopy LIBOR, a odsetki ptacone sa z dotu. Stopy
LIBOR dla innych okresow definiuje sie analogicznie.

Przyklad analizy poZyczki szeSciomiesiecznej oprocentowanej na poziomie sze$ciomiesieczne]
stopy LIBOR + 0,5% w skali rocznej.

Czas na jaki zaciagnieto pozyczke, dzielony jest na okresy szedciomiesieczne. Dla kazdego okresu
oprocentowanie oblicza si¢ dodajac 0,5% do poziomu szeSciomiesiecznej stopy LIBOR (w skali
rocznej) dla poczatku okresu. Oprocentowanie placone jest na koncu okresu.

4.2.3. EURIBOR

EURIBOR (ang. Euro Interbank Offered Rate), to stopa procentowa kredytéw w strefie
euro oferowanych przez jeden bank innemu bankowi. EURIBOR jest érednim notowaniem z 57

najwiekszych bankow strefy euro - ustalanym przez Fédération Bancaire de L’Union Européenne
(FBE) w Brukseli.

4.3. Obligacje

Obligacja, to papier warto$ciowy po$wiadczajacy wierzytelnos¢ na okreslong sume. Emisja
obligacji nastepuje seriami, przy czym w jednej serii wszystkie obligacje maja te sama warto$é
nominalng, ten sam termin wykupu i ten sam sposéb naliczania odsetek (tzw. kupony). Z punktu
widzenia modelowania wazne jest, czy obligacja ma stale czy zmienne oprocentowanie oraz kto
jest jej emitentem.

Obligacje o stalym oprocentowaniu dzielg sie na:

e kuponowe;

na gieldzie warszawskiej sa w obrocie: dwudziestoletnie — WSmmrr, dziesiecioletnie — DSmmurr,
piecioletnie — SPmmir i PSmmrr?.
e zerokuponowe (bezodsetkowe);

na gieldzie warszawskiej sa w obrocie dwuletnie OKmmrr.

Obligacje o zmiennym oprocentowaniu dzielg sie na:
e floating, adjustable — wysoko$¢ oprocentowania jest ustalana na poczatku okresu oprocento-
wania;
na gieldzie warszawskiej sa w obrocie: WZmmrr (wieloletnie), DZmmrr (dziesiecioletnie) i TZm-
mrr (trzyletnie).

2 yr i mm to dwie ostatnie cyfry roku i numer miesigca wykupu.
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e indeksowane — wysokos$¢ oprocentowania jest ustalana na koniec okresu oprocentowania, np.
w zaleznosci od wskaznika inflacji.

Uwaga. W sierpniu 2004 roku Ministerstwo Finanséw wyemitowalo indeksowane obligacje
skarbowe o nazwie skroconej 170816 i terminie wykupu w dniu 24 sierpnia 2016 roku, ktére
zostaly dopuszczone do obrotu gieldowego. Ich oprocentowanie jest stale i wynosi 3% w skali
rocznej. Natomiast wartos¢ nominalna jest zmienna i podlega comiesiecznej indeksacji w opar-
ciu o miesieczny wskaznik cen towaréw i ustug konsumpceyjnych GUS. Odsetki (kupony), od
wartoéci nominalnej zindeksowanej na dzien wyplaty, wyplacane sa raz w roku (24 sierpnia) .
W zwiazku z powyzszym kwoty odsetek sa zmienne.

Emitenci

Od wiarygodno$ci emitenta zalezy ryzyko inwestowania w obligacje. Im mniej wiarygodny emi-
tent tym wyzsze oprocentowanie, gdyz inwestor, ktory podejmuje wieksze ryzyko oczekuje wiek-
szej premii.

Emitent nazwa czas zycia
Skarb panstwa obligacje skarbowe (T-bonds) | > 1 rok
Skarb panstwa bony skarbowe (T-bills) < 1rok
Samorzady terytorialne obligacje komunalne
Przedsiebiorstwa obligacje korporacyjne

Uwaga.
Obligacje skarbu panstwa notowane na warszawskiej gietdzie maja sze$cioznakowe kody, np.
»170203”, gdzie litery oznaczaja typ obligacji — TZ to trzyletnie o zmiennym oprocentowaniu,
a cyfry termin zapadalnosci — 02 to numer miesiaca, a 03 to rok.
Obligacje korporacyjne notowane na warszawskiej gietdzie majg dziewieciocioznakowe kody
np. ,BPHOB1204”, gdzie litery oznaczaja emitenta BPH (Bank Przemystowo-Handlowy) i typ
obligacji — OB, a cyfry termin zapadalnosci — 12 to numer miesigca, a 04 to rok.

4.3.1. Cena rozliczeniowa i kurs obligacji

Cena czysta obligacji nazywamy jej warto$¢ nominalng pomnozong przez kurs, ktéry wyra-
zany jest w procentach. Natomiast cena rozliczeniowa obligacji to tzw. cena brudna czyli suma
ceny czystej i wartosci odsetek obowigzujacej na dzien, w ktérym powinno nastapi¢ rozliczenie
transakcji (zwykle jest to dzien drugiej kolejnej sesji gieldowej). Naroste odsetki nalicza si¢
w spos6b liniowy (procent prosty), zaokraglajac do groszy.

cena brudna = kurs obligacji * wartosc nominalna 4+ narosle odsetks.

4.4. Cwiczenia

Cwiczenie 4.1. W dniu 27.08.2004 inwestor zakupil 28 obligacji SP1207 po kursie 93,42. Wie-
my, ze warto$¢ nominalna tej obligacji wynosi 100 zt, kupon o wartosci 5,50 zt jest wyptacany
2 grudnia, a biuro maklerskie pobiera 0,19% prowizji. Wyznaczy¢ cene rozliczeniowa, koszt
transakcji bez prowizji i koszt transakcji z prowizja.
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Rozwigzanie. Cena czysta 1 obligacji wyniosta 0,9342 - 100 zt = 93,42 zl. Okres odsetkowy
trwal 366 dni, a transakcja miala miejsce w piatek, w 269 dniu. Zatem wartos¢ odsetek dla 1

obligacji to
269 +4
= . I ~ 4,10 zi.
(@) 366 5,5z ,10 z

Co daje nam cene rozliczeniowa réwna 97,52 zt. Koszt transakcji bez prowizji otrzymujemy;,
mnozac ceng rozliczeniowa przez liczbe zakupionych obligacji 28 - 97,52 = 2730, 56 zt. Prowizja
biura maklerskiego stanowi 0,19% tej kwoty

0,0019 - 2730,56 zt ~ 5,19 zl.

Po dodaniu prowizji otrzymujemy, ze koszt zakupu 28 obligacji  wynibst
2735,75 z1.

Odpowiedz. Cena rozliczeniowa wyniosta 97,52 zt, koszt transakcji bez prowizji 2730,56 zt, a
koszt z prowizja 2735,75 zl.



5. Wyznaczanie struktury terminowej stép zwrotu

Liczba godzin 2.
Zakres materiatu:
Tworzenie struktury stop procentowych.

5.1. Wyznaczanie struktury terminowej stop zwrotu

Empiryczna strukture terminowa wyznaczamy na podstawie nastepujacych danych:
stép referencyjnych na rynku miedzybankowym,
cen, kupondéw i kwot wykupu obligacji zerokuponowych i kuponowych o stalym oprocentowaniu
oraz kontraktow FRA.

Przypomnijmy, ze przez B oznaczona zostala funkcja opisujaca strukture terminowa czyn-
nika dyskontujacego.

5.1.1. Stopy miedzybankowe

Niech r; oznacza stope procentowa na okres t wyrazony w latach. Wowczas przyjmujemy

B(t) = (1 +tr) L.

5.1.2. Obligacje zerokuponowe i bony

Mamy do czynienia z dwoma przeplywami pienieznymi: zakupem i wykupem obligacji. Niech
P oznacza cene zakupu, C; — kwote otrzymana po wykupieniu obligacji, a t — czas zycia obligacji.
Wowecezas kladziemy

P
=&

Ta metoda ma istotne ograniczenie. A mianowicie, obligacje zerokuponowe, bedace w ob-
rocie rynkowym, majg zwykle krotki termin do wykupienia. W szczegdlnosci czas zycia bonéw
skarbowych nie przekracza jednego roku.

B(t)

5.1.3. Obligacje kuponowe o stalym oprocentowaniu

Obligacja, z ktérej n krotnie wyplacane sa odsetki (n-kuponowa) daje n + 1 przeplywéw
pienieznych. Niech P — cena zakupu obligacji, C4,...,C,_1 — kupony, C,, — ostatni kupon
i kwota otrzymana po wykupieniu obligacji. Kolejne przeplywy gotéwki nastepuja po czasie

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (© P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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t, ot

Stosuje sie dwie metody:
A. Wyznacza si¢ Yield to Maturity (YT M) — stope zwrotu liczona do momentu zapadalnosci.
B. Oblicza sie B(t) w momentach kolejnych przeplywéw finansowych w sposob tancuchowy.

Yield to Maturity — stopa zwrotu liczona do momentu zapadalno$ci

Zalozenie toretyczne:
Reinwestujemy otrzymane odsetki C1,...,Ch_1 z tg samq efektywnqg stopg zwrotu.
Czyli szukamy takiej efektywnej stopy zwrotu YT'M, ze

P(l + YTM)t" = Cl(l + YTM)t"_tl 4 4 Cn—l(l + YTM)tn_tn—l + Cn
Lub po podzieleniu przez (1 + YT M)

L NI Cn1 + Cn
(1—|—YTM)t1 (1 —i—YTM)tn*l (1 +YTM)t".

Nastepnie wyznaczamy B(t,) z wzoru

1

Bltn) = T vrans

Zauwazmy, ze jest to rOwnowazne przyjeciu, ze efektywna stopa zwrotu jest rowna stopie zwrotu
liczonej do momentu zapadalno$ci

R(tn) = YTM.

Metoda lancuchowa

Jesli znamy B(t) dla t = tq,...,t,—1, to B(t,) wyznaczamy ze wzoru

P:C1'B(tl)-l-CQ-B(tQ)—i-"‘—i-Cn'B(tn).

Stosujac jedng lub druga metode, otrzymujemy wartosci B(t) dla skonczonej iloéci punktéw
tq,to,...,t,. Nastepnie nalezy skonstruowaé funkcje malejaca, ktéra przedhuzy nasza empirycz-
na B(t) okredlong dla t € {ti,to,...,t,}, albo dobraé¢ funkcje ,modelowa’, ktora przyblizy
empiryczne B(t;).

5.1.4. Wyznaczanie struktury terminowej w oparciu o kontrakty FRA

Korzystamy ze wzoru z lematu 3.5. Jedli znamy stope FRA na okres [t + Ts,t + T.] oraz
B(Ty), to wéwczas
B(T.
B(T.) = (T) .
1+rrpa - (Te — TS)

5.2. Cwiczenia

Cwiczenie 5.1. W dniu 27 sierpnia 2004 roku na Gieldzie Papieréw Wartosciowych w Warsza-
wie bylo notowanych pie¢ serii obligacji zerokuponowych OKmmrr, wszystkie o nominale 1000
zt. Wyznaczy¢ strukture terminowa.
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Rozwigzanie

W ponizszej tabeli podane sg ich terminy zapadalnosci obligacji i ceny, po jakich mozna byto je
zakupi¢. Na tej podstawie wyznaczone zostaly: czas zycia t, B(t), R(t) i R(t). Dla uproszczenia
przyjelismy, ze 1 dzien, to % czesé roku.

seria OK1204 | OK0405 | OKO0805 | OK0406 | OK0806
termin 12.12. 12.04. 12.08. 12.04. 12.08.
zapadalnosci 2004 2005 2005 2006 2006
cena
w zt (P) 980,5 957 934,8 888,5 866,4
czas zycia
w latach () 0,2932 0,6247 0,9589 1,6247 1,9589
B(t) 0,9805 0,957 0,9348 0,8885 0,8664
R(t) 0,06718 | 0,07036 | 0,07031 | 0,07277 | 0,07321
R(t) 0,06948 | 0,07290 | 0,07284 | 0,07548 | 0,07595

Cwiczenie 5.2. Rozwazmy obligacje WS0922. Jest to obligacja o stalym oprocentowaniu 5,75%
(w skali roku) i terminie zapadalnosci 2022-09-23. Nominal wynosi 1000 zt. Odsetki wyplacane
sg co roku we wrzeéniu. W dniu 11 sierpnia 2004 na GPW w Warszawie za t¢ obligacje ptacono
890,90 zt. Wyznaczy¢ stope zwrotu liczona do momentu zapadalnosci (YT M).

Rozwiazanie
Stosujemy metode YTM. Mamy 19 okreséw odsetkowych (n = 19). Z pierwszego pozostalo
tylko 43 dni, pozostale sa jednoroczne.

P=2890,9, C;=0Cy=---=C15=57,5, Cj9=1057,5.
Czas zycia obligacji wynosit
43
t1g = 18 + — = 18, 117.
19 + 366 )
YTM wyznaczamy z réwnania
18 ‘
P1+YTM)" =3 Cig_i(1+YTM)" + Cho.
i=1

Po wstawieniu wartosci liczbowych réwnanie to wyglada nastepujaco:

18
890,9 - (L+YTM)'™®MT =3"575. (14 YTM)" + 1057,5.
i=1

Jego jedynym dodatnim pierwiastkiem jest
YTM =0,07375.

Zatem
B(tig) = B(18,117) = (1 + 0,07375) 8117 = 0, 2755,

Cwiczenie 5.3. Rozwazmy obligacje WS0437. Jest to obligacja o stalym oprocentowaniu 5%
(w skali roku) i terminie zapadalnosci 2037-04-25. Nominal wynosi 1000 zt. Odsetki wyptacane
sg co roku w kwietniu. W dniu 21 listopada 2011 na GPW w Warszawie kurs tej obligacji
wynosit 89. Wyznaczy¢ stope zwrotu liczong do momentu zapadalnosci (YT M).
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Rozwigzanie
Stosujemy metode YTM. Mamy 26 okreséw odsetkowych (n = 26). Z pierwszego pozostalo
tylko 156 dni, pozostate sa jednoroczne. Naliczone odsetki wynosza (po zaokragleniu do groszy)

210
=2 .
50 366 8,69
Otrzymujemy
P =918,69, Cy=0Cy=---=Cy =50, Ca = 1050.
Czas zycia obligacji wynosit
156
tog = 25 + —— = 25,42623.
26 5+ 366 5,42623
YTM wyznaczamy z rownania
25
P1+YTM)"? =" Cos—i(1+ YTM)" + Ca.
i=1

Po wstawieniu wartosci liczbowych réwnanie to wyglada nastepujaco:
25
918,69 - (1 + YTM)*>*20% =3 "50 . (1 + YTM)" + 1050.
i=1
Jego jedynym dodatnim pierwiastkiem jest
YTM = 0,058382.

Cwiczenie 5.4. Rozwazmy grudniowe obligacje z serii SP: SP1206, SP1207 i SP1208. Sa to
obligacje o stalym oprocentowaniu, odpowiednio 9,0%, 5,5% i 6,6% (w skali roku), o terminach
zapadalnosci 2006-12-03, 2007-12-02 i 2008-12-01. Nominatl wynosi 100 zl. Odsetki wyptacane
sg co roku na poczatku grudnia. W dniu 27 sierpnia 2004 na GPW w Warszawie za te obligacje
ptacono odpowiednio 109,06 zt, 98,09 zt i 100,35 zt.

Wyznaczyé¢ strukture terminowa.

Rozwigzanie
Stosujemy metode tancuchowa. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze okresy odsetkowe koriczg sig 2
grudnia. Wéwczas

t1=97/366 ~ 0,27, ty~ 1,27, t3~ 2,27, ty~3,27, t5~4,27.

Wartosci B(t1) i B(t2) nie mozemy okresli¢ za pomoca notowan obligacji serii SP. Przyblizymy,
je korzystajac z notowan obligacji zerokuponowych z przyktadu 1.8.1.

B(t)) = 0,9821, B(ts) = 0,9130.
B(ts), B(t4) i B(ts) wyznaczamy metoda tancuchowa.
109,06 =9-0,9821 +9-0,9130 + 109 - B(t3).
Zatem B(t3) ~ 0,8441.
98,09 =15,5-0,9821 +5,5-0,9130 + 5,5 - 0,8441 + 105,5 - B(t4).
Czyli B(t4) =~ 0,7870.
100,35 = 6,6 - 0,9821 + 6,6 - 0,9130 + 6,6 - 0, 8441 + 6,6 - 0, 7870 + 106, 6 - B(ts).
Otrzymujemy B(t5) ~ 0, 7231.

Uzyskane wyniki sa zebrane w ponizszej tabeli.
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5. Wyznaczanie struktury terminowej stop zwrotu

seria SP1206 SP1207 SP1208
termin zapadalnosci 2006-12-03 | 2007-12-02 | 2008-12-01

kupony 9,00 5,50 6,60

cena w zt 109,06 98,09 100,35
czas zycia w latach (¢) 2,27 3,27 4,26

B(t) 0,8441 0,7870 0,7231

R(t) 0,0776 0,0761 0,0790

R(t) 0,0747 0,0734 0,0760

Cwiczenie 5.5. Przedluzamy funkcje B(t) jako funkcje kawatkami wykladniczg (kawalkami
plaska struktura terminowa). Przyjmujemy, ze to = 01 B(ty) = 1, a dla t € (t;—1,t;), i =
1,2,...,n, wyznaczamy B(t) jako wazona Srednia geometryczna B(t;—1) i B(t;). Kladziemy

t;—t t—t; 1

B(t) = B(ti_l)ti_ti—l B(ti)ti_ti—l -

In(B(t;)) — In(B(ti-1))
t; —ti—1

t —ti—1

— B(tiil)trtlifl B(ti)ti*ti—l exp(

).

Zauwazmy, ze taka metoda przedluzania ,zachowuje” plaska strukture czasowa. Jesli B(t;) =
e % dlai=1,...,n B(t;) = e % to po przedtuzeniu B(t) = e~ dla dowolnego t € (0,t,).

W oparciu wartosci B(t;) wyznaczone w ¢wiczeniach 5.1 i 5.3 wyznaczy¢ taczna strukture
terminows.

Rozwigzanie
Mamy
B(t1) = 0,9805, B(t2) = 0,957, B(t3) = 0,9348, B(t4) = 0, 8885,

B(ts) = 0,8664, B(ts) = 0,8441, B(t;) = 0, 7870, B(ts) = 0, 7231,

gdzie:

t1 =0,29, to=0,62, t3=0,96, t4=1,62,
ts = 1,96, tg=2,27, ty=3,27, tg=4,26.

Po przedtuzeniu otrzymujemy:
exp(—0,0674t) dla te (0,t1)
1,002exp(—0,0732t) dla t € (t1,t2)
1,000 exp(—0,0702t) dla ¢t € (to,t3)
1,006 exp(—0,0763t) dla t € (t3,t4)

B(t) =

1,004 exp(—0,0754¢t) dla t € (t4,t5)
1,022exp(—0,0843t) dla t € (t5,t5)
0,990 exp(—0,0703t) dla t € (tg,t7)
1,038 exp(—0,0847t) dla t € (t7,ts)




6. Analiza instrumentéw dluznych

Liczba godzin 4.

Zakres materiatu:

Wartos$é obecna, dyskontowanie (tzw. metoda przepltywéw). Wewnetrzna stopa
zwrotu (IRR).

6.1. Warto$¢ obecna — Present Value (PV)

6.1.1. Definicja

Truizmem jest stwierdzenie, ze warto$¢ pieniadza zmienia si¢ w czasie. Warto$¢ obecna
(Present Value) przyszlej kwoty K to warto$¢ tej kwoty w chwili obecnej wyznaczona przez
poréwnanie z lokata bankowa lub innag wzorcowq inwestycja. Zatem jest to kwota pieniedzy,
jaka dzisiaj nalezy:

e ulokowaé¢ w banku na staly procent

albo

e zainwestowaé w bezpieczng inwestycje
tak, aby w przysztosci otrzymac¢ kwote K.

Proces przeksztalcania przysztej wartosci pieniadza w wartos¢ obecng nazywa sie dyskonto-
waniem. Pozwala on poréwnaé ze soba kontrakty finansowe o przeptywach gotéwki w réznych
momentach czasu. Stosuje sie dwie metody dyskontowania:

A. Dyskontujemy za pomoca struktury terminowej stop procentowych
n
PV =Y CF;- B(t),
i=0
gdzie: B(t) — czynnik dyskontujacy, a t; — czas, po ktérym nastapi i-ty przeplyw gotéwki C'F;.

B. Dyskontujemy za pomoca wybranego procesu akumulacji K (t) (np. rachunku bankowego
a vista),

CF - K(T)
PV = Z K(T +t;)

gdzie: T — moment dyskontowania (np. moment zawarcia transakcji).

Rynki kapimh)wo (Matematyka finansowa I) © P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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W zastosowaniach praktycznych czesciej stosuje sie metode A, a w rozwazaniach teoretycz-
nych — B.

Uwaga. Czasami wygodniej jest modelowaé badana inwestycje za pomoca ciagtego strumienia
platnosci z zadana gestoscia g(t), t > Tp = 0. Co oznacza, ze wyplate w okresie od t; do to

liczymy wg wzoru
to

Clt1, t2) = / g(t)dt.

1
Wéwcezas wartosé obecna tez wyraza sie za pomoca catki

PV — /0 T g0 B(1)dt.

W pewnym sensie oprocentowanie i dyskontowanie sg procesami odwrotnymi.

6.1.2. Zalezno$¢ struktury terminowej od procesu akumulacji
W klasycznych modelach przyjmuje sie, ze proces akumulacji K (t) jest znany w chwili T i
wyznacza strukture terminowa w chwili T
K(T)
K(T+1t)
Przy tych zalozeniach nie ma znaczenia, czy wartos¢ obecna liczymy w oparciu o strukture
terminowa, czy o proces akumulacji. Obie metody daja ten sam wynik

Br(t) =

W nowszym ujeciu modeluje sie K(t) jako proces stochastyczny, na pewnej przestrzeni pro-
babilistycznej (2, M, P), ktéra opisuje wszystkie mozliwe decyzje ekonomiczne i finansowe oraz
wydarzenia majace wplyw na ekonomie i finanse. Zdarzeniami elementarnymi (elementami )
sa ciagi decyzji podejmowanych w kolejnych momentach czasu i wydarzen majacych miejsce
w kolejnych momentach czasu. M jest rodzing zbioréw decyzji i wydarzen. Jezeli A nalezy
do M, to P(A) jest prawdopodobienstwem, ze zostanie podjeta ktoras z decyzji ze zbioru
A lub nastapi wydarzenie nalezace do A. Na przyklad mozemy postawié¢ pytanie, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze na swoim najblizszym posiedzeniu Rada Polityki Pienieznej podniesie
stope referencyjna, albo jakie jest prawdopodobienstwo, ze w Japonii w przysztym roku bedzie
trzesienie ziemi. Nastepnie przyjmuje sie, ze struktura terminowa w chwili 1" wynosi

K(T)

Br(t) = EQ(m| T),

gdzie @ jest pewna miara probabilistyczna na (£2, M), na ogét tylko réwnowazna mierze P,
VAeM Q(A) =0« P(A) =0,

a Hr jest o-cialem zawartym w M, ktdre okresla zaséb informacji dostepny w chwili T'. Zatem
‘Hr to rodzina zbioréw decyzji i wydarzen znanych w chwili T. Zauwazmy, ze jezeli wartosc¢
pewnej zmiennej losowej X bedzie znana w chwili T, to jest ona Hp-mierzalna. W szczegdlnosci
K(t) sa Hp-mierzalne dla ¢t < T. Takie zalozenia gwarantuja, ze warto$¢ obecna liczona w
oparciu o strukture terminows jest réwna wartosci oczekiwanej wartoéci obecnej, liczonej za
pomoca procesu akumulacji.

Niestety ta zgodno$¢ nie wystepuje dla stép zwrotu. W modelach deterministycznych stopa
zwrotu wyznaczona przez strukture terminowa B(t) jest réwna stopie zwrotu z procesu akumu-
lacji K (t). Natomiast w modelach stochastycznych moga one by¢ istotnie rézne.
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Lemat 6.1. Stopa zwrotu wyznaczona przez strukture terminowq jest niewieksza niz wartosé
oczekiwana (wzgledem miary Q) stopy zwrotu z procesu akumulacji
1 — Brp(t) (K(T—l—t)—K(T)
Br(t) ¢ K(T)
Ponadto réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy warunkowy rozklad K(T+t) | Hr jest jednopunktowy
(tzn. gdy K(T +t) jest znane w momencie T').

Hr).

Dowéd — ¢wiczenie 6.3

Przyktady:
1. Deterministyczny proces akumulacji typu ,,procent sktadany”

Kt)=Fk-(1+7)", kr>0, te(0,+c0)
indukuje ptaska strukture terminowa
Br(s) = (1+7)7%,

ktora ponadto nie zmienia si¢ wraz z uplywem czasu (nie zalezy od T').

2. Stochastyczny proces akumulacji
K(t) = k(1+r)t dla 0<t <t
T KA+ A e+t dla t* < t,

gdzie: k,r,r* stale, k,r,r +r* > 0, a v zero-jedynkowa zmienna losowa

Qy=0}=p, Q{v=1}=1-p, 0<p<l1.

Wartosé ~ zalezy od decyzji, ktéra zostanie podjeta w chwili ¢* € (0,+00), zatem ~ jest
‘Hi-mierzalna dla ¢ > t*. Ponadto, dla uproszczenia zaktadamy, ze w mierze @), v jest niezalezna
od H; dla t < t*.

Niech 0 < T < t*, wéwczas

By(s) = (I+r)~° dla 0<s<t*-T,
T2, = A4+ (pA+r) Tt L (1 —p)- (L+r+7*)"T75H)  dla t* —T < s,

Prosze zwréci¢ uwage, ze w przypadku T = t* jest to wzér Stoodleya.

Dla T > t* otrzymujemy wzér analogiczny do wzoru z poprzedniego przyktadu. W chwili T
wartosé¢ 7y jest juz znana (v jest Hp-mierzalna) zatem

Br(s) = (1+7r+~yr*)~%.

Bardziej skomplikowane procesy stochastyczne prowadza do omdéwionych wczesniej wzordw
Vasicka i CIR. W obu modelach

K(t) = exp( [ rlo)ar),

gdzie intensywnosc r(t), zwana ,natychmiastowa chwilowa stopa procentowa”, jest procesem
stochastycznym spelniajacym stochastyczne rownanie rézniczkowe. W modelu Vasicka réwnanie
to ma postaé

dr = (b— ar)dt + cdWy,

a w modelu CIR
dr = (b — ar)dt + o/rdW.
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6.1.3. Dyskontowanie za pomoca plaskiej struktury terminowej

Rozpatrzmy najprostszy przypadek, gdy chwilowa intensywnosé jest stata, 6(t) = 6 > 0.
Woéwezas czynnik dyskontujacy ma postaé

1
Bt)= ——, r=e —1>0.
®) (L+7)t
Ponadto przyjmijmy, ze czas zycia kontraktu wynosi n lat, a przeplywy gotowki maja miejsce
raz w roku.
C'Fy w momencie zawarcia kontraktu,
CFy po 1 roku,
CF5 po 2 latach,
CF,, po n latach.
Dyskontujemy kolejne przeptywy

CFy

PVy = ——= = CK
07 @ +r)0 0
CF CF, CF,
PV} = —— = — = ..., PV,=—"
I A (U R 1+r)

Warto$é obecna catego kontraktu jest réwna sumie wartoéci obecnych wszystkich przepltywéw
gotéwki
n n
CVy
PV => PV, = —_—
Sy

=0 =0
Zauwazmy, ze identyczne wzory otrzymamy, dyskontujac za pomoca deterministycznego pro-
cesu akumulacji o stalej (efektywnej) stopie zwrotu.

Uwaga. Przy regularnych przeplywach gotéwki powyzszy wzoér mozna zapisa¢ w postaci
tancuchowej
n
PV = —_— =
; (I+7)t
=(..((CEF,-(1+7) "4+ CFy1) - (1+7r) '+ CFy2) ... ) (1 + 7)1 + CF.

6.1.4. Zastosowanie PV

Kryterium optacalnos$ci inwestycji.

Rozwazmy inwestycje, w czasie trwania ktorej ma miejsce n + 1 przepltywow gotéwki
CFky,CFy,...,CF,, odpowiednio w momentach 0 = to5 < t1 < --- < t,. Wbowczas wartosé
obecna wynosi

n
PV =) CF;- B(t;).
i=0
Gdy PV < 0, to badana inwestycja jest niekorzystna, gdyz tempo pomnazania kapitatu bedzie
mniejsze niz w przypadku lokat (i kredytéw) ze struktura terminowa opisana przez B(t) i podob-
nie bedzie mniejsze niz w przypadku zainwestowania posiadanych $rodkéw w deterministyczny
proces akumulacji K (T +t) = K(T) B~L(¢).

Gdy PV > 0, to badana inwestycja jest korzystna, gdyz tempo pomnazania kapitatu bedzie
wigksze niz w przypadku lokat (i kredytéw) ze struktura terminowa opisana przez B(t) i réwniez
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bedzie wicksze niz w przypadku zainwestowania posiadanych srodkéw w deterministyczny proces
akumulacji K(T +t) = K(T) B~(t).

Kryterium optacalnosci zakupu kontraktu.

Rozwazmy inwestycje (kontrakt), w czasie trwania ktérej bedzie mialo miejsce n przeplywéw
gotowki CFy,CFs,...,CF,, odpowiednio w momentach 0 < ¢; < --- < t,, (np. obligacje
n-kuponowsa o stalym oprocentowaniu). Rynkowa cena inwestycji wynosi P. Poréwnujac wartosé
obecna

PV =Y CF,-B(t)
=1

z cena mozemy stwierdzi¢, czy inwestycja jest oplacalna.

Gdy PV < P, to badana inwestycja jest niekorzystna, a gdy PV > P, korzystna. Kryterium
to wynika z poprzedniego, gdy przyjmiemy C'Fy = —P.

Wycena inwestycji.

Rozwazmy inwestycje, w czasie trwania ktérej bedzie mialo miejsce n przeptywéw gotéwki
CFy,CF,,...,CF,, odpowiednio w momentach 0 < t; < --- < t,, (np. obligacje n-kuponowa o
stalym oprocentowaniu). Wartosé¢ teoretyczna takiej inwestycji wyznacza jej warto$é obecna.

PV =) CF;- B(t;).
=1

Wynika to z faktu, ze gdy cena jest réwna wartosci obecnej, to poprzednie kryterium nie daje
zadnych wskazéwek co do kupna lub sprzedazy.

Wycena dywidendy ptaconej posiadaczowi akcji.

Posiadacz akcji (akcjonariusz) otrzymuje co roku wyplate czesci zysku sp6tki tzw. dywiden-
de. Wyznaczymy jej wartos$¢ obecna przy zalozeniu, ze struktura terminowa jest plaska

B(t)=(147r)""
e Przypadek stalej rocznej dywidendy D. (Pierwsza wyplata za rok.)

CFt:D, t:1,2,...,n,...,

D
PV = —.
r

Patrz ¢wiczenie 6.9.

e Przypadek statego wzrostu wielkoéci dywidendy, Dyy1 = (1 +a)Dy, r > a > 0 (model
Gordona).

CF,=D,CF,=(14a)D,....CF,=(1+a)"'D,...,
D

r—a

PV =
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Jak widaé, gdy stopa wzrostu wielkosci dywidendy a dazy do r, to warto$¢ dywidendy rosnie
do nieskoniczonosci. Patrz ¢wiczenie 6.10.

e Przypadek, gdy dywidenda wzrasta w postepie arytmetycznym, za rok ptacona jest dywi-
denda D, a nastepnie co rok wzrasta o R.

CFi=D,CFhb=D+R,....CF,=D+(n—1)R,...,

D
DR
r r

Niezaleznie od tego, jak duzy jest roczny wzrost wartosci dywidendy, jej wartos¢ obecna jest
skonczona. Patrz é¢wiczenie 6.11.

6.2. Cwiczenia

Cwiczenie 6.1. Jaka kwota musi by¢ zainwestowana na 9% rocznie przy oprocentowaniu skla-
danym, by wyplata po trzech latach wyniosta 1000 zt? Ile wynosi czynnik dyskontujacy?

Rozwigzanie. Oznaczmy przez K szukang kwote. Mamy
K - (14 0,09)% = 1000.

Zatem 1000
K=——-=1000-0,777218 = 772,18.
(1,09) ’ ’

Odpowiedz. Nalezy zainwestowaé 772,18 zl, a czynnik dyskontujacy wynosi 0,77218.

Cwiczenie 6.2. Jaka kwota musi by¢ zainwestowana na 9% rocznie przy oprocentowaniu pro-
stym, by wyptata po trzech latach wyniosta 1000 z1? Ile wynosi czynnik dyskontujacy?

Rozwiazanie.
Oznaczmy przez K szukang kwote. Mamy
K -(143-0,09) = 1000.
Zatem

1000

= —1000-0,78740 = 787,4.
1+0,09-3 ’ ’

Odpowiedz.
Nalezy zainwestowaé 7874.,4 zl, a czynnik dyskontujacy wynosi 0,78740.

Cwiczenie 6.3. Udowodnié lemat 6.1.

Rozwiazanie.
Pokazemy, ze EQ(KI((?;;) |Hr) > Br(t)~!. Wykorzystamy w tym celu nieréwnoéé Jensena.
K(T +1) K(T) .4
Eo(———— =FEo((————= >
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> (Bo(gip ) = Br(0 "
Zatem
Eo( M S E D) — o - ) - 1>
1 1 Br(t)
“Br® ' Br)

Zauwazmy, ze funkcja f(x) = 27! jest écisle wypukla, zatem w przypadku, gdy rozklad nie jest
jednopunktowy, to w nieréwnosci Jensena pojawi sie nierownosé ostra.

Cwiczenie 6.4. Wyznaczy¢ strukture terminowa indukowang przez deterministyczny proces
akumulacji

Kt)=k-(1+7), k,r>0, tc/{0,+0c0).

Rozwiazanie.
K(t)=k-(1+r). Zatem

K(T k-(14r)T s
Br(s) = K(T(—i—)s) - k-(i—i—r)s)—s—T =1+

Odpowiedz.
Proces akumulacji typu ,procent skladany” indukuje plaska strukture terminowa Brp(s) =
(14 r)~*, ktéra ponadto nie zmienia sie wraz z upltywem czasu (nie zalezy od T).

Cwiczenie 6.5. Wyznaczy¢ strukture terminowa indukowang przez stochastyczny proces aku-
mulacji

K(t):{ k(L +7)" o odla o<t
EQ1+nr) (1 +r 4+t dla t* < t,

gdzie: k,r,r* stale, k,r,r +r* > 0, a v zero-jedynkowa zmienna losowa

Q{y=0}=p, Q{H=1}=1-p, 0<p<1.

Wartos¢ v zalezy od decyzji, ktéra zostanie podjeta w chwili t*, zatem v jest Hi-mierzalna dla
t > t*. Ponadto, dla uproszczenia zakladamy, ze w mierze @), v jest niezalezna od H; dla ¢t < t*.

Rozwiazanie.
Niech 0 < T < t*, wéwcezas dla s < t* — T otrzymujemy

K(T)

Br(s) = EQ(mWT) =Eo((1+7)"%|Hr) = (1 +7)"%

adlas>t*—-T
K(T)

Br(s) = EQ(m

Hr) =

=FEq((1+ T)T*t*(l +7r+ ’yr*)foert* |Hr) =

=1+ A +r) T 4 (L—p) - L4 )T,
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Zwroémy uwage, ze dla T = t* jest to wzér Stoodleya.
Dla T > t* otrzymujemy wzér analogiczny do wzoru z poprzedniego przyktadu. W chwili T
warto$é v jest juz znana (y jest Hp-mierzalna) zatem

Br(s) =1 +r+~yr*)~%.

Odpowiedz.
Niech 0 < T < t*. Wowczas

Br(s) = (I+7r)s dla 0<s<t"—T,
=Y A4+ )T (p(L+7) T 1 (1—p)- (L+7r+r*)"TsH")  dla t*—T < s,

Dla T > t* otrzymujemy wzér analogiczny do wzoru z poprzedniego przyktadu. W chwili T
warto$é v jest juz znana (y jest Hp-mierzalna) zatem

Br(s) = (1+r+~r*)~%.

Cwiczenie 6.6. Wyznaczyé PV dla czteroletnich kredytow opisanych w przyktadzie z punktu
3 podrozdziatu 4.1. Rozpatrzy¢ trzy przypadki: rynkowa stopa procentowa r rowna efektywnej
stopie procentowej kredytu, mniejsza od niej i wigksza.

Rozwiazanie.

A r=0,1.
1. Jednorazowa splata kapitatu i odsetek.

CFy=—1000, CF, =CF,=CF3=0, CF;=1000-(1+0,1)* = 1464,1;
1464,1

= 1000;
PV =PVy+ PVy=0.
2. Jednorazowa splata kapitatu, odsetki ptatne po kazdym okresie.

CFy = —1000, CF, = CF, = CF3 =0,1-1000 = 100,
CFy = 1000 - (1+0,1) = 1100;
PV = —1000+
+(((1100 - (1 +0,1)* + 100) (1 + 0,1) " 4 100)(1 + 0,1) "' +100)(1 4+ 0,1) " =
= (((1000 4 100) - 1,17 4 100) - 1,17 4+ 100) - 1,1 — 1000 =
= ((1000 + 100) - 1,17 +100) - 1,17 — 1000 =
= (1000 4 100) - 1,171 — 1000 = 10000 — 10000 = 0.

3. Réwne raty kapitalowe, odsetki ptatne po kazdym okresie.

CFy = —1000, CF; = (0,25- 1000 + 0,1 - 1000) = 350,
CF, = (0,25 - 1000 + 0,1 - 750) = 325,
CF3 = (0,25 - 1000 + 0,1 - 500) = 300,
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CFy = (0,25 - 1000 4 0,1 - 250) = 275.
PV = —1000+
+(((275 - (1 +0,1)* + 300)(1 4 0,1) " +325)(1 4 0,1) " 4 350)(1 +0,1) "' =
= (((250 4+ 300) - 1,17 +325) - 1,17 4 350) - 1,17 — 1000 =
= ((500 + 325) - 1,171 4+ 350) - 1,171 — 1000 =
= (750 + 350) - 1,171 — 1000 = 1000 — 1000 = 0.

4. Réwne splaty (rata kapitalowa + odsetki = const).

CFy = —1000, CF, = CF, = CF; = CFy = 315,47.

315,47 315,47 315,47 315,47
PV = —1000 ’ ’ ’ ’ =
1ol T a0 T Ut00? T aro1)
31547 1-1,174 315,47
= —1000 + =— — = —1000 + ——

L1 1-1,11 0,31547

Zgodnie z oczekiwaniami, gdy stopa rynkowa jest réwna stopie efektywnej kredytu, to war-
tos¢ obecna wszystkich przeptywéw jest rowna 0. Mozna to sformutowaé nastepujaco: wartosé
obecna splat jest réwna kwocie kredytu.

B. r = 0,09.

1. Jednorazowa splata kapitalu i odsetek.

1464,1

PV =—1000 + —
170,09

= 37,2054

2. Jednorazowa splata kapitatu, odsetki ptatne po kazdym okresie.

100 100 100 1100

PV = —1000 = 32,3972
15000 T 150002 T (140,098 T AF0007 %
3. Réwne raty kapitalowe, odsetki ptatne po kazdym okresie.
350 325 300 275
PV = —1000 = 21,1189
15000 T 150002 T (140098 T AF0007
4. Réwne splaty (rata kapitalowa + odsetki = const).
15,4 15,4 15,4 15,4
PV = —1000 + 315,47 315,47 315,47 315,47 = 22,0344

14009 (110,092 " (140,097 ~ (1+0,09)

Zgodnie z oczekiwaniami, gdy stopa rynkowa jest mniejsza od stopy efektywnej kredytu,
to wartos¢ obecna wszystkich przeplywow jest dodatnia. Mozna to sformutowaé¢ nastepujaco:
wartos¢ obecna sptlat jest wieksza niz kwota kredytu. Réznica miedzy oprocentowaniem kredy-
tu a stopg rynkowa nazywa sie marzg. Interpretuje sie ja jako wynagrodzenie kredytodawcy za
poniesione ryzyko.

C.r=0,11.
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1. Jednorazowa splata kapitalu i odsetek.

1464,1

PV =-1000 4+ —
o1

= —35,5520

2. Jednorazowa sptata kapitatu, odsetki ptatne po kazdym okresie.

PV — —1000 + 100 100 100 1100

140,11 T (140,112 " (140,117 " (140,113

3. Réwne raty kapitalowe, odsetki ptatne po kazdym okresie.

350 325 300 275
PV = —-1000
o0 T 00002 T (140,017 T (140,11
4. Réwne splaty (rata kapitalowa + odsetki = const).
315,47 315,47 315,47 315,47

PV = —1000 +

14001 T (140,102 T (140,117 " (1+0,11)3

= —31,0245

= 20,3990

= 21,2715

Zgodnie z oczekiwaniami, gdy stopa rynkowa jest wieksza od stopy efektywnej kredytu, to
warto$¢ obecna wszystkich przeplywdw jest ujemna. Czyli warto$¢ obecna splat jest mniejsza

niz kwota kredytu.

Cwiczenie 6.7. Pokazaé, ze cztery kredyty rozwazane w poprzednim ¢éwiczeniu sg oplacalne
dla banku wtedy, gdy stopa efektywna oprocentowania kredytu jest wieksza niz stopa rynkowa.

Cwiczenie 6.8. Rozwazmy 4 inwestycje o przeplywach gotéwki, takich jak splaty kredytéw w

przyktadzie z punktu 3 podrozdziatu 4.1.

I1: CF,=CF,=CF; =0, CF,=1464,1.
12 CF, = CF, = CFy; =100, CFy = 1100.
I3: CF =350, CF, = 325, CF; =300, CFy = 275.
14 CF, = CF, = CFy = CF, = 315,47.

Przeplywy gotéwki maja miejsce na koniec roku, czyli t; = 1.

Wyceni¢ te inwestycje zgodnie z plaska struktura terminowsa

B(t)=(1+r)",

dla stopy rynkowej r réwnej odpowiednio 9%, 10% i 11% oraz zgodnie ze wzorem Stoodleya

B(t) = 0,5(1,09) " + 0,5(1,11) .

Odpowiedz.
Otrzymujemy nastepujace wartosci teoretyczne:

r=0,09 |r=01]|r=0,11| Stoodley
I1]1037,2054 | 1000 | 964,4480 | 1000,8267
12 ]1032,3972 | 1000 | 968,9755 | 1000,6864
I13]1021,1189 | 1000 | 979,6010 | 1000,3600
14 11022,0344 | 1000 | 978,7285 | 1000,3815
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Podsumowujac, gdy stopa rynkowa jest réwna stopie efektywnej oprocentowania, to wartosé
teoretyczna splat kredytu jest réwna kwocie kredytu. Natomiast, gdy stopa rynkowa jest mniej-
sza, to wartos¢ teoretyczna jest wieksza. Na odwroét — gdy stopa rynkowa jest wieksza, to wartoéé
teoretyczna jest mniejsza. Wycena wedlug wzoru Stoodleya jest nieznacznie wieksza niz kwota
kredytu. Wynika to z wypuktodci funkcji r — (1+7)7". Srednia z wycen jest wieksza niz wycena
wedlug $redniej stopy rynkowe;j.

Cwiczenie 6.9. W oparciu o plaska strukture terminowa B(t) = (1 + 7)~* dokonaé¢ wyceny
stalej rocznej dywidendy D. (Pierwsza wyplata za rok.)

Rozwiagzanie.
CFt:D, t:1,2,...,n,...,
> D D & 1
PV — = =
;(1+r)t 1+T§(1+T>t
D 1 D
- -
1+r 1- S T
Odpowiedz.
Wartos¢ teoretyczna stalej rocznej dywidendy wyznaczona za pomoca plaskiej struktury termi-
D

nowej wynosi --.

Cwiczenie 6.10. W oparciu o plasks strukture terminowa B(t) = (1 + )~ dokonaé wyceny
rocznej dywidendy o stalej stopie wzrostu a

Dt+1:(1+a)Dt, r>a>0

(model Gordona).

Rozwiazanie.
CF,=D,CF,=(1+a)D,...CF,=(14+a)"'D,..
(1+a)= 1D D X (1 t
PV =
Z (T+r)t 147 ; (1
D 1 D

"1 +ro1— 1+r r—a

Odpowiedz.

Wartosé teoretyczna rocznej dywidendy o statej stopie wzrostu wyznaczona za pomocy plaskiej
struktury terminowej wynosi

r—a’

Cwiczenie 6.11. W oparciu o plaska strukture terminowa B(t) = (1 4+ )~ dokonaé¢ wyceny
rocznej dywidendy wzrastajacej w postepie arytmetycznym. Za rok ptacona jest dywidenda D,
a nastepnie co rok wzrasta o R.

Rozwiazanie.

CF,=D,CF,=D+R,...,CE,=D+(n—1)R,...,
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(D + (t— 1)R D & 1 d > 1
PV = Z T e R X me) T
(e r = r

D 1 d 1 D R

= 1+ ) )—R—(1+4+-)=2 42

l—l—r( r) dr( +’I“) ’I“+’I“2

Odpowiedz.

Wartosé teoretyczna rocznej dywidendy wzrastajacej w postepie arytmetycznym wyznaczona

D R

za pomocy plaskiej struktury terminowej wynosi = + -3.

Cwiczenie 6.12. Zmarly ojciec zostawil dwém synom bedgcym obecnie w wieku 8 i 15 lat
lokate 100 000 USD z zastrzezeniem, ze kazdy odbierze swoja cze$¢ w rocznice $mierci ojca
po osiggnieciu  wieku 21 lat. Przyjmujac stala efektywng stope 8% w ciggu 13 przysztych
lat obliczy¢, wysokosci tych kwot, jesli synowie sprawiedliwie podzielg sie spadkiem.
Wskazéwka: sprawiedliwie oznacza, ze wartosci obecne obu kwot sg réwne.

Odpowiedz.
Konkretne kwoty zaleza od sposobu w jaki bank zaokragla odsetki. Jesli przy wyptacie odsetki
beda zaokraglone w dét do 1 USD to mtodszy syn otrzyma 135 981 USD, a starszy 79 343 USD.

Cwiczenie 6.13. Kupiec ma beczke wina, ktéra moze teraz sprzedaé za K zlotych lub tez moze
ja przechowaé przez okres czasu t (liczony w latach), po czym sprzedaé za sume Kexp(v/t/2).
Zalézmy, ze struktura terminowa jest plaska, a intensywno$é oprocentowania wynosi 0.05 (w
skali rocznej). Wyznaczy¢ moment najkorzystniejszej dla kupca sprzedazy wina, tzn. ¢ takie, ze
warto$¢ obecna ceny beczki przechowanej przez okres czasu t jest najwicksza.

Odpowiedz.
Optymalny moment sprzedazy wynosi 25 lat.
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7.1. Wewnetrzna stopa zwrotu

7.1.1. Definicja IRR

Rozwazmy ciag ptatnosci CFy, C'Fy,...,CF, majacych miejsce odpowiednio w momentach
0=ty <ty <--- <ty Naprzyklad
C'Fy — zakup obligacji (CFy < 0),
CF; — odsetki (kupony) i =1,...,n—1 (CF; > 0),
CF,, — odsetki i wykup obligacji (C'F,, > 0).

Dla plaskiej struktury terminowej mamy

" CF CFy CF,

;(1+T)ti R G T S

lub jesli zastapimy stope procentowa r intensywnoscig ¢

n
PV = Z C’Fieft“;, e =r+1.
i=0
Pytanie: Przy jakiej stalej stopie procentowej r (intensywnosci 0) inwestycja jest oplacalna,
tzn. PV > 07

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, wprowadza sie pojecie wewnetrznej stopy zwrotu.

Definicja 7.1. Wewnetrzna stopa zwrotu — I RR (Internal Rate of Return) nazywamy dodatni
pierwiastek r ,réwnania wartosci”

S~ CR_,
ti

= (1+r)

Natomiast wewnetrzng intensywoscia nazywamy dodatnig liczbe ¢, dla ktorej

Y CFe ' =0.
1=0

Jak tatwo zauwazy¢, wewnetrzna stopa zwrotu, to taka stopa procentowa, przy ktorej wartosé
obecna wplywéw z inwestycji jest réwna wartosci obecnej naktadéw inwestycyjnych. Podobnie
wewnetrzna intensywnos$é, to taka intensywno$é¢ oprocentowania, przy ktorej wartosé obecna
wplywéw z inwestycji jest réwna wartosci obecnej naktadéw inwestycyjnych.

Oczywiscie obie te wielkoSci sa zwiazane zaleznoscia

IRR=¢% — 1.

Zilustrujemy definicje na przykiadzie.

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (©) P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Przyktad 7.1. Rozwazmy piecioletni projekt inwestycyjny:

Rok | Naktady | Przychody | C'F;
0 | 5000 0 -5000
1 | 2000 0 -2000
2 | 1000 2000 1000
3 | 1000 3000 2000
4 | 1000 4000 3000
5 | 1000 5000 4000

Zgodnie z danymi z tabelki mamy

2000 n 1000 n 2000 n 3000 n 4000
1+r (1+r)?2 (A+7r)3 (A+nr* (Q+r)p

PV (r) = —5000 —

Jedynym dodatnim miejscem zerowym jest 0,10193. Zatem IRR = 10,193%.

7.1.2. Istnienie IRR

W ogélnym przypadku funkcja PV (r) moze nie mie¢ miejsc zerowych lub moze sie zerowaé
w kilku punktach.

Rozwazmy nastepujacy przyktad:
Inwestor wplaca 100 natychmiast i 132 na koniec dwéch lat w zamian za 230 otrzymane na
koniec pierwszego roku. Rownanie wartoéci dla tej transakcji ma postac

100(1 4 )2 + 132 = 230(1 +7)

lub
(1+7r)%-231+7r)+1,32=0.

Po sprowadzeniu do postaci iloczynu mamy
[(14+7r)—11][1+7r)—1,2]=0.

Stad stopa zwrotu jest 10% lub 20%.

Wprawdzie nie jest rzecza latwg pogodzi¢ sie z faktem, ze istnieja transakcje z wieloma

n

stopami zwrotu, jednak gdy zaobserwujemy, ze funkcja PV (r) = Z v' Ry po pomnozeniu przez
t=0

(1 +r)" jest wielomianem n-tego stopnia zmiennej r, to staje sie oczywiste, ze posiada ona —

liczac pierwiastki zespolone i pierwiastki wielokrotne — n miejsc zerowych.

Mozna sobie wyobrazi¢ przypadki jeszcze bardziej niezwykle:

Przyklad 7.2. Inwestor A moze pozyczy¢ 1000 od inwestora B na rok na 8% oraz natychmiast
zainwestowaé te kwote na rok na 10%. Jaka jest stopa zwrotu inwestora A?

Odpowiedz. Zysk inwestora A w ciagu roku wynosi 20, ale kwota, ktéra zainwestowal rzeczy-
wiscie A, wynosi 0. Tak wiec jego stopa zwrotu jest nieskoniczona.
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Przyklad 7.3. Jaka jest stopa zwrotu z transakcji, w ktérej inwestor ptaci 100 natychmiast
oraz 101 na koncu dwoch lat w zamian za 200 otrzymane na koniec roku?

Odpowiedz. Rownaniem wartodci jest
100(1 4 )2 + 101 = 200(1 + 7)

CO oznacza, ze
1007% = —1.

W tym przypadku wewnetrzna stopa zwrotu nie istnieje.

Pokazemy, ze dla w miare naturalnych ograniczen na przeptywy gotéwki I RR istnieje. Wy-
starczy, ze suma wyplat przewyzsza sume wplat i pierwsza jest wplata.

Lemat 7.1. Jezeli CFy <0 i Y i g CF; >0 to istnieje IRR.

Dowdd.
Rozwazmy funkcje PV (0)

PV(5) =) CFe ™.
=0
PV(0)=> CF; >0, i Sim PV (8) =Cy < 0.
=0

Funkcja PV (9) jest ciagla i ponadto zmienia znak. Zatem, musi istnie¢ punkt, w ktorym przyj-
muje warto$¢ zero (Rys. 7.1.2) .

PV

A

Y. CF; \
)

CFy

Rysunek 7.1. Wykres funkcji PV (9).

Teza lematu pozostanie prawdziwa, gdy pierwszy przeplyw gotéowki (wplata) ma miejsce w
momencie t; > 0.

Lemat 7.2. Jezeli CFy =0, CF; <0 i > CF; >0 to istnieje IRR.

Dowdd patrz ¢wiczenie 7.1

7.1.3. Jednoznaczno$é IRR

Warunki gwarantujace jednoznaczno$¢ nie sa juz tak oczywiste. Najprostszy przypadek to
Jhajpierw wplaty, a potem wyplaty”. W szczegblnosci obejmuje to przypadek inwestycji w
obligacje, kiedy mamy jedna wplate, a nastepnie same wyplaty.
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Lemat 7.3. Jezeli CFy,CFy,...CF, < 0, CFi41,...CF, > 014 >.;-cCF; > 0 to istnieje
dokladnie jedna IRR.

Dowdad.
Niech t, ,rozdziela” wplaty i wyplaty

_ et ten

tx
2

Wylaczamy czynnik wykladniczy e+ z PV.
n n
PV(5) =Y CFe ™" = e 03" CFel-~)0
i=0 i=0

Nastepnie rozkladamy sume na czesé¢ dodatnia i ujemna. Zauwazmy, ze funkcja

k
A(8) =" CFyelt-—t0

1=0

jest $cidle malejaca. Rzeczywiscie dla i =0,...,k CF; <01it, —t; > 0. Ponadto

k
0=30R <0 i 405 -

Réwniez funkcja

B((S) — Z Cﬂe(t*_ti)d
i=k+1

jest Scisle malejaca. Rzeczywiscie dlai =k =1,...,n CF; > 01it, —t; < 0. Ponadto

k
B(0)=S"CF, >0, lim B(5)=0.

Zatem funkcja A(8) + B(8) = e PV (J) jest ciagla, $cisle malejaca i zmienia znak
n
A B(0) = F; ; lim A B(d) = —o0.
(0) + B(0) ;c i >0 lim (6) + B(8) = —o0
Poniewaz czynnik wyktadniczy nigdzie sie nie zeruje, to istnieje doktadnie jedno miejsce zerowe
funkeji PV (9).
Powyzszy lemat mozna uogdlni¢ na przypadek, gdy pierwsza wplata nastepuje po czasie
t1 > 0.

Lemat 7.4. Jezeli CFy =0, CFy,...CF, <0, CFyyy,...CF, > 0141 CF;, > 0 to istnieje
dokladnie jedna IRR.

Bardziej skomplikowany przypadek to ,,jedna zmiana znaku skumulowanego przeplywu”.
Oznaczmy przez () skumulowany przeplyw.

Q=Y CF, t>0.

t; <t

Lemat 7.5. Jezeli Q; <0, dlat <ty i Q¢ >0, dlat > t, i ponadto t; s¢ wymierne, to istnieje
dokladnie jedna IRR.
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Dowad.
Niech N wspoélny mianownik t1, .. .%,. Oznaczmy przez C; przeplyw gotéwki w momencie ¢ = %
j=0,1,.... ‘
Cj _ CFZ gdy ti = %
0 gdy ti#<%
Zaczniemy od dowodu pomocniczego faktu.

co k

o0
> Qk/Ne_(s% => 0 Cj)e_é% =
k=0 k=0 j=0
[o.¢] o & (0.0 (0] &
=3 G e W)= Cie N (Y e 'N) =
J=0 k=j Jj=0 k=0
(o] Y 1
= Z Cje 0% N 5
§=0 - eXp(_W)
Zatem, gdy
00 i Nty ;
Z Cje_éﬁ = Cje_‘sﬁ =0,
7=0 7=0

to

Dalej powtarzamy rozumownie z poprzedniego lematu i pokazujemy, ze istnieje doktadnie
jedna IRR.

7.1.4. Kryterium inwestycyjne oparte na IRR

Zalézmy, ze istnieje doktadnie jedna IRR, C'Fy < 01 Y, CF; > 0. Mozemy wowczas prze-
formutowaé kryterium inwestycyjne oparte na PV (2.1.4) obliczonej dla plaskiej struktury ter-
minowej. Niech B(t) = (1 + r)~! — czynnik dyskontujacy.

Lemat 7.6. Jezeli IRR > r, to inwestycja jest oplacalna, a gdy IRR < r, to nieoplacalna.

Dowdd.
PV (r) zmienia znak w IRR z ,+” na ,~". Zatem gdy IRR > r, to PV (r) > 0,agdy IRR <,
to PV (r) < 0.

Uwaga. Gdy IRR > r to IRR — r wyznacza tzw. ,margines bezpieczenstwa”.

Gdy IRR nie jest wyznaczone jednoznacznie (istnieje kilka miejsc zerowych), ale CFy < 0 i
>-; CF; > 0, to mozna sformutowac jedynie duzo stabsze kryterium:
Jezeli IRR,,;» > 1, to inwestycja jest oplacalna, a gdy IRRq: <, to nieoplacalna.

Przyktad 7.4. Rozwazmy dwa wykluczajace sie projekty. W projekcie A naktady inwestycyjne
wynoszg 7000 zl, natomiast wpltywy 3430 zl, ptatne na koniec kazdego z trzech lat. W projekcie
B naktady inwestycyjne wynosza 12000 zt, a wplywy 5520 zl, ptatne na koniec kazdego z trzech
lat. Przy zalozeniu, ze koszt kapitatu wynosi 10% rocznie (rynkowa stopa procentowa), stosujac
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kryterium PV oraz I RR, rozstrzygnaé, ktéry projekt nalezy wybrac.

Rozwigzanie. Dla projektu A mamy IRR = 22,05%, a dla projektu B TRR = 18,01%.
Obie te stopy sa wyzsze od stopy rynkowej, zatem obie inwestycje sa oplacalne. Na pytanie,
ktora z nich wybraé, nie ma jednoznacznej odpowiedzi. Inwestycja A ma wyzsza wewnetrzng
stope zwrotu, czyli wigkszy margines bezpieczenstwa. Za to inwestycja B ma wyzsza warto$é
obecna. Rzeczywiscie dla r = 0,1 mamy PV, = 1529,9 i PVp = 1772,42. Oznacza to, ze gdy
poréwnujemy dwie oplacalne inwestycje, to nasze kryteria moga dawaé sprzeczne wnioski (Rys.
7.1.4).

PV
4560
3290

0,1 0,18 0,22
Rysunek 7.2. Wykresy funkcji PVu(r) i PVg(r).

7.1.5. IRRaYTM

Rozwazmy obligacje, z ktérej n krotnie wyplacane sa odsetki (obligacja n-kuponowa), co da-
je n + 1 przepltywoéw pienigznych. Niech P = —C'Fy — cena zakupu, C'Fy,...,CF,_1 — kupony,
CF,, — ostatni kupon i kwota otrzymana po wykupieniu obligacji. Kolejne przepltywy gotéwki
nastepuja, odpowiednio, po czasie t1,...,t,.

Dla takiej obligacji stopa zwrotu liczona do momentu zapadalnosci (YT'M) jest wyznaczona
przez réwnanie

PA+YTM)"» =CFH(1+YTM)» ™" ... 4+ CF, 1 (1 +YTM) "1 + CF,,.

Lub po podzieleniu przez (1 + YT M)

CF, CF,_y CF,
0=CFy+ —— ... .
T aryrann Tt s yTMye T (L YTM)

To samo roéwnanie wyznacza wewnetrzng stope zwrotu.

Whniosek 7.1.
YTM =I1IRR

Ponadto spelnione sa zatozenia lematu 2.2.3. Zatem Y T'M jest wyznaczona jednoznacznie.
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7.1.6. Rzeczywista roczna stopa oprocentowania

Wewnetrzna stopa zwrotu znalazta swoje miejsce w obowiazujacych w Polsce aktach praw-
nych dotyczacych kredytéw. W ustawie o kredycie konsumenckim ([46, 47]) ustawodawca wpro-
wadzil wymog informowania kredytobiorcy o ,rzeczywistej rocznej stopie oprocentowania”,
ktora dla kredytéw o stalym oprocentowaniu wyznacza sie jako wewnetrzng stope zwrotu dla
wszystkich przeplywéw gotéwki wynikajacych z danej umowy kredytowej. Zatem jest to stopa
procentowa ¢, ktora spelnia nastepujace réwnanie

- R

=0,

= (1+1d)te
gdzie,
k=1,...,n —numer kolejnego przepltywu gotéwki;
tr, — czas wyrazony w latach, pomiedzy pierwsza wyplata i k-tym przeplywem gotéwki (¢; = 0),
wyznaczony zgodnie z zasada ,dokladnej liczby dni” (patrz podrozdzial 1.3.8);
CF}, — k-ty przeplyw gotowki;

CF,=—-Ky+ RKp+ODy + P.
Transze kredytu (Kj) bierzemy ze znakiem minus, a raty kredytowe (RK}), zaptacone odsetki

ODy, prowizje i inne oplaty (Py) ze znakiem plus.

Zgodnie z ustawa, rzeczywista roczna stope oprocentowania podaje sie z doktadnoscia co
najmniej do 1 promila.

7.1.7. Uogollnienia

1. Przypadek nieskoniczonej liczby ptatnosci.
Réwnanie wartosci ma postaé

e}
Z CFie_éti =0.
i=0

Zadanie jest dobrze postawione, gdy szereg jest zbiezny.

2. Przypadek cigglego strumienia ptatnosci.
Réwnanie wartosci ma postaé

+o0o
P = / g(s)e%ds,
0

gdzie: P cena (koszt inwestycji) (P = —CFy), g(t) gestosé platnosci.
Oznaczmy przez Q(t) skumulowany przepltyw gotéwki

Q) = —P + /Otg(s)ds.

Lemat 7.7. Jezeli Q(t) < 0, dlat < t. i Q(t) > 0, dla t > t. i ponadto funkcja Q(t) jest
ograniczona i lim_o Q(t) = Qx > 0, to istnieje dokladnie jedna IRR.

Dowdd.
Rozwazmy funkcje PV (9),

+o00
PV(§) = —P+ / g(s)e~%ds.
0
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Jak latwo zauwazy¢, zmienia ona znak PV (0) = Qo > 01 lim_oo PV (t) = Q(0) < 0. Poniewaz
jest ciagla, to posiada miejsca zerowe.

Po scatkowaniu przez czesci otrzymamy

PV(5) = —P + /O T g(s)eds = — P+ Q(s)e [ + 0 /0 T O(s)e%ds =

+oo
_ (56_6t* / Q(S)ed(t*—s)ds _
0

t +oo
= 0e ([ Qo) s+ [ Qs)eltds).

Poniewaz obie otrzymane calki sg funkcjami malejacymi zmiennej d, to PV zeruje sie tylko
w jednym punkcie.

7.2. Cwiczenia

Cwiczenie 7.1. Udowodnié¢ lemat 7.2.

Rozwiazanie.
Mamy C'Fy = 0, zatem

PV(6) =Y CFe 0 =hd. 3" CRelt 13,
=1 i=1

Oznaczmy drugi czynnik przez FV (6),
FV(5) =Y CFelh=h),
i=1
Poniewaz CF; < 01>, CF; >0, to
FV(0)=> CF; >0, Jim FV(§)=CF, <0.

i=1

Funkcja F'V (6) jest ciagla i ponadto zmienia znak. Zatem, istnieje punkt oy taki, ze F'V (dy) = 0.

Cwiczenie 7.2. Udowodnié lemat 7.4.

Cwiczenie 7.3. Zainwestowane 200 zl zwracaja 120 zl po roku i 110 zl po dwéch latach.
Wyznaczyé wewnetrzng stope zwrotu dla tej inwestycji.

Rozwiazanie.
Réwnanie wartosci ma postaé
120 110

) =
Ot T a0

Skracamy wspoélczynniki przez 10, podstawiamy X = 1 + r i mnozymy réwnanie przez X2.
Otrzymujemy rownanie kwadratowe

20X2%2 - 12X — 11 = 0.
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A wynosi 1024 czyli 322. Zatem pierwiastek wigkszy od 1 to
12432
C2-20

X, 1,1.

Czyli IRR=X;—-1=0,1.
Odpowiedz.
Wewnetrzna stopa zwrotu rozpatrywanej inwestycji wynosi 10%.

Cwiczenie 7.4. Ktéra z ponizszych inwestycji ma wyzsza wewnetrzna stope zwrotu?
Inwestycja A.

Zakup za 900 zt czteroletniej kuponowej obligacji o wartosci nominalnej 1 000 zt o stalym
rocznym oprocentowaniu 20% (odsetki ptatne po uplywie kolejnego roku).

Inwestycja B.

Zakup za 800 zt zerokuponowej rocznej obligacji o warto$ci nominalnej 1 000 zi.

Rozwiazanie.
Wewnetrzna stopa zwrotu dla zerokuponowej rocznej obligacji o wartosci nominalnej 1 000 zt i
cenie 800 zl jest réwna ,zwyklej” stopie zwrotu i wynosi

1000 — 800

Wyznaczamy Present Value inwestycji A dla r = ITRRp = 0, 25.

200 200 200 1200
PV4(0,25) = —900 =
4(0,25) Tl T T 1o T 25
Poniewaz PV4(r) jest funkcja malejaca to jej miejsce zerowe (IRR4) lezy na lewo od 0,25.
Odpowiedz.
Inwestycja B ma wyzsza wewnetrzna stope zwrotu.

—18, 08.

Cwiczenie 7.5. Kredytobiorca otrzymal kredyt 10 tys. zt wyptacony w dwoch réwnych tran-
szach w odstepie rocznym. W kolejnych latach kredytobiorca sptacit kredyt w czterech rownych
ratach po 3000 zt. Sptaty miaty miejsce po dwdch, trzech, czterech i pieciu latach od dnia wy-
platy pierwszej transzy. Ponadto przy wyptacie pierwszej transzy pobrano prowizje w wysokosci
500 zt. Ile wyniosta rzeczywista roczna stopa oprocentowania?

Rozwiazanie. Mamy sze$¢ przeptywow gotowki n =6, t1 =0, to =1, ..., tg = 5.
CF; = —5000 + 500 = —4500,
CF>, = —5000,

CF3 =CF,; = CFs = CFg = 3000.

Z lematu 2.2.3 wynika, ze dla powyzszych przeplywoéw gotéowki wewnetrzna stopa zwrotu, a
wiec i rzeczywista roczna stopa oprocentowania i sg wyznaczone jednoznacznie. Zatem ¢ jest

jedynym dodatnim pierwiastkiem réwnania
5000 3000 3000 3000 3000
—4500 — =0
T+ A+ A+ T avt T agip

Po jego rozwiazaniu otrzymujemy

1~ 0,082882057.

Odpowiedz.
Rzeczywista roczna stopa oprocentowania wynosi 8,3%.
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Cwiczenie 7.6. Sklep z artykulami gospodarstwa domowego proponuje swoim klientom ,kre-
dyt 0%”. Naleznosé¢ za nabyty towar klient ptaci w 12 rownych miesiecznych ratach. Ponadto
za udzielenie kredytu pobierana jest prowizja, ktéra wynosi 5% kwoty kredytu. Wiedzac, ze
pierwsza rata ma miejsce po miesiacu od zawarcia umowy kredytowej (i zakupu towaru), a pro-
wizja jest pobierana w dniu zawarcia umowy, wyznacz rzeczywista roczng stope oprocentowania.

Rozwiazanie.
Mamy trzynascie przepltywéw gotéowki n = 13. Dla uproszczenia przyjmiemy zasade réwnych
miesiecy t; = (j — 1)/12. Niech K oznacza kwote kredytu.

CF, = —-K +0,05K = —0,95K;

K
CF;=—, 7=2,...13.
U
Zatem rzeczywista roczna stopa oprocentowania ¢ jest jedynym dodatnim pierwiastkiem réw-
nania
UK iz
—0,95K — (1449~ 12 =0.

Po jego rozwiazaniu otrzymujemy
1 ~ 0,100088186852655.

Odpowiedz.
Rzeczywista roczna stopa oprocentowania wynosi 10%.

Cwiczenie 7.7. Inwestor zakupil za 100 JM rente o ciaglym stalym strumieniu ptatnosci
o gestosci 10 w skali roku. Platnosci zaczng sie za rok i beda trwaly nieprzerwanie 11 lat.
Wyznaczy¢ wewnetrzna stope zwrotu.

Rozwiazanie.
Roéwnanie wartosci ma postaé

12 10
100 = / 10e 0%t = ——(e7120 — ¢70).
1 o
Jego pierwiastek to § ~ 0,0148.
Zatem IRR = ¢® — 1 ~ 0,0149.
Odpowiedz.
Wewnetrzna intensywnosc wynosi 0,0148, a wewnetrzna stopa zwrotu 0,0149.
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Liczba godzin 2.

Zakres materiatu:

Czas trwania (duration) i zmodyfikowany czas trwania. Wypuklosé. Uodpor-
nianie (immunizacja) portfela. Znaczenie duration.

8.1. Duration — $redni czas zycia i convexity — wypuklosé

Rozwazmy inwestycje, w czasie trwania ktorej bedzie miato miejsce n nieujemnych przepty-
wow gotowki CFy,CF,, ..., CF,, odpowiednio w momentach 0 < ¢t; < --- < t,, (np. obligacje
n-kuponowa o stalym oprocentowaniu lub portfel zawierajacy kilka obligacji). Zalézmy, ze jej
warto$é obecna jest dodatnia (tzn. przynajmniej jeden przeplyw gotéwki jest niezerowy).

Definicja 8.1. Duration, to $redni czas zycia danej inwestycji wazony udzialem wartosci obec-
nej kolejnych przepltywéw gotéwki w wartosci obecnej catej inwestycji
PV, 1 &

Py = P > ti CF,; B(t;).

D =
i=1 =1
Convexity (wypukloé), to sredni kwadrat czasu zycia danej inwestycji

" 2PV 1
C_Z; PV ~ PV -

(2

n
t2 CF; B(t;).
=1

Uwaga. Warto zauwazy¢, ze duration i convexity zdefiniowane zostaly za pomocg analogicznych
formut jak pierwszy i drugi moment zmiennej losowej o rozktadzie dyskretnym. A stad wynika,
ze dla duration i convexity zachodza podobne zaleznosci jak dla momentow.

Jako przyklad wykorzystania tej analogii pokazemy, ze $redni kwadrat C jest wigkszy od
kwadratu éredniej D?.
Lemat 8.1. Dla dowolnej inwestycji o dodatnich przeplywach gotéwki
C > D

Ponadto rownos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy ma miejsce dokladnie jeden niezerowy przeplyw
gotowki (np. n=1).

Dowad.
Rozwazmy $redni kwadrat odchylenia od $redniej. Mamy
- PV; “ PV,
0<)) (ti—D)*—— = (t —2Dt;+ D*)—— =

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (©) P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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" PV " PV
=N _9oDN t,——L 4+ D?*=C - D>
;’PV ;ZPV+

8.2. Roéwnolegle przesuniecia struktur terminowych

7 obserwacji rynku wynika, ze struktura terminowa stop procentowych nie jest stata, lecz
zmienia sie¢ wraz z uplywem czasu. Najczesciej obserwowane zmiany polegaja na zwigkszeniu
lub zmiejszeniu $redniej efektywnej intensywnosci o stata, co wizualnie odpowiada przesunieciu
rownolegtemu jej wykresu. Okazuje sie, ze wplyw takich zmian na wartos¢ obecna portfela
obligacji dobrze charakteryzuje sie uzywajac duration i convexity.

Definicja 8.2. Jednoparametrowa rodzina struktur terminowych czynnika dyskontujacego
B(z,t) = e ™ B,(t), t>0, x> x,

gdzie B,: (0,+00) — R ustalona nierosnaca funkcja taka, ze B,(0) = 1,
nazywa si¢ rownoleglym przesunieciem B, (t).

Przyktad 8.1. Gdy funkcja B, jest stala, to znaczy
V>0 Bo(t) =1,

to B(x,t), z > 0 jest rodzina wszystkich plaskich struktur terminowych.

Przyktad 8.2. Gdy funkcja B, jest zadane przez intensywnosé d(t),

By(t) = exp(— /0 ' 5(s)ds),

to intensywosé B(z,t) wynosi
ot) + x.

Poniewaz czynnik dyskontujacy jest Scisle malejacy, to otrzymujemy nastepujace oszacowanie
o
xo > —inf{d(t) : t > 0}.

Jak w podrozdziale 8.1 rozwazamy inwestycje, w czasie trwania ktérej bedzie miato miejsce
n przepltywow gotowki CFy,CFs,...,CF,, odpowiednio w momentach 0 < t; < -+ < t,.
Zakladamy, ze wszystkie C'F; sg dodatnie.

Oznaczmy przez PV (x), D(x) i C(x) wartos¢ obecna, duration i convexity wyznaczone
zgodnie ze struktura terminowa B(z,t).

Lemat 8.2.
PV'(z) = =PV (z)-D(z), PV"(z)=PV(z)-C(z), D'(z)= D(z)* - C(z).

Dowad.
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= - ZtiPV;(x) = —PV(z)D(x).
i—1

PV"(x) =Y (CFe ™ B,(t;))" = > _ t;CFe ™ By(t;) =
i=1 =1

= En:t?PVi(:c) = PV (2)C(z).
i=1
Ostatnig réwnoéé¢ otrzymamy po zroézniczkowaniu pierwszej.
PV (z)C(x) = PV"(z) = (-=PV(2)D(z)) =
= —PV'(x)D(z) — PV (x)D'(x) = PV(x)D(z)? — PV (z)D'(z).
Po skréceniu przez PV (x) otrzymujemy
C(x) = D(z)? — D'(z).
Z lematu 8.1 wynika, ze w przypadku, gdy mamy co najmniej dwa dodatnie przepltywy

gotowki, to pochodna duration jest ujemna. Zatem

Whniosek 8.1. Gdy n > 2 to duration D(x) jest $cisle malejacq funkcja zmiennej x. Przy
przesunieciu rownoleglym w gore Sredni czas zZycia maleje, a przy przesunieciu w dot rosnie.

7 punktu widzenia praktyka duration mierzy liniowa czes$é zaleznosci wartosci teoretycz-
nej (czyli PV) od przesuniecia réwnoleglego (czyli od ,czynnika ryzyka” x), a convexity czesé
kwadratowa tej zaleznosci. Rzeczywiscie po zastosowaniu wzoru Taylora otrzymujemy:

Whniosek 8.2. Dia matych h
PV(z+h) = PV(2)(1 — hD(z) + %th(x)) + o1,

Rozwazmy teraz ogdlniejsze inwestycje, w ktérych mamy do czynienia zaréwno z wyptatami,
jak i z wplatami (przychodami i rozchodami), tzn. przeplywy gotéwki moga by¢ zaréwno do-
datnie, jak i ujemne. Niech I oznacza inwestycje, w czasie trwania ktérej bedzie miato miejsce
n przeplywow gotowki CFy,CFs,...,CF,, odpowiednio w momentach 0 < t; < -+ < t,.
Zakladamy, ze przynajmniej jeden przeplyw jest dodatni i przynajmniej jeden ujemny.
Przedstawimy I jako rdznice dwoch inwestycji o przepltywach nieujemnych It i I~. W czasie
trwania T (I7) bedzie miato miejsce n przeptywéw gotéwki CF;" (CF.), odpowiednio w
momentach 0 < t1 < -+ < &y,

CF' = (CF)" =max(0,CF;), CF; =(CF;)~ =max(0,-CF,).

Oznaczmy przez PV*(z), D¥(x) i CF(z) wartoéé obecna, duration i convexity wyznaczone
zgodnie ze struktura B(z,t) dla inwestycji I*.

Lemat 8.3. Wartosé obecna PV () inwestycji I jest réinicq wartosci obecnych inwestycji 1=
PV(z) = PV*(z) — PV~ (x).

Dowdad.
Rzeczywiscie dla kazdego ¢

CF; = max(0,CF;) — max(0, —CF;) = CF;" — CF;.
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Zatem

PV (z) = En:C’FiB(x,ti) =
i=1

=Y CF/B(z,t;)) = Y CF B(z,t;) = PV (z) — PV~ (z).
i=1 i=1

Zalézmy dodatkowo, ze dla pewnego x, > xo wartosci obecne obu inwestycji I sg réwne
P, P>0,
PVt (x,) = PV~ (z4) = P.

Wowczas wartosé obecna inwestycji I PV (x,) jest réwna 0. Natomiast dla « bliskich z, wartosé
obecna PV (z) zalezy od duration i convexity I+.

Lemat 8.4. Dla malych h
PV (zs«+h) = P(h(D™ (z+) — D" (2.)) + %h2(0+(x*) — O (z4)) + O(h3).

Dowdad.
Korzystamy z lematu 8.3 i wniosku 8.2.

PV(we+h) = PV* (20 + h) — PV~ (20 + })
— PVH(2)(1 — hD*H(x) + %hQCJF(x*)) — PV (2)(1 — hD~ () +
+%h20’(a¢*)) + O =

= P(W(D™(2.) ~ D*(2.)) + 3 (O () — O () + O(F).

Zauwazmy, ze gdy duration sa réwne, to czesé liniowa si¢ zeruje i x, jest punktem krytycznym
PV (x). Jesli dodatkowo convexity sa rézne, to w z, mamy ekstremum lokalne.

Whiosek 8.3. Niech DT (z,) = D™ (zy) i PV T (xy) = PV~ (z). Wéwczas
gdy Ct(z,) < C~(xy), to PV (x) ma w x, maksimum lokalne,
a gdy Ct(xy) > C~(x4), to PV (x) ma w x. minimum lokalne.

Jezeli dodatkowo ograniczymy przemiennosé¢ wplat i wyplat, to okaze sie, ze w punkcie x,
jest ekstremum globalne. Na przyktad, jesli najpierw mamy seri¢ wyptat, potem seri¢ wplat i
na koniec znowu serie wyplat, to w z, PV (z) ma globalne minimum.

Twierdzenie 8.1. Jezeli C'F; zmieniajg dwukrotnie znak
CFy,...,CF; >0, CFk+17...,CFm <0, CFm+1,...,CFn > 0,

oraz DT (z.) = D™ (x) i PVt (z.) = PV~ (x.), to PV(xz) ma w punkcie x, silne
minimum globalne

Ve >x9 x#xe= PV(z)>0=PV(z,).
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Dowad.
Niech a i b rozdzielaja momenty przychodéw i wydatkow

th < a<tpr1, tm <b<tmyl.

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy nastepujace oszacowania wariancji ,czasu zycia”
inwestycji I*.

Lemat 8.5. Dla kazdego x wiekszego od xg
O~ (z) = D™ ()* < (D™ (z) — a)(b— D™ (x)),
CH(z) — DT (2)*> > (D (x) — a)(b — DT (x)).

Dowdd lematu.
Zauwazmy, ze momenty czasu t;, w ktérych maja miejsce wydatki spelniaja oszacowanie

a<t;<b
zatem

O (z) = D™ (2)* = (D™ (x) —a)(b— D™ (z)) = C~ () — (a + b)D™ () + ab =

= S Mt?—a—l—bt-—f—ab: v Mt-—a L —b) < 0.
i:;—&-lpv(x)(l ( ) ) i:;rlpv(w)( )( ) <

Natomiast momenty czasu t;, w ktérych maja miejsce przychody, spelniaja oszacowanie
ti<a<b lub a<b<iy,

zatem

PV;(x)
+ (2 + + _ i ) A
C7(z) = D™(2)” = (D™(x) —a)(b— D™ (x)) = Zm(tz —a)(t; —b) > 0.
Dowdd twierdzenia cd.
Zamiast réznicy PV T i PV~ bedziemy bada¢ ich iloraz. Niech
PV*(z)
Flr)= ——= .
() PV—(2)’ x> xo

Z zalozenia PVt (z,) = PV~ (x,) wynika, ze F(z.) = 1. Pokazemy, ze funkcja F' ma w tym
punkcie silne minimum globalne.

_ PVt (x)PV~(x) — PVT(z)PV~ () PV*(x)
N PV~ (x)? - PV—(x)

F'(x) (=D*(z) + D™ ().

Z zalozenia DV (x.) = D™ (z«) wynika, ze F’'(z,) = 0. Pokazemy, ze jest to jedyny punkt, w
ktérym pochodna F' sie zeruje.

Niech G(z) = D~ (z) — D" (z). Oczywiscie G(z,) = 0. Z lematu 8.2 otrzymujemy
G'(z) = —(C™(2) = D™ ()*) + (C*(z) - D" (2)*).

7 oszacowania wariancji czasu zycia wynika, ze gdy dla pewnego x D' (x) = D~ (z) (czyli
G(z) =0), to G'(x) > 0. Poniewaz G jest funkcja ciagla, to z powyzszego wynika, ze zeruje sie
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7

ona tylko w punkcie x, i co wiecej — zmienia w tym punkcie znak z ,,—” na ,,+”. Obie wartosci

obecne sg nieujemne, zatem to samo zachodzi dla F”,
<z = F'(2) <0, z>z.= F'(x)>0.

Czyli F' ma w punkcie z, silne minimum globalne. Zatem

t(x
Vo # m:F(x)>F(az*):1.

Co konczy dowdd.

Powyzsze fakty sa wykorzystywane w praktyce bankowej przy tworzeniu tzw. regulacji
ostroznosciowych, ktére najczesciej sprowadzaja sie do ustalenia limitéw na modut réznicy
duration dla pasywéw i aktywoéw (tzw. duration gap) oraz dla réznicy convexity. Ponadto wy-
maga sie, aby present value pasywéw i present value aktywéw byly rowne.

8.3. Przypadek ptaskiej struktury czasowej

Rozwazmy ptlaska strukture terminowa, opisang poprzez zaleznosé od stopy procentowej r
Bt)=1+7r)"" r>0.

Biorac pod uwage, ze rodzine ptaskich struktur terminowych mozna przedstawié¢ jako rodzine
przesunie¢ rownoleglych
Bt)=e¢" z=1In(l+r),

to wyniki z poprzedniego podrozdziatu stosuja sie réwniez do tego przypadku. Co najwyzej
nalezy skorzystaé¢ z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej, aby opisaé zaleznosé PV od r.

Jak poprzednio rozwazmy inwestycje, w czasie trwania ktérej bedzie miato miejsce n dodat-
nich przeptywéw gotowki CFy,CFs,...,CF,, odpowiednio w momentach 0 < t; < -+ < t,.
Oznaczmy przez PV (r), D(r) i C(r) odpowiednio warto$é obecna, duration i convexity wyzna-
czone zgodnie ze strukturg B(t) = (1 + )7t

Lemat 8.6. ) o) + D(r)
T r)+ D(r
PV'(r)y=-PV(r)- PV"(r) = PV(r)-
()= =PV(r) - 1L PV'(r) = PV(r) - = ot
D(r)? —
_D/( ) — (’I") C(’I")
1+7r

Dowdd - patrz ¢wiczenie 8.2.
Uwaga. lloraz

de D

14

nazywa si¢ zmodyfikowanym duration (w odréznieniu od D zwanego duration Macau-
laya).

Na podstawie lematu 8.1 wnioskujemy, ze gdy co najmniej dwa przepltywy gotéwki sa do-
datnie, to pochodna duration jest ujemna. Zatem
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Whniosek 8.4. Gdy n > 2 to duration D(r) jest Scisle malejgcg funkcjg r. Gdy rynkowa stopa
procentowa r rosnie, to sredni czas zZycia maleje i na odwrot, gdy v maleje, to Sredni czas zycia
rosnie.

Whniosek 8.5. Gdy n > 2 to duration D(r) przyjmuje wartosci wicksze niz czas pierwszej
wyplaty t1 © mniejsze niz Sredni czas wyplat wazony udziatem kolejnych wyplat w ich sumie

ZtiCFz')

{D(r):r € (0,00)} = (t1, SCF

Dowdd - patrz ¢wiczenie 8.3.

7 punktu widzenia praktyka duration mierzy cze$é¢ liniowg zaleznosci wartosci teoretycznej
(czyli PV) od ,czynnika ryzyka” r, a suma duration i convexity czes¢ kwadratowa tej zaleznosci.
Rzeczywiscie po zastosowaniu wzoru Taylora otrzymujemy:

Whniosek 8.6. Dia malych h prawdziwy jest wzor

PV(r k) = PV(r)(1 ~ AD(r)(1 4+ 7)™ + L(C(r) + D(r)(1+ 7)) + O(h).

8.4. Future Value i immunizacja portfela obligacji

Niech PV} oznacza wartos¢ obecng inwestycji I.
Future Value ozn. F'V; (warto$¢ przyszla) to wielko$¢ przeplywu gotéowki po czasie t, ktérego
wartos¢ obecna jest rowna PV7.

PV; = FV,B(t), czyli FV, =

PV B(ti)
B0 ~ =" 50

W szczegdlnodci, jezeli I generuje tylko jeden przeptyw gotéwki C'F, ktéry ma miejsce w mo-
mencie t, to

FV,=CF.

W modelach opartych na istnieniu deterministycznego procesu akumulacji K (t), Future Value
interpretuje sie jako warto$é¢ inwestycji I w chwili ¢t. A doktadniej, jest to suma nastepujacych
dwéch kwot: kwoty otrzymanej przez reinwestowanie przepltywow gotowki CF; dla t; < t i
kwoty rownej wartosci obecnej pozostalych przepltywoéw gotéwki liczonej po uplywie czasu t.
Niech T oznacza chwile obecna, a F' warto$¢ zreinwestowanej inwestycji I w momencie T' + t.
Otrzymujemy:

K(T +1t)
F=>) CF T+t)+ZCFBT+tt1 t) =

ti<t ti>t
_ Z CF, (ry K(T+t) PV
T +t) K(T)  Br(t)
Na og6t w modelach stochastycznych powyzszy wzor nie zachodzi. Co wiecej moze sie okazad,
ze warto$é¢ oczekiwana F' jest rézna od F'V;.

= FV,.

Przeanalizujmy jak zmienia sie F'V; przy przesunieciu réwnoleglym struktury terminowe;j.
Niech C'Fy oznacza przeplyw gotéwki w momencie s, a F'Vi(z) Future Value inwestycji I liczona
wedlug struktury terminowej B(z,t) = B,(t) exp(—xt).

FVi(z ZC'FtL B(( t)) N ZCFti Bo(ti)e*x(ti*t) =



84 8. Zarzqdzanie portfelem instrumentow diuznych

CFtiBO(ti) z(t—t;) CFtiBO(ti) —x(t;—t)
Bo(t) e + CF, + Z B0) e

t; <t t;>t

Zauwazmy, ze gdy x rosnie, to rosnie pierwszy sktadnik i maleje ostatni; na odwrét, gdy =
maleje, to maleje pierwszy sktadnik i rosnie ostatni.

Zachodzi pytanie, w jaki sposéb F'V; zalezy od z. Okazuje sie, ze w ogdlnym przypadku
odpowiedZ mozna sformutowaé, wykorzystujac duration D(x). Dla ulatwienia ograniczymy sie
do takich inwestycji, w ktérych wszystkie przeplywy gotéowki sa dodatnie i liczba przeptywow
jest nie mniejsza od dwdch.

Twierdzenie 8.2. JeZeli wszystkie przeplywy gotowki inwestycyi I sqg dodatnie
CFi,...,.CF, >0, ti<ta<---<tp, n=>2,
oraz D(zy) =1, x> x0, to FVi(x) ma w punkcie z. silne minimum globalne

Ve >xg x# xe = FVi(x) > FVi(xy).

Dowad.
Rozwazamy nows inwestycje I zlozona z inwestycji I oraz inwestycji I~ o jednym ujemnym
przeptywie gotéwki

CF~ = _F‘/t(':v*)a

ktéry ma miejsce po uptywie czasu t. Zgodnie z twierdzeniem 8.1 Present Value inwestycji 1
PV!(x) ma silne globalne minimum w punkcie .

PVi(x,) =0, PVYz)>0dlazx# ..

Poniewaz Future Value jest liniowa ze wzgledu na inwestycje, to

FVi(z) = FV;'(z) + FV;(z.) = PVY(z) + FV(x.).

1
B(x,t)
Zatem dla x # x, zachodzi ostra nieréwnos$¢ FVi(x) > FVi(zy).

W przypadku, gdy zachodzi tylko jeden niezerowy przeptyw gotéwki w chwili ¢1, to F'V, nie
zalezy od z, a dla t < t; (odpowiednio ¢t > t1) FV;(z) jest Scisle malejaca (odp. $ciSle rosnaca)
funkcja x.

Uwaga. Dobor sktadu portfela obligacji o stalym oprocentowaniu taki, ze éredni czas zycia
portfela pokrywa sie z momentem ¢, dla ktorego wyznaczamy Future Value, nazywa sie im-
munizacja, czyli uodpornieniem portfela. Wedtug klasycznej teorii, nalezy tak dobiera¢ sktad
portfela, aby byt on uodporniony na przesuniecie rownolegte struktury terminowej.
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8.5. Cwiczenia

Cwiczenie 8.1. Rozwazmy, podobnie jak w zadaniu 6.8, 4 inwestycje o przepltywach gotéwki,
takich jak sptaty kredytéw w przyktadzie z punktu 3 podrozdziatu 4.1.

11: CF=CF,=CF;=0, CFy=1464,1.
12 CFy =CF, =CF3 =100, CFy=1100.
13: CFy, =350, CFy = 325, CF3 = 300, CF; = 275.
14 : CF,=CF, =CF3 =CFy=315A47.

Przeplywy gotowki maja miejsce na koniec roku, czyli ¢; = .

Wyznaczymy duration i convexity tych inwestycji na 4 sposoby. Zgodnie z ptaska struktura

terminowg
Bt)=(1+n)"

dla stopy rynkowej r réwnej odpowiednio 9%, 10% i 11% oraz zgodnie ze wzorem Stoodleya

B(t) = 0,5(1,09)"" +0,5(1,11)".

Odpowiedz.
Otrzymujemy nastepujace wartoéci duration:
r=0,09|r=0,1|r=0,11| Stoodley
I1 4 4 4 4
12| 3,4956 | 3,4869 | 3,4781 3,4871
13| 2,2940 | 2,2829 | 2,2719 2,2832
14| 2,3925 | 2,3812 | 2,3700 2,3815
i convexity:
r=0,09|r=0,1|r=0,11| Stoodley
I1 16 16 16 16
12| 13,1651 | 13,1187 | 13,0720 | 13,1201
13| 64804 | 6,4264 | 6,3731 6,4278
I41] 6,9662 | 6,9104 | 6,8552 6,9119

Cwiczenie 8.2. Udowodnij lemat 8.6

Rozwiazanie.
Niech z(r) = In(1 + r). Wéwczas

APV dPV dx .
i —PV(r)D(r)(1 +r)"".
&PV &PV dr., dPV dx ) )
= — — =P 1 - P D 1 -,
= (G 4 S = PYIC)(1 4+ 1)+ PY(D()(1 4 7)
dD  dDdzx . ., .

Cwiczenie 8.3. Udowodnij wniosek 8.5
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Rozwiazanie.
Zauwazmy, ze granice D(r) wynosza odpowiednio:

CF;(1 —ti CF; _
linéD(r):limEtC ) 91715 =1,

r—0 SCF(14+7r)~t — Y CF

X . ZtiCFi(l —I—T)_ti
A D) = g S R
Y t,CFi(1 +7’)t1_ti . t1CFy

= lim = =11.

rox S OF(L+r)h—t — CR

Cwiczenie 8.4. Zakladajac, ze wyplaty nastepuja na koniec roku oraz ze struktura terminowa
jest plaska i stopa procentowa r wynosi (w skali rocznej) 10%, obliczy¢ $redni czas zycia (dura-
tion) 1 wypuklo$¢ (convexity) nastepujacych obligacji w dniu emisji (pieé¢ lat przed wykupem):
1. piecioletnia obligacja z kuponem zerowym.

2. piecioletnia obligacja z kuponem 10%.

3. piecioletnia obligacja z kuponem 8%.

Rozwiazanie.
Oznaczmy przez K warto$¢ nominalng obligacji.
1. Poniewaz jest tylko jedna ptatnosé¢ w przyszlosci

CF;=K, CF;=0dlai#5.

K
PV = PV5 = .
T (1)
Zatem o P
pr— 75 pr— 1 pr— 275 P—
D—5PV 51C 5PV 25.

2. Mamy pie¢ platnosci.
CF,=CF,=CF3;=CF;=0,1K, CF;=1]1K.

Wzo6r na wartosé obecna przybierze postaé

1K 01K 01K 01K 11K
PV:O) 07 07 07 Y

1,1 * 1,12 * 1,13 + 1,14 * 1,15

01K 01K 01K 11K 11K

- ... K.
11 112 T to1e 1,1

Zatem
01K Lo 0,1K L3 0,1K +40,1K s L1K
11K 112K T1,13K 114K 115K

01 02 N 0,3 04 N 5,5

1,10 1,12 0 1,13 0 1,14 0 1,15

0,1K 0,1K 0,1K 0,1K 11K
2Y 2 Y 2 Y 2 Y 2 4

2 3 4 5 =

11K + 1,12K * 113K + 114K + 1,1°K
—E+ 0,4 N 0,9 N 1,6 +27,5
110 1,12 01,13 1,14 0 1,15

D

= 4,1699.

Cc=1

= 19,2658.
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3. Jak poprzednio, mamy pieé ptatnosci.
CFy=CF,=CF;=CF;=0,08K, CF;=1,08K.

Wzoér na wartosé obecna przybierze postaé

008K 008K 008K 0,08K 1,08K

P = 0,9242K.
v 1,1 + 1,12 + 1,13 + 1,14 1,15 0,9
Zatem 0,08K 0,085 _0,08K 008K _1,08K
D= (= 2 ’ 4= ’ - (0,9242K) =
( 1,1 + 1,12 +3 1,13 + 1,14 +5 1,15) (0,9 )
0,08 0,16 024 032 54
= (= ’ ’ ’ ) :0,9242 = 4,2814.
(1,1 1,12 1 1,13 ' 1,14 1,15) 0,9 28
0,08K 0,08K 0,08K 0,08K 1,08K
C = (1?= 222 322 422 522 - (0,9242K) =
( 1,1 + 1,12 + 1,13 + 1,14 + 1,15) (0, )
0,08 032 072 128 27
= (= ’ ’ ’ £ 10,9242 = 20,0363.
( 1,1 1,12 1,18 1,14 + 1,15) ’ ’
Odpowiedz.

Sredni czas zycia i wypuklo$é wynosza odpowiednio:
— dla obligacji zerokuponowej: 5 i 25,

— dla obligacji z kuponem 10%: 4,1699 i 19,2658,

— a dla obligacji z kuponem 8%: 4,2814 i 20,0363.

Cwiczenie 8.5. Zakladajac, ze wyplaty nastepuja na koniec roku oraz ze struktura terminowa
jest plaska i stopa procentowa r wynosi (w skali rocznej) 10%, obliczy¢ $redni czas zycia (dura-
tion) i wypuklo$é (convexity) nastepujacych inwestycji:

1. piecioletnia splata kredytu, raty w rownej wysokosci zawieraja splate kapitatu i odsetki.

2. renta placaca odsetki w nieskoniczonosc.

Rozwiazanie.
Oznaczmy przez k kwote pojedynczej ptatnosci.
1. Mamy pie¢ ptatnosci
CFl = CF2 = CF3 = CF4 = CF5 = k.

Wzoér na wartosé obecna przybierze postaé

k k k k E 1-11° 1—-11°
PV = — = . ’ = "~k = 3,7908k.
1,1 + 1,12 + 1,13 + 1,14 + 1,15 1,1 1—-1,1-1 0,1 ’
Zatem L L L L L
D=(—+2 3 4 5 : (3,7908k) = 2,8101
(1,1 + 1,12 + 1,13 + 1,14 + 1,15) (3, ) ’ ’

k k k k
C=(1=+ 221 T +321 E +421 T 521 5) ¢ (3,7908k) = 9,8734.

2. Mamy nieskonczenie wiele ptatnosci

CFi=k, i=1,2,....



88 8. Zarzqdzanie portfelem instrumentow diuznych

Wzér na warto$¢ obecng przybierze postac

PV =Y E_ R o

~ 1,10 0,1
Zatem -
ki 1,1k

D = i 10k = = 11.
; 1,1¢ (10%) 0,12 - 10k
X ki? 1,1-2.1k

C = 2 (10k) = ——— = 231.
— 1 (10%) 0,13 - 10k

SkorzystaliSmy tutaj z nastepujacych wzoréw sumacyjnych dla x > 1

Z 7?’:1 sz +1) Ni?
T Lagi a:—l) gl (-1 Zat

Odpowiedz.

Sredni czas zycia i wypuklo$é wynosza odpowiednio:
— dla renty piecioletniej: 2,8101 i 9,8734,

— a dla renty ,nieskonczonej”: 11 i 231.

Cwiczenie 8.6. Rozwazmy 4 inwestycje o nastepujacych przeplywach gotéwki:

I1: CF,=CF,=CF; =0, CF,=1464,1.
12 CF, = CF, = CFy =100, CFy = 1100.
I3: CF =350, CF, = 325, CF; =300, CFy = 275.
14 CF, = CF, = CFy = CF, = 31547.

Przeplywy gotowki maja miejsce na koniec roku, czyli ¢; = <.

Wyznaczyé¢ Future Value tych inwestycji na 4 sposoby. Zgodnie z ptaska strukturg terminowa
Bt)=(1+nr)"
dla stopy rynkowej r réwnej odpowiednio 9%, 10% i 11% oraz zgodnie ze wzorem Stoodleya
B(t) = 0,5(1,09) " + 0,5(1,11) "

Odpowiedz.
Otrzymujemy nastepujace wartosci F'Va:

r=20,09 |r=0,1|r=0,11 | Stoodley
I11]1232,304 | 1210 | 1188,296 | 1210,700
12 1226,591 | 1210 | 1193,875 | 1210,530
13| 1213,191 1210 | 1206,966 | 1210,135
14 ]1214,279 | 1210 | 1205,891 | 1210,162

i FVy:

r=0,09|r=0,1|r=0,11 | Stoodley
I1 | 1464,100 | 1464,1 | 1464,100 | 1464,100
12 | 1457,313 | 1464,1 | 1470,973 | 1463,895
13| 1441,393 | 1464,1 | 1487,103 | 1463,417
14| 1442,685 | 1464,1 | 1485,779 | 1463,449
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Podsumowujac, gdy stopa rynkowa jest rowna efektywnej stopie oprocentowania kredytu, to
future value nie zalezy od sposobu sptaty kredytu.

Cwiczenie 8.7. Inwestor ma do dyspozycji: obligacje 4 letnie, o wartogci nominalnej 100 zt i
oprocentowane w wysokosci 5% rocznie — platne co rok, oraz roczne bony skarbowe o wartosci
nominalnej 100 zt. Zakladamy, ze struktura terminowa stép procentowych jest ptaska, aktualna
stopa procentowa wynosi 5%, a pierwsze wyplaty nastapia za rok.

a. Wyznaczy¢ Present Value, Duration i Covexity dla obligacji oraz dla bonéw.

b. Jaki powinien by¢ sklad portfela inwestora, aby Future Value dla T = 3 lata wynosila
1 390 252.5 zt i byta uodporniona na wahania stopy procentowej?

Rozwiagzanie.
a. Poniewaz stopa rynkowa jest réwna stopie oprocentowania obligacji to Present Value jest
réwne wartosci nominalnej

PVvi =100.

Natomiast Duration i Convexity wynoszg odpowiednio

1 5 5 5 105
:100( +2 +3 +4 ):3+6698-21‘3z3,723,

D
! 1,05 71,052 °1,05% 1,054

1 5 5 5 105
Cy = — 22 33 44> = 14 + 4067 - 2172 ~ 14,439
LTI (1,05 + 1,052 + 1,053 + 1,054 + e

Poniewaz bony generuja tylko jeden przyszty przeptyw gotéwki (po 1 roku) to

100 5
=95— ~ 238.
1.05 9521 95,238

Dy=Co=1, PVy=

b. Zgodnie z twierdzeniem 8.2 portfel bedzie uodporniony gdy jego Duration wyniesie 3 lata
(D = 3). Zatem aby wyznaczy¢ liczbe obligacji (k1) i bonéw (k2) musimy rozwiazaé uklad
rownan:

(kyPVy + ko PV3) - 1,05P = FV,
k1D1PVi + ko Dy PVy = D(kval + k‘gPVQ).

7 drugiego réwnania otrzymujemy

20
ki - 21 = kg2
1 - 6698 2 51
Czyli
3349
b2 =Ry are

Po wstawieniu do pierwszego rownania otrzymujemy

20 3349

key (100 + 100 % =2 2227
1( T 5190 a2

213
- =1390252, 5.
)5 ,

Co po uproszczeniu daje

k1 - 100 - (21° 4 3349) = 1390252, 5 - 203,
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czyli
k1 =8820 1 ko= 3349.

Odpowiedz.
a. Dla obligacji Present Value, Duration i Covexity wynosza odpowiednio 100, 3,723 i 14,439, a
dla bonéw 95,238, 11 1.
b. Porfel spelniajacy warunki zadania sktad sie z 8 820 czteroletnich obligacji i 3 349 rocznych
bonéw.



9. Gielda. Rynek akcji

Liczba godzin 8.

Zakres materiatu:

Gielda. Sposéb dziatania, wyznaczanie kursu. Systemy notowan. Notowania
ciagle, cena otwarcia, cena zamkniecia. Indeksy gietdowe. Specyfika rynku ak-
¢ji. Analiza techniczna i fundamentalna. Ryzyko. Akcje = wlasno$é firmy. Dy-
widenda, walne zgromadzenia akcjonariuszy. Krotka sprzedaz. Izby rozliczenio-
we. Granie na spadkach. Kontrakty forward i futures. Opcje. Pojecie arbitrazu.
Wycena arbitrazowa.

9.1. Gieldy, notowane instrumenty

Gieldy stanowia specyficzna forme wymiany towardéw i zawierania transakcji. W zaleznosci
od rodzaju towaréw wyréznia sie:
— gieldy towarowe (np. energii elektrycznej, produktéw rolnych, surowcéw itp.),
— gieldy terminowe,
— gieldy papieréow wartosciowych.

Funkcjonowanie gieldy papieréw wartosciowych opiszemy na przykltadzie Gieldy Papieréw
Wartosciowych w Warszawie, gdzie notowane sa nastepujace papiery wartoéciowe: akcje, prawa
do akcji, prawa poboru, obligacje, certyfikaty inwestycyjne oraz instrumenty pochodne: futures,
opcje i jednostki indeksowe. Zacznijmy od ich krétkiej charakterystyki.

9.1.1. Akcje

Akcja (stock, share), to dokument stwierdzajacy udzial jej posiadacza, czyli akcjonariusza,
w majatku spoétki akcyjnej. Akcjonariusz ma zapewnione:
e prawo do dywidend;
e prawo do uczestnictwa w walnym zgromadzeniu akcjonariuszy;
e prawo do udziatu w majatku spétki w przypadku jej likwidacji.

Akcje dzielimy na zwykte i uprzywilejowane. Uprzywilejowanie zazwyczaj dotyczy:
e glosu na zebraniu akcjonariuszy,
e pierwszenstwa w wyptacaniu dywidendy,
e pierwszenstwa w podziale majatku spétki w przypadku jej likwidacji.

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (© P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Na gietdzie inwestor moze zakupi¢ akcje dopuszczone do obrotu gietdowego, sprzedaé posia-
dane akcje i dokonaé krétkiej sprzedazy akcji.

9.1.2. Kroétka sprzedaz

Krétka sprzedaza nazywamy sprzedaz aktywéw, ktérych sie nie posiada (tzn. nie ma w swoim
portfelu inwestycyjnym), w celu ich p6Zniejszego odkupienia.

Na gieldzie warszawskiej transakcja ta interpretowana jest jako rodzaj pozyczki i pod-
lega regulacjom prawnym zgodnie z Rozporzadzeniem Rady Ministréw z 21 grudnia 1999
(Dz.U.99.110.1269). Istota krotkiej sprzedazy jest zarabianie na spadkach kurséw papieréw
warto$ciowych, i to takich papieréow, ktérych nie mamy w swoim portfelu inwestycyjnym. Aby
dokona¢ krétkiej sprzedazy, nalezy najpierw pozyczy¢ papiery wartosciowe od biura makler-
skiego. Zwykle wymaga to wplacenia depozytu proporcjonalnego do kwoty pozyczki. Inwestor
pozycza okre$long liczbe akcji, spodziewajac si¢ spadku ich ceny. Jednocze$nie zobowiazuje
sie zwroci¢ je w okreslonym terminie, po odkupieniu na gietdzie. Jezeli kurs danych papieréow
faktycznie spadnie, odkupienie ich po nizszym kursie oznaczaé bedzie zarobek na réznicy miedzy
ceng sprzedazy (gdy kurs byl wyzszy) a cena odkupu papieréw (gdy kurs byt nizszy). Oczywiscie
zysk inwestora zostanie pomniejszony o koszty transakcyjne, koszty pozyczki i koszt utrzymania
depozytu.

Transakcje krétkiej sprzedazy podlegaja licznym ograniczeniom. Na niektérych rynkach
transakceji krétkiej sprzedazy nie mozna dokonaé, gdy kurs danego papieru warto$ciowego spada.
Obowiazuja zasady:

a) up-tick rule (tik w gére), ktéra méwi, ze transakcja krétkiej sprzedazy moze byé dokonana
po cenie wyzszej od ceny poprzedniej transakcji lub

b)zero-plus tick, méwiaca o tym, ze transakcja krétkiej sprzedazy moze byé¢ dokonana po cenie
réwnej cenie transakcji poprzedniej, ale wyzszej od ceny ostatniej transakcji dokonanej po cenie
roznej od majacej nastapi¢ transakcji krotkiej sprzedazy.

9.1.3. Prawa poboru i prawa do akcji

Gdy spétka akcyjna potrzebuje kapitalu na nowe przedsiewziecia lub na pokrycie strat i
przedtuzenie dziatalnosci walne zgromadzenie akcjonariuszy moze uchwali¢ nowa emisje akcji,
albo
e 7z prawem poboru nowych akcji, czyli pozwalajaca zachowaé procentowe udzialy w kapitale
sp6iki dotychezasowym akcjonariuszom, albo
e z wylaczeniem prawa poboru, gdy potrzeby firmy i mozliwosci finansowe akcjonariuszy skia-
niaja uczestnikow walnego zgromadzenia do wytaczenia dotychczasowych akcjonariuszy z prawa
poboru. Wéwczas emisja kierowana jest do wybranego grona inwestoréw, czy tez emisja jest pu-
bliczna.

Prawo poboru nowych akcji (PPA)

Prawo to ma zastosowanie do nowej emisji akcji przez spotke. Oznacza ono przywilej pierw-
szenstwa przy zakupie nowych akcji przez dotychczasowych akcjonariuszy. Prawo to jest o tyle
istotne, ze w przypadku objecia (zakupu) takiej emisji przez nowy krag akcjonariuszy nastapi-
loby tzw. rozwodnienie kapitatu, czyli procentowe zmniejszenie udziatu dotychczasowych akcjo-
nariuszy w stosunku do calkowitej sumy kapitatu akcyjnego. Na mocy prawa poboru, aktualni
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akcjonariusze maja mozliwo$é¢ zachowania dotychczasowego stanu posiadania w spoétce akcyjnej.
Wazna cecha prawa poboru jest to, ze moze by¢ przedmiotem obrotu jako samodzielny papier
wartosciowy. Dotychczasowi posiadacze starych akeji moga zrezygnowac z prawa objecia nowych
akcji, sprzedajac to prawo na gietdzie. Jednoczesnie ci, ktérzy chcieliby nabyé¢ akcje nowej emisji
spéiki, a przedtem nie byli jej akcjonariuszami, kupujac prawa poboru maja taka mozliwosé.

Prawa do akcji (PDA)

Inwestorzy, ktorym przydzielono akcje nowej emisji oferowane w publicznej subskrypcji nie
mogg ich sprzeda¢ przed faktycznym otrzymaniem. Z kolei wydanie akcji nabywcom, zgodnie
z kodeksem handlowym, nastepuje dopiero po sadowej rejestracji papieréw. Nastepne dzialania
to obowigzkowa rejestracja akcji w Krajowym Depozycie Papierow Wartosciowych oraz dopro-
wadzenie do notowania ich na gieldzie. Cala procedura trwa czesto kilka tygodni, co mogtoby
zniecheci¢ wielu potencjalnych inwestoréw do zakupu akcji nowej emis;ji.

Aby jeszcze przed pierwszym notowaniem akcji stworzy¢ mozliwo$é wycofania sie z dokonanej
inwestycji tym, ktérym przydzielono nowe akcje, i jednoczesnie daé¢ mozliwo$¢ ich nabycia tym,
ktorzy nie dokonali tego w publicznej subskrypcji, GPW wprowadzita do obrotu gietdowego
nowy na polskim rynku kapitalowym instrument finansowy — prawo do nowych akcji.

9.1.4. Obligacje

Krétka informacja o obligacjach znajduje sie w podrozdziale 4.3.

9.1.5. Certyfikaty inwestycyjne

Certyfikaty inwestycyjne, to papiery wartosciowe emitowane przez zamkniete fundusze inwe-
stycyjne. Poniewaz sa papierami warto$ciowymi na okaziciela moga by¢ notowane na gieldzie.
Tak jak inne papiery wartosSciowe notowane na gieldzie podlegaja codziennej wycenie rynkowej
na sesjach gieldowych. Innym rodzajem wyceny certyfikatéw inwestycyjnych jest ta, ktorej cy-
klicznie dokonuje ich emitent. Wycena dokonywana jest z czestotliwoscig okreslona w statucie,
lecz nie rzadziej niz raz na 3 miesiace, a jej podstawe stanowi oszacowanie wartosci instrumentow
finansowych, w ktore zainwestowal fundusz. A trzeba dodaé, ze paleta tych instrumentéw jest
znacznie wieksza niz w przypadku funduszy otwartych. Zamkniete fundusze inwestycyjne moga
inwestowa¢ m.in. w transakcje terminowe, prawa pochodne, waluty, a nawet udzialy spotek z
0.0., a wiec lokaty niedostepne z mocy prawa dla funduszy otwartych. Mozliwo$¢ inwestowania
w instrumenty pochodne stwarza funduszom znacznie wieksze mozliwoéci tworzenia zréznico-
wanych strategii inwestycyjnych.

9.1.6. Kontrakty terminowe futures

Charakterystyka kontraktéw terminowych znajduje sie w podrozdziale 12.1.2.

9.1.7. Opcje

Opcje beda oméwione w podrozdziale 12.1.4.

9.1.8. Produkty strukturyzowane

W dniu 25 sierpnia 2006 r. w obrocie gieldowym pojawily si¢ nowe instrumenty - tzw.
produkty strukturyzowane. Jako pierwsze do obrotu wprowadzone zostaly obligacje struk-
turyzowane Deutsche Bank z Londynu.
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Produkty strukturyzowane, to instrumenty finansowe, stanowiace potaczenie obligacji zero-
kuponowej i opcji, z ktérej wyplata jest uzalezniona od wartosci okreslonego wskaznika ryn-
kowego (np. kursu akcji lub koszykdéw akeji, wartosci indekséow gieldowych, kurséw walut).
Emitentami produktéw strukturyzowanych sa instytucje finansowe, najczeéciej banki lub domy
maklerskie, ktore zobowiazuja sie wobec nabywcy (inwestora), do wyplaty w terminie wykupu
instrumentu kwoty rozliczenia kalkulowanej wg okreslonego wzoru.

9.1.9. Jednostki indeksowe

Jednostki indeksowe na indeks gietdowy WIG20 sa instrumentami pochodnymi w rozumieniu
art. 3 ust. 3 Ustawy z dnia 21 sierpnia 1997 r. Prawo o publicznym obrocie papierami
warto$ciowymi (Dz.U. z 1997 r. Nr 118 poz. 754 z pdzn. zm.). Zgodnie z tym aktem prawnym
jednostki indeksowe na indeks gietdowy WIG20 (tzw. MiniWIG20) sa papierami wartosciowymi
(oznaczenie kodowe MW20). Jednostka indeksowa, to prawo, przystugujace nabywcy jednostki
wobec wystawcy, do zadania zaplaty kwoty naleznej na warunkach okreslonych w standardzie
jednostek indeksowych na indeks gietdowy WIG20. Nabywca jednostki indeksowej ptaci jej
wystawcy cene jednostki indeksowej (premie). Wystawca otwierajacy krétkie pozycje (a wiec
dokonujacy krétkiej sprzedazy) wnosi depozyty zabezpieczajace do KDPW. Nabywca jednostek
indeksowych nie musi wnosi¢ ani utrzymywaé¢ depozytéw zabezpieczajacych. Wartos¢ jednej
jednostki indeksowej odpowiada wartosci indeksu gietdowego WIG20 pomnozonej przez mnoz-
nik wynoszacy 0,1 zt. Po nabyciu inwestor moze do ostatniego dnia obrotu wlacznie zamknaé
swoja pozycje na dwa sposoby:

e poprzez sprzedaz (wystawienie) jednostki indeksowe;j.
e poprzez wykonanie jednostki indeksowej.

Wykonanie jednostek indeksowych odbywa si¢ w oparciu o cene rozliczeniowa réwna,
wartodci otwarcia instrumentu bazowego (indeksu WIG20) ustalonej w pierwszym dniu sesyj-
nym po wykonaniu jednostki indeksowej pomnozonej przez mnoznik 0,1 zt. Nabywca (inwestor
posiadajacy pozycje dluga) ma prawo zglosi¢ jednostke do wykonania w dowolnym terminie
do dnia poprzedzajacego ostatni dzien obrotu — moze zazadaé¢ wyptaty kwoty naleznej réwnej
kwocie rozliczeniowej jednostki indeksowej. Wystawca jednostki indeksowej (inwestor posiada-
jacy pozycje krotka), ktory zostanie wybrany w celu wykonania jednostki, jest zobowiazany
do wyplacenia nabywcy kwoty réwnej kwocie rozliczenia jednostki indeksowej. Wykonanie w
ostatnim dniu obrotu (dniu poprzedzajacym dzien wygasnigcia) nastepuje automatycznie chy-
ba, ze posiadacz jednostki zglosi rezygnacje z wykonania jednostki. Dzien wygadniecia jednostek
indeksowych objetych niniejszymi warunkami przypada na ostatni dzien sesyjny grudnia 2025
r. Po wystawieniu inwestor moze zamknaé swoja pozycje poprzez nabycie jednostki indeksowe;.
Wystawca jednostek indeksowych w momencie zawierania transakcji zobowiazany jest wplaci¢
depozyt zabezpieczajacy na zasadach okreslonych przez KDPW. Zobowiazany jest on réwniez
do aktualizowania swoich depozytéw na zasadach okreslonych przez KDPW. Podstawe do wy-
znaczania depozytow zabezpieczajacych stanowi kurs odniesienia.

9.2. Gielda Papieré6w Wartosciowych w Warszawie

9.2.1. Historia

Pierwsza wersja projektu ustawy regulujacej publiczny obrét papierami warto$ciowymi zo-
stala opracowana w lipcu 1990 r. W dniu 22 marca 1991 r. Sejm uchwalit ustawe Prawo o
publicznym obrocie papierami wartosciowymi i funduszach powierniczych. Powstaty
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w ten sposob podwaliny prawne gléwnych instytucji rynku kapitalowego: doméw maklerskich,
gieldy, funduszy powierniczych, a takze Komisji Papierow Warto$ciowych jako organu admi-
nistracji rzadowej kontrolujacego i promujacego rynek papieréw wartosciowych. Wspomniana
ustawa okreslita, ze gielda powinna zapewniac:

e koncentracje podazy i popytu na papiery wartosciowe dopuszczone do obrotu gietdowego w
celu ksztaltowania powszechnego kursu;

e bezpieczny i sprawny przebieg transakcji i rozliczen;

e upowszechnianie jednolitych informacji umozliwiajacych ocene aktualnej wartosci papierow
wartosciowych dopuszczonych do obrotu gieldowego.

Niecaly miesiagc po uchwaleniu przez Sejm Prawa o publicznym obrocie papierami war-
tosciowymi i funduszach powierniczych, dnia 12 kwietnia 1991 roku, Minister Przeksztalcen
Wiasnosciowych i Minister Finansow reprezentujacy Skarb Panstwa podpisali akt zatozycielski
Gieldy Papierow Wartosciowych w Warszawie. Cztery dni p6zniej, 16 kwietnia 1991 roku odbyta
sie pierwsza sesja gieldowa, z udziatem 7 doméw maklerskich, na ktorej notowano akcje 5 spotek.
Whplynelo wéwezas 112 zlecen kupna i sprzedazy, a taczny obrét gietdy wyniost 1.990 zt (2 tys.
USD).

W nastepnych latach dato sie zauwazy¢ burzliwy rozwéj GPW — patrz wykresy 9.1, 9.21 9.3.

Liczba spétek notowanych na GPW
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Rysunek 9.1. Liczba spétek notowanych na GPV.

Obecnie Gielda Papieréw Wartosciowych w Warszawie dziata w oparciu o ustawy z dnia 29
lipca 2005 r.:
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Rysunek 9.2. Kapitalizacja w mln zl.

O ofercie publicznej i warunkach wprowadzania instrumentéw finansowych do zorganizowanego
systemu obrotu oraz o spétkach publicznych (z pézn. zm.);

O obrocie instrumentami finansowymi (z p6zn. zm.);

O nadzorze nad rynkiem kapitalowym (z pézn. zm.).
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Rysunek 9.3. Obroty akcjami w mln zt.

9.2.2. Struktura

Rynki notowan
Obrét instrumentami finansowymi na Gieldzie Papierow Warto$ciowych odbywa sie na jed-
nym z dwéch rynkéw: podstawowym lub réwnoleglym, w zaleznosci od spelnienia kryteriow
okre$lonych Regulaminem Gietdy.

Przynaleznos$¢ do danego rynku zalezy od wielko$ci spotki i wiaze sie z obowiazkiem sktadania
mniej lub bardziej obszernych sprawozdan (raportéw) z wynikéw finansowych spotki.

‘ H Spotki krajowe ‘ Spotki zagraniczne ‘ Razem ‘

Rynek podstawowy 315 24 339
Rynek réwnolegty 39 0 39
‘ RAZEM H 354 ‘ 24 ‘ 378 ‘

Tabela 9.1. Liczba spétek — 15.01.2010

Segmenty rynku

Wszystkie spo6tki przydzielone sa do jednego z czterech ponizszych segmentéw rynku:

Segment 250 PLUS - akcje spélek o kapitalizacji przekraczajacej 250 mln euro;

Segment 50 PLUS - akcje spétek o kapitalizacji od 50 do 250 mln euro;

Segment 5 PLUS - akcje spétek, ktérych kapitalizacja nie przekracza 50 mln euro;

Segment MINUS 5 - akcje spotek, ktérych kapitalizacja nie przekracza 5 mln euro.

Akcje spotek, ktérych kurs charakteryzuje sie wysoka zmiennoscig lub sa w stanie upadlosci
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’ H Spotki krajowe ‘ Spotki zagraniczne ‘ Razem ‘

Rynek podstawowy 433625,58 298404,18 732029,76
Rynek rownolegty 3194,59 0 3194,59
y RAZEM [ 43682017 |  298404,18 [ 735224,35 |

Tabela 9.2. Kapitalizacja — 15.01.2010

moga nalezeé¢ do segmentu LISTA ALERTOW i wtedy sa notowane w systemie kursu jednoli-
tego.

Akcji spélek z segmentéw MINUS 5 oraz LISTA ALERTOW nie uwzglednia sie przy ustalaniu
indekséw gietdowych.

Sektory gospodarki reprezentowane na Gieltdzie
Gielda klasyfikuje spotki do 18 sektoréow gospodarki narodowej, zgrupowanych w trzech gtow-
nych dziatach: przemyst, finanse i ustugi.

Przemyst:
SPOZYWCZY,
lekki,
drzewny,
chemiczny,
farmaceutyczny,
tworzyw sztucznych,
paliwowy,
materiatéw budowlanych,
budownictwo,
elektromaszynowy,
metalowy,
motoryzacyjny,
inne.
Finanse:
banki,
ubezpieczenia,
deweloperzy,
inne.
Ustugi:
handel hurtowy,
handel detaliczny,
konglomeraty,
informatyka,
telekomunikacja,
media,
energetyka,
hotele i restauracje,
inne.
Podzial ten umozliwia obliczanie wskaznikéw sektorowych dla poszczegdlnych branz repre-
zentowanych na Gieldzie i tatwe Sledzenie koniunktury panujacej w réznych sektorach gospodar-
ki. Sektory o najwiekszym znaczeniu dla obrotu gieldowego i najwigkszej reprezentacji spétek
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maja swoje indeksy zwane subindeksami sektorowymi.

9.2.3. Systemy notowan

7 punktu widzenia inwestora od przypisania do branzy duzo wazniejsze jest, w jakim sys-
temie notowan nastepuje obrot akcjami danej spotki. Na GPW w Warszawie mamy system
mieszany: czescig papieréw handluje sie w systemie cigglym, a cze$cia w periodycznym.

Harmonogram notowan w systemie ciagglym (akcje) — styczen 2011

8.00-9.00 Faza przed otwarciem
9.00 Otwarcie — fixing (okre-

Slenie kursu otwarcia)
9.00-17.20  Faza notowan ciaglych
17.20-17.30 Faza przed zamknieciem
17.30 Zamkniecie — fixing (okre-

Slenie kursu zamkniecia)
17.30-17.35 Dogrywka

Przyjmowanie zlecen na otwarcie
Realizacja zlecen

po kursie otwarcia
Przyjmowanie i realizacja zlecen
Przyjmowanie zlecen

na zamkniecie

Realizacja zlecen

po kursie zamkniecia
Przyjmowanie i realizacja zlecen
po kursie zamkniecia

Harmonogram notowan w systemie ciagglym (instrumenty pochodne) — styczen

2011

8.00-8.30 Faza przed otwarciem

8.30 Otwarcie — fixing (okre-
Slenie kursu otwarcia)

8.30-17.20  Faza notowan ciaglych

17.20-17.30 Faza przed zamknieciem

17.30 Zamkniecie — fixing (okre-
Slenie kursu zamkniecia)

17.30-17.35 Dogrywka

Przyjmowanie zlecen na otwarcie
Realizacja zlecen

po kursie otwarcia
Przyjmowanie i realizacja zlecen
Przyjmowanie zlecen

na zamkniecie

Realizacja zlecen

po kursie zamkniecia
Przyjmowanie i realizacja zlecen
po kursie zamkniecia

Harmonogram notowan jednolitych (system periodyczny) — styczen 2011

Faza przed otwarciem Przyjmowanie zlecen na otwarcie
Realizacja zlecen

po kursie jednolitym
Przyjmowanie i realizacja zlecen

po kursie jednolitym

Przyjmowanie zlecen na otwarcie
Realizacja zlecen

po kursie jednolitym
Przyjmowanie i realizacja zlecen

po kursie jednolitym

Przyjmowanie zlecen

na otwarcie nastepnej sesji

8.30-11.00
11.00 Fixing (okreslenie
kursu jednolitego)
11.00-11.30 Dogrywka
11.30-15.00 Faza przed otwarciem
15.00 Fixing (okreslenie
kursu jednolitego)
15.00-15.30 Dogrywka
15.30-17.35 Faza przed otwarciem
Zlecenia

Inwestorzy skladaja zlecenia za posrednictwem swoich biur maklerskich. Najprostsze zlecenie
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zawiera nastepujace dane:

e informacje, czy jest to zlecenie kupna czy sprzedazy,

e termin waznosci zlecenia,

e nazwe papieru wartosciowego,

e wielko$¢ transakeji (np. liczba akeji),

e limit ceny.

W przypadku zlecenia kupna jest to najwyzsza cena, a w przypadku zlecenia sprzedazy najniz-
sza, jaka inwestor jest sklonny zaakceptowaé. Zlecenia skladane w czasie dogrywki maja limit
ceny réwny kursowi ustalonemu na fixingu.

Ponadto inwestor moze zlozy¢ zlecenie bez limitu ceny. Na przyktad PKC czyli po kazdej cenie;
PCR po cenie rynkowej i PCRO po cenie rynkowej na otwarcie. PKC interpretuje si¢ jako
zlecenie, w ktérym limit ceny jest réwny opowiednio gérnemu lub dolnemu ograniczeniu wahan
kurséw.

Fazy sesji gieldowej

Przed otwarciem.

W tej fazie mozliwe jest wprowadzanie zlecen do systemu gietdowego. Zlecenia sktadane przez
inwestorow trafiajg bezposrednio do centralnego arkusza zlecen, jednakze nie s zawierane trans-
akcje.

Fixing.
Zostaje wyznaczony kurs otwarcia/zamkniecia (notowania ciagle) lub kurs jednolity (notowania
jednolite) i nastepuje realizacja po tym kursie jedynie tych wprowadzonych wczesniej zlecen,
ktére moga by¢ zrealizowane.

Notowania ciggle.
Mozliwe jest wprowadzanie zlecen. Transakcje zawierane sg na biezaco, natychmiast po wpro-
wadzeniu zlecenia, ktére moze by¢ zrealizowane. Zlecenie, ktére ze wzgledu na limit ceny nie
moze by¢ zrealizowane, zostaje umieszczone w arkuszu zlecen.

Dogrywka.
Wszyscy uczestnicy rynku moga sktada¢ zlecenia kupna i sprzedazy po wyznaczonym kursie.
Transakcje zawierane sg na biezaco.

Widelki — ograniczenia wahan kurséw

Widetki to popularna nazwa dla maksymalnych wahan kurséw wyznaczanych wzgledem tzw.
kursu odniesienia.

Zgodnie z regulaminem Gieldy Warszawskiej (styczen 2010) mamy nastepujace ograniczenia:

Notowania ciagte:
Kurs odniesienia = kurs zamkniecia.

instrument dopuszczalna zmiana na otwarciu  dopuszczalna zmiana w trakcie sesji
akcje +10% od kursu zamkniecia +10% od kursu otwarcia
obligacje +3% od kursu zamkniecia +3% od kursu otwarcia
jednostki indeksowe 45 pp od kursu zamkniecia 45 pp od kursu zamkniecia

Notowania jednolite:
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instrument dopuszczalna zmiana na fixingu
akcje +10% od ostatniego fixingu

W uzasadnionych przypadkach przewodniczacy sesji moze zmienié¢ powyzsze limity. W przy-
padku notowan ciaglych oznacza to przerwe w realizacji zlecen, a nastepnie przesuniecie pasma
dopuszczalnych kurséw.

Dokladnos$é okre$lania kurséw (styczen 2010)

W zaleznosci od wysokosci kursu akcji i obligacji rézna jest doktadno$é, z jaka papiery warto-
Sciowe sa notowane na gietdzie.

Kurs akcji podawany jest w ztotych.

kurs akcji w zt krok notowania w zt
< 50 0,01
(50, 100] 0,05
(100, 500] 0,1
> 500 0,5

Kurs obligacji okreslany jest w procentach ich wartosci nominalnej z doktadnoscia do 0,01
punktu procentowego.

Kurs certyfikatow inwestycyjnych podawany w ztotych, krok notowania wynosi 0,01 zt.

Kurs instrumentow strukturyzowanych okreslany jest:
a) w przypadku wyznaczania kursu w zlotych - z dokladnoscia do 1 grosza,
b) w przypadku wyznaczania kursu w procentach warto$ci nominalnej - z doktadnoscia do 0,01
punktu procentowego.

9.3. Cwiczenia - renty

Renta nazywamy ciag ptatnosci dokonywanych w réwnych odstepach czasu.

Przyjete ustalenia.

1. Kwota platnosci jest na ogdét stata.

2. Renta moze by¢ platna na poczatku okresu - "z géry” lub na koncu okresu - 7z dotu”.

3. Liczba ptatnosci moze byé nieskonczona, skonczona okreslona lub skonczona, ale nieokreslona
w momencie zawarcia umowy (np. renta dozywotnia, emerytura).

4. W teorii rozpatruje sie tez renty z ciaglym strumieniem gotowki.

Bedziemy wyznaczaé warto$¢ obecng renty przy stalej stopie procentowej r i stalej inten-
sywnosci § (plaska struktura terminowa)

14+r=¢, d=In(1+r).

Cwiczenie 9.1. Wyznacz warto$¢ obecna renty platnej z dotu przez n lat. Wielkoéé pojedynczej
wyplaty wynosi 1 jednostke.

Rozwigzanie
1 jednostka jest ptatna na koniec roku przez n lat.

CFhh=CF=---=CF, =1
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1 1 1
PV = R R
1+r+(L+M2+ +(1+mn
1 1
_ 1 (1 B (1+7”)”): 1- (I4r)m
1+ 1——1ir r '

Alternatywnie, gdy zastapimy r przez §, to otrzymamy

n st 1_e—n§
PV = = .
;e el —1

Odpowiedz.

s . 1- L I _,—nd
Wartosé obecna renty wynosi — 0= = 1656_1 )
Komentarz.

Aktuariusze ("specjalisci od wyznaczania sktadek ubezpieczeniowych”) stosuja symbol azy, ktéry
oznacza wartos¢ obecng takiej renty

1
7 r r

gdzie v = (1 +7)"! =e79.

Cwiczenie 9.2. Wyznacz wartoéé obecna renty platnej z géry przez n lat. Wielkosé pojedynczej
wyptaty wynosi 1 jednostke.

Rozwigzanie
1 jednostka jest ptatna na poczatku roku przez n lat.

Ckhhy=CF,=---=CF,_1=1

1 1

PV=14— o =
T T T A e
1

I C N St

_ 7 .

1—1—” 1—v

Alternatywnie, gdy zastapimy r przez §, to otrzymamy

n—1 st 1— 6—n5
PV = e = ———.
Odpowiedz.
44 - 1—p? _ 1—e 70
Wartos¢ obecna renty wynosi 5= = 755
Komentarz.
Aktuariusze uzywaja oznaczenia
. 1—o"
G = .
™ 1—v
Cwiczenie 9.3. Udowodnij réwnoéé
1
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Cwiczenie 9.4. Wyznacz warto$é¢ obecng renty platnej z dotu bezterminowo. Wielkogé poje-
dynczej wyplaty wynosi 1 jednostke.

Rozwiazanie
1 jest ptatne na koniec kazdego roku ” od dzi$ do konca $wiata”.

CF=1, i=12,...

PV = ! + ! + = i ! =
1+r  (147r)? = (1+r)
1 1 1 1
= 1+ ( 1 ): R :
r 11— T r e —1
Odpowiedz.
Warto$é obecna renty wynosi % = 651_1.
Komentarz.
Aktuariusze uzywaja oznaczenia
1
CZ@‘ = ;

Cwiczenie 9.5. Wyznacz wartosé obecna renty platnej z géry bezterminowo. Wielkos¢ poje-
dynczej wyplaty wynosi 1 jednostke.

Rozwigzanie
1 jest ptatne na poczatku kazdego roku.

CF,=1, i=0,1,2,...

PV =1+ ! + ! +-= i ! =
1+r (1+47r)? = (1+r)
1 147 1

1 S T T
Odpowiedz.
Wartosé obecna renty wynosi l—jr
Komentarz.
Aktuariusze uzywaja oznaczenia

.. 1

Cwiczenie 9.6. Wyznacz warto$¢ obecna ciaglego stalego strumienia wyplat platnego przez
T lat. Wielko$¢ rocznej wyptaty wynosi 1 jednostke.

Rozwiagzanie.
1 ptatna w ciagu roku przez T lat.
Mamy stala gestosé platnosci p(t) =1dla 0 <t < 7T.

T 1 1
PV = / e Otdt = ——e % |T= —(1 — %7
0 d o

Odpowiedz.

Warto$¢ obecna wynosi (1 — e~°7).
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Komentarz.
Aktuariusze uzywaja oznaczenia
1
= ~(1—eT).

Cwiczenie 9.7. Wyznacz warto$¢ obecng cigglego stalego strumienia wyplat platnego bezter-
minowo. Wielkos¢é rocznej wyptaty wynosi 1 jednostke.

Rozwiazanie.
1 ptatna w ciagu roku bezterminowo.
Mamy stala gesto$é ptatnosci p(t) = 1 dla 0 < ¢.

PV = /OO et — — Lot o= !
0 s Y6
Odpowiedz.
Wartos¢ obecna wynosi %.
Komentarz.
Aktuariusze uzywaja oznaczenia
_ 1
a@‘ = g

Cwiczenie 9.8. Wyznacz warto$é obecna renty odroczonej o k lat platnej z dotu przez n lat.
Wielko$¢ pojedynczej wyplaty wynosi 1 jednostke.

Rozwiazanie.
1 ptatna 7z dotu” przez n lat.

CF]C+1:CF]€+2:"':CF]€+”:1
1 1
(1—1—7‘)k+1 + + (1 _|_7a)k+n
S SPES SRS S o
T r)E It I+~ (L™= "

Odpowiedz.
Wartoéé obecna wynosi vkam.

Cwiczenie 9.9. Wyznacz wartoéé obecna renty odroczonej o k lat platnej z dotu bezterminowo.
Wielko$¢ pojedynczej wyplaty wynosi 1 jednostke.

Rozwiazanie
1 ptatna "z dohlu” bezterminowo.

1 1 vk

— S, P — = k = —
PV =gt = qpgpte = Vo =

Odpowiedz.
Iy .k
Wartos¢ obecna wynosi “-.

Cwiczenie 9.10. Wyznacz warto$é¢ obecna renty platnej z dotu m razy w roku przez n lat.
Wielkos$¢ pojedynczej wyplaty wynosi 1/m jednostki.
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Rozwiazanie.
1/m platne "z dolu” przez n lat.

1
CF, =CFs =-..=CF, = —
m m m
1 X Ll—e 11—
PV:—ZQ_(S%:— 66 = —_— _lv
L m em —1 mym —1
Odpowiedz.
Wartosé obecna wynosi %1,_17“"
vm —1

Komentarz.

Aktuariusze uzywaja oznaczen
m)y 1 1—=a"

aﬁl _%v_ﬁl—l
gm_ 11
i mv%—l'

Cwiczenie 9.11. Wyznacz wartosé obecna renty ptatnej z géry m razy w roku przez n lat.
Wielkos$¢ pojedynczej wyplaty wynosi 1/m jednostki.

Rozwiazanie.
1/m platne "z gory” przez n lat.

1
CFO = CFL == Canfl = —
m m m
1Mt s 1l—e 1 1—n
pr= Ly o Ll 11oo
[LL— mil—e m mil—om
Odpowiedz.
Warto$é obecna wynosi - 1177& .
—uvm
Komentarz.

Aktuariusze uzywaja oznaczen
.(m) 119"

a - 1
m mil—oym

am 11
ol mi— ym

Cwiczenie 9.12. Wyznacz warto$é obecna rewaloryzowanej liniowo renty bezterminowej, plat-
nej z gory . Rewaloryzacja jest rowna pierwszej wyplacie i wynosi 1 jednostke.

Rozwiazanie.

CFy=1, CF =2,---=CF,=n+1,...

Traktujemy te rente jak sume odroczonych rent statych.

2 3 n
PV =1 I S N
M T s A e T g
. 1 1 1
= iz (1 + + b ———— ) =

T+r  (1+7)72 1+ )1
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.. .. 1
:aﬂ-aﬂ:(l—l—;f
Odpowiedz.
Warto$é obecna wynosi (1 + 1)2.
Komentarz.

Aktuariusze uzywaja oznaczenia

1
r

)%

Cwiczenie 9.13. Wyznacz warto$é obecng rewloryzowanej liniowo raz na rok renty beztermi-
nowej, platnej z géry m razy w roku. Rewaloryzacja jest réwna pierwszej wyplacie i wynosi 1/m
jednostki.

(Tid)ss = (iss)® = (1 +

Rozwiazanie.
1 2
m m m m m m
1 _1ls _m=1lg 2 _5 _mtlg _2m=1g
PV=—(O4em+...e m)+—(e+e m°+...e m °)+...=
m m
—a™ . g
o) 4edl
Odpowiedz.
Wartosé obecna wynosi d%n) gy
Komentarz.

Aktuariusze uzywaja oznaczenia
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10.1. Wyznaczanie kursu jednolitego

Kurs jednolity, kurs otwarcia i kurs zamkniecia wyznacza sie¢ w drodze przetargu (aukcji).
Najpierw zbiera si¢ zlecenia kupna i sprzedazy, a potem wyznacza kurs k;, po ktérym sa zawie-
rane transakcje. Oczywiscie nie wszystkie zgtoszone zlecenia mozna zrealizowaé. Zlecenia kupna
muszg mie¢ limit ceny nie mniejszy niz k;, a zlecenia sprzedazy — nie wigkszy. Ponadto liczba
sprzedanych papieréw musi by¢ rowna liczbie kupionych. W przepisach prawnych podkresla sie,
ze k; ma maksymalizowa¢ wolumen obrotu, czyli liczbe papieréw w zrealizowanych transakcjach
i minimalizowa¢ nadwyzke papieréw spelniajacych limit ceny. W modelowaniu aukcji wygodniej
jest przyjaé, ze podstawowym warunkiem jest zréwnowazenie rynku.

Wszystkie zlecenia kupna z limitem ceny wyzszym oraz wszystkie zlecenia sprzedazy z limitem
ceny nizszym od kj muszq byé zrealizowane. Zlecenia kupna z limitem ceny nizszym oraz zlecenia
sprzedazy z limitem ceny wyzZszym pozostajq niezrealizowane. Natomiast zlecenia po kursie k;
mogq byc zrealizowane czeSciowo lub wcale.

Niech K oznacza liczbe papieréw w zleceniach kupna z limitem nie mniejszym niz k;, a S
liczbe papieréw w zleceniach sprzedazy z limitem nie wiekszym. Biorac pod uwage, ze liczby
zrealizowanych zlecenn kupna i sprzedazy sa sobie réwne, zrealizowanych zostanie min(K,S)
transakeji, a sposréd zlecen spelniajacych limit ceny, (K —S)* ofert kupna albo (S — K)T ofert
sprzedazy zostanie niezrealizowanych.

To, ktére zlecenia o limicie ceny réwnym k; zostang zrealizowane, jest okreslone przez do-
datkowe przepisy. W systemie WARSET, stosowanym na GPW w Warszawie od 17.11.2000,
pierwszenstwo maja zlecenia ztozone wczesniej. Poprzednio dokonywano proporcjonalnej reduk-
cji zlecen. W modelowaniu (np. Double Auction Model) dopuszcza sie wybor losowy.

10.1.1. Kurs réwnowagi

Oznaczmy przez Ky, i Sy, liczbe zlecen kupna i sprzedazy z limitem ceny k, a przez Sif, K ]j ,
Sy 1 K, liczby ofert sprzedazy i kupna z limitem wigkszym lub mniejszym od k.

SE=>8, Kf=> K,

p>k p>k
=0 % Kp =) K,
p<k p<k

Definicja 10.1. Kurs k nazywamy kursem réwnowagi, gdy

Y S =S+, >Kf=> K,
p<k p>k

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (©) P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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(wszystkie oferty kupna po cenie wyzszej niz k moga by¢ zrealizowane) i

K, =K +EKy>5,=> 5
p=k p<k

(wszystkie oferty sprzedazy po cenie nizszej niz k moga by¢ zrealizowane).

Oznaczmy przez M zbiér kursow réwnowagi. Zaldézmy, ze tacznie zostaly zlozone oferty
kupna m i sprzedazy n akcji, n,m > 1.

m:ZKp, n:ZSp
P P

Okazuje sie, ze zbiér kurséw rownowagi jest domknietym przedzialem lub punktem. Rzeczywi-
$cie: Ustawiamy n + m limitéw w ciag rosnacy

P1SP2< - S Pngme

Twierdzenie 10.1.
M = [pm,perl]

Dowad.

Krok 1. M D [pm, Pm+1]-

Wybierzmy dowolny punkt k z przedzialu [pm,, pm+1]. Mamy nastepujacy uklad réwnan i nie-
rownosci

S+ S+ S, =n,
K+ K+ K, =m,
S, + K, <m,
S+ K <n.

Zatem
Sy <m-K; =Ki+Ky, Kf<n-S=5+S5;.

Czyli k jest kursem rownowagi.

Krok 2. k> pmy1 =k & M.
Gdy k > pm+1, to
S, + K, >m+ 1.

Zatem
Sy >m+1-K, =K+ K, +1.

A stad wynika, ze nie wszystkie zlecenia sprzedazy z limitem mniejszym od k& moga by¢ zreali-
zowane.
k nie jest kursem réwnowagi.

Krok 3. kK <pp, =k & M.
Gdy k < pm, to
SE+Kf>n+1.
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Zatem
Kf>n+1-S5=5 +S,+1

Stad nie wszystkie zlecenia kupna z limitem wigkszym od k moga by¢ zrealizowane.
k nie jest kursem réwnowagi.

W zadaniu 10.1 m = 17 i p17 = p1g = 20 (dokladniej p1g = - -+ = pas = 20). Zatem mamy
dokladnie jeden kurs réwnowagi 20 tzn. M = {20}. Natomiast w zadaniu 10.2 mamy m = 17
pir = 10 < 20 = p1s, zatem M = [10, 20].

10.1.2. Wolumen obrotu

Wolumen obrotu przy ustalonym kursie = jest to liczba transakcji, ktéra moze byé zawarta
po tym kursie. Poniewaz kazda transakcja wymaga udzialtu dwéch stron — kupujacego i sprze-
dajacego, to wolumen obrotu jest réwny mniejszej z dwdch liczb:

— liczby ofert kupna po cenie nie mniejszej niz x,
oraz
— liczby ofert sprzedazy po cenie nie wyzszej niz x

Vol(x) = min( Z K,, Z Sp)

p>x P

Twierdzenie 10.2. Kazdy kurs rownowagi maksymalizuje wolumen obrotu

M C Maz(Vol).

Dowdad.

Niech k kurs réwnowagi.

Krok 1. z > k = Vol(z) < Vol(k).
Poniewaz x > k, a k jest kursem réwnowagi, to mamy nastepujacy uktad nieréwnosci:

< Zpgk Sp < Zpéx Sp
Y K<) K,

p=T p>k < Zp}k‘ Kp.

Zatem

Vol(x) = min( Z K,, Z Sp) Z p < min( Z K, Z Sp) = Vol(k

p=T p<T p=T p=k p<k

Krok 2. z < k = Vol(z) < Vol(k).
Poniewaz x < k, a k jest kursem réwnowagi, to mamy nastepujacy uklad nieréwnosci:
< Zp)k; Kp < Zp?m KP
>S5 <D_ S

p<z p<k S D p<k Spe

Zatem

Vol(z) = min( ZKp, ZS Z p < min( ZKP’ZS = Vol(k

p2T p<T p<T p=k p<k
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Whniosek 10.1. Wolumen obrotu jest staly na M.

W zadaniu 10.1 maksimum wolumenu obrotu wynosi 12 i jest ono przyjmowane na zbiorze
Max(Vol) = [20,30]. Natomiast w zadaniu 10.2 maksimum wolumenu obrotu tez wynosi 12,
ale jest ono przyjmowane na zbiorze Max(Vol) = [10, 30].

10.1.3. Niezrealizowane transakcje
Oznaczmy przez NK (x) i NS(x) odpowiednio liczbe zlecen kupna i sprzedazy spelniajacych
limit ceny x, ale niemozliwych do zrealizowania, poniewaz brakuje zlecen przeciwnego typu,

NK(x) = (Z Ky — Zsp)+v NS(z) = (Zsp - ZKP>+'

pzw P Pz >
Powtarzajac rozumowanie z dowodu twierdzenia 10.2, otrzymujemy:

Lemat 10.1. Niech k kurs réwnowagi. Jezeli x > k, to NK(x) =0 i NS(x) > 0. Natomiast
jezeli x <k, to NK(z) >0 i NS(x) =0.

Oznaczmy przez N R(z) liczbe wszystkich zlecen spelniajacych limit ceny x, ale niemozliwych
do zrealizowania, poniewaz brakuje zlecen przeciwnego typu,

NR(z) = NK(z)+ NS(z) = | > K, —>_ Sl

p2w P

Okazuje sie, ze kursy rownowagi nie muszg minimalizowa¢ NR. W przykladzie pierwszym
NR(15) = 2, podczas gdy dla kursu réwnowagi & = 20 mamy NR = 8.

Lemat 10.2. Jezeli kurs réwnowagi r nalezy do wnetrza przedzialu M, to NR(r) =0 ir €
Min(NR). W ogélnym przypadku kurs réwnowagi r nalezy do domkniecia zbioru minimdéw N R.

Dowad.
Niech M = [pm,Pm+1] bedzie przedzialem i p,, < k < ppm41. Oznacza to brak zlecen z limitem

k. Wéwczas
S = S <Y K=Y K, <Y S,

p<k p<k p=k p>k p<k
Zatem
> S=> K, i NR(k)=0.
p<k p=k
Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy zauwazyé¢, ze dla > py,41 (na prawo od M) funkcja
N R(x) jest niemalejaca, a dla x < p,, (na lewo) nierosnaca.

Lemat 10.3. Niech M = [pm, pm+1], gdzie m liczba akcji w zleceniach kupna. Wowczas:
a) Jezeli k € Max(Vol) i k > pmy1 to NR(k) > NR(pm+1)-
b) Jezeli k € Max(Vol) i k < pm to NR(k) > NR(pm).

Dowad.

Punkt a.

Wybieramy ki, takie, ze

i. k> k1> pmyl,

ii. nie ma zlecen sprzedazy z limitem ceny w przedziale (py,+1,k1).
Z i. wynikaja nastepujace nieréwnosci

DSz D S>> Ky > ) K,

p<k p<ki p=k1 p=k
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Z ii. wynika réwnosc

Y 5= Y s,

p<k1 PEPm+1
Zatem
> S > Ky
PEPm+1 p=k
oraz
> S>> Ky
p<k p=k

Poniewaz wolumen obrotu maksymalizuje si¢ zaréwno dla k jak i dla py,41 to

min( Y Sy, > Kp)=Vol(pmy1) = Vol(k) =min() S5, > K,).

P<Pm+1 PZPm+1 p<k p=k

Z powyzszych ,ostrych” nieréwnosci wynika, ze suma »_ K, jest mniejsza niz oba pierwsze
argumenty min, zatem jest rowna drugiemu argumentowi pierwszego minimum

Y K,= > K,

p=k PZDPm+1
Podsumowujac
NR(k):ZSp_ZKp> Z Sp — Z Kp = NR(pm+1),
p<k p=k PSPm+1 PZPm+1

co konczy dowod implikacji a. Implikacje b. dowodzi sie analogicznie.

Whiosek 10.2. Jezeli zbior kursow réwnowagi jest jednoelementowy, to jest on punktem brze-
gowym zbioru Max(Vol)
Pm = Pm+1 = M C OMaz(Vol).

10.1.4. Wyznaczanie kursu jednolitego

Gdy zlozone zlecenia kupna i sprzedazy dopuszczaja tylko jeden kurs réwnowagi (M jedno-
punktowy), to mozna ustali¢ go jako kurs jednolity, po ktérym zawierane sa wszystkie transakcje.
W przeciwnym przypadku

M = [pmypm+1]a Pm < Pm+1,

wybér kursu jednolitego jest bardziej skomplikowany.

Przyklady mozliwych algorytméw wyboru kursu jednolitego k;.

1. Srednia wazona.
Ustalamy liczbe k € [0, 1]
kj = kpm + (1 = k)pm1.
Ten schemat jest chetnie wykorzystywany w rozwazaniach teoretycznych np. w ,k-Double Auc-
tion Model”.
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2. W zaleznosci od kursu odniesienia.
Jako kurs jednolity wybieramy kurs réwnowagi najblizszy kursowi odniesienia k,

pm gdy ko < pm,
k‘j = ko gdy Pm < ko < Pm+1,
Pm+1 gdy Pyl < ko

Ten algorytm daje ten sam wynik co schemat stosowany na gieldzie we Frankfurcie ([28] §11).
Kurs odniesienia to zwykle ostatni kurs jednolity lub kurs ostatniej transakeji. Warto zauwazy¢,
ze jesli ustalimy dyskretny zbiér dopuszczalnych notowan (limitéw), to tak wyznaczony kurs
réwnowagi nalezy do tego zbioru.

3. W zaleznoSci od liczby niezrealizowanych zlecenn spelniajacych limit ceny i od
kursu odniesienia k,.

Ustalamy dyskretny zbiér dopuszczalnych notowan A. Wybieramy te k € M N A, ktére minima-
lizuja liczbe niezrealizowanych zlecen spelniajacych limit ceny. A nastepnie spos$réd nich ten,
ktory minimalizuje modut réznicy kursu jednolitego i kursu odniesienia:

My={ke MNA: NR(k)=min{NR(z) : x € M NA},
ii. |kj — ko| — min,
/{j eM A |/€j—k‘o| :min{|k‘—ko| :k‘EMl}.

WARSET (system komputerowy obstugujacy Gielde Papieréw Wartosciowych w Warszawie)
wyznacza kurs jednolity taki sam jak ostatni z podanych algorytmow.

Algorytm ten moze prowadzi¢ do innych wynikéw niz algorytm zamieszczony w regulaminie
gieldy ([37] §136), ktéry nakazuje maklerowi kolejno:
1. Maksymalizowaé¢ wolumen obrotu.
2. Minimalizowaé liczbe niezrealizowanych zlecen spetniajacych limit ceny.
3. Minimalizowa¢ modut réznicy kursu jednolitego i kursu odniesienia.

Z drugiej strony w ,szczegdlowych zasadach obrotu gieldowego” ([45] §VI.7) jest zapisane,
ze ma to by¢ kurs réownowagi. Niestety nie zawsze kurs wyznaczony zgodnie z punktami 1, 2 i
3, jest kursem réwnowagi (patrz zadanie 10.4).

Dlatego w opisie WARSET-u ([48]) zaproponowano wprowadzenie czwartego punktu:
4. Wyznaczy¢ kurs réwnowagi najblizszy kursowi wyznaczonemu w punkcie 3.

Zauwazmy, ze alternatywnym rozwigzaniem byloby dodanie punktu 2’:
2’. Sposréd kursow wyznaczonych w punktach 11 2 wybraé¢ kursy rownowagi.

10.2. Notowania ciggle

W czasie notowan cigglych kupujacy i sprzedajacy sktadaja zlecenia, ktére po przekazaniu
na gielde sa realizowane na biezaco, pod warunkiem zgodnoéci cen, lub trafiaja do arkusza
zlecen i oczekujg ofert przeciwnych o odpowiedniej cenie, umozliwiajacych zawarcie transakcji.
Przy realizacji zlecen obowiazuja dwa priorytety: cena i czas zlozenia zlecenia. Oznacza to, ze w
przypadku gdy czekaja na realizacje dwa zlecenia po identycznej cenie, jako pierwsze realizowane
jest to, ktore zostato przekazane na gietde wczedniej. Transakcje sg zawierane po cenie zlecenia
oczekujacego.
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10.2.1. Arkusz zlecen

Po fazie fixingu na otwarciu wszystkie niezrealizowane zlecenia, ktore nie zostaly wycofane
przez inwestoréw, sa umieszczane w arkuszu zlecen. Po uporzadkowaniu zlecenn wedtug limitow
arkusz wyglada nastepujaco:

Limit Kupno Sprzedaz

ng - S3

182 - S9
ls1 - S1
lky k1 -
lko ko -
lks ks -

Zalézmy, ze zostalo zlozone nowe zlecenie sprzedazy: s akcji z limitem ceny Is.

e Jezeli limit ceny Is jest wiekszy od najwyzszego limitu kupna lki, to zlecenia nie mozna
zrealizowaé i zostaje ono umieszczone w caloéci w arkuszu zlecen.

e Jezeli limit ceny ls jest nie wiekszy od najwyzszego limitu kupna [k, to zlecenia zostaje
zrealizowane po kursie lk; — caltkowicie, gdy s < ki, lub cze$ciowo, gdy s > kj. Zrealizowane
zlecenia kupna zostaja usuniete z arkusza. Gdy s > ki, to pozostaly czeéé¢ zlecenia sprzedazy
traktuje sie jak nowe zlecenie (s — k1 akcji z limitem ceny [s) i powtarza powyzsze kroki.

W przypadku zlecen kupna postepuje sie podobnie.

10.3. Cwiczenia

Cwiczenie 10.1. Zlozono dwa zlecenia kupna:

a) 5 akcji z limitem ceny 10 zl;

b) 12 akgcji z limitem ceny 30 zl;

oraz trzy zlecenia sprzedazy:

¢) 10 akcji z limitem ceny 10 zl;

d) 10 akcji z limitem ceny 20 zl;

e) 5 akcji z limitem ceny 30 z1.

Wyznaczy¢ kurs(y) réwnowagi, wolumen obrotu i liczbe niezrealizowanych transakcji sposréd
transakcji spetniajacych limit ceny. Ponadto sprawdzié, ktére zlecenia zostang zrealizowane.

Rozwigzanie.
Porzadkujemy zlecenia wedlug limitu ceny.

Limit Kupno Sprzedaz

30 12 5

20 — 10

10 5 10
Razem 17 25

Odpowiedz.

Kurs réwnowagi wynosi 20 zl. Przy tym kursie zlecenia b i ¢ zostaja zrealizowane w caltosci,
zlecenie d cze$ciowo (tylko 2 akcje), a zlecenia a i e pozostaja nie zrealizowane. Wolumen obrotu
wyniést 12 akcji. Liczba niezrealizowanych transakeji sposréd transakeji spelniajacych limit ceny
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wyniosta 8 zt.

Cwiczenie 10.2. Zlozono dwa zlecenia kupna:
a) 5 akcji z limitem ceny 10 zl;

b) 12 akcji z limitem ceny 30 zl;

oraz trzy zlecenia sprzedazy:

c¢) 12 akcji z limitem ceny 10 zl;

d) 10 akcji z limitem ceny 20 zl;

e) 5 akcji z limitem ceny 30 z1.

Wyznaczyé¢ zbior kurséw réwnowagi.

Rozwiazanie.
Porzadkujemy zlecenia wedlug limitu ceny.

Limit Kupno Sprzedaz

30 12 5
20 — 10
10 5 12
Razem 17 27
Otrzymujemy m = 17,
pr=...p17 =10, pig=---=por =20, pog=---=pgq = 30.

Odpowiedz.
Zatem M = [10,20]. Kazdy kurs z przedziatu [10, 20] jest kursem réwnowagi.

Cwiczenie 10.3. Kurs odniesienia wynosi 120 z1, krok notowania 0.5 zl. Zlozono trzy zlecenia
kupna:

— 5 akcji z limitem ceny 119 zl;

— 15 akcji z limitem ceny 121 zl;

— 15 akcji z limitem ceny 122 zl;

oraz dwa zlecenia sprzedazy:

— 20 akcji z limitem ceny 118 zt oraz

— 5 akcji z limitem ceny 119 zl.

Wyznaczyé¢ zbior kurséw réwnowagi.

Rozwiazanie.

Limit Kupno Sprzedaz Kumulacja

122 15 - 60

121 15 — 45

119 5 5 30

118 - 20 20
Razem 35 25

Poniewaz tacznie byto ofert kupna na 35 akcji, to kurs rownowagi jest wyznaczony jednoznacznie
i wynosi 121 zl (pss = p3g = 121).

Odpowiedz.
Kurs rownowagi jest wyznaczony jednoznacznie i wynosi 121.
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Cwiczenie 10.4. Dla tych samych zlecenn co w zadaniu 10.3, wiedzac, ze kurs odniesienia,
wynosi 120 zt a krok notowania 0.5 zt wyznaczy¢ kurs jednolity zgodnie z regulaminem gietdy.
Sprawdzié, czy jest on kursem réwnowagi.

Rozwiazanie.

Limit Kupno Sprzedaz Wolumen NR

Skumulowane
122 15 25 15 10
121.5 15 25 15 10
121 30 25 25 5
120.5 30 25 25 5
120 30 25 25 5
119.5 30 25 25 5
119 35 25 25 10
118.5 35 20 20 15
118 35 20 20 15

Zatem wolumen maksymalizuja nastepujace kursy: 119, 119.5, 120, 120.5, 121.
Liczbe niezrealizowanych transakcji minimalizuja kursy: 119.5, 120, 120.5, 121.
Sposrod nich najblizszy kursowi odniesienia jest 120, ktéry nie jest kursem réwnowagi.

Odpowiedz.
Kurs jednolity wyznaczony zgodnie z regulaminem gietdy wynosi 120 z1, ale nie jest on kursem
rownowagi.

Cwiczenie 10.5. O godzinie 11:00 w arkuszu zlecefi bylo 7 zlecen kupna (w zt)

limit ceny | 31 31,3 31,5 31,5 31,5 31,8 319
liczba akeji | 500 500 415 1000 2000 400 600

i 7 zlecen sprzedazy (w zl)

limit ceny | 32 32,3 32,5 32,6 32,7 32,8 33
liczba akcji | 19 1650 1451 3986 1200 1000 299

O godzinie 11:05 inwestor X ztozyl zlecenie kupna 200 akcji z limitem 31,8 zt. Miedzy 11:00 a
12:00, oprécz jego zlecenia, ztozone zostaly tylko nastepujace zlecenia:

czas 11:10 11:20 11:30 11:35 11:45
K S S S K

limit ceny | 32,2 31,9 31,5 319 325
liczba akeji | 50 400 700 200 100

Czy zlecenie inwestora X zostalo zrealizowane do godziny 11:557
Jaki byt kurs ostatniej zrealizowanej przed 12:00 transakcji?

Rozwiazanie. O 11:05 najlepszy oczekujacy kurs sprzedazy wynosit 32 zt, zatem zlecenie in-
westora X nie mogto by¢ zrealizowane i zostalo umieszczone w arkuszu zlecen.

Zlecenie kupna z godziny 11:10 zostalo zrealizowane czesciowo (19 akcji), a pozostala czesé
(31 akcji) zostala umieszczona w arkuszu zlecenn. W efekcie zlecenie inwestora X znalazlo sie na
4 miejscu po nastepujacych zleceniach kupna: 31 akcji po 32,2 zt, 600 po 31,9 zt i 400 po 31,8 zt.
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Zlecenia sprzedazy z godziny 11:20 i 11:30 zostaly zrealizowane catkowicie w momencie
zlozenia. W szczegdlnosci o 11:30 zrealizowano czeéé¢ zlecenia inwestora X. Zakupit on 69 akcji
po kursie 31,8 zt.

Zlecenie sprzedazy z godziny 11:35 nie moglo by¢ zrealizowane i zostalo w cato$ci umiesz-
czone w arkuszu zlecen (jako najlepsze oczekujace zlecenie sprzedazy).

Zlecenie kupna z godziny 11:45 zostalo zrealizowane caltkowicie po najlepszym oczekujacym
kursie sprzedazy, czyli po 31,9 zt.

Odpowiedz. Wyniki do godziny 12:00 byty nastepujace:
Zlecenie inwestora X zostalo zrealizowane czedciowo. Zakupit on tylko 69 akcji.
Natomiast kurs ostatniej transakcji wyniést 31,9 zt.
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11.1. Indeksy gietldowe

11.1.1. Wprowadzenie

Indeks gietdowy jest miernikiem zmian cen papierow warto$ciowych, obejmujacym wszyst-
kie papiery warto$ciowe danego typu lub ich wybrana grupe. Ma on za zadanie przedstawienie
tendencji cenowych na gieldzie. Zwykle jest to wielokrotno$é sredniej z cen wybranej grupy
papieréw wartosciowych.

Dobry indeks gieldowy powinien spetniaé¢ nastepujace warunki:

e wskazywaé zmiany jakie zaszly w cenach akcji (papieréw wartosciowych); tzn. rosnaé, gdy
rosna ceny wiekszosci akeji, a gdy maleja — maled;

e opiera¢ sie na stosunkowo duzej liczbie akcji, reprezentujacych przewazajaca czesé¢ akcji,
ktorymi obraca sie na danej gietdzie;

e nie zaleze¢ od cen akcji, a jedynie od ich zmian spowodowanych sytuacja na rynku.
Wiekszosé indeksow jest skonstruowana wedlug nastepujacego schematu:

M, I
It_ tdto

— M, =S 0P,
MtoKt’ t an it

gdzie:

M; — wartoéé (kapitalizacja) portfela indeksu w chwili ¢,

n; — liczba akcji i-tej spétki w portfelu indeksu,

P; ¢ — kurs akeji i-tej spétki w chwili (dniu) ¢,

Iy, 1 My, — warto$é poczatkowa (bazowa) indeksu i jego portfela,
K, — wspolczynnik (dzielnik) korygujacy.

Portfel indeksu moze podlega¢ skokowym zmianom, co nazywamy korekta albo rewizja skta-
du indeksu. Aby zniwelowaé¢ wplyw tych zmian na wartos¢ indeksu stosuje sie wspdtezynnik ko-
rygujacy. W przypadku niektorych indekséw, wspotezynnik korygujacy niweluje rowniez wplyw
wyptat dywidend i realizacji praw poboru na ceny akcji. Nowy wspotczynnik korygujacy wy-
znacza sie tak, by uniknaé¢ skokéw indeksu spowodowanych w/w nierynkowymi przyczynami.
Jesli 1 moment ostatniego notowania indeksu przed zmianami, a to pierwszy po zmianach, to

/
My,
)
My,

Ky, = Ky,

gdzie: M{, — warto$¢ w momencie t; nowego portfela indeksu (by¢ moze po odliczeniu dywidend
itp.).

W okresach pomiedzy zmianami wspotczynnik korygujacy pozostaje staty. Zachodzi woéwczas

proporcja
Iy, I

My, My,

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (©) P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Czyli stopa wzrostu indeksu jest taka sama jak stopa zwrotu jego portfela.

11.1.2. Typy indeksow

Indeksy réznia sie przede wszystkim sposobem ustalania sktadu portfela. Na GPW w War-
szawie mamy nastepujace przypadki:
a. Indeks zawiera akcje wszystkich (liczacych sie) sp6lek notowanych na gieldzie — WIG.
b. Indeks zawiera akcje wszystkich (liczacych sie) spétek notowanych w danym sektorze — WIG-
sektor.
c. Indeks zawiera akcje okreslonej liczby spotek wg. rankingu - WIG20, mWIG40, sWIG80.
d. Indeks zawiera akcje wybrane wedtug innych zasad — RESPECT, DWS-MS.

Wg innej klasyfikacji indeksy dzielimy na dochodowe i cenowe. Indeks nazywa si¢ dochodo-
wym, gdy zmiana kursu akcji wchodzacych w sktad portfela indeksu spowodowana ustaleniem
praw do dywidendy jest niwelowana przez zmiane wspotczynnika korygujacego. W przeciwnym
przypadku indeks nazywa sie cenowym.

11.1.3. Indeksy na GPW w Warszawie

Omoéwimy teraz najwazniejsze indeksy stosowane na gieldzie warszawskie;j.

WIG — Warszawski Indeks Gieldowy

WIG to gléwny indeks na GPW w Warszawie, obejmujacy wszystkie liczgce sie notowane
spotki i wyznaczany od pierwszej sesji Gieldy Warszawskiej w dniu 16 kwietnia 1991 roku.

WIG jest indeksem dochodowym, czyli uwzgledniajacym dywidendy i prawa poboru. Liczba
spotek wchodzacych w sktad tego indeksu zmienia sie dosé nieregularnie. Przyktadowo w dniu
21.07.2004 WIG obejmowat 102 spétki, a w dniu 12.11.2002 — 79. W poprzednich latach byto
ich wiecej, np. 96 w roku 1998.

W sklad indeksu WIG moga wejs¢ spotki, ktére spelnig nastepujace kryteria podstawowe:
e liczba akcji spotki w wolnym obrocie! jest wieksza od 10%,

e wartosé¢ akcji spotki w wolnym obrocie jest wieksza od 1 mln EUR,
e spotka nie moze byé oznaczona w sposob szczegdlny.

Indeks jest wazony wartoscia rynkowa notowanych akcji. Pakiety akcji uczestnikow wszyst-
kich indekséw wyznaczane sa w oparciu o liczbe akcji w wolnym obrocie i zaokraglane do
pelnych tysiecy akcji. Udzial pojedynczej spotki jest ograniczany do 10%, a jednego sektora
do 30% wartosci portfela indeksu (w dniu ustalania sktadu indeksu). Pakiety spétek, ktérych
udzialy przekraczajg limity sa zmniejszane.

Przyktadowo sktad portfela indeksu w dniu 29 listopada 2002 roku byt nastepujacy:

! http://www.gpw.pl/pub/files/PDF/opis_indeksow/WIG20/freefloat .pdf
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Ip. spotka warto$¢ rynkowa udziat
pakietu (zt) w portfelu (%)
1 TPSA 3 936 842 000 10,31
2 PEKAO 3 881 195 200 10,16
3  PKNORLEN 3 804 664 600 9,96
4 KGHM 2 820 000 000 7,38
5 BPHPBK 2 705 703 000 7,08
6 SWIECIE 1 705 000 000 4,46
7 PROKOM 1 692 817 500 4,43
8 AGORA 1 521 313 000 3,98
9 BZWBK 1 253 296 800 3,28
10 STOMIL 1 026 194 000 2,69
11 BIG 1 003 142 700 2,63
12 INGBSK 946 720 000 2,48
13 ORBIS 840 905 250 2,2
14 ZYWIEC 827 455 000 2,17
15 BUDIMEX 777 994 000 2,04
16 BRE 756 027 900 1,98
17 HANDLOWY 706 428 800 1,85
18 DEBICA 665 304 600 1,74
19 COMPLAND 584 208 400 1,53
20 KETY 508 585 500 1,33

Rysunek 11.1. Sktad indeksu WIG 19.01.2010.

OPKOBP
BPEKAC
OKGHM
OPKNORLEN
BTPSA
OPGE
BBZWBK
OASSECOPOL
BPGNIG
BGTC
ONEWWORLDR
OGETIN

B |MMOEAST
BBRE
BHANDLOWY
BINGBSK
BCEZ

oOPBG

aOTVN
ONETIA
OPOLIMEXMS
oLoToS

OPozostale

Aktualny sktad indeksu WIG jest dostepny na stronie Gieldy Papieréw Wartosciowych w

Warszawie:

http://wuw.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG

Indeks WIG jest wyznaczany wedlug nastepujacej formuty:


http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG
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M(t) - WIG(0)

WIGH = "3r0) K@)

gdzie:
M (t) — kapitalizacja portfela indeksu w trakcie sesji w chwili ¢;
M (0) — kapitalizacja portfela indeksu w dniu bazowym (16 kwietnia 91) — 57 140 000 zl;
WIG(0) — warto$é indeksu w dniu bazowym — 1000,0 pkt;
K (t) — wspolezynnik korygujacy na sesji t¢;
Przyktadowy wspotezynnik korygujacy (14 maja 2010): 71,67998658.
Przykladowa wartosé¢ indeksu (14 maja 2010, zamkniecie): 41 075,45 pkt.

Zadaniem wspdlczynnika korygujacego K (t) jest eliminacja wplywu nierynkowych zmian
kapitalizacji na poziom indeksu.

M'(t
K(t+1)= M( ) L K(t), K(0)=K(16.04.91) = 1,00000000.

M'(t) = M(t) — D(t) = V(t) + Q)

gdzie:

D(t) — warto$é¢ dywidend z akcji, ktére na sesji ¢ po raz ostatni byly notowane z dywidenda,
V(t) — warto$é teoretyczna praw poboru z akcji, ktore na sesji t po raz ostatni byly notowane
7 prawem poboru,

Q(t) — wartosé rynkowa akcji wprowadzanych (4), badZ wycofywanych (—) z portfela indeksu
po sesji t; dotyczy to zaréwno zwiekszania pakietéw akcji spélek wezesniej uczestniczacych w
indeksie, jak i spétek jeszcze nie uczestniczacych.

Rewizje kwartalne. Okresowe zmiany w portfelu indeksu (zmiana listy uczestnikéw indek-
su oraz wyznaczenie wielkosci pakietow akcji) przeprowadza sie raz na kwartal w trzeci piatek
marca, czerwca, wrzesnia i grudnia po zakonczeniu sesji gieldowej.

WIG20, mWIG40 i sWIGS80

Index WIG20 obejmuje 20 najwazniejszych spdétek notowanych na rynku podstawowym
GPW w Warszawie. Wyznacza si¢ go od 16 kwietnia 1994.
Indeks mWIG40 jest obliczany od 31 grudnia 1997 roku i obejmuje 40 $rednich spétek notowa-
nych na Gietdzie. Do dnia 16 marca 2007 r. indeks nosil nazwe MIDWIG.
Indeks sWIGS0 jest obliczany od 31 grudnia 1994 roku i obejmuje 80 matych spétek notowanych
na Gieldzie. Do dnia 16 marca 2007 r. indeks nosit nazwe WIRR.

Wszystkie trzy indeksy sa indeksami cenowymi, nie uwzgledniajacymi dochodéw z tytutu
dywidend. Prawo poboru wigze si¢ z usunieciem danej spolki z indeksu na pierwszej sesji ,,bez
prawa poboru”, jesli kurs akcji notowanych po raz pierwszy ,bez prawa poboru” jest nizszy niz
ostatni kurs zamkniecia.

Ponadto indeksy WIG20 i mWIG40 sg instrumentami bazowymi dla kontraktéw termi-
nowych, a indeks WIG20 réwniez dla opcji i jednostek indeksowych notowanych na Gieldzie
Warszawskiej

Indeksy WIG20, mWIG40 i sWIGS80 oblicza sie wedlug nastepujacej formuty:

M (t) - WIGX(0)
Mx(0) - Kx(t) ’

WIGX(t) = X = 20,40, 80,
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gdzie:

Mx (t) — kapitalizacja portfela indeksu w trakcie sesji w chwili ¢,
Mx (0) — kapitalizacja portfela indeksu w dniu bazowym:
WIG20 — 16 kwietnia 1994 r, 136 322,90 z1,

mWIG40 — 31 grudnia 1997 1, 2 337 536,00 L,

sWIGS80 — 31 grudnia 1994 r, 30 140,17 zi.

WIGX(0) — wartosé indeksu w dniu bazowym, 1000,0 pkt.
Kx (t) — wspolezynnik korygujacy.

Przykladowe wartosci (20 maja 2010, zamkniecie):
WIG20(t) = 2287,07, Kao(t) = 3,53941059,

mWIGA0(t) = 2361,87, Kio(t) = 0,59281164,

sWIGS0(t) = 11336,49, Kso(T) = 4,66638928.

Wspélezynnik korygujacy K (t) wprowadzono w celu wyeliminowania wplywu zmian kompo-
zycji portfela indeksu na poziom indeksu. Wyznacza si¢ go podczas kazdej zmiany kompozycji
portfela indeksu.

K(t+1)= ]\Aﬁ/(’f) - K(t), K(0) = 1,00000000.

gdzie:

M’ (t) - kapitalizacja portfela indeksu po zmianie sktadu portfela indeksu,

M (t) — kapitalizacja portfela indeksu przed zmiana sktadu portfela,

K (t) — dotychczasowa wartos¢ wspélezynnika korygujacego,

K(t+ 1) — nowa warto$¢ wspétezynnika korygujacego, ktéra bedzie obowiazywaé na nastepnej
sesji.
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Rysunek 11.2. Sklad indeksu WIG20 19.01.2010.

Aktualny sktad indeksow WIG20, mWIG40 i sWIGS0 jest dostepny na stronie Gietdy Pa-
pierow Wartosciowych w Warszawie:
http://wuw.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG20,
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http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#mWIG4O0,
http://wuw.gpw.pl/portfele_indeksow#sWIG80.

Dla indekséw WIG20, mWIG40 i sWIGS80 tworzony jest jeden, wspélny ranking, ktéry obej-
muje spotki notowane na podstawowym rynku akcji. Oficjalny ranking sporzadzany jest co 3
miesiace i publikowany w Cedule Gieldy Warszawskiej (dostepnej na stronie internetowej GPW).

W rankingu uwzglednia sie spotki, ktére spelnig nastepujace kryteria podstawowe:
e liczba akeji sp6tki w wolnym obrocie jest wigksza od 10%,
e warto$¢ akcji spétki w wolnym obrocie jest wigksza od 1 mln EUR,
e spbika nie moze byé¢ oznaczona w sposob szczegdlny.

Ranking tworzony jest wedlug stanu na ostatni dzien stycznia, kwietnia, lipca i pazdziernika.
Punkty rankingowe spétek oblicza sie jako srednig wazong procentowego udziatu spotki w tacz-
nych obrotach oraz jako procentowy udzial w tacznej wartodci wszystkich spétek uwzglednianych
w rankingu.

R(i) = 0,60 - ST(i) 4 0,40 - SC(i)

gdzie:

R(i) — punkty rankingowe spéiki i,

ST (i) — procentowy udzial akcji spétki ¢ w tacznych obrotach akcjami spélek uczestniczacych
w rankingu, obliczany za okres 12 miesiecy dla rewizji i 3 miesiecy dla korekty,

SC(i) — procentowy udzial wartosci spétki ¢ w wartosci spolek uczestniczacych w rankingu.

W sktad indeksu WIG20 wybiera sie 20 spotek o najwyzszym rankingu, z zastrzezeniem,
ze w indeksie WIG20 nie moze uczestniczy¢ wiecej niz 5 spétek z jednego sektora gietdowego.
Sposréd spotek, ktore nie weszly w sktad indeksu WIG20 kolejno (wg rankingu) wybiera si¢ 40
wchodzacych w sklad indeksu mWIG40 i 80 wchodzacych w sktad indeksu sWIGS0.

Pakiety akcji uczestnikéw indeksu wyznaczane sa w oparciu o liczbe akcji w wolnym obrocie
i zaokraglane do pelnych tysiecy akcji. Ponadto, wielkos¢ pakietu akcji jest redukowana propor-
cjonalnie na dzien rankingu, jezeli wartos¢ akcji danej spétki znajdujacej sie w portfelu indeksu
przekracza 10% jego wartosci.

Zmiany sktadéw portfeli indekséw WIG20, mWIG40 i sSWIG80 (nie liczac korekt nadzwy-
czajnych) sa przeprowadzane cztery razy w roku.

W trzeci piatek marca przeprowadza sie operacje regulacji udziatu spétek w portfelu poprzez
zmiany wielkosci pakietéw akeji dla wszystkich spélek, ktére uczestnicza w indeksie (roczna
rewizja portfela). Operacja ta ma na celu dostosowanie udziatu spétek w indeksie do udziatu
w rankingu (zmodyfikowanym) WIG20. Podczas sporzadzania rankingu udzial spétki w tacz-
nych obrotach obliczany jest za okres 12 miesiecy. Czesciowe zmiany — korekty kwartalne
przeprowadza sie w trzeci piatek czerwca, wrzesnia i grudnia.

Ponizej ranking indeksu WIG20 na dzien 31 pazdziernika 2002.
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Miej- Spotka Udziat Udziat R(i) F(i) Uczestnik
sce w w ka- indeksu
obrotach pitalizacji WIG20

1 TPSA 21,77 19,69 20,93 7,5 tak

2 PEKAO 20,03 22,09 20,85 7,5 tak

3 PKNORLEN 16,69 17,18 16,89 7,5 tak

4 BPHPBK 6,26 6,17 6,22 5,61 tak

5 KGHM 6,69 3,12 526 5,13 tak

6 BZWBK 4.5 4,59 4,53 4,53 tak

7 AGORA 3,72 5,69 4,51 451 tak

8 PROKOM 5,22 3,06 4,36 4,36 tak

9 BRE 4,99 2,67 4,06 4,06 tak
10 COMPLAND 3,11 1,73 2,56 2,56 tak
11  BIG 0,96 2,71 1,66 1,66 tak
12 SOFTBANK 2,06 0,37 1,38 1,38 tak
13 ORBIS 0,66 1,45 0,98 0,98 tak
14  INGBSK 0,25 1,81 0,88 0,88 nie
15  KREDYTB 0,27 1,5 0,76 0,76 nie
16  BUDIMEX 0,61 0,87 0,71 0,71 tak
17  SWIECIE 0,15 1,16 0,55 0,55 tak
18 KETY 0,24 0,94 0,52 0,52 tak
19 DEBICA 0,28 0,7 0,45 0,45 po 20.12.02
20 NETIA 0,54 0,19 0,4 0,4 nie
21  PGF 0,13 0,76 0,38 0,38 tak
22  COMARCH 0,3 0,27 0,29 0,29 tak
23 JELFA 0,12 0,51 0,28 0,28 nie
24  ECHO 0,21 0,2 02 02 nie
25  POLIFARBC 0,16 0,27 0,2 0,2 nie
26  AMICA 0,08 0,29 0,16 0,16 tak

Subindeksy sektorowe

Gielda oblicza wartoéci nastepujacych subindeksow sektorowych indeksu WIG:

WIG-banki (od 31 grudnia 1998 roku),

http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-BANKI,

WIG-budownictwo (od 31 grudnia 1998 roku),

http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-BUDOW,

WIG-chemia (od 19 wrzesnia 2008 roku),

http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-CHEMIA,

WIG-deweloperzy (od 15 czerwca 2007 roku),

http://wuw.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-DEWEL,

WIG-energia (od 31 grudnia 2009 roku),

http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-ENERGIA,

WIG-informatyka (od 31 grudnia 1998 roku),

http://wuw.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-INFO,

WIG-media (od 31 grudnia 2004 roku),

http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-MEDIA,

WIG-paliwa (od 31 grudnia 2005 roku),

http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-PALIWA,


http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-BANKI
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-BUDOW
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-CHEMIA
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-DEWEL
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-ENERGIA
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-INFO
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-MEDIA
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-PALIWA
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WIG-spozywezy (od 31 grudnia 1998 roku),
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-SPOZYW,

WIG-telekomunikacja (od 31 grudnia 1998 roku),
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-TELKOM.
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W BZWBK

W GETIN

= BRE
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W KREDYTB

= NOBLEBANK
BOS
UNICREDIT

Rysunek 11.3. Sktad subindeksu WIG-banki 19.01.2010.

W dniu bazowym wartos¢ wszystkich subindekséw byta réwna éwcezesnej wartodci indeksu
WIG Wartoéci subindekséw pozwalaja ocenié efektywnosé inwestowania w spotki z réznych sek-
torow gospodarczych. W portfelach subindekséw znajduja sie takie same pakiety jak w portfelu
indeksu WIG, ale wybrane na podstawie kryterium sektorowego. Subindeksy sektorowe opieraja
sie na metodologii indeksu WIG i uwzgledniaja dochody z tytulu dywidend i praw poboru.

Ponadto notowany jest réwniez indeks RESPECT (od 31 grudnia 2008 roku) obejmujacy
spotki odpowiedzialne spotecznie, ktore otrzymaly oceny z najwyzszej klasy RESPECT Rating
http://wuw.gpw.pl/portfele_indeksow#RESPECT.

DWS MS

Indeks Investor MS (dawniej DWS MS) jest przykladem indeksu prywatnego, ktérego noto-
wania sa publikowane przez GPW.

Wiadcicielem praw do Indeksu Investor MS jest Investors TFI S.A. (dawniej DWS Polska
TFI S.A.) z siedziba w Warszawie. Jego gléwnym celem jest ocena wynikéw inwestycyjnych
(tzw. benchmark) funduszu Investor TOP 25 Malych Spétek FIO (dawniej DWS Polska FIO
TOP25 Malych Spélek). Jest to indeks dochodowy, uwzgledniajacy dochody z tytutu dywidend
i praw poboru.

Sktad portfela indeksu Investor MS jest wyznaczany zgodnie z nastepujacymi regutami:
1. Kryteria selekcji spotek:
o Kapitalizacja spétki jest mniejsza od wartosci pierwszego decyla kapitalizacji spolek,


http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-SPOZYW
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#WIG-TELKOM
http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#RESPECT
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tj. mniejsza od kapitalizacji kazdej ze spétek sposréd 10% liczby spélek o najwyzszej
kapitalizacji gietdowej;

Kapitalizacja spotki jest wieksza lub réwna wartoéci sibdmego decyla, tj. wieksza od
kapitalizacji kazdej sposréd 30% liczby spétek o najnizszej kapitalizacji gietdowe;j.

Uczestnicy indeksu powinni spelnia¢ dodatkowe kryteria selekcji:

Akcje w wolnym obrocie (tzw. free-float) — akcje sp6tki znajdujace sie w wolnym obrocie
zgodnie z metodologia GPW stanowig co najmniej 10% calkowitej liczby jej akcji.
Sytuacja finansowa — spotka w ostatnim sprawozdaniu finansowym wykazala dodatnia
wartosé kapitaléow wtasnych i przeciwko niej nie zostalo rozpoczete postepowanie ukta-
dowe lub upadtoéciowe.

Przestrzeganie zasad ladu korporacyjnego (tzw. Corporate Governance) i obowiazkéw
informacyjnych — spotki, ktoére nie naruszaja zasad tadu korporacyjnego oraz nalezycie
wypelniaja obowiazki informacyjne.

Powodem wykluczenia spéltki z indeksu moze by¢ rowniez nalozenie kary przez Komi-
sje Papieréw Wartoéciowych i Gield za nieprzestrzeganie obowigzkéw informacyjnych,
stwierdzenie naruszenia zasad tadu korporacyjnego przez Sad Rynku Kapitalowego lub
decyzja Zarzadu Gieldy o specjalnym oznaczeniu spotki w Cedule Gietdy Warszawskiej
7 uwagi na powyzsze.

2. Udzialy w indeksie:

Pakiet akcji spotki w portfelu indeksu stanowi liczba akcji znajdujacych sie w wolnym
obrocie (tzw. free-float) i wprowadzonych do obrotu gieldowego.

Udzial akcji jednej spotki w portfelu indeksu jest ograniczany do 7,5%.

Przy ustalaniu udziatéw spotek w indeksie nie stosuje sie ograniczen ze wzgledu na dy-
wersyfikacje sektorows.

Wartoéé indeksu obliczana jest na podstawie kapitalizacji portfela indeksu, wspélczynnika
korygujacego i danych bazowych:
— data bazowa 31 grudnia 2002 r,
— warto$¢ bazowa 1000,0 pkt,
— kapitalizacja bazowa 3 918 159 604,69 zt.

Aktualny sktad indeksu Investor MS jest dostepny na stronie Gieldy Papieréw Wartoscio-
wych w Warszawie:
http://wuw.gpw.pl/portfele_indeksow#InvestorMs

11.2. Cwiczenia — Kolokwium


http://www.gpw.pl/portfele_indeksow#InvestorMS

12. Gielda. Rynek akcji — cd

12.1. Instrumenty pochodne

12.1.1. Wprowadzenie

Okreslenie. Instrument pochodny (derivative), to kontrakt finansowy, ktérego rozlicze-
nie zalezy od innego instrumentu zwanego bazowym.
Typowe instrumenty bazowe:
e akcje,
e indeksy i inne wskazniki ekonomiczne,
e obligacje,
stopy procentowe,
kursy walut,
ceny towardw,
inne instrumenty pochodne,
instrumenty niefinansowe, zalezne od pogody lub klesk zywiotowych,

We wrzesniu 2010 na Gieldzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie byly notowane naste-
pujace instrumenty pochodne:
e kontrakty terminowe — futures:
— na indeksy gietdowe: WIG20 i mWIG40,
— na akcje spotek gietdowych,
— na kursy walut USD i EUR;
e opcje:
— na indeks WIG20;
e jednostki indeksowe (patrz 9.1.9):
— na indeks WIG20;
e produkty strukturyzowane (patrz 9.1.8).

12.1.2. Kontrakty terminowe — forward i futures

Okres$lenie kontraktu terminowego forward.
Dwie strony, kupujacy i sprzedajacy, umawiaja sie w momencie Ty, ze w momencie 77 w przyszto-
Sci dokonaja transakeji kupna/sprzedazy okreslonej z géry ilosci towaru lub akcji, po ustalonej
z gory cenie.

W finansowych kontraktach terminowych rozliczenie na ogét ma forme pieniezna, tzn. na-
stepuje przepltyw gotéwki, ktéry zalezy od réznicy miedzy kursem terminowym ustalonym w
dniu Ty, a aktualnym kursem instrumentu bazowego w dniu 77.

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (©) P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Rysunek 12.1. Kontrakt forward — przeptywy gotdwki.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:
Fr, — kurs terminowy w dniu Tp,
St, — kurs instrumentu bazowego w dniu 77,
k — liczba jednostek instrumentu bazowego, na ktora opiewa kontrakt.
Wéwezas zysk (strata) kupujacego wynosi:

ZK - (STl _FT()) 'k7

Rysunek 12.2. Kontrakt forward — zysk kupujacego.

a zysk (strata) sprzedajacego:

Zs = (Fr, — Sy) - k.

—

Rysunek 12.3. Kontrakt forward — zysk sprzedajacego.
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Specyfika kontraktéw futures zwiazana jest ze sposobem zabezpieczania wykonania kontrak-
tu, opartym na:
e rozliczeniach dziennych,
e systemie depozytdéw,
e udziale ,trzeciego uczestnika” kontraktu — izby rozrachunkowej (clearing house). W Polsce
jest to Krajowy Depozyt Papieréw Wartosciowych (KDPW).

Szczegbtowe zasady rozliczen ustala biuro maklerskie prowadzace rachunek inwestycyjny

danego inwestora, w oparciu o wytyczne KDPW. Ogdélny schemat jest nastepujacy:

e W momencie zawarcia transakcji inwestor wnosi depozyt proporcjonalny do jej wielkosci.

e Po kazdej sesji ustala sie kurs rozliczeniowy (np. kurs zamkniecia). Na jego podstawie mo-
dyfikuje sie depozyt.

e Jedli zmiany sa niekorzystne dla inwestora, to musi on uzupelni¢ depozyt (w terminie do
nastepnej sesji gieldowej).

e Depozyt na ogét jest nieoprocentowany. Koszt utrzymania depozytu (stracone odsetki) w
istotny sposéb wplywa na oplacalno$é inwestycji.

Konto inwestora Depozyt
(oprocentowane) | (nieoprocentowany ) - KDPW

Rysunek 12.4. Futures — schemat przepltywu gotéwki

Przeanalizujmy dokladniej mechanizm rozliczen dziennych.

Niech F; oznacza kurs rozliczeniowy w dniu ¢t. Dzienny zysk (strata) nabywcy pojedynczego
kontraktu wynosi
Zis=F— Fr1.

a dzienny zysk (strata) sprzedawcy
Zgy=Fi1— Iy

Kwoty te zostang odpowiednio pobrane lub doliczone do depozytu. Stosowane sg dwa sposoby
uzupelniania depozytu.

I. Ustala sie jedna poprzeczke 0 < d < 1. Obowiagzkowy depozyt w dniu ¢ wynosi Dy =
dF;. Gdy zmienia sie kurs rozliczenia, nastepuje przeplyw gotowki miedzy kontem inwestora a
depozytem. W przypadku nabywcy pojedynczego kontraktu kwota ta wynosi

Dy =Dy —Zgy =d(Fy — Fy—1) — (F, — Fi—q) =

=—(1—-d)(F;y = Fi—1) = —(1 = d) Zxk .

Gdy F; < F;_1, to musi on uzupekli¢ depozyt, a gdy F; > Fi_1, to pieniadze wplyna na jego
konto. W przypadku sprzedawcy

Dy~ Dy — Zgy =d(Fy — Fy_1) + (F, — Fr_y) = (1 4+ d)(Fy — Fy_1) = —(1+ d) Zs.
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Gdy F; > F;_1, to musi on uzupeki¢ depozyt, a gdy F; < Fi_1, to pieniadze wplyna na jego
konto.

II. Ustala si¢ dwie poprzeczki 0 < di < do < 1. W przypadku, gdy D;—1 + Zs; < diF3,
inwestor musi uzupetni¢ depozyt do poziomu do F;. Przy znacznym przekroczeniu poziomu do Fy
inwestor moze pobra¢ nadwyzke z depozytu.

Kontrakt futures mozna zamknaé na dwa sposoby:
e W momencie wygasniecia kontraktu, przez rozliczenie.
e W dowolnym momencie, przez zawarcie kontraktu przeciwnego.

Na warszawskiej GPW kontrakty futures maja szeScioznakowe oznaczenia np.: kontrakt fu-
tures na indeks WIG20 rozliczany w grudniu 2002 miat symbol:

FW20Z2.

Poszczegélne fragmenty kodu oznaczaja:
F — typ kontraktu (futures),

W20 — instrument bazowy (WIG20),

Z — miesiac wykonania (grudzien),

2 — rok wykonania (2002).

Oznaczenia miesiecy wykonania kontraktéw terminowych sa nastepujace:

miesiac | kod || miesiac kod
styczen F lipiec N
luty G sierpien Q
marzec H wrzesien U
kwiecien | J pazdziernik | V
maj K listopad X
czerwiec | M || grudzien 7

12.1.3. Wycena kontraktéw forward i futures

Ogoélne zasady wyceny kontraktéw terminowych

Wycena kontraktéw terminowych opiera si¢ na dwéch regutach: zasadzie braku arbitrazu i
prawie jednej ceny ([34] §1.2).

Niech Ky oznacza zainwestowane $rodki, a K7 przyszlg wyplate (modelowana jako zmienna

losowa).

Definicja 12.1. Moéwimy, ze na rynku zachodzi arbitraz, gdy jest mozliwa inwestycja taka, ze
Ko<0, Ki>0 (p.n.), P(Kl > O) > 0.

Czyli nie inwestujac wlasnych srodkéw, nie ryzykujac straty, mozna z niezerowym prawdopo-
dobienstwem cos zyskac.

Whniosek 12.1. Na rynku nie ma arbitrazu, gdy zachodzq nastepujgce réwnowazne warunki:
Inwestycja, ktora na pewno nie przyniesie strat, a moze przynies$é zysk, wymaga zainwestowania
niezerowych Srodkow.

(K1 >20(pn)ANP(K;>0)>0) = Ky>0,
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Inwestycja, ktora nie wymaga zZadnych nakladow i na pewno nie przyniesie strat, nie przyniesie
rowniez zysku.

(Ko<OANK; >0 (pn)) = K =0 (pn.),

Definicja 12.2. Méwimy, ze na rynku obowigzuje prawo jednej ceny, gdy kazde dwie inwe-
stycje o tych samych przysztych przeplywach gotéwki maja te sama cene.

K11 =Ko (pn) = Kio=Kap

Model rynku doskonalego

Kurs teoretyczny instrumentéw pochodnych najczesciej wyznacza sie¢ w oparciu o tzw.
model rynku doskonatego ([20] §1.7). Zakladamy mianowicie, ze:

1. Stopy procentowe lokat i kredytéw bankowych sa jednakowe (pomijamy marze).

2. Wysokos¢ zacigganych przez inwestoréw kredytéow bankowych nie jest w zaden sposéb ogra-
niczona.

3. Wszystkie aktywa sg doskonale podzielne. Mozna kupowaé i sprzedawaé¢ dowolne iloSci
wszystkich instrumentéw (zaréwno bardzo male, jak i bardzo duze). Zapewniona jest wiec
idealna ptynnos¢ obrotu.

4. Dopuszczalna jest nieograniczona krotka sprzedaz wszystkich instrumentéw (w szczegdlno-
Sci akcji). Wszystkie transakcje sa odwracalne. Jezeli dopuszczalna jest transakcja, ktéra
generuje przeptywy gotéwki rowne C'F; w chwilach ¢;, to dopuszczalna jest tez transakcja
generujaca przeplywy gotéwki —C'F; w tych samych momentach czasu ;.

5. Inwestorzy nie ponoszg zadnych dodatkowych kosztow zwiagzanych z zawieraniem transakcji
i nie s3 wymagane depozyty zabezpieczajace.

6. Zyski z inwestowania w dowolne instrumenty finansowe nie sg obciazone podatkami.

Koszty transakcyjne, depozyty i inne ograniczenia odgrywaja w modelach rynku finansowego
podobna role jak tarcie w statyce. Dlatego tez rynek doskonaly nazywa sie rynkiem pozbawio-
nym tarcia (frictionless market).

Lemat 12.1. Na rynku doskonalym z zasady braku arbitrazu wynika prawo jednej ceny.

Dowad.
Zalézmy, ze na naszym rynku nie obowiazuje prawo jednej ceny. Wéwczas dopuszczalne sg dwie
transakcje A i B, ktore (prawie na pewno) generuja te sama wyplate

Ks1=Kp,
w tym samym momencie czasu t1, ale w transakcje A trzeba zainwestowa¢ wiecej niz w B

K A0 > K B,0-
7 zatozenia 4 modelu rynku doskonalego wynika, ze dopuszczalna jest transakcja C: Inwestor
zawiera transakcje B, transakcje odwrotna do A (krétko sprzedaje A) oraz lokuje w banku kwote
Kuo0— K. Wowczas

Kco=Kpo— Kap+ (Kap— Kpp) =0,

czyli naktady potrzebne do zawarcia C sa zerowe.
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W momencie t; inwestor rozlicza transakcje B, transakcje odwrotna do A i wyjmuje pieniadze
z banku wraz z odsetkami (okresowa stopa procentowa r). Zatem, prawie na pewno

Kci=Kpi—Kai+ (1 +7)(Kao— Kpo) =(1+7)(Kao— Kpo) > 0.

Co jest sprzeczne z zasada braku arbitrazu. Zatem na rynku doskonalym zasada braku arbitrazu
pociaga za soba prawo jednej ceny.

Uwaga. Aczkolwiek na rynku doskonalym z zasady braku arbitrazu wynika prawo jednej ceny,
to w bardziej realistycznych modelach prawo jednej ceny moze nie obowiazywac.

Wycena kontraktéw forward — rynek doskonaty

Na poczatek zajmiemy sie wycena kontraktow forward na rynku doskonatym. Ograniczamy
sie do dwoch przeplywéw gotéwki: w momencie zawarcia transakcji i w momencie jej rozliczenia.
Ponadto zakladamy, ze wszystkie rozpatrywane transakcje maja ten sam czas zycia T

Bedziemy rozpatrywali nastepujace transakcje ,elementarne”:

e zakup obligacji o stalym oprocentowaniu; r; stopa zwrotu po czasie T
zakup akcji spétki ABC; Sy cena w momencie poczatkowym, S7 cena po czasie T

e kupno lub sprzedaz kontraktu terminowego na akcje spotki ABC o czasie zycia T'; Fy cena
terminowa w momencie poczatkowym, F; = 57 cena w momencie rozliczenia.

W momencie zawarcia transakcji wszystkie wielkosci z wyjatkiem S sa znane.

Lemat 12.2. Z prawa jednej ceny wynika, Ze
Fo = (1 + 7"1)50.

Dowad.

Bedziemy analizowa¢ nastepujace dwie transakcje:

Al. Sprzedaz 1 kontraktu terminowego i kupno 1 akcji.
A2. Zakup obligacji za kwote B

Rozliczenie.
Przeplywy gotowki w momencie zawarcia transakcji Al i A2

CFio=-5, Clyo=-B=-—

Przeptywy gotéwki w momencie rozliczenia A1l i A2
CFl,l = (F(] — Sl) =+ Sl = Fo.

Rozliczenie kontraktu terminowego, sprzedaz akcji.

CFy1 = (14+r)B = F.

Wykup obligacji plus odsetk:.
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Zauwazmy, ze oba przepltywy C'Fy 11 CFy 1 sa réwne. Z prawa jednej ceny wynika, ze CFy o =
CFy. Czyli
Fo

Sy = )
0 14+7rm

Co koniczy dowdd.

W dalszym ciagu ceny wyznaczone w oparciu o model rynku doskonatego bedziemy nazywaé
cenami teoretycznymi. Uproszczenia modelowe powoduja, ze moga sie one troche rézni¢ od cen
rynkowych wyznaczonych przez aktualny popyt i aktualna podaz na rzeczywistym rynku.

Wycena kontraktéw forward — rynek z tarciem

Dla uproszczenia pomijamy koszty transakcyjne. Tak jak poprzednio ograniczamy sie do
dwoéch przeplywéw gotéwki: w momencie zawarcia transakeji i w momencie jej rozliczenia. Po-
nadto zakladamy, ze wszystkie rozpatrywane transakcje majg ten sam czas zycia T'.

Bedziemy rozpatrywali transakcje ztozone z nastepujacych transakcji elementarnych:
zakup obligacji; r1 — stopa zwrotu po czasie T’

pozyczka w banku; ro — oprocentowanie po czasie T

zakup akcji spotki ABC; Sy — cena w momencie poczatkowym, S; — cena po czasie T
krotka sprzedaz akeji spétki ABC; di — depozyt, r — oprocentowanie depozytu po czasie T
kupno lub sprzedaz kontraktu terminowego na akcje spotki ABC o czasie zycia T; Fy — cena
terminowa w momencie poczatkowym, F} = S7 — cena w momencie rozliczenia, d — depozyt,
r — oprocentowanie depozytu po czasie T.

W momencie zawarcia transakcji wszystkie wielkodci z wyjatkiem S sg znane. Bedziemy
analizowa¢ nastepujace dwie pary i dwie pojedyncze transakcje:

Al. Sprzedaz 1 kontraktu terminowego i kupno 1 akcji.
A2. Zakup obligacji za kwote B
(1 + (1 + T‘)d)FO
14+7r '

B:

B1. Kupno 1 kontraktu terminowego i zakup obligacji za kwote B

(1-(14nrd)F
147 ’

B =

B2. Kupno 1 akcji.
C. Sprzedaz 1 kontraktu terminowego, kupno 1 akcji i pozyczka z banku kwoty L

L =S5y + dFy.
D. Kupno 1 kontraktu terminowego, krétka sprzedaz 1 akcji i zakup obligacji za kwote B
B =(1-dy)Sy — dFy

(gdyby B okazalo si¢ ujemne, nalezy zastapi¢ zakup obligacji kredytem).

Pary A i B postuza jako przyklad ewentualnego zastosowania prawa jednej ceny. Natomiast
inwestycje C i D — zasady braku arbitrazu.
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Rozliczenie A.
Przeplywy gotowki w momencie zawarcia transakcji Al i A2
(1 + (1 + T)d)FO
1+m7 '

CFLO = *dFo — So, CF2,0 =—-B=-—

Przeplywy gotowki w momencie rozliczenia Al i A2
CFi1=(14r)dFy+ (Fo—S1)+S1 =1+ (1+r)d)Fp.
Zwrot depozytu wraz z oprocentowaniem, rozliczenie kontraktu terminowego, sprzedaz akcji.
CFy1=(14r)B= (14 (14+r)d)F.
Wykup obligacji plus odsetksi.
Zauwazmy, ze oba przepltywy CFi ;1 i CFy; sa réwne. Gdyby obowigzywalo prawo jednej
ceny, to mielibySmy C'Fy o = CFy. Czyli

(1 + (1 + ’r‘)d)Fo
1+7r '

dFy+ Sy =

Oznaczmy przez Fgs ceng kontraktu terminowego, spetniajaca powyzsza réwnosé. Mamy
(1 + Tl)S(] = (1 + (1 + T)d)FS — (1 + Tl)dFs,

(1+71)So
Fg=———"——.
1-— (7"1 — ’l")d
Podsumowujac, gdy Fy = Fg, to rynek jest w réwnowadze (obowiazuje prawo jednej ceny). W
pozostatych przypadkach rynek nie jest w rownowadze. Gdy Fy > Fg, to bardziej optacalna jest
inwestycja Al. Oznacza to zwigkszona liczbe ofert sprzedazy kontraktu terminowego, a zatem
spadek ceny terminowej Fjp.

Rozliczenie B.
Przeplywy gotéwki w momencie zawarcia transakcji B1 i B2

(1-(14nr)d)Fy

CF o= —dFy — B = —(dF,
1,0 0 (dFo + o

), CFyo=—5.

Przeplywy gotéwki w momencie rozliczenia B1 i B2
CFLI = (1 + T’)dFQ + (Sl - Fo) + (1 + 7“1)B =

=S+ ((1+r)d—1+(1—(1+r)d)F =S5

Zwrot depozytu wraz z oprocentowaniem, rozliczenie kontraktu terminowego, wykup obligacji plus
odsetks.
CFy1 = 951.

Sprzedaz akcji.

Zauwazmy, ze oba przeptywy CFi 1 i CFy; sa rowne. Gdyby obowigzywato prawo jednej
ceny, to mielibySmy CFy g = CFy . Czyli

1-14+rd)F

dF
0+ 14+7r

= S,.
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Oznaczmy przez Fx ceng kontraktu terminowego spetniajaca powyzsza réwnosé. Mamy
(1 + Tl)S() = (1 + Tl)dFK + (1 - (1 + T)d)FK,

(1 + 7“1)50

Fpr=——
K 1+ (r1—r)d

Podsumowujac, gdy Fy = Fk, to rynek jest w réwnowadze (obowiazuje prawo jednej ceny). W
pozostatych przypadkach rynek nie jest w rownowadze. Gdy Fy < F, to bardziej optacalna
jest inwestycja B1. Oznacza to zwiekszong liczbe ofert kupna kontraktu terminowego, a zatem
wzrost ceny terminowej Fj.

Biorac pod uwage, ze oprocentowanie depozytu nie moze przewyzszaé oprocentowania obli-
gacji, otrzymujemy nieréwnosé
Fg > Fk.

Gdy powyzsza nierownos¢ jest ostra, to prawo jednej ceny nie obowigzuje. Mamy cale pasmo cen
quasi-rownowagi. Réwnosé zachodzi tylko, gdy d = 0 (nie ma depozytu) lub r = r; (depozyt jest
oprocentowany na poziomie oprocentowania obligacji). Wowczas prawo jednej ceny wyznacza
teoretyczng cene terminowsq

F* = (1 + 7’1)50.

Rozliczenie C.
Przeptyw gotowki w momencie zawarcia transakcji C

Cly=—dFy— So+L=—dFy— Sy + (SO —|—dF0) = 0.
Przeptyw gotéwki w momencie rozliczenia
Cr = (1 + ’l")dFO + (FO — Sl) ) (1 + TQ)L = (1 + (7“ — ’I“Q)d)FO — (1 + 7“2)50.

Zwrot depozytu wraz z oprocentowaniem, rozliczenie kontraktu terminowego, sprzedaz akcji 1
splata kredytu wraz z odsetkami.

Oznaczmy przez Fag cene kontraktu terminowego, dla ktorej zachodzi réwnosé CFy = 0.

Fro— (1+7"2)So
A = 1—(rg—r)d

Zauwazmy, ze gdy Fy > Fag, to CF; > 0 i nasza transakcja jest transakcja arbitrazowa.
Wzmozone zainteresowanie transakcja C oznacza zwigkszony popyt na kontrakty sprzedazy, a
wiec spadek ceny terminowej Fj.

Gdy Fy < Fag, to CF; < 01 nasza transakcja nie jest transakcja arbitrazows.

Rozliczenie D.
Przeplyw gotéwki w momencie zawarcia transakcji D

CFy=—dFy+ Sy — d1So — B = —dFy + So — d1.So — (So — d1.So — dFp) = 0.

depozyt kontraktu terminowego, krotka sprzedaz, depozyt zabezpieczajocy krotkq sprzedaz i zakup
obligacyi.
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Przeplyw gotéwki w momencie rozliczenia
CF, = (1+T)dF0+(Sl —F0)+(1+T)d150 —Sl+(1+T1)B:
= (1= (r —r)d)Fo — (1 + 71— (r1 —)d1)So.

Zwrot depozytu wraz z oprocentowaniem, rozliczenie kontraktu terminowego, sprzedaz akcji 1
sptata kredytu wraz z odsetkamis.

Oznaczmy przez Fai cene kontraktu terminowego, dla ktérej zachodzi réwnosé C'Fy = 0.

(I+7r — (7"1 — T)dl)S()
14 (rp —r)d '

Fag =

Zauwazmy, ze gdy Fy < Fag, to CF; > 0 i nasza transakcja jest transakcja arbitrazowa.
Wzmozone zainteresowanie transakcja D oznacza zwiekszony popyt na kontrakty kupna, a wiec
wzrost ceny terminowej Fy.

Gdy Fy > Fak, to CF; < 01 nasza transakcja nie jest transakcja arbitrazows.

Zauwazmy, ze gdy ro > r1 > r, to zachodza nastepujace nieréwnosci
FAK<FK<F*<F5<FAS.

Jak widaé¢, pasmo cenowe wyznaczone przez zasade braku arbitrazu jest szersze niz pasmo cen
quasi-rownowagi.

Natomiast, gdy oprocentowanie obligacji jest takie samo jak oprocentowanie kredytu, r; =
rg, oraz nie ma depozytu d = d; = 0, lub jest on oprocentowany na poziomie oprocentowania
obligacji r = r1, to

Fag = Fg = Fy = Fg = Fag.

W takim przypadku zasada braku arbitrazu wyznacza te sama ceneg teoretyczna, co prawo jednej
ceny.

Wycena kontraktéw futures

Wycena przedstawiona ponizej jest wycena uproszczona ([20] §1.7), dokonana z pominieciem
kosztéw transakcyjnych, depozytow i marz. Ponadto zakladamy, ze inwestor moze ,wkladaé”
i ,pozycza¢” pieniadze z rachunku bankowego, ktory bedzie modelowany za pomoca determi-
nistycznego procesu akumulacji K (t), t € (Tp,71). 1 wlozona na rachunek bankowy w chwili ¢
akumuluje do ][((((t tl)) w chwili ¢;. Podobnie, aby sptaci¢ 1 pozyczona w chwili ¢, trzeba w chwili

t1 wplacié I;(f tl)) )

S; 1 F; oznaczaja odpowiednio cene instrumentu bazowego i kurs terminowy w chwili £. W
dalszym ciagu bedziemy zakladaé, ze oba instrumenty sa nieskonczenie podzielne.

Lemat 12.3. Z prawa jednej ceny wynika, zZe kurs terminowy w chwili t wynosi

_ o K@)
Fy = St'mv

gdzie T' — moment zapadalnosci kontraktu futures.
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Dowad.
Niech tg = t > Ty — moment rozpoczecia inwestycji, t, = T < 177 — moment zapadalnosci
kontraktu futures, a tg < t; < --- < t,—1 < T — momenty rozliczen dziennych kontraktu.

Aby dokonaé¢ wyceny, poréwnamy dwie strategie.
A. Kupujemy 1 jednostke instrumentu bazowego (np. 1 akcje) w chwili g i sprzedajemy ja w
chwili t,,.
B. Wktadamy na rachunek bankowy kwote

_ FK(1)
K(T)’
w kolejnych momentach ¢;, 7 = 0,1,...,t,_1 kupujemy kontrakty terminowe, tak aby po zakupie
w chwili ¢; posiada¢ ich nastepujaca ilosé:
_ K(tiv)
i K (L) .

Straty z rozliczen dziennych pokrywamy z rachunku bankowego, a zyski wptacamy na ten rachu-
nek. W momencie 7' wyjmujemy pieniadze z rachunku bankowego i rozliczamy kontrakt futures.

Rozliczenie strategii A.
Przeptyw gotéwki w momencie ¢

Cao = —Si = 5.

Przeplyw gotéwki w momencie t,, =T

Caq = St.
Rozliczenie strategii B.
Przeptyw gotéwki w momencie ¢
Przeplyw gotéwki w momencie t,, =T
Cp1= bK(tn) + ni:lm_l(Ft. — I, )M + Nn—1(Sy, — Fi, ,) =
T K(h) oA b K() oo

n—1
= FtD + Z(th - Ftifl) + (Stn - Ftn—l) = Stn = ST
=1

Poniewaz w momencie zapadalnosci T przepltywy gotdéwki obu inwestycji sa identyczne, to
z prawa jednej ceny wynika, ze w momencie tg tez sa réwne

CFA,l = CFBJ — CFA,O = CFB70.

Zatem K()
St - FtK(T) .
Czyli
K(T
F—s 50

K(t)
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Uwaga. Warto zauwazy¢, ze jezeli przyjmiemy, ze stopa zwrotu r; z obligacji o terminie za-
padalnoéci T zakupionej w chwili ¢ jest wyznaczona przez deterministyczny proces akumulacji

K(t)

to otrzymane przez nas teoretyczne ceny terminowe kontraktow forward i futures na ten sam
instrument bazowy sa sobie rowne.

12.1.4. Opcje

Najbardziej popularne sa opcje europejskie i amerykanskie.

Europejska opcja kupna (call), to kontrakt gwarantujacy w ustalonym momencie 7' w
przysztosci, prawo zakupu akeji (lub innego instrumentu bazowego) po ustalonej z géry cenie K.

Posiadacz opcji nie ma obowiazku jej realizacji. Zatem realizuje ja tylko, gdy cena St in-
strumentu bazowego w dniu T jest wyzsza od ceny wykonania K. Wyplata posiadacza opcji
call w dniu rozliczenia 1" wynosi

CFr= (St — K)".

CFy

Rysunek 12.5. Opcja kupna — wyptata.

Europejska opcja sprzedazy (put), to kontrakt gwarantujacy w ustalonym momencie T
w przyszlodci, prawo sprzedazy akcji (lub innego instrumentu bazowego) po ustalonej z gory
cenie K.

Posiadacz opcji nie ma obowiazku jej realizacji. Zatem realizuje ja tylko, gdy cena St in-

strumentu bazowego w dniu T jest nizsza od ceny wykonania K. Wyptata posiadacza opcji put
w dniu rozliczenia 1" wynosi

CPr=(Sr—K) =(K—S7)*".

Opcje amerykanskie r6znig si¢ od europejskich tym, ze ich posiadacz moze je zrealizowaé¢ w
dowolnym wybranym przez siebie momencie, az do ich wygaéniecia.
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CF,

Rysunek 12.6. Opcja sprzedazy — wyplata.

0Od 22 wrzesnia 2003 na Gietdzie Warszawskiej sg w obrocie opcje na indeks WIG20.

Przyktad:

O — opcja europejska,
W20 — na indeks WIG20,
C4 — kupna, zapadalna w marcu 2004,
140 — o kursie wykonania 1400 pkt.

OW20C4140

Czwarty znak kodu okresla typ call albo put i miesiac wykonania.

miesiac

opcja lub warrant
kupna (call)

opcja lub warrant
sprzedazy (put)

styczen
luty
marzec
kwiecien
maj
czerwiec
lipiec
sierpien
wrzesien
pazdziernik
listopad
grudzien

CErRs—~ZDoQEHEHOQ®m >

K< mBOTOZE

12.1.5. Wycena opcji europejskich

Zalozenia:

1. Nie ma kosztow transakcyjnych, marz, depozytow itp.
2. Dopuszczalna jest krétka sprzedaz instrumentu bazowego (akcji).

Oznaczenia: By(T) — struktura terminowa czynnika dyskontujacego w dniu t, T — dzien
rozliczenia, K — cena wykonania, S; — cena instrumentu bazowego w dniu ¢, Cy i P; — ceny opcji
kupna (call) i sprzedazy (put) w dniu ¢, t <7
Uwaga: Cene opcji nazywa sie tez premia.
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Ograniczenia na ceny opcji

Lemat 12.4. Z zasady braku arbitraiu wynikajg nastepujgce oszacowania
Si>Cy> (S — KB(T —t)*,

KBy(T —t)> P, > (KB(T —t) — Sy)*.

Dowad.
Krok 1.
Wyplata z opcji jest nieujemna, zatem C; > 01 P, > 0.

Krok 2.

Rozwazmy nastepujaca inwestycje:

Zakup 1 opcji call, K obligacji o terminie zapadalnoéci T' i wyplacie 1 oraz krotka sprzedaz 1
instrumentu bazowego.

Rozliczenie:

CF,=—-Cy— KBy(T —t)+ Sy,
CFTZ(ST—K)++K—ST=(ST—K)7 > 0.
Poniewaz wyplata jest nieujemna, to C'F; < 0, czyli

C,> S, — KBy(T —t).

Co razem z udowodniong powyzej nieujemnoécia ceny Cy daje prawa strone pierwszego oszaco-
wania.

Krok 3.

Rozwazmy nastepujaca inwestycje:

Zakup 1 opcji put, =zakup 1 instrumentu bazowego oraz pozyczke kwoty
KBy(T —t).

Rozliczenie:
CF,=—P,+ KB(T —t)— S,
CFT:(ST—K)i—K—l-ST:(ST—K)Jr}O.
Poniewaz wyplata jest nieujemna, to CF; < 0, czyli
P>~ + KBi(T — ).

Co razem z udowodniona powyzej nieujemnosciag ceny P; daje prawa strone drugiego oszacowa-
nia.

Krok 4.
Zauwazmy, ze wyplata z opcji put nie przekracza kwoty K, a z opcji call jest mniejsza niz Syp.
Zatem

Po<KB(T—-t) i Cy<5;.

Co daje lewe strony obu oszacowan.
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Lemat 12.5. Parytet kupna-sprzedazy.
Z prawa jednej ceny wynika nastepujgcy parytet

Cy— P =S, — KBy(T — t).

Dowad.

Rozwazmy nastepujace dwie inwestycje:

A. Zakup 1 opcji call i K obligacji o terminie zapadalnosci 1" i wyplacie 1,
B. Zakup 1 opcji put i zakup 1 instrumentu bazowego.

Rozliczenie A:
CF, = —-Cy — KB(T — t),
CFPr=(Sr—K)" + K.
Rozliczenie B:
CF,=—PF — S,
CFpr=(Spr—K) + Sp.

Zauwazmy, ze
(ST—K)+ — (ST—K)_ =Sr— K.

Zatem obie inwestycje generuja te same wyptaty. Czyli wymagaja takich samych naktadéw
Ci+ KB(T —t) =P, + S;.

Co konczy dowdd.

Jezeli zalozymy dodatkowo, ze struktura terminowa jest ptaska
By(T —t) =e 7T,
gdzie r — stafa intensywno$¢ oprocentowania, to oszacowania z lematu przyjmuja postac:
Sp > Cy > (S, — Ke "T=t)*,
Ke ™9 > P > (Ke "0 _ )+,
a parytet kupna-sprzedazy mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:
Cy— P, =8, — Ke "I

(patrz [49] §4.5.3, §4.5.5).

Wzér Blacka-Scholesa

Zalozenia dodatkowe:
3. Struktura terminowa jest zadana przez deterministyczny proces akumulacji postaci

K(t) = K(0)e™

modelowany przez rachunek bankowy. W szczegélnosci struktura terminowa jest ptaska i nie
zmienia sie z uptywem czasu.
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4. Proces cen instrumentu bazowego jest opisany geometrycznym ruchem
Browna
Sy = Spexp(pt +oWy), 0<t<T,

gdzie W, proces Wienera ([22] §13.1). W szczegblnosci dla ustalonego ¢ > 0 W; ma rozklad
normalny,

E(Wy) =0, DW;)=t,

a dryf u i volatility o sa stale.

7 zasady braku arbitrazu wyprowadza sie nastepujacy wzor na cene opcji kupna zwany
wzorem Blacka-Scholesa [20] s. 50, [49] s. 188)

Cy = Cy(Sy, K, T —t,r,0) = Sy F(dy) — Ke " T p(d_),

gdzie F' dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego N(0,1), oraz

2

Qe — InS; —InK + (r+ % )(T —t)
=T oI —t '

Wzér na cene opcji put otrzymujemy z parytetu kupna-sprzedazy.

Pt = Pt(St, K,T - t,T‘, 0') = —StF(—d+) + K@ir(T*t)F(—d_).

Zauwazmy, ze w powyzszych wzorach tylko pierwsze cztery argumenty sa znane. Volatility
o nalezy wyznaczy¢ na podstawie badania rynku.

Szkic wyprowadzenia wzoru.

Dowodzi sie, ze z zasady braku arbitrazu wynika istnienie pewnej miary probabilistycznej Q
takiej, ze cena opcji jest réwna zdyskontowanej wartosci oczekiwanej wyptaty obliczonej w tej
mierze

Cy = e T VEL((Sr — K)*F|Sy),

oraz St = Syexp(Z) gdzie Z ma rozklad normalny (w mierze Q)
1
Z=(r— 502)(T —t)+0oVT —tX, X ~N(0,1).

Zatem zadanie sprowadza sie¢ do obliczenia calki

_exp(—r(T— 1))
Cy = Ner:

00 1‘2
-/+ (S exp((r — %O‘Q)(T —t) +oVT —tz) — K)* exp(—?)dx =

_ (o - 1)
Nors
- /_:Oo(st exp((r — %UQ)(T )+ ovT —tz) - K) exp<—”;2)dx -

_exp(—r(T —1t)) +oo 1 z?
= BRI [ el = 5ot (T = 1)+ oV T~ = )




142 12. Gielda. Rynek akcji — cd

—t
exp( K/ exp(——)dz =

\ﬁ/ exp(— $_U\gTi) Ydx —exp(—r(T —t)) KQ(X > —d_) =

=S5,Q(X > —dy) —exp(—r(T —t))KQ(X > —d_) =
= SiF(dy) — Ke " TV F(d_).

12.2. Cwiczenia

Cwiczenie 12.1. Bank Inwestycyjny handluje opcjami europejskimi na akcje spotki ,ABCD”.
W swoim portfelu ma 100 opcji call z cena wykonania 10 USD i 200 opcji put z ceng wykona-
nia 20 USD. Ponadto bank wystawil 100 opcji call z ceng wykonania 50 USD. Przyjmujac, ze
wszystkie opcje majg ten sam termin wykonania, oblicz, dla jakich kurséw akcji spo6tki ,ABCD”
(w dniu wykonania) wyplata bedzie najmniejsza, a dla jakich najwigksza.

Rozwiazanie. Wyptata z opcji call z cena wykonania 10 wynosi

Cio= (S —10)",
z opcji put z ceng wykonania 20

Py = (20— S)T,
a z opcji call z ceng wykonania 50

Cs0 = (S —50)".

Wyplata z catego portfela wynosi

200(20 — S) dla S € (0,10),

10030 —S) dla S €(10,20),

100(S —10) dla S € (20,50),
4000 dla S € (50, +00).

Zauwazmy, ze W (0) = 4000, w przedziale (0,20) W maleje, W (20) = 1000, w przedziale (20, 50)
rosnie, a nastepnie stabilizuje sie na poziomie 4000.

W(S) = 100010 + 200P20 — 100050 =

Odpowiedz. Najmniejsza wyplata (réwna 1000 USD) bedzie miata miejsce gdy kurs akcji
sp6tki ,ABCD” wyniesie 20 USD, a najwieksza (réwna 4000 USD), gdy kurs bedzie wiekszy
lub réwny 50 USD lub gdy spétka zbankrutuje.

Cwiczenie 12.2. Inwestor zakupil i sprzedal pewng liczbe opcji put i opcji call o tym samym
terminie zapadalnoéci. Wykres wyplaty z jego portfela opcyjnego, w zaleznosci od aktywu bazo-
wego, jest lamana o wierzchotkach w punktach (0,5), (5,0), (7,4), (9,0). Wiedzac, ze ,na prawo”
od punktu (9,0) wykres jest pélprosta nachylona do osi 2 pod katem 7/4 wyznacz przyktadowy
sktad portfela.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez W (S) funkcje wyplaty a przez I' tamana bedaca jej wykresem.
Sktad portfela nie jest wyznaczony jednoznacznie przez tres¢ zadania. Dowolnosé tkwi w wy-
borze ”czesci put” portfela. Jedli w sktad portfela maja wchodzié¢ opcje put o cenie wykonania
K;,i=1,...k, to ich liczby n; musza spelnia¢ dwa réwnania liniowe:

an_—w’ 0t) i Ek:niKi:W(O).

=1
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Cena wykonania opcji call wchodzacej w sktad portfela jest albo wspotrzedna x wierzchotka
tamanej I' albo jest réwna cenie wykonania pewnej opcji put wchodzacej w sklad portfela.

Poniewaz kat nachylenia pierwszego odcinka I" do osi y wynosi /4, to pochodna prawostron-
na W w punkcie 0 W/(0T) wynosi -1 i mozemy przyja¢ k =1, ny = 1 i Ky = 5. Wowczas czedé
call naszego portfela bedzie sie sktada¢ z m; opcji o cenie wykonania 5, ms o cenie wykonania
7 i mg o cenie wykonania 9. Wielko$¢ m; wyznaczamy z warunku W (7) = 4,

4=W(7) =m(7—-5).
Otrzymujemy m; = 2. Podobnie mg wyznaczamy z warunku W(9) = 0,
0= W(g) = m1(9 — 5) + m2(9 — 7)

Otrzymujemy mo = —4.
»,Na prawo” od punktu (9,0) T' jest pdlprosta nachylona do osi z pod katem 7/4, zatem
W'(9%) = 1. W ten sposob otrzymujemy warunek na sume m;.

mi +mg +m3 = 1.

Co daje m3 = 3.

Odpowiedz. Aby uzyskaé¢ zadang funkcje wyplaty inwestor mégt na przyktad zakupié¢ 1 opcje
put z cena wykonania 5, 2 opcje call z ceng wykonania 5 i 3 opcje call z cena wykonania 9 oraz
sprzedaé 4 opcje call z ceng wykonania 7.

Cwiczenie 12.3. W dniu 1.09.2004 opcja OW20I4170 kosztowala 580 zl, a opcja OW20U4170
220 z1, natomiast indeks WIG20 osiggnat 1730,87 pkt. Dniem rozliczenia byt 17.09.2004. Wy-
znacz (w oparciu o parytet kupna-sprzedazy) intensywno$é oprocentowania. Uwaga: nalezy
uwzgledni¢ mnoznik 10 zt za 1 punkt indeksu.

Rozwiazanie. Z treéci zadania wynika, ze
Cy =580, P, =220, S;=10-1730,87 = 17308,7.

Ponadto cena wykonania wynosi K = 10-1700 = 17000, a czas zycia kontraktu 16 dni. Z zasady

parytetu wynika, ze
1 K

= i .
T—1t n(St—i-Pt—Ct)

Po wstawieniu powyzszych danych otrzymujemy:

1 1
390 ¢ 7000 ) = 22,875 In( -0l
16 " 17308,7 + 220 — 580 16948,7

= 22,875 -0,00302 ~ 0,069.

) =

r =

Odpowiedz. Intensywnos$é oprocentowania wyniosta 6,9%.
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Liczba godzin 6.

Zakres materiatu:

Funkcja uzytecznosci. Kryterium oczekiwanej uzytecznosci. Dominacja stocha-
styczna. Podstawowe miary ryzyka.

13.1. Strategie inwestycyjne

W tym wyktadzie analizie poddane zostang inwestycje jednookresowe.

Rysunek 13.1. Przeptywy pieniezne

W momencie Ty inwestor inwestuje kwote k, a w ustalonym momencie 77 otrzymuje K
jednostek monetarnych. Kwota k jest znana (deterministyczna), a K modelujemy jako zmienna
losowa.

Pytanie.
Jaka metode (strategie) ma zastosowaé inwestor, aby wybraé najlepsza z wielu mozliwych in-
westycji?

Odpowiedz matematyka jest nastepujaca:
Inwestor powinien wprowadzié na zbiorze wszystkich mozliwych (dopuszczalnych) inwestycji re-
lacje okreslajgcq, ktore z nich sq ,lepsze”, a ktore ,gorsze”.

W ponizszym podrozdziale oméwimy wlasnosci takich relacji, a w kolejnych zajmiemy sig¢
ich konstrukcja.

13.1.1. Relacje quasi-porzadku

Zastosowanie standardowych relacji porzadkujacych (patrz [36] rozdzial IX) wymaga od
inwestora informacji niejednokrotnie niemozliwych do uzyskania dlatego znacznie bardziej prak-
tyczne jest wprowadzenie relacji quasi-porzadkujacych.

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (©) P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Definicja 13.1. Relacje = okreslona na zbiorze X nazywamy quasi-porzadkiem, jezeli jest
a) zwrotna
Vee X x>

b) przechodnia
Ve,y,z€ X x=yANyrz=—xr 2.

7 kazda relacja quasi-porzadku > zwiazane sa trzy ,pokrewne” relacje <X, > i <.
Ty rzyA(y =)

ry&Syr-r, T<LYS Y=

Zauwazmy, ze dla dwoch réznych elementéw x, y mozliwe sg cztery ewentualnosci, ktére sie
nawzajem wykluczaja:

-y, Y-z, xty/\ytl" _‘(l'ty)/\_‘(yt'f),

x jest lepszy, y jest lepszy, x i y sa tak samo dobre lub z i y s3 nieporéwnywalne.

13.2. Podejscie mikroekonomiczne

13.2.1. Oczekiwana uzytecznosé

Zalozenia:
1. Inwestor zna rozktady prawdopodobienstwa ewentualnych inwestycji.
2. Inwestor postepuje w sposéb racjonalny.

Inwestorowi przyporzadkowuje sie funkcje uzytecznosci (satysfakeji) ([31, 12])
¢:R—RU{—00}.

Inwestor postepuje w sposob racjonalny, jesli wybiera inwestycje o najwiekszej oczekiwanej
uzytecznosci wyplaty K
E(p(K)).
Do wyznaczania oczekiwanej uzytecznosci wykorzystuje sie uogélniona warto$é oczekiwana ([27]
§1.1.3), ktéra moze przyjmowaé wartosci zaréwno skonczone, jak i nieskonczone (+o0). Uogélnio-
na warto$¢ oczekiwana nieujemnej zmiennej losowej jest zawsze okreslona, moze by¢ skonczona
lub réwna +oo. W przypadku dowolnych zmiennych losowych korzysta sie z rozkladu na czeséé
dodatnia i ujemna, czyli
E(p(K)) = E(p(K)") — E(p(K)").

Przypomnijmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a

a=at —a- drie at =1 @ dla a >0, P dla a <0,
- 8 1 0 dla a<0, ] 0 dla a>0.

Zauwazmy, ze tylko w przypadku, gdy F(p(K)T) = E(¢(K)™) = +00, oczekiwana uzytecznosé
bedzie nieokreslona (oo — 00).

Na funkcje uzytecznosci ¢ nakltada sie nastepujace warunki:
1. ¢ jest niemalejaca: ,jinwestor preferuje wiekszy zysk”.
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2. ¢ jest wklesta: ,awersja do ryzyka”.

Uwaga. Funkcja ¢ jest wklesta, a —p wypukla, gdy zbiér

{(z,y) e R* : y < p(x)}

jest wypukty. Jest to réwnowazne nastepujacemu warunkowi:
dla dowolnych nieujemnych wag A\; i A2 (A1 + A2 =1, \; > 0)

Yo,y ez + doy) > Me(z) + dep(y).
(Wiecej informacji czytelnik znajdzie w ksiazce [39], ktéra jest znakomitym kompendium wiedzy

o funkcjach wypuktych.)

Wklestoéé uzasadnia sie tym, ze thumaczy ona pewne stylizowane fakty. Otéz kazda funkcja
wklesta i niemalejaca spelnia nastepujace oszacowania:

Ve <yVh>0 @x+h)—px)=ely+h)—oely) >
Vo <yVh>0 o(x)—¢(@—h)=e(y)—ely—h) >0,
Ve Vh >0 ¢(x)—¢(r—h)> @@+ h)—e()>0.

Mozemy je zinterpretowaé¢ w nastepujacy sposob:

»,Ta sama kwota zysku bardziej cieszy, gdy mamy mniej.”
,Taka sama strata bardziej boli, gdy mamy mniej.”
»Strata bardziej boli, niz zysk cieszy.”

Zauwazmy, ze sformutowane powyzej kryterium oznacza, ze z kazda funkcja uzytecznosci ¢
zwiazaliSmy relacje quasi-porzadku na zbiorze K zmiennych losowych, ktére modeluja mozliwe

wyplaty,
K=y Ko & E(p(K1)) > E(p(K2)).

Wyptata, dla ktérej oczekiwana uzytecznosé jest nieokreslona, tzn.
E(p(K)") = E(p(K)™) = +o0,

jest nieporéwnywalna z innymi wyptatami. Natomiast kazde dwie wyptaty o okreslonej oczeki-
wanej uzytecznosci (skoniczonej lub nieskonczonej) sa poréwnywalne.

Whniosek 13.1. Jezeli dla ustalonej funkcji uzytecznosci ¢ i dla kazZdej zmiennej losowej z K
jest okreslona oczekiwana uzytecznosé, to relacja =, jest spéjna

VK1,Ko e K K i%’ KoV Ky iw K.

Przez D, bedziemy oznacza¢ dziedzing efektywna funkcji uzytecznosci ¢, tzn. zbiér tych
argumentow, dla ktérych funkcja ¢ przyjmuje skonczone wartosci

Dy, ={z e R:p(x) > —o0}.
Niech d, oznacza kres dolny D,
do =1inf{z :x € D,}.

Poniewaz funkcja ¢ jest niemalejaca, to jej dziedzina efektywna moze by¢:
i. zbiorem pustym (D, = 0);
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ii. cala prosta rzeczywista (D, = (—00, +00), d, = —00);
iii. polprosta otwarty (D, = (d,, +00));
iv. pélprosta domknieta (D, = (dy,, +00)).

Przypadek i.
(¢ stala réwna —oo) jest nieciekawy z punktu widzenia zastosowan i w dalszym ciagu bedziemy
go pomijac.
Przypadek ii.
p jest ciagta.
Przypadek iii.
Ciagte jest obciecie ¢ do dziedziny efektywnej.
Przypadek iv.
© obcieta do dziedziny efektywnej moze by¢ nieciggta w punkcie d,. Ma to miejsce gdy

1im+ o(x) > ¢(dy).
z—d

Bedziemy wowczas przedstawiaé¢ funkcje ¢ jako sume dwéch funcji niemalejacych i wklestych,
cigglej na (d,, +00) i stalej na (d,, +00)

p(x) = 3(x) + (p(df) — (dp))k(z — dy);
gdzie cp(d:g) prawostronna granica ¢ w d,

o(x) dla  x>d,
o(x) =19 w(df) dla z=d,
—oo dla  z<d,,

0 dla >0
k)= —1 dla z=0
-0 dla x<0O.

Funkcje wkleste, ciagle na swojej dziedzinie efektywnej, mozna scharakteryzowac¢ za pomoca
funkcji liniowych.

Lemat 13.1. Jesl funkcja wklesta ¢ jest ciggla na Dy, to istniejq ciqgi liczb rzeczywistych
(QTI)?Lozl { (bn)zozl, takie, ze

Ve e D, ¢(x)= i%f(anx + by).
Dowdd — [24] lemat 5.2.1.

Zauwazmy, ze gdy zmienna losowa K przyjmuje z niezerowym prawdopodobienstwem war-
tosci z dopetnienia D, to oczekiwana uzytecznos¢ wynosi —oo lub jest nieokreslona

P(K € R\ D,) > 0= E(p(K)) = —00 V E(¢(K)) = 00 — 0.

Oznacza to, ze inwestor z géry odrzuca mozliwosé wyboru inwestycji (strategii) o takiej wyplacie.
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13.2.2. WtasnoSsci oczekiwanej uzytecznosci

Omoéwimy teraz podstawowe wlasnosci oczekiwanej uzytecznosci. Szczegdlna uwage zwroci-
my na kryteria pozwalajace stwierdzié¢, czy dla danej zmiennej losowej K jest ona okreslona.
Dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze zmienne losowe K, K; i K9 z dalszej czesci rozdzialu sa
zdefiniowane na tej samej przestrzeni probabilistycznej (2, M, P). Na poczatek pokazemy, ze
oczekiwana uzyteczno$é jest monotoniczna.

Twierdzenie 13.1. Jesli prawie na pewno Ki > Ko (tzn. P(K; < K2) = 0), a
oczekiwana uzyteczno$é Ko jest okreslona i wieksza od —oo, to oczekiwana uzytecznosc
K1 jest okreslona i nie mniejsza niz oczekiwana uzytecznosé Ko

E(p(K1)) > E(p(K2)).

Jesli ponadto ¢ obcieta do dziedziny efektywnej jest $cisle rosngcea, a K1 i Ko sq istotnie
rozne (P(Ky # Ka) > 0) oraz oczekiwana uzytecznosé Ko jest skoriczona, to

E(p(K1)) > E(p(K2)).

Dowad.
Poniewaz K5 ma oczekiwana uzytecznosé¢ rézna od —oo, to prawie na pewno nie przyjmuje
wartoéci z dopelnienia dziedziny efektywnej ¢. A skoro ¢ jest niemalejaca, to otrzymujemy
nastepujace nieréwnosci

p(K1) > ¢(K>) > —00 pan.

Zatem zmienna losowa (K1) — ¢(K?2) jest prawie na pewno nieujemna i ma nieujemna wartosé
oczekiwang (skonczona lub nieskonczona)

E(p(K1) — ¢(K32)) > 0.
Poniewaz E(p(K3) > —o0, to oczekiwana uzyteczno$é K, jest okreslona i jest od niej nie wieksza

E(p(K1)) = E(p(K1) — o(K2) + ¢(K2)) = E(p(K1) — ¢(K2)) + E(p(K2) >
> E(p(K2).
Gdy Kj i K> sa istotnie rézne, a @ obcieta do dziedziny efektywnej jest $cisle rosnaca, to
P(p(K1) — p(K2) > 0) > 0.
Zatem
E(p(K1) — ¢(K32)) > 0.

Poniewaz oczekiwana uzytecznosé¢ Ko jest skonczona, to otrzymujemy ,ostrag” nieréwnosé

E(p(K1)) > E(p(K2)).

Przeformutujemy teraz powyzsze twierdzenie w terminach quasi-porzadku.

Whniosek 13.2. Jezeli oczekiwane uzytecznosci Ky i Ko sq okreslone @ prawie na pewno
K > Ky, to
K =, Ks.

Ponadto, jesli ¢ jest cisle rosngca, a K; sq istotnie rézne © majg skonczone oczekiwane uzy-

tecznosci, to
Ki ”) K.
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Zauwazmy, ze z powyzszego twierdzenia wynika prosty warunek dostateczny istnienia ocze-
kiwanej uzytecznodci.

Whniosek 13.3. Jezeli prawie na pewno K nie przyjmuje wartosci mniejszych niz pewna stala
x nalezgca do efektywnej dziedziny ¢, to oczekiwana uzytecznosé K jest okreslona i réina od
—00.

dreD, K>xzpn = E(p(K))>-—o00

Dowad.

Skoro x nalezy do dziedziny efektywnej ¢, to uzytecznoéé¢ wyptaty x jest wieksza od —oo. Zatem
z powyzszego twierdzenia otrzymujemy, ze oczekiwana uzyteczno$¢ wyptaty K jest okreslona i
nie mniejsza od ¢(z). Czyli

E(p(K)) > E(e(z)) = ¢(x) > —o0.

Teraz uogblnimy nieréwnosé¢ Jensena (patrz [22] §5.7 Twierdzenie 2, [8] str. 276).

Twierdzenie 13.2. Jezeli zmienna losowa K ma skorniczong warto$é oczekiwang (tzn.
K € L') to spelnione sq nastepujgce warunki:

1. oczekiwana uzytecznosé K jest okreslona;

ii. B(p(K)) < p(B(K));

1. dla dowolnego o-ciata F, F C M, jest okreslona oczekiwana uzyteczno$c warun-
kowej wartosci oczekiwanej E(K|F) i E(p(K)) < E(p(E(K|F))) < ¢(E(K)).
Ponadto, jesli ¢ jest $cisle wklesta, a K nie jest stala i o(E(K)) > —o0, to

E(o(K)) < o(E(K)).

Uwagi.

1. Funkcja wklesta jest écisle wklesta, gdy na zadnym przedziale nie jest liniowa, tzn. gdy prosta
styczna do wykresu ma z nim tylko jeden punkt wspdlny.

2. Punkt 4. oznacza, ze jesli usrednimy wyplate, to jej oczekiwana uzytecznosé nie zmaleje.

Dowad.

Ad ii. oraz i.

Jezeli K ma skonczong oczekiwang uzytecznosé, to ii. wynika z nieréwnosci Jensena dla funkcji
—p. Poniewaz zakladamy tylko istnienie skonczonej wartosci oczekiwanej K, to musimy pokazaé
istnienie oczekiwanej uzytecznosci.

Niech y = I(x),
l(z) = p(x0) +a- (z — x9),

bedzie réwnaniem prostej stycznej do wykresu ¢(z) w punkcie zg, g > dy. ¢ jest wklesta,
zatem jej wykres lezy ponizej lub na prostej stycznej

Vo l(z) > ¢(z).
Zatem zmienna losowa ¢(K) —[(K) jest niedodatnia i ma warto$é¢ oczekiwang (w R_U{—o0}),
E(p(K) — I(K)) <0,
Ale jak tatwo zauwazy¢, [(K) ma skohczong warto$é oczekiwana

E(l(K)) = E(p(w0) +a- (K —x0)) = ¢(z0) + a- (E(K) — x0).
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Z tego wynika, ze istnieje oczekiwana uzyteczno$¢ K i spelnia nier6wnosé
E(p(K)) = E(p(K) — I(K) + I(K)) = E(p(K) - [(K)) + E((K)) <

< E(I(K)) = ¢(x0) + a- (E(K) — ).

Gdy E(K) > d,, to podstawiamy zo = E(K) i otrzymujemy warunek ii. W przeciwnym
przypadku, gdy E(K) < dy, to albo z dodatnim prawdopodobienstwem K przyjmuje wartosci
z dopelnienia dziedziny efektywnej ¢, woéwczas oczekiwana uzytecznosé¢ K jest réwna —oo i
warunek . tez jest spelniony

E(p(K))) = —00 = ¢(E(K)),
albo K jest prawie na pewno stala, K =d, p.n., a zatem E(p(K)) = ¢(d,) = ¢(E(K)).
Ad iii.
Dowd6d punktu iii. jest troche bardziej skomplikowany. K € L', a wiec warunkowa warto$é
oczekiwana E(K|F) jest okreslona i tez nalezy do L!,

Zatem jej oczekiwana uzyteczno$é jest okreslona i nie wieksza niz p(E(K)) (punkt (i)). Gdy
oczekiwana uzytecznosé¢ K jest réwna —oo, to warunek (iii) jest automatycznie spelniony. W
przeciwnym przypadku, gdy zar6wno E(K) i E(p(K)) sa skonczone, korzystamy z nieréwnosci
Jensena dla warunkowej wartosci oczekiwanej dla ¢ ([24, lemat 5.2.2])

p(E(K|F)) > E(p(K)|F) pn.

Nastepnie korzystamy z twierdzenia o iterowaniu wartosci oczekiwanej i otrzymujemy nastepu-
jaca nieréwnosé

E@(B(KIF) > E(E((K)F) = B@(K).
Co konczy dowdd iii.
Gdy ¢ jest Scisle wklesta, to
Vo x#x9=1l(z) =¢(xo) +a-(x—x0) > p(x).
Ponadto rozktad K nie jest skupiony w jednym punkcie
P(K # x9) > 0,

zatem

P(l(K) > ¢(K)) > 0.
A 7 tego wynika, ze dla xg = E(K) otrzymujemy
p(E(K)) = E(I(K)) > E(¢(K)).
Przeformutujemy powyzsze twierdzenie w terminach quasi-porzadku.

Whniosek 13.4. Jezeli E(K) i p(E(K)) sq skonczone, to
E(K) =, K.
Ponadto, jesli ¢ jest Scisle wklesta, a K nie jest stala, to

E(K) -, K.
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Z powyzszego twierdzenia wynika réwniez nastepujaca charakteryzacja niecheci (awersji) do
ryzyka.

Whniosek 13.5. Inwestor, ktory planuje inwestycje w oparciu o Scisle wklestq funkcje uzytecz-
nosci, majgc do wyboru inwestycje pewng o znanej z gory wyptacie k1 1 inwestycje wymagajgcy
takich samych nakladéw, o tym samym czasie zZycia i o losowej (nieznanej) wyplacie K o war-
tosci oczekiwanej k1, wybierze te pierwszg.

Natomiast z punktu 4. twierdzenia 13.2 wynika warunkowa monotonicznosé oczekiwanej
uzytecznosci.

Whniosek 13.6. Jezeli para K1, Ko jest nadmartyngatem, tzn.
E(K3|K1) < K1 pn.,

oraz Ko ma skonczong zarowno wartosé oczekiwang jok i oczekiwang uzyteczno$é, to oczekiwana
uzytecznosé Ky jest okreslona i nie mniejsza niz oczekiwana uzyteczno$é Ko

E(p(K1)) > E(p(K2)).

Dowad.
Z twierdzenia 13.2 wynika, ze oczekiwana uzyteczno$¢ E(K|K7) istnieje i spelnia nieréwnosé

E(p(K3)) < E(o(E(K2|K1))).

Natomiast z twierdzenia 13.1 otrzymujemy istnienie E(p(K1)) i oszacowanie
E(p(E(K2|K1))) < E(p(K1)).

Co konczy dowdd.

7 twierdzenia 13.2 wynika tylko gérne ograniczenie na oczekiwang uzytecznosé. Dolne ogra-
niczenie moze nie istnie¢. Okazuje sie, ze skoniczona wartos¢ oczekiwana wyplaty K wcale nie
musi implikowaé¢ skoficzonej oczekiwanej uzytecznosci nawet, jesli K nie przyjmuje wartosci
spoza dziedziny efektywnej ¢ (- patrz éwiczenie 13.5).

Na zakoniczenie pokazemy, ze oczekiwana uzytecznosé jest wklesta.

Twierdzenie 13.3. JeZeli zmienne losowe Ki © Ko majqg skonczong oczekiwang
uzytecznosé to dla dowolnych wag A1 i Ao (A1 + A2 =1, \; > 0)

1. zmienna losowa A\ K1 + Ao Ko ma okreslong oczekiwang uzytecznosé,

11. E((p()\lKl a4F )\QKQ) > AlE(QO(Kl)) =F )\QE(QD(KQ)).

Ponadto, jesli ¢ jest $cisle wklesta, Ky i Ko sq istotnie rézne, P(K; # Ka) > 0, a
wagi A\; dodatnie, to E(p(MEK1 + MaK2) > ME(p(K1)) + M E(p(K2)).

Dowéd.
© jest funkcja wklesta czyli dla dowolnych wag A1 i Ao

Vz,y oAz + Xay) = Aip(x) + Aap(y).
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Zatem zmienna losowa @(A1 K7 + AaK2) — AMp(K71) — A2p(K2) jest nieujemna i ma nieujemna
wartos¢ oczekiwang. Zatem

E(p(MKy + M K>)

= E((p(M K1+ XNaK2) — Aip(K1) — Aep(Ko
= E((p(M K1 + XaK2) — M(K1) — Xap(Ks
> ME(p(K1)) + M E

) =

)+ (Ae(K1) + Aap(K2))) =
) + EQup(K1) + Aop(K>)) >
P(K1)).

Gdy ¢ jest funkcja $cisle wklesta, to dla z # y, p(x),p(y) > —c0 i A; >0

)
(

ez + A2y) > Mp(x) + Aap(y).

Zatem nieujemna zmienna losowa (A K1+ X2 Ka)— A @(K71)— Ao (K?2) jest dodatnia na zbiorze,
ktory ma dodatnig miare. Zatem jej warto$¢ oczekiwana jest dodatnia i nieréwnosé z punktu
1%. jest ostra.

Whniosek 13.7. Jezeli istotnie rozne zmienne losowe Ky i Ko majg rowne skornczone oczekiwane
uzytecznosci, a ¢ jest Scisle wklesta, to dla dowolnych dodatnich wag A1 i Ag (AM1+A2 =1, A; >0)

MKy + XKy =, K1, Ko.

Dowad.
Niech ¢ oczekiwana uzyteczno$é¢ Ky i Ks. 7 powyzszego twierdzenia wynika, ze

E(p(M K1 + A2K3) > ME(p(K1)) + A2E(9(K2)) = (M + A2)p0 = po.
Zatem kombinacja wypukta K i K9 jest od nich obu ,lepsza”.

7 powyzszego wniosku wynika nastepujaca zasada dywersyfikacji portfela.

Whiosek 13.8. Inwestor, ktéry planuje inwestycje w oparciu o $cisle wklestq funkcje uzyteczno-
Sci, majge do wyboru trzy inwestycje wymagajgce takich samych naktadow, o tym samym czasie
zZycia 1 o istotnie roznych wyplatach K1, Ko @ K3, takich, zZe oczekiwane uzytecznosci Ky © Ko
sq skoniczone i rowne, a Ks jest kombinacjg wypukle K1 i Ko, wybierze te trzecig.

13.3. Cwiczenia
Cwiczenie 13.1. Niech X; i X, beda zmiennymi losowymi zero-jedynkowymi
P(Xi=1)=p;, P(X;=0)=1-p;, pi €(0,1),
a ¢ dowolna funkcja uzytecznosci taka, ze ¢(0) > —oo. Pokazaé, ze
p1 = p2 = X1 =, Xo.

Rozwiazanie.
Dla zmiennej losowej zero-jedynkowej oczekiwana uzytecznosé¢ wynosi

E(p(X)) = (1 =p)e(0) + pp(1) = ¢(0) + p(p(1) — ¢(0)).

 jest niemalejaca. Zatem gdy p1 > p2, to oczekiwana uzytecznosé X jest wicksza lub réwna
oczekiwanej uzytecznosci Xs. A stad
X1 =y Xo.
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Cwiczenie 13.2. Niech X; i X3 beda zmiennymi losowymi zero-jedynkowymi
P(Xl = 1) = pi, P(XZ = 0) =1-—p; pi€ <0, 1>,

a ¢ dowolng funkcja uzytecznosci taka, ze p(1) > ¢(0) > —oo. Pokazaé, ze gdy zmienne losowe
X; maja taka sama oczekiwana uzytecznos$é, to majg takie samo prawdopodobienstwo osiggnie-
cia sukcesu.

Rozwiagzanie.

E(p(X3)) = (1= pi)p(0) + piv(1) = (0) + pi((1) — ¢(0)).
Zatem z réwnodci oczekiwanych uzytecznosci otrzymujemy

E(p(X1)) = 9(0) _ E(o(X3)) = ¢(0)
¢(1) — ¢(0) o(1) = »(0)

b1 = = P2

Cwiczenie 13.3. Wyznaczy¢ oczekiwana uzytecznoéé E(p(X)), gdy X ma rozktad normalny
N(0,1) a ¢(z) = min(z, M), gdzie M ustalony parametr rzeczywisty.
Rozwiazanie.
1 M z? 1 M?
E(p(X :—/ zexp| ——|de+ MP(X >M)=—exp|— | + M(1 — F(M)).
() = o= [ zexn (=5 (X > M) = ——exp (=5 ) + M1 = FQI)
1 M2
2

Odpowiedz. Oczekiwana uzyteczno$é X wynosi Tom XD (— ) +M(1—F(M)), gdzie F jest

dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego.

Cwiczenie 13.4. Inwestor podejmuje decyzje w oparciu o logarytmiczna funkcje uzytecznosci

(z) = In(z) dla z>0,
P —s0 dla 2<0.

Moze zainwestowaé¢ 1000 zt w dwie inwestycje, o tym samym czasie zycia. Wyplata z pierwszej
ma rozktad

K 960 | 980 | 1000 | 1030 | 1050
prawdopodobiefistwo [%] | 20 | 10 | 15 25 30

a z drugiej

Ko 960 | 970 | 990 | 1000 | 1010 | 1040 | 1050 | 1060
prawd. (%] | 156 | 5 | 5 | 15 | 5 | 25 | 20 | 10

Ktéra z inwestycji wybierze?

Rozwiazanie. Wyznaczamy oczekiwane uzyteczno$ci:
E(In(K7)) = 0,21n(960) + 0,11n(980) + 0,151n(1000) + 0,25 In(1030)+

+0,31n(1050) = 6,919597359,
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E(In(K3)) = 0,151n(960) + 0,05 In(970) + 0,05 In(990) + 0,15 In(1000)+
40,051n(1010) 4 0,25 In(1040) + 0,21n(1050) + 0,1 In(1060) = 6,925494121.

Jak widaé, oczekiwana uzyteczno$é¢ drugiej wyplaty jest troche wicksza.

Odpowiedz. Inwestor wybierze druga inwestycje.

Cwiczenie 13.5. Wyznaczy¢ oczekiwana uzytecznosé dla wyplaty K, ktéra ma rozklad jed-
nostajny na przedziale (0, 2)

0 dla <0
PK<z)=} 32 dla 0<z<2
1 dla 2<zx

i dla funkcji uzytecznosci

(z) = —o0o dla <0
ATl 11 dla o<

Poréwnaé ja z uzytecznoscia wartosci oczekiwanej K.

Rozwigzanie. Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu jednostajnego na przedziale o dtugosci
2 jest réwna 0,5 wewnatrz tego przedziatu i 0 poza nim. Zatem

Odpowiedz. Oczekiwana uzytecznosé dla wyplaty K wynosi —oo, podczas gdy uzytecznosé
wartosci oczekiwanej K wynosi 0.
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14.1. Dominacja stochastyczna

Oczekiwana uzytecznoéé zalezy od wyboru funkcji uzytecznosci. Zachodzi pytanie, czy moz-
na oceni¢, ktéra z dwoch inwestycji jest lepsza dla wszystkich inwestoréw niezaleznie od ich
indywidualnych preferencji. Postaramy sie odpowiedzie¢ na to pytanie, korzystajac z pojecia
dominacji stochastycznej.

Niech K; i K2 oznaczaja zmienne losowe.

Definicja 14.1. Moéwimy, ze K1 dominuje nad Ko gdy
K > Ke pn.

Czyli P(Kl < KQ) =0.

Definicja 14.2. Moéwimy, ze K; dominuje nad Ko w sensie dominacji stochastycznej rzedu
pierwszego, gdy
Vr e R Fl(ﬂf) < FQ(.’E),

gdzie F; oznacza dystrybuante zmiennej losowej Kj;.

Piszemy wowczas:
K1 >2rsp Ko.

Relacja FSD nie zalezy od wyboru definicji dystrybuanty. Jezeli K; dominuje nad Ko
w sensie dominacji stochastycznej rzedu pierwszego dla dystybuant prawostronnie cigglych
(Fi(z) = P(K; < x)), to dominuje réwniez w sensie dominacji stochastycznej rzedu pierwszego
dla dystybuant lewostronnie ciaglych (F;(z) = P(K; < x)) i na odwr6t. Ale dla ustalenia uwagi,
w dalszym ciagu bedziemy uzywaé dystrybuant prawostronnie ciagtych (zgodnie z [22, 27]).

Dystrybuanta F jest funkcjg nieujemna i ograniczona, zatem zawsze istnieje granica skonczo-
na lub nieskonczona calek f; F(t)dt gdy y zbiega do —oo, czyli uogdlniona catka niewlasciwa
JE F(t)dt jest zawsze okreslona.

Definicja 14.3. Moéwimy, ze K; dominuje nad Ko w sensie dominacji stochastycznej rzedu
drugiego, gdy

xX x
Ve €R / Fi(t)dt </ Fy(t)dt,
—0o0 —0oQ
gdzie F; dystrybuanta K, a calki sa catkami uogélnionymi.

Piszemy woéwczas:
Ky >55p K.

Zauwazmy, ze w przypadku dominacji stochastycznej rzedu pierwszego i drugiego zmienne
losowe K7 i K9 nie musza by¢ okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Ponadto,

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (©) P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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jesli nawzajem nad soba dominuja, to maja ten sam rozklad (Fy = F»). Zatem relacje dominacji
stochastycznej, rzedu pierwszego i drugiego, sa relacjami quasi-porzadku na zbiorach zmiennych
losowych, indukujacymi relacje czesciowego porzadku na zbiorach ich rozktadow.

Uwaga. Mamy nastepujace zaleznosci:

Dominacja = FSD = SSD.

Pokazemy teraz, jakie zwigzki zachodzg miedzy kryterium maksymalizacji oczekiwanej uzy-
tecznosci a dominacja stochastyczna pierwszego i drugiego rzedu.

Twierdzenie 14.1. Niech K; i Ko zmienne losowe. Wowczas nastepujgce warunki sq
réownowazne:
1. Ky >psp Ko;
2. Dla kazdej niemalejgcej funkcji o mamy:
E(p(K1)) > E(p(K2)) lub obie warto$ci oczekiwane sq nieokreslone lub E(p(K1)) =
+o00 lub E(p(K2)) = —o0;
3. Istniejg zmienne losowe K i K} o tym samym rozkladzie co odpowiednio Ky i K,
takie, ze

K{ > Kj.

Dowdad.
1= 3.
Skorzystamy ze standardowej konstrukeji (patrz [22] §5.3 zad. 2). Zmienne losowe K{ i K} zde-
finiujemy na nowej przestrzeni probabilistycznej. Jako zbiér zdarzen elementarnych wezmiemy
otwarty odcinek jednostkowy (2 = (0, 1)), a jako prawdopodobienstwo miare Lebesgue’a u na
tym odcinku. Niech

K.(t) = sup{u : P(K; < u) < t}.

Jak latwo sprawdzi¢, K| i K; maja ten sam rozklad prawdopodobienstwa. Rzeczywiscie dla
dowolnego = € R

pl{t: Ki(t) <z} = p{t:sup{u: P(K; <u) <t} <az}=

= ,U,(O,P(Ki < ac)) = P(KZ‘ < x)

Pozostaje pokazaé, ze K| dominuje nad K. Z pierwszej dominacji stochastycznej Ky wynika,
ze
Vu P(K; <u) < P(Ks<wu).

Zatem
Vi >0 sup{u: P(K; <u) <t} >sup{u: P(Ky <u)<t},

czyli dla dowolnego t K (t) > K,(t).
3= 2
Warto$é oczekiwana zalezy tylko od rozkladu, ¢(K7) i ¢(K;) maja ten sam rozklad, a wiec

E(¢(K])) = E(p(K;)) lub obie sa nieokreslone. Ponadto ¢ jest niemalejaca, zatem gdy wartosci
oczekiwane istnieja, to

E(p(K1)) = E(e(K1)) > E(p(K3)) = E(p(K2)).
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2= 1
Zauwazmy, ze funkcje

sg niemalejace. Zatem dla dowolnego x € R
PKi<z)=1—-P(K;>2xz)=1—E(p:(K7)) <
<1—E(py(Kq))=1— P(Ky >1z)=P(Ks < x),

co daje K1 >pgp Ko.

Whniosek 14.1. Niech h : I — R, I C R, bedzie funkcjg niemalejgcq takq, ze zmienne losowe
K1 @+ Ko prawie na pewno przyjmuje wartosci z I

P(Ki¢1)=P(Ky&1I)=0.

Wowczas
K| >psp Ko = h(K1) 2rsp h(K3).

W szczegolnosci dla a,m € R ia > 0
Ky >2psp Ko <= aKi+m >2pgp aKs + m.

Dowdad.
Skorzystamy z pkt. 3 powyzszego twierdzenia. Jesli K| i K} maja ten sam rozktad co odpo-
wiednio K7 i Ko i

Ki > K,

to h(K1) i h(K%) maja ten sam rozklad co odpowiednio h(K7) i h(K2) i
WKL) > h(KD).

Zatem
h(K1) >rsp h(K2).

Przejdziemy teraz do drugiej dominacji stochastycznej. Na poczatek pokazemy zwiazek mie-
dzy calka z dystrybuanty, a wartos$cig oczekiwana.

Lemat 14.1. Dla dowolnej zmiennej losowej K o dystrybuancie F
x
VeeR E((K —z)7) = / F(t)dt.
—0o0

Dowad.
Jak wiadomo ([22] Stwierdzenie 11 §5.6) warto$¢ oczekiwana nieujemnej zmiennej losowej X
jest rowna calce z prawdopodobienstwa przekroczenia poziomu ¢ po dt,
(o]
E(X) = / P(X > t)dt.
0

Czes$¢ ujemna (K — )~ jest z definicji nieujemna, zatem

E(K —2)") = /OOO P((K —2)" > t)dt.
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Poniewaz t > 0, to (K — )~ >t wtedy i tylko wtedy, gdy K <z —t i

E((K_m)*):/o P((K < a — t)dt.

Po zamianie zmiennych, s = x — ¢, otrzymujemy

T x

P(K < s)ds :/ F(s)ds,

—0o0

B((K -2)7) = [

—00

gdyz poza przeliczalna liczba punktéow F'(s) = P(K < s).

7 powyzszego wynika nastepujaca charakteryzacja drugiej dominacji stochastycznej:

Whniosek 14.2.
K >255p Ko &V eR E((Kl —x)7) < E((K2 —x)7).

Pokazemy teraz, ze gdy K ma skonczona wartos¢ oczekiwana, to funkcja
x
G(z) = / F(#)dt
—0oQ

ma prawostronna asymptote ukosna x — F(K).

Lemat 14.2. Dla dowolnej zmiennej losowej K o dystrybuancie F' i skoniczonej wartosci ocze-
kiwanej (K € L')

lim (o~ / " F(dt) = E(K).

—00

Dowdad.
Zatézmy, ze © > 0. Wéwcezas

T T 0 T 0
v — / F(t)dt = / (1= F())di — / F(t)dt — / P(K > t)dt — / F(t)dt.
—00 0 —0o0 0 —0o0
Dlat >0 K >t wtedy i tylko wtedy, gdy K* > t, zatem korzystajac ponownie ze stwierdzenia
11 §5.6 [22] otrzymujemy dla x zbiegajacego do 400
+o0o

/x P(K > t)dt = /x P(K™ > t)dt — P(KT > t)dt = BE(K™).
0 0 0

Poniewaz, jak pokazaliSmy w poprzednim lemacie

/O F(t)dt = B(K),

to
lim (z — /z F(t)dt) = E(K) — B(K™) = BE(K).

T—+00

Whniosek 14.3.
Ky >ssp Ko ANKo € L' = E(K)) > E(K>).
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Twierdzenie 14.2. Niech K1 i@ Ko zmienne losowe o skonczonych wartosciach ocze-
kiwanych (K1, Ky € L'). Wéwczas nastepujgce warunki sqg réwnowazine:
1. K1 >2ssp Ka;
2. Dla kazdej niemalejacej i wkleslej funkcji o E(p(K1)) > E(p(K2));
3. Istniejg zmienne losowe K1 i Kb o tym samym rozkladzie co odpowiednio K i Ko,
takie, ze

K1 > E(K| K1),

tzn. para (K1, K}) jest nadmartyngalem.

Dowdd -patrz [24, Twierdzenie 5.2.8] lub [14, Theorem 2.58].

Whiosek 14.4. Niech K1 1 Ky zmienne losowe o skoniczonych wartosciach oczekiwanych (K1, Ko €
L'), ah:I— R, ICR funkcja niemalejgca i wklesta taka, Ze zmienne losowe Ky i Ko prawie
na pewno przyjmujg wartosci z I

P(K1 ¢1)=P(Ky,&1)=0.

Wowczas
K1 >ssp Ko = h(K1) >ssp h(K2).

W szczegolnosci dla a,m € R 1a >0
Ki 25sp Ko <— aKj+m >gs5p aKs+ m.

Dowdad.
Zauwazmy, ze wzieta ze znakiem przeciwnym cze$¢ ujemna z funkcji niemalejacej i wklestej
tez jest niemalejaca i wklesta. Zatem z dominacji stochastycznej, K1 >g5p Ko, wynika, ze dla
kazdego x € R

E(=(h(K1) —x)7) > E(=(h(K2) —2)7),

co jest réwnowazne dominacji stochastycznej, h(K7) >ssp h(K2).

Na zakonczenie pokazemy, ze dominacje stochastyczng pierwszego lub drugiego rzedu mozna
stosowa¢ wymiennie do oceny wyptat z inwestycji lub zysku lub stép zwrotu.

Niech K i K9 modeluja wyplaty z dwéch inwestycji A i B, wymagajacych tych samych
naktadéw k, k > 0.

CFa0=CFpo=—k, CFy1=K;, CFpi=Ks.

Przez Z i r oznaczamy odpowiednio zysk i stope zwrotu

K, -k

Zi:Ki*k‘, Ty = k

Zalézmy, ze dystrybuanty K; i Ko sg rézne od siebie tzn.

3t Fi(t) # Fy(t).

Wéwecezas:
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Whniosek 14.5. Jezeli zachodzi choc jeden z ponizszych warunkoéw
® Ky >psp Ko,
® Z1 2FSp Z2,

® 1 Z>FSD T2,
to racjonalny inwestor wybierze inwestycje A.

Zal6zmy ponadto, ze wartosci oczekiwane F(K7) i E(K2) sa skoniczone.

Whniosek 14.6. Jezeli zachodzi choc jeden z ponizszych warunkow
® Ky >g55p Ko,
® Z1 258D Z2,

® 1| 255D T2,
to racjonalny inwestor wybierze inwestycje A.

14.2. Wtlasnosci dominacji stochastycznej

Rozwazania w tym podrozdziale ograniczymy do zmiennych losowych catkowalnych, tzn.
posiadajacych skonczona wartos¢ oczekiwana.

Definicja 14.4. Semiwariancjg ujemng i dodatnia zmiennej losowej K nazywamy odpowiednio
SV(K) = B((K - E(K))")?) i SVH(K) = E(K — E(K))*)?).

Pierwiastek z semiwariancji nazywamy semiodchyleniem standardowym

o (K)=1/SV-(K), o7(K)=4/SVT(K).

Jesli zmienna losowa K ma rozklad symetryczny, to semiwariancje sa sobie rowne i wynosza
potowe wariancji

SV (K)=SVT(K)= %V(K).

Gdy w definicji wariancji zastapimy kwadrat przez modul, to otrzymamy odchylenie prze-
cietne. Przypomnijmy:

Definicja 14.5. Odchyleniem przecietnym, semiodchyleniem przecietnym
ujemnym i semiodchyleniem przecigtnym dodatnim zmiennej losowej K nazywamy odpowiednio

d(K) = E(|K — E(K)]),
sd™(K) = E((K — B(K))™), sd*(K) = E((K — E(K))").
Te trzy wielko$ci sa Scidle ze soba zwigzane.
Lemat 14.3. Dla dowolnej zmiennej losowej K
1
sd”(K) =sd"(K) = 3 d(K).
Dowdd. Zauwazmy, ze
E(|K - E(K)|) = E(K - E(K))") + E(K — E(K))").

Natomiast
E((K — E(K))") - E(K — E(K))™) = E(K — E(K)) = 0.
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Zatem

E(K - E(K))") = BE(K - E(K))") i B(|K — E(K)|) =2E((K — E(K))").

Przeanalizujemy teraz zaleznosci miedzy parametrami rozkladéw wynikajace z dominacji
stochastycznej pierwszego lub drugiego rzedu.

Lemat 14.4. Jesli K1 dominuje stochastycznie nad Ko, K1 >psp Ko, to
1. E(Ky) > E(K3).

Jesli ponadto E(K,) = E(K2), to

2. O'i(Kl) < O'i(KQ);

3. 0T (K1) = ot (K2);

4. d(Ky) = d(K2).

Dowad.
Ad 1.
Rozwazamy funkcje ¢(s) = s. Jest to funkcja rosnaca, zatem

E(Ky1) = E(p(K1)) > E(p(Ky)) = E(Ks).

W dalszej czesci dowodu przyjmiemy, ze wartosci oczekiwane sa réwne,
E(K;) = E(K2) =m.

Ad 2.

Rozwazamy funkcje ¢(s) = —((s —m)7)2. Jest to funkcja niemalejaca, zatem
—SV7(K1) = E(e(K1)) > E(p(K2)) = =SV~ (K2).

Ad 3.

Rozwazamy funkcje ¢(s) = ((s —m)™)2. Jest to funkcja niemalejaca, zatem
SVH(K1) = E(p(K1)) > E(p(K2)) = SV (K2).

Ad 4.
RozjvaZamy funkcje ¢1(s) = (s —m)™ i pa(s) = —(s — m)~. Obie sa funkcjami niemalejacymi,
a wiec
sd™ (K1) = E(p1(K1)) > E(p1(K2)) = s
= sd” (Ky) = —E(p2(K2)) > —E(p2(K1)) = sd™ (K1)
Zatem sd* (K1) = sd™(K3), czyli réwniez d(K) = d(K3).

Druga dominacja stochastyczna implikuje troche stabsze warunki.

Lemat 14.5. Jesli K1 dominuje stochastycznie nad Ko, K1 >g55p Ka, to
1. E(Ky) > E(K3).

Jesli ponadto E(K,) = E(K2), to

2. Ui(Kl) < O—i(KQ);

3. d(Ky) < d(K3).

Dowdad.

Nieréwnosé dla wartosci oczekiwanych byla pokazana juz w poprzednim podrozdziale (wniosek
14.3). Nieréwnoéci 21 & wynikaja z faktu, ze funkcje p(s) = —((s —m)7)? i ga(s) = —(s —m)~
wykorzystane do dowodu 21i 4 w poprzednim lemacie sa nie tylko niemalejace, ale i wkleste.

Gdy rozklady sa symetryczne, to semiodchylenia standardowe mozna zastapi¢ odchyleniem
standardowym.
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Whniosek 14.7. Jesli rozklady K1 i@ Ko sq symetryczne, E(K1) = E(K2) i K1 >psp Ko, to
o(K1) =o(K3).
Whniosek 14.8. Jesli rozklady Ky i Ko sq symetryczne, E(K1) = E(K2) i K1 >ssp Ko, to
O'(Kl) < O'(KQ).

W przypadku rozktadéw normalnych dominacje stochastyczng mozna catkowicie opisa¢ w
terminach wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego.

Twierdzenie 14.3. Niech zmienne losowe Ky © Ko majg rozktady normalne o para-

metrach
E(K;)=m;, o(K;)=o;
Wowczas
Ki >2psp Ko <= mi>ma AN o01=09;
K 298D Ky < mi>me A o01<o039.
Dowdad.

Niech F' oznacza dystrybuante rozktadu normalnego standardowego N(0,1). Dystrybuanty
zmiennych K; mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposéb

t—m1 t—TnQ
Fi(t) = F( ), Fa(t) = F( )-
o1 02
t— t—
Ky >psp Ky &Vt Fi(t) < By(t) & vt F(——0) < F(——12)
01 g9
Dystrybuanta F' jest Scisle rosnaca, zatem
t—m1 t—mg
K >prsp Ko & Vit < &S mp>2me AN 01 = 09.

o1 09

Druga dominacja jest bardziej skomplikowana. Zauwazmy, ze

/xoo Fi(t)dt = /zo F(t — mi)dt = /x_mi F(i)dt.

g —00 0j

Najpierw pokazemy, ze z nieréwnosci
mp 2> mg, 01 <02

wynika druga dominacja stochastyczna. Pokazemy, ze pochodna po ¢ jest nieujemna

o [* t z ot —t 1 e —t 12
%LWF(E)dt_/_mF(;)ﬁdt_—Tﬂ /_mﬁexp(—ﬁ)dt_

1 2 1 x2

_ _ Y e _

Zatem przy ustalonych m i z zaleznos¢ od o jest monotoniczna. A wiec

) > 0.

/xoo Fi(t)dt = /mooml F(i)dt < / P(yar <
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</ ) QF(;)dt:/ Fo(t)dt.

—0oQ
Dowdéd implikacji w druga strone. Jak pokazalidmy powyzej, druga dominacja stochastyczna
implikuje nieréwnosé wartosci oczekiwanych.

K1 >ssp Ko = mq > mo.

Rozwazmy nastepujaca granice, gdy = dazy do —oo

— lim iz
9= 20 TR (bt

Stosujac dwukrotnie regute de I’'Hospitala, otrzymujemy

g = lim = lim ——— =

T oy wEIEloo exp( 202 202 )
0 dla g1 > 09
0 dla o1 =09 Am < mgy
= 1 dla o1 =09 Amy =mo
400 dla o1 =09 Amg > mo
+oo dla o1 < 09

7 drugiej dominacji stochastycznej wynika, ze g jest nie mniejsze od 1. Zatem przypadek o1 > o9
mozna wykluczy¢.

Na zakonczenie zajmiemy sie¢ zmiennymi losowymi o rozktadzie lognormalnym.

Twierdzenie 14.4. Niech Ky i Ko zmienne losowe o rozktadzie lognormalnym,
K; = eXi, gdzie zmienne losowe X; majq rozklad normalny o parametrach

E(Xl) = my, O'(X,L) = 0j.

Wowczas
Ki>rpsp Ko < mi>ma AN 01 =09
2
2

Ky >2ssp Ko < 0<o

Dowad.

Réwnowazno$é dla dominacji stochastycznej pierwszego rzedu wynika z faktu, ze funkcja wy-
ktadnicza jest rosnaca i odwracalna. Zatem z wniosku 14.1 i charakteryzacji dominacji stocha-
stycznej dla rozkladéw normalnych (twierdzenie 14.3) otrzymujemy:

Ki>rsp Ko < X12pspXo <= mi>2ma A o01=o02.

W przypadku dominacji stochastycznej drugiego rzedu dominacja X; nad X nie jest row-
nowazna dominacji K1 and Ks. Prawdziwa jest tylko implikacja w jedna strone, ktéra wynika
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z faktu, ze X; = In(K;), a logarytm naturalny jest funkcja rosnaca i wklesta. Z wniosku 14.4 i
twierdzenia 14.3 otrzymujemy:

Ky 25sp Ko — Xi12sspXo = mi2ma AN o01<o02
Ponadto z dominacji stochastycznej wynika nierownos¢ dla wartosci oczekiwanych
Ky >s55p Ko = E(K1) > E(K2).

Przypomnimy, ze

o0 x —my;)?
B = B = —— [ oo+ 0 =

z2
R

1 /+°°
= — e
vV 27T —00

1 oo (x—0;)® of o?
=— SRS VA Vdx = Zi .
\/%/—oo exp( 5 +5 + m;)dx = exp( 5 +m;)
Zatem
of o3
E(K1) > E(Ks) = - +m>Jtmy = o3 — o < 2(my — ma).

Co konczy dowdd implikacji w prawa strone.

Pokazemy teraz, ze warunki na parametry o; i m; wystarczaja, aby zachodzila domina-
cja stochastyczna rzedu drugiego. Skorzystamy z warunku 3 twierdzenia 14.2. Niech X; i X3
niezalezne zmienne losowe o rozkladzie normalnym

X; ~ N(my,01), Xz~ N(mg—my, \ o3 —o?).

Niech )/(\2 = )/(\1 + )/(\3, zatem )/(\2 tez ma rozklad normalny
552 ~ N(mg, 0'2).

Okazuje sie, ze para exp()/(\l), exp()/(\g) jest nadmartyngatem. Otéz z niezaleznosei X3 od X;
wynika, ze
E(exp(Xz)|exp(X1)) = exp(X1)E(exp(X3)) =
_ %2 _ L o
= exp(X1)exp(mg — m1 + 2(02 o7)).
Poniewaz zalozyliSmy, ze mo — mq + %(O‘% —02)<0, to
E(exp(Xa)] exp(X1)) < exp(X1),

czyli
exp(X1) >55p exp(Xa).

Aby zakonczyé dowdd, wystarczy zauwazy¢, ze K1 ma taki sam rozklad jak exp()/(\l), a Ky jak
exp(Xa).
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14.3. Dochéd i ryzyko

14.3.1. Oczekiwany dochdéd i miary ryzyka

Strategie oparte na dominacji stochastycznej wymagaja dokladnej znajomosci catego roz-
ktadu, co jest:
a) pracochlonne;
b) kosztowne;
¢) czasami niewykonalne.
Ponadto prowadza one do optymalizacji ,,0o-kryterialnej”. Dlatego bardziej popularne sa strate-
gie oparte na dwu kryteriach: prognozowany dochéd i ryzyko. Maksymalizujemy prognozowany
dochéd i minimalizujemy ryzyko. Prowadzi to do nastepujacego kryterium wyboru inwestycji.

Niech zmienne losowe R; i Ry modeluja zysk z dwu inwestycji wymagajacych tych samych
nakladéw. Zatézmy, ze maja one rézne prognozy dochodu lub rézne miary ryzyka. Oczywistym
jest, ze jesli prognozowany dochdd dla R; jest wiekszy lub rowny prognozowanemu dochodowi
dla Ry i ryzyko dla Ry jest mniejsze lub réwne ryzyku dla Rs, to inwestor wybierze Rj.

Jako prognoze dochodu najczesciej przyjmuje sie warto$¢ oczekiwana F/(R), rzadziej mediane
me(R). W obu przypadkach jest to prognoza punktowa zysku. Im wigksza wartosé prognozy,
tym inwestycja jest korzystniejsza. Ale R jest przeciez zmienng losows i nalezy uwzglednié, ze
wynik moze by¢ rézny od prognozy. Dlatego wprowadza sie pojecie ryzyka. Ma ono w analizie
portfelowej dwa znaczenia.

1. Mozliwo$é wystapienia efektu niezgodnego z przewidywaniami. Niewazne, czy jest to przykra
niespodzianka, czy przyjemne zaskoczenie; wazne, ze prognoza byta niedokladna.
2. Mozliwo$é¢ poniesienia straty. Uwzgledniamy tylko przykre niespodzianki.

Najbardziej popularne miary ryzyka to:

e dla niezgodnosci z przewidywaniami (1.).
Odchylenie standardowe i wariancja.

V(R) = E((R— E(R))%), o(R)=/V(R);

wyznaczamy prognoze bltedu prognozy.

e dla mozliwosci straty (2.).
Ujemne semiodchylenie standardowe i ujemna semiwariancja.

SV-(R) = B((R=E(R))), o~ (R) = \/SV=(R)
SV~ 107, to odpowiedniki odchylenia standardowego i wariancji w przypadku drugiej inter-
pretacji ryzyka.
e dla obu interpretacji ryzyka (1.1 2.).
Odchylenie przecietne i ujemne semiodchylenie przecietne.
d(R) = E(|R — E(R)|), sd”(R)=E((R—E(R))").

Poniewaz d(R) = 2sd™ (R) (lemat 14.3) to mozna je stosowaé przy obu interpretacjach ryzyka,
mierzg one zaréwno btad prognozy, jak i wielkos¢ mozliwej straty.
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Zauwazmy, ze w przypadku rozkladu normalnego powyzsze miary sa rownowazne, w szcze-
gblnosci odchylenie standardowe, semiodchylenie standardowe, odchylenie przecietne i semiod-
chylenie przecigtne sa proporcjonalne. Rzeczywiscie, jesli R ma rozktad normalny o parametrach
mio, R~ N(m,o?), to (por. éwiczenie 14.2)

V(R) =0¢% o(R)=0, SV (R) = %UQ, 0 (R)= "0, sd(R) = ——, d(R) = ~~o0.

14.3.2. Model Markowitza

Przyjecie wartosci oczekiwanej jako miary dochodowosci, a odchylenia standardowego jako
miary ryzyka jest rownowazne stwierdzeniu, ze inwestor dokonuje wyboru inwestycji zgodnie z
relacja (kryterium) Markowitza ([29, 30]).

Definicja 14.6.
Ri =y Ry & E(Rl) > E(Rz) VAN O'(Rl) < U(RQ).

Relacja Markowitza jest okredlona tylko dla zmiennych losowych o skonczonych zaréwno
wartosci oczekiwanej, jak i wariancji (Ry, Ry € L?). W przypadku zmiennych losowych o roz-
ktadzie normalnym relacja Markowitza jest zgodna z druga dominacja stochastyczna. Natomiast
w przypadku zmiennych losowych o rozkladach w znaczny sposéb rézniacych sie od rozkltadu
normalnego (np. dyskretnych) nalezy przy jej stosowaniu zachowaé duza ostroznosé. Zilustruje-
my to nastepujacym przyktadem.

Przyktad

Rozwazmy dwie inwestycje, ktére wymagaja takich samych nakladéw i rozliczenie, ktérych
nastapi w tym samym czasie. Wiadomo, ze wyplata z pierwszej wyniesie 3 tys. zl, a z drugiej
z tym samym prawdopodobienstwem (50%) 3 lub 4 tys. zt. Oczywiste jest, ze kazdy racjonalny
inwestor wybierze druga inwestycje. Niemniej zauwazmy, ze

1 1 25 49
E(K;) =3,5 i aQ(Kz):32§+42§_3,52:?_Z:0,25,

Zatem o(K2) = 0,5, podczas gdy
E(Kl) :3a U(Kl) :07

co oznacza, ze z punktu widzenia kryterium Markowitza inwestycje K7 i Ko sa nieporéwnywalne.

Zauwazmy, ze relacja Markowitza zachowuje si¢ przy przeskalowaniu.
Lemat 14.6. Niech a,m € R, a > 0, wowczas
Ri =y Ry & aRy+m>=p aRs + m.

Dowdad.

Wartos¢ oczekiwana jest liniowa, a odchylenie standardowe dodatnio jednorodne, zatem
E(Ry) > E(R2) & aE(R1) + m > aE(R2) + m < E(aRy +m) > E(aRy +m),

o0(Ry) < 0(R2) & ao(Ry) < ac(R2) & o(aRy) < o(aRy).

Wobec tego
o(aR; +m) < o(aR2 +m).

Zatem obie nieréwnoéci zostaja zachowane przy przeskalowaniu.
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Whniosek 14.9. Niech K1, Ko wyplaty, Z1, Zs zysk, a Ry, Ro stopy zwrotu z dwdch inwestycyi,
ktore wymagajg tych samych nakladow k. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne

i. Ky =y Ko,

. Z1 =p L2,

5. Ry = Ra.

Kryterium Markowitza jest powszechnie uzywane przy planowaniu sktadu portfela inwesty-
cyjnego.

Zalozenia modelowe.

Inwestor inwestuje kwote k, k > 0 w portfel inwestycyjny, ktéry moze zawiera¢ d papieréw war-
tosciowych. Oznaczmy przez r; stope zwrotu z i-tego papieru, a przez k; kwote zainwestowana
w ten papier (k1 +...kq = k). k; sa znane w momencie zawarcia transakcji, a r; modelujemy
jako zmienne losowe o skonczonej wariancji. Zysk i stopa zwrotu z portfela wynosza

Z  k kq
Z = k L k R = —_— = — e _ .
171 + + Kqrq, A 2 T+ + A Tq
Oznaczmy przez x; udzial i-tego waloru w portfelu
k;
Tp= —.
ok

Wowcezas wzér na stope zwrotu przyjmuje postaé
R=xzir1 + -+ x4ryg.

Wartosé oczekiwana stopy zwrotu z portfela jest kombinacja liniowa stop zwrotu z poszczegol-
nych papieréw
E(R)=x1E(r1)+ -+ 24E(rq),

a wariancja kombinacja liniowa ich wariancji i kowariancji ([22] §5.6 Twierdzenie 16)
0%(R) = 230%(r1) + - - + £20%(rg) + 2x129 cov(ry,79) 4 -+ + 2xg_124 cov(rg_1,7q).

Biorac pod uwagg, ze cov(r;,m;) = o2(r;) i cov(ry, r;) = cov(rj,r;), mozemy zapisaé powyzszy
wzOr jako podwdjna sume

d d
UQ(R) = Z xizicov(ri, T5),
i=1j=1
lub w postaci macierzowej
x1
o?(R)=2TCx, gdzie z=| ... |, C= (cov(rism5)); jmra -
Tq
Zbiér inwestycji dopuszczalnych P opisujemy jako podzbiér R?. Punkt x = (z1,...,x4) na-
lezy do P wtedy i tylko wtedy, gdy inwestor moze zainwestowaé¢ w portfel o sktadzie x1, ..., zq4.

Na ogdét przyjmuje sie, ze wszystkie aktywa sa nieskoniczenie podzielne i P jest podzbiorem
wypuklym hiperptaszczyzny 1 + -+ x4 = 1.

Odwzorowanie, ktére przyporzadkowuje portfelowi o sktadzie z odchylenie standardowe jego
stopy zwrotu o(R;) i jej wartosé¢ oczekiwana E(R,), nazywa si¢ odwzorowaniem Markowitza

M:P —R?* zw— (6(R.), E(R,)).
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Obraz M (P) nazywa sie zbiorem mozliwosci. Portfel o skladzie z, x € P, nazywamy efektyw-
nym, gdy stopa zwrotu z tego portfela R, jest maksymalna wzgledem relacji Markowitza

~3y €P Ry >u R

Obraz zbioru portfeli efektywnych jest zawarty w brzegu zbioru mozliwosci i nazywa sie granica
efektywna (rys. 5.2). Zauwazmy, ze ma ona prosta interpretacje geometryczna. Punkt (og, 1)
nalezy do granicy efektywnej, gdy zbiér mozliwoéci i zbiér punktéw lezacych na lewo i powyzej
punktu (op, po) przecinaja sie tylko w tym punkcie

M(P) N {(0.1) : 0 < 00 At > o} = {(0, o) }-

Rysunek 14.1. Granica efektywna.

14.4. Cwiczenia

Cwiczenie 14.1. Oszacowano nastepujace prawdopodobienstwa wyptat dla inwestycji A, Bi C:

Inwestycja A:

wyplata [tys. zl] 6 | 8 | 10|13 |15
prawdopodobienstwo [%] | 20 | 10 | 15 | 25 | 30

Inwestycja B:

wyplata [tys. z1] 6 | 7191011 |14 |15 16
prawdopodobienstwo [%] | 15 | 5 | 5| 15| 5 | 25 | 20 | 10

Inwestycja C:
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wyplata [tys. zl] 6 | 7|8 |9 |11 |13 |14 15
prawdopodobienstwo [%] | 10 | 5 | 10 | 5 | 15 | 10 | 25 | 20

Sprawdzié¢, czy na podstawie kryterium dominacji stochastycznej mozna wybraé¢ najlepsza
sposrdd nich (kazda wymaga zainwestowania 10 000 z).

Rozwigzanie. Wyplaty sa skokowymi zmiennymi losowymi, zatem ich dystrybuanty (F) sa
funkcjami schodkowymi, a calki z dystrybuant (G) ciaglymi funkcjami kawaltkami liniowymi.
Aby je scharakteryzowadé, wystarczy wyznaczy¢ ich wartoéci na dyskretnym zbiorze punktow
zawierajacym wszystkie wartosci, jakie moga przyjmowac z niezerowym prawdopodobienstwem
wyplaty K4, Kp i Ko. Wielkosci te sa przedstawione w ponizszej tabelce.

K|6|7]8]9 |10 |11 | 13| 14 | 15 | 16
AJl20) 0 (10| 0| 15 0 25 0 30 0
PK)|B |15 5 |0 ]| 5| 15 5 0 25 | 20 | 10
C|l|10| 5 |10] 5 0 15 | 10 | 25 | 20 0
A 12020 (30|30 45 | 45 | 70 | 70 | 100 | 100
F B|15]20 |20 |25 | 40 | 45 | 45 | 70 | 90 | 100
C|10]15]|25 (30| 30 | 45 | 55 | 80 | 100 | 100
Al 0 [20 |40 |70 |100 | 145 | 235 | 305 | 375 | 475
G B| O |15]35 |55 | 80 | 120 | 210 | 255 | 325 | 415
C| 0 ]10]|25 |50 | 8 | 110 | 200 | 255 | 335 | 435

Wiersz K zawiera wszystkie mozliwe wartosci wyptat. W nastepnych trzech wierszach po-
dane sa prawdopodobienstwa, z jakimi sg one przyjmowane odpowiednio przez Ka, Kp i K¢.
Ponizej sa wartosci dystrybuant, a pod nimi catek z dystrybuant. Zauwazmy, ze wartosci dys-
trybuant F' i catlek G oblicza sie rekurencyjnie wedtug nastepujacych wzoréw:

F(K;) = F(Ki—1) +pi, G(K;) = G(Ki—1) + F(K;—q) - (K; — Ki—1).

Na podstawie tabelki stwierdzamy, ze w kazdym punkcie dystrybuanta F'4 przyjmuje warto-
$ci wieksze niz dystrybuanta Fg badz réwne. Nie jest to prawda dla pozostatych par dystrybuant
FaiFooraz Fpi Fpo. Zatem Kg >psp Ka, a K¢ jest F'SD-nieporéwnywalne z Kg i Ka.

Calki G mierzq pola pod wykresami dystrybuant, zatem G4 przyjmuje nie mniejsze war-
tosci niz Gp. Z tabelki otrzymujemy, ze rowniez wykres G¢ lezy ponizej wykresu G 4. Nato-
miast wykresy Gp i G¢ przecinaja sie. Zatem Kp >gsp Ka i Ko >gssp Ka, ale K¢ jest
S S D-nieporéwnywalne z Kp.

Odpowiedz. Inwestor dokonujgcy wyboru inwestycji na podstawie dominacji stochastycznej
pierwszego lub drugiego rzedu powinien odrzuci¢ inwestycje A. Inwestycje B i C' sg niepo-
réwnywalne wzgledem obu dominacji. Zatem kryteria oparte na pierwszej i drugiej dominacji
stochastycznej nie daja wskazoéwek, ktora z inwestycji nalezy wybraé.

Cwiczenie 14.2. Wyznaczy¢ ujemne semiodchylenie przecietne dla zmiennej losowej R o roz-
ktadzie N(m,o?).

Rozwiazanie.
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g

9 exp(_li) E

V2T 20277 \for’
Odpowiedz. Ujemne semiodchylenie przecietne dla zmiennej losowej R o rozktadzie N(m, o?)
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Cwiczenie 14.3. W oparciu o relacje Markowitza okredli¢, ktéra z ponizszych inwestycji jest
bardziej, a ktéra mniej korzystna:

inwestycja A — stopa zwrotu ma rozktad N(0,1;0,022);

inwestycja B — stopa zwrotu ma rozktad N(0,2;0,022);

inwestycja C — stopa zwrotu ma rozktad N(0,2;0,03%).

Rozwiazanie. Poréwnujemy wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe
E(RA)=0,1<0,2=F(Rp)=E(Reo),

o(Ra) =0(Rp)=0,02<0,03=0(Rc).

Zatem inwestycja B ma najwieksza warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu i najmniejsze odchylenie
standardowe, czyli
Ry Ra 1 Rp>=ym Re.

Natomiast stopy zwrotu z inwestycji A i C sa nieporéwnywalne wzgledem relacji Markowitza,
A ma lepsze odchylenie standardowe, a C warto$é¢ oczekiwang.

Odpowiedz. Zgodnie z relacja Markowitza najkorzystniejsza jest inwestycja B. Pozostate dwie
inwestycje sa nieporéwnywalne wzgledem relacji Markowitza, a tym samym nie daje ona wska-
zowek, ktéra z nich jest bardziej, a ktéra mniej korzystna.
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15.1. Value at Risk — inne spojrzenie na ryzyko finansowe

15.1.1. Wprowadzenie i definicja

Value at Risk (warto$¢ zagrozona ryzykiem, w skrécie VaR) jest przykladem miary ryzyka
opartej na nieco innej filozofit niz miary omoéwione w wyktadzie 14. VaR, to miara, za pomoca
ktorej nie tyle okredla sie, na ile niedoktadne sa prognozy koncowego wyniku inwestycji, ale
uzyskuje informacje jak duze érodki nalezy przeznaczy¢ na zabezpieczenie danej inwestycji, a
nawet calej instytucji finansowej. Krotko mowiac VaR uprzedza nas, ile mozemy stracié.

Miary takie jak VaR wykorzystuje si¢ m.in.:

e jako element kontroli, np.:

— poszczegdlnych departamentéw i oddziatéw przez zarzad banku,
— poszczegdlnych bankéw przez nadzor bankowy,
— zarzadu spo6iki akcyjnej przez rade nadzorcza i akcjonariuszy;

e przy ustalaniu limitéw dotyczacych adekwatnosci kapitalowej instytucji finansowych, czyli
okreslaniu ,,jak duze powinny by¢ érodki wilasne firmy, aby zabezpieczona byla jej wypta-
calnosé”;

e przy ustalaniu wysokosci depozytéw wymaganych przez izby rozrachunkowe dziatajace na
rynku instrumentéw pochodnych;

e jako benchmark przy podejmowaniu decyzji inwestycyjnych, np.:

,Ustala si¢ pewna wartos¢ graniczna d i zarzadzajacy portfelem inwestycyjnym moze tylko
tak ksztaltowaé sktad portfela, aby dana miara ryzyka jej nie przekroczyta”.

Ogdlnie, Value at Risk to odpowiedZ probabilisty na pytanie ,ile mozna straci¢?”. Jest to
najwieksza strata, jaka mozna poniesé przy zadanym poziomie ufnosci c.

Ustalmy pewien horyzont czasowy T. Niech X bedzie zmienna losowa, za pomoca ktérej
modelujemy przyszly stan naleznosci netto danej instytucji finansowej (pasywa minus aktywa)
albo strate z danej inwestycji (aktualna wartos¢ inwestycji minus jej wartos¢ po upltywie czasu
T). Jesli X ma rozklad ciagly i jej dystybuanta jest Sciéle rosnaca (np. X ma rozklad normalny),
to VaR.(X) okresla sie w nastepujacy sposob

P(X <VaR.X)) =c.

W przypadku ogélnym (np. gdy zmienna losowa X jest dyskretna) powyzsze réwnanie moze
nie mie¢ rozwiazan lub moze mieé ich wiecej niz jedno. Dlatego tez zdefiniujemy VaR jako tzw.
dolny kwantyl.

Definicja 15.1. Dla dowolnej zmiennej losowej X i dowolnego poziomu ufnosci ¢ € (0, 1)

VaR.(X)=sup {V: P(X <V) < ¢},

Rynki kapitalowe (Matematyka finansowa I) (©) P.Jaworski, K.Jaworska, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Oczywiscie mozna tez definiowaé VaR jako gérny kwantyl
VaRY(X) =sup{V:P(X <V)<c},
lub jako $rednig wazona obu kwantyli.

Kwestia otwarta pozostaje wybdr wlasciwego poziomu ufnoéci c. Analitycy banku J.P.Morgan,
twércy pojecia Value at Risk, przyjmowali ¢ = 95% ([38]). Natomiast Komitet Bazylejski po-
stuluje przyjecie ¢ = 99% ([5]). Ta r6znica wynika miedzy innymi z faktu, ze wedtug analitykéw
z banku J.P.Morgan Value at Risk miato by¢ narzedziem kontrolnym uzywanym przez zarzad
banku, natomiast Komitet Bazylejski zaproponowal uzycie Value at Risk w ramach nadzoru
bankowego. Oczywiste jest, ze nadzér zewnetrzny jest bardziej wymagajacy (wieksze ¢ oznacza
wieksza warto$¢ VaR).

Oméwimy pokrétce podstawowe wlasnosci VaR. Zauwazmy, ze oba zbiory {V : P(X <
V)< e} i{V:P(X <V) < c} sa pblprostymi, wobec tego kres gérny kazdego z nich jest
réwny kresowy dolnemu odpowiednio kazdego z dopelnien. Zatem VaRY(X) i VaR.(X) sa
réwne odpowiednio

VaRY(X) =inf {V: P(X <V)>c}, VaR(X)=inf {V:P(X V) >c}

Korzystajac z powyzszego, udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat 15.1. Dla dowolnej zmiennej losowej X i dowolnego poziomu ufnosci ¢ € (0,1):
1. P(X < VaR{(X)) < c< P(X < VaR.(X));

2. Jedli x jest wiekszy od VaR¥(X), to P(X < x) > ¢;

3. Jesli x jest mniejszy od VaR.(X), to P(X < x) < c.

Ponadto, gdy VaR?(X) nie jest rowny VaR.(X), to:

4. P(X < VaR*(X)) = P(X < VaRu(X)) = ¢;

5. Dla dowolnego x z przedzialu otwartego (VaR.(X),VaR%(X)),

P(X <z)=P(X <zx)=c¢;

6. P(X € (VaR.(X),VaR!(X))) =0.

Dowdad.
Punkt 7 wynika z ciaglosci prawdopodobienstwa ([22] §Twierdzenie 7).
> 1
{w: X(w) < VaRy(X)} = U {w: X(w) < VaRy(X) — ﬁ}’
n=1

zatem, poniewaz P(X < VaRY(X) — 1) <, to

1
P(X < VaR!(X)) = lim P(X < VaR{(X) - ~) <.

n—oo

Podobnie -
{w: X(@) < VaRo(X)} = {w: X () < VaRo(X) + %}.
n=1

Poniewaz P(X < VaR“(X)+ 1) > ¢, to

1
P(X < VaR.(X)) = lim P(X < VaR.(X)+ ) >c

n—oo
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Punkt 2wynika z przedstawienia VaR{(X) jako kres dolny, a punkt 3z przedstawienia VaR.(X)
jako kres gérny.

Punkt 4 wynika z nieréwnosci z punktu 1 i z faktu, ze VaR.(X) jest mniejszy od VaR¥(X).
c< P(X <VaR. (X)) < P(X <VaR!(X)) <c,
wobec tego wszystkie nieréwnosci ,,<” w tym wzorze sg réwnosciami.

Podobnie pokazuje si¢ punkt 5:
c=P(X <VaR:(X)) < P(X <)< P(X <2) < P(X <VaRy(X)) =c.
Punkt 6 wynika z punktu 4.
P(X € (VaR.(X),VaRg(X))) =

=P(X <VaR{(X)) — P(X <VaR.(X))=c—c=0.

15.1.2. Alokacja kapitatu

Na zakonczenie przeanalizujmy mozliwosé zastosowania Value at Risk do wyznaczania opty-
malnej alokacji posiadanych srodkéw. Rozwazymy nastepujacy prosty przyktad.

Udziatowcy Towarzystwa Ubezpieczeniowego TU SA zastanawiaja sie, czy zachodzi potrzeba
dokapitalizowania sp6tki. TU SA sprzedato szereg polis ubezpieczeniowych co moze skutkowac
wyplata wysokich odszkodowan. Jesli kwota odszkodowan przekroczy posiadane fundusze, TU
SA bedzie zagrozone bankructwem. Aby go uniknaé udzialowcy beda zmuszeni do poniesienia
dodatkowych kosztéw. Z drugiej strony dokapitalizowanie tez wiaze sie z pewnymi kosztami. W
tej sytuacji udzialowcy muszg rozstrzygnaé, jaki jest optymalny poziom funduszy posiadanych
przez TU SA.

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:
Y — wielko$¢ odszkodowan pomniejszona o srodki posiadane przez TU SA (modelujemy ja jako
zmienna losowa);
x — kwota, ktéra udziatowcy chca dokapitalizowaé spotke;
K(z,Y) — koszty w zaleznosci od z 1 Y.

K(z,Y)=az +b(Y —2)",

gdzie: a — koszt kapitalu (np. stopa procentowa), b — koszty, ktére poniosa udzialowcy na po-
krycie roszczen przekraczajacych fundusze TU SA (w przeliczeniu na 1 jednostke monetarna).
Oczywiscie 0 < a < b.

Racjonalni akcjonariusze beda sie staraé¢ zminimalizowaé oczekiwane koszty. A wiec wybiora
x, ktére zminimalizuje warto$¢ oczekiwana relatywnej straty, czyli réznicy K(z,Y) — K(0,Y),

E(K(z,Y) - K(0,Y)) — min.

Pokazemy, ze optymalny poziom dokapitalizowania jest réwny Value at Risk Y, wyznaczonemu

dla poziomu ufnosci ¢ =1 — ¢.
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Zauwazmy, ze w odréznieniu od straty K(z,Y), relatywna strata
V(z)=K(Y)-K(0,Y)=ar+bY —z)" —b(Y)",

jest ograniczona i niezaleznie od tego, jaki jest rozklad Y i ile wynosi z, posiada skonczona
warto$é oczekiwana, ktora jest funkcja ciagta zmiennej x. Ponadto, gdy K (z,Y) maja skonczona
warto$¢ oczekiwana, to E(V (z)) i E(K(z,Y)) przyjmuja minimum w tych samych punktach.

Twierdzenie 15.1. VaR.(Y) minimalizuje warto$é oczekiwang relatywnej straty
E(V(x)) dla ¢ = 1 — §. Ponadto, jesli dystrybuanta Y jest scisle rosngca w pewnym
otoczeniu punktu x = VaR.(Y), to jest to jedyne minimum. W przeciwnym wypadku
zbior minimoéw E(V (x)) jest przedzialem domknietym

(VaR.(Y),VaR:(Y)).

Dowad.
Niech 21 i z9, 1 < x2, beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Zapiszemy réznice relatywnych
strat za pomoca funkcji charakterystycznych I,

V(zg) = V(z) =aze +b(Y —29)" = YT —azy —b(Y —2))T + YT =
= a(xg — 1‘1) — b(:L‘Q — 1’1)]1}/2962 — b(Y — ‘Tl)]IYE(m,zz) =

= a(:vg — .731) — b(xg — xl)Hy>x1 + b(xz — Y)HYE(:Jcl,:ch)-

Zatem przyrost wartodci oczekiwanej relatywnej straty wynosi
E(V(x2)) = E(V(21)) = E(V(22) = V(21)) =
= (z2 —71)(a — bP(Y > x2)) = bE((Y — 71)ly gy 20)) =

= (22 —21)(a — bP(Y > 21)) + bE((22 — Y)ly (2 2))-

Rozwazymy trzy przypadki:
A. Oba punkty leza na prawo od VaRY,

VaR;(Y) < z1 < z9;
B. Oba punkty leza na lewo od VaR,,
1 < 20 < VaRy;
C. Oba punkty leza pomiedzy VaR. i VaRY,
VaR.(Y) < x1 < x2 < VaRZ(Y).

Przypadek A.
Na mocy lematu 5.4.1

P(Y>z)=1-P(Y <21) < 1—02%.
Wobec tego

a—bP(Y>x1)>a—b%:0.



15.1. Value at Risk — inne spojrzenie na ryzyko finansowe 175

Zatem, poniewaz warto$¢ oczekiwana nieujemnej zmiennej losowej jest nieujemna, to
E(V(z2)) = E(Viz1)) = (32 — z1)(a — bP(Y > x1)) + bE((x2 — Y)ly e(2y,25)) > 0

W ten sposéb pokazaliSmy, ze funkcja E(V (z)) jest ciSle rosnaca na pélprostej
(VaR¥(Y'),+00). Ale wiemy, ze jest ona ciagla, zatem jest Scisle rosnaca na potprostej domknie-

tej (VaR!(Y),+o0).

Przypadek B.
Na mocy lematu 5.4.1

P(Y>x2):1—P(Y<x2)>1—c:%.

Wobec tego

a—bP(Y>z2)<a—b%:0.

Zatem, poniewaz warto$¢ oczekiwana nieujemnej zmiennej losowej jest nieujemna, to
E(V(x2)) = E(Viz1)) = (v2 — 21)(a — bP(Y > 22)) — bE((Y — 21)ly¢(2y 2)) < 0.

W ten sposéb pokazali$my, ze funkcja E(V (z)) jest $cisle malejaca na pdlprostej (—oo, VaR.(Y)).
Z ciaglosci wynika, ze jest ona Sci$le malejaca na pélprostej domknietej (—oo, VaR.(Y)).

Przypadek C.
Gdy VaR.(Y) jest mniejszy od VaR¢(Y), to na mocy lematu 5.4.1

P(Y>x2)=1—P(Y<x2):1—c:%.
Wobec tego
a—bP(Y > 12) —a—b% — 0.
Ponadto
P(Y € (z1,22)) =0,
czyli

E((Y - xl)HYG(m,ﬂw)) =0.
7 powyzszego wynika, ze
E(V(22)) — E(Viz1)) = (22 — 21)(a = bP(Y > 13)) = bE((Y — 21)ly (2, 2,)) = 0-

W ten sposéb pokazaliSmy, ze funkcja E(V (z)) jest stala na odcinku
(VaR.(Y),VaR%(Y)). Z ciagtoéci wynika, ze jest ona stala na odcinku domknietym (VaR.(Y ), VaR:(Y)).

Podsumowujac, gdy dystrybuanta Y jest $cisle monotoniczna w pewnym otoczeniu VaR.(Y'),
to VaR¥(Y) =VaR.(Y) i E(V(x)) przyjmuje minimum dokladnie w jednym punkcie. W prze-
ciwnym przypadku kazdy punkt z przedzialu (VaR.(Y), VaR{(Y)) minimalizuje E(V (x)).
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15.2. Teoretyczne podstawy pomiaru ryzyka dla inwestycji finansowych.

Kazda inwestycje A charakteryzujemy za pomoca dwbdch wielkodci:
wartosci poczatkowej (nakladow) ozn. Wy(A)
i wartosci kohcowej (wyplaty, bogactwa konicowego) ozn. Wi (A).
Wo(A) > 01 jest znane w momencie rozpoczecia inwestycji.
W1(A) > 0 modelujemy jako zmienna losowa okreslona na pewnej przestrzeni probabilistycznej
(Q,F,P).
W tej konwencji
Wi (A) — Wy(A) oznacza zysk,
Wo(A) — Wi(A) strate,

a stopa zwrotu to R(A) = %&?’(’4).

Ponadto ze wzgledéw technicznych zakladamy, ze zbiér dopuszczalnych inwestycji G jest
stozkiem wypuklym

i, VAEG VA>0 3CE€G Wi(C)=AWi(A), i=0,1;
ii. VYABeG 3CeG WiC)=WiA)+Wi(B), i=0,1;

oraz zawiera inwestycje o zerowym zysku

111. iCeg Wl(C):W()(C)

Inwestycje C' z punktéw 1. oraz ii. bedziemy oznaczaé odpowiednio C = XA i C = A+ B.

7 punktu widzenia metodologicznego wyrdzniamy dwie grupy miar ryzyka: miary dyspersji
i miary monotoniczne. Osobng grupe stanowia miary efektywnosci, écidle zwiazane z ryzykiem
nieosiagniecia zakladanego poziomu zysku albo stopy zwrotu.

15.2.1. Miary dyspersji.

Miary dyspersji ostrzegaja, o ile stopa zwrotu R(A) albo wyplata Wj(A) réznia sie od
prognozy (np. wartoéci oczekiwanej lub mediany). Ostrzezenie to moze dotyczy¢ zaréwno:
1. Mozliwoéci wystapienia efektu niezgodnego z przewidywaniami. Niewazne, czy jest to przykra
niespodzianka, czy przyjemne zaskoczenie; wazne, ze prognoza byta niedokltadna.
2. Mozliwoéci poniesienia straty. Uwzgledniamy tylko przykre niespodzianki.

Najbardziej popularne miary ryzyka-dyspersji to oméwione na poprzednim wykladzie (patrz
14.3.1):

1. Odchylenie standardowe i wariancja.

V(R) =E((R—E(R))%), o(R)=1/V(R)
Wyznaczamy prognoze btedu prognozy.
2. Ujemne semiodchylenie standardowe i ujemna semiwariancja.

SV™(R) =E((R-E(R))7)?), o (R)=/SV-(R)
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Sa to odpowiedniki odchylenia standardowego i wariancji w przypadku drugiej interpretacji
ryzyka.

3. Odchylenie przecietne i ujemne semiodchylenie przecietne.
d(R) = E(|R - E(R)]), sd”(R)=E((R—-E(R))").
Wiecej przyktadéw i informacji o miarach dyspersji (dewiacji) czytelnik moze znalezé w

pracy [41].

15.2.2. Miary monotoniczne — zgodne z dominacja stochastyczng.

Miary monotoniczne maja za zadanie oceniaé, ktéra inwestycja moze przynies¢ wieksza stra-
te. Funkcja
p:G— RU{+o0}

jest monotonicza miara ryzyka jezeli spelnia nastepujace warunki

Al Wo(A) S Wo(B) AWi(A) 2 Wi(B) = p(A4) < p(B);
A2, Wo(A) = Wi(A) = p(A) =0.

Poza tym ,mile widziane” sg nastepujace wlasnosci:

A3. VA, 20, \Mi+X=1 p(AlAl + )\2A2) < Alp(Al) + )\Qp(AQ);

A4, YeeR Wiy(B)—Wy(B)=Wi(A) — Wy(A) +c = p(B) = p(4) —¢;

A5, YA>0 p(AA) = Ap(A).
Miary spelniajace aksjomaty Al, A2, A3 i A4 nazywa si¢ wypuklymi (patrz [14]). Natomiast
miary spelniajace wszystkie pie¢ aksjomatéw to tzw. koherentne miary ryzyka (patrz [2, 3]).
Podstawowym zastosowaniem takich miar jest wyznaczanie wielkosci ”kapitatlu ekonomicznego”
potrzebnego do zabezpieczenia danej pozycji.

Przykltady miar monotonicznych.

1. Prawdopodobienstwo nieosiagniecia wyznaczonego poziomu 7' (poziomu aspiracji)
SFp(A) =P(W1i(A) = Wo(A) <T).

Gdy T = 0 jest to prawdopodobiefistwo poniesienia straty.
Gdy T < 0, to SFr spelnia tylko warunki Al i A2.

2. Value at Risk - najwieksza strata przy zadanym poziomie istotnosci o (e = 0.05,0.01, ... ).
VaRy(A) = inf{V : P(Wy(A) — W1 (A) > V) < a}.
VaR, spelnia warunki A1, A2, A4 i A5, ale na og6l nie spelnia A3 — patrz lemat 15.1.

3. Conditional VaR (zwany tez Probable Maximum Loss lub Expected Shortfall) - warunkowa
oczekiwana warto$¢ straty pod warunkiem, ze osiagnie ona lub przekroczy VaR.

CVaRa(A) = E(Wo(A) — Wi(A)[Wo(A) = Wi(A) > VaRa(A4)).
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Dla zmiennych losowych W7 () o ciaglym rozkladzie CVaR jest koherentna miara ryzyka i spel-
nia wszystkie pie¢ aksjomatéw (patrz [33, 40, 1]).

4. Spadek oczekiwanej uzytecznosci.

pe(A) = o(Wo(A)) — E(p(W1(A))),

gdzie ¢ wklesta i rosnaca funkcja na Ry (funkcja uzytecznosci) np. In(t).
p, spetnia warunki A1, A2 i A3.

5. Miary ryzyka indukowane przez zmiane miary probabilistycznej.
Niech Y;, i = 1,...k, nieujemne zmienne losowe o skonczonej wartosci oczekiwanej (np. kursy
waluty lokalnej w i-tej walucie lub koszyku walut).

p(A) = sup {E(YQ(WO(E%?YS Wi ) } vi=1,...,k}.

Miary indukowane sa koherentnymi miarami ryzyka i spelniaja wszystkie pie¢ aksjomatow.

6. Miary wyznaczone przez poziom krytyczny r taki, ze wartos¢ oczekiwana jego prze-
kroczenia przez strate jest stata i wynosi v, v > 0.

py(A) =1+, gdzie E((Wo(A4) — Wi(A) —n)t) = 1.
Miary p, sa wypukle i spelniaja warunki A1, A2, A3 i A4 ([23]).

7. Mliary wyznaczone przez poziom krytyczny r taki, ze wartos¢ oczekiwana przekroczenia
r jest proporcjonalna do 7 i wynosi yr, v > 0.

(A) o 0, gdy P(WI(A) < WO(A)) =0,
PAEI= o, gdy P(Wh(A) < Wo(A

gdzie
Wo(A) — Wi(A)
r

Miary p, spelniaja warunki Al, A2, A3 1 A5 ([23]).

r>0 i E(( — 1)) =+.

8. Mliary wyznaczone przez poziom krytyczny r taki, ze dla ustalonego parametru, v > 0.
P> E(Wo(A) — Wi(4)) i E((Wo(A) — Wi(4) — 1)) = A(r — E(Wo(A) — Wi (A)).

Miary p, sa koherentne i spelniaja warunki A1, A2, A3, A4i A5 ([23]).

9. Skladka holenderska.

pe(A) = E(Wo(A) = Wi(A)) + cE(W1(A) — E(Wi(A))7), ce(0,1].

Miary p. sa koherentne i spelniaja warunki A1, A2, A3, A4 i AS5.
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15.2.3. Miary efektywno$ci

Miary efektywnosci (performance measures) maja za zadanie oceni¢ w jakim stopniu dana
strategia inwestycyjna gwarantuje uzyskanie (i przekroczenie) zadanego poziomu aspiracji 7.
Zwykle benchmark T jest wielkoScig deterministyczna, ale moze by¢ tez zalezny od czynnikéw
losowych.

Miary efektywnosci najczesciej konstruowane sa jako iloraz dwdch miar:
miary nadwyzki stopy zwrotu nad benchmarkiem 7T’
i miary dyspersji stopy zwrotu wzgledem benchmarku 7.
Mozna tu zauwazy¢ pewng analogie z testami statystycznymi dotyczacymi wartosci oczekiwanej.

Przyktady miar efektywno$ci ([32]).
Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:
R — stopa zwrotu z inwestycji, a T — benchmark czyli wymagany poziom stopy zwrotu (poziom

aspiracji).

1. Uogéblniony wspoétczynnik Sharpe’a.

E(R-T
AR) = o(R-T)
2. Wspétczynnik Sortino.
E(R-T)
SoR(R) = ———+—.
W= o1

3. Wskaznik potencjalu nadwyzki (Upside Potential Ratio).

_ T+
ven - BT,

4. Stosunek zysku do straty (Gain-Loss Ratio), zwany tez funkcja omega.
_E((R-7)")
E(R-T)")

Miary 2, 3, i 4, w odrdznieniu od ,symetrycznego” wspélczynnika Sharpe’a, okreslane sa w
literaturze jako "Downside Risk Measures”.

Q(R)

15.3. Cwiczenia

Cwiczenie 15.1. Wyznacz VaR,. dla straty X o rozkladzie normalnym, X ~ N(u,0?), dla
c=0,951dla ¢c=0,99.

Rozwiazanie.
VaR.(X) = Fx'(c) = p+oF~*(ec),

gdzie F' jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego. Zatem VaRgg5 = pu+ 1,650 a
VaRgg9 = 1+ 2,330.
Odpowiedz. VaRyg5 = p + 1,650 a VaRy g9 = p + 2,330.

Cwiczenie 15.2. Wyznacz VaR, dla straty X o rozkladzie lognormalnym, X = exp(Y) Y ~
N(p,0?), dla c € (0,1).
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Rozwiazanie.

VaR(X) = exp(VaR.(Y)) = exp(u + o F~(c)),

gdzie F' jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.
Odpowiedz. VaR.(X) = exp(u+oF~1(c)), gdzie F jest dystrybuanta standardowego rozktadu
normalnego.

Cwiczenie 15.3. Wyznacz VaR, dla straty X o rozkladzie Pareto, Fx(z)=1- 2%, z>1,
k>0dlac=0,95idlac=0,99.

Rozwiagzanie.
Fyl(y) = (1—y) "/~

Zatem
VaRyos(X) = F5'(0,95) = 0,05~ /% = 201/%,

VaRog9(X) = F5(0,99) = 0,017Y/% = 100'/*,
Odpowiedz. VaRgos5(X) = 0,067 1/% = 201/% a VaR g9(X) = 0,01~ 1/* = 100%/*.

Cwiczenie 15.4. Przyblizamy laczny rozklad dziennych stép zwrotu kurséw USD i EUR w
PLN rozkladem normalnym o parametrach: m; = mo = 0, 03 = 0,01, 02 = 0,021 p = 0,5.
Aktualny kurs USD wynosi 3,5 PLN, a EUR — 4 PLN. Wyznaczy¢ dzienny Value at Risk dla
portfela walutowego ztozonego z 20 tys. USD i 10 tys. EUR, dla ¢ = 0, 95.

Rozwigzanie. Niech 71 i ro oznaczaja dzienne stopy zwrotu (relatywne przyrosty) kurséw USD
i EUR. Oznaczmy przez K wyrazona w PLN, mozliwg strate, tzn. réznice wartoéci aktualnej
portfela i w dniu nastepnym.

K = —(3,5-20000 - 71 4+ 4 - 10000 - r9) = —(7000071 + 4000072).
K ma rozklad normalny o zerowej wartosci oczekiwanej i wariancji
o?(K) = 70000%07 + 40000203 + 2 - 70000 - 40000 - poios = 1690000.

Odchylenie standardowe K wynosi 1300. Po przyblizeniu kwantyla rozktadu normalnego stan-
dardowego przez 1,65 otrzymujemy, ze VaR(K) wynosi 1300 - 1,65 = 2145.

Odpowiedz. Dla poziomu ufnosci 0,95 Value at Risk wynosi 2145 PLN.
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