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1. Zbieznos¢é wedtug rozktadu — zbieznos¢ miar
probabilistycznych w przestrzeniach metrycznych

Celem tego rozdziatu jest wprowadzenie pewnego nowego typu zbieznosci zmiennych loso-
wych, tzw. zbieznosci wedtug rozkladu. Zacznijmy od pewnych intuicji zwigzanych z tym po-
jeciem. Jak sama nazwa wskazuje, zbiezno$é¢ ta odnosi sie do rozktadéw zmiennych losowych.
Zatem, aby ja zdefiniowaé (na poczatek, dla rzeczywistych zmiennych losowych), potrzebujemy
metody pozwalajacej stwierdzi¢ czy dwa rozktady prawdopodobienstwa na R sg ,bliskie”. Jesli
tak na to spojrzeé, to automatycznie narzuca sie uzycie tzw. calkowitej wariacji miary. Scidlej,
definiujemy odlegtos¢ dwdéch miar probabilistycznych u, v na R jako calkowita wariacje ich
roznicy:

= vl =sup Y |u(An) = v(An)],
n=1

gdzie supremum jest wziete po wszystkich rozbiciach prostej rzeczywistej na przeliczalng liczbe
zbioréw borelowskich (Ay,)22 ;. I teraz méwimy, ze X, zbiega do X jedli ||Px, — Px|| — 0 gdy
n — oo.

To podejscie jest jednak zbyt restrykcyjne i zbieznos¢ wedtug rozktadu wprowadzimy w inny
sposéb. W calym niniejszym rozdziale, (E, p) jest przestrzenia metryczna, B(E) oznacza klase
podzbioréw borelowskich E oraz

C(F)={f: F — R ciagle i ograniczone}.
Definicja 1.1. Niech (P,), bedzie ciagiem miar probabilistycznych na B(E) (rozkladéw praw-
dopodobienstwa na E). Méwimy, ze ciag (P,) jest zbiezny wedlug rozkladu do P (lub stabo

zbiezny do P), jezeli dla kazdej funkcji f € C(F) mamy [ fdP, — [ fdP. Oznaczenie:
P, = P.

DowOD POPRAWNOSCI DEFINICJI: Musimy udowodnié, ze jesli P, = P oraz P, = P’, to
P = P’. Innymi stowy, musimy wykaza¢ nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 1.1. Zaldzmy, ze P, P' sq takimi rozkladami w E, Ze dla kazdej funkcji f €
C(E), [z fdP = [ fdP'. Wowczas P = P'.

Przytoczmy pomocniczy fakt z Topologii I.

Lemat 1.1. Niech F' bedzie domknietym podzbiorem E. Wiéwczas dla kazdego € > 0 istnieje
f € C(E) jednostajnie ciggla spelniajoca 0 < f <1 oraz

1 jedliz € F,
f(z) = o
0 jesli p(z,F) > e.

Dowdd Stwierdzenia 1.1:. Wystarczy udowodnié, ze dla kazdego domknietego F' C F zachodzi
P(F) = P'(F) (teza wynika woéwczas prosto z lematu o m — A ukladach). Dla kazdego n i
e = 1/n, Lemat 1.1 daje funkcje f, o odpowiednich wlasnosciach. Widzimy, iz dla kazdego
x € E, fo(zr) — 1p(z), zatem

P(F):/ElePe/EfndP:/EfndP’eP’(F). 0
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Przyktady:

1. Zalézmy, ze (an) jest ciggiem punktéw z R? oraz a € RY. Wéwcezas a,, — a wtedy i tylko
wtedy, gdy d,, = 04. Istotnie, a,, — a wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkcji f € C(F)
mamy f(an) — f(a), czyli fa fd0a, — fau fdba.

2. Zalézmy, ze (P,) jest ciagiem miar probabilistycznych na R, zadanym przez

P,({k/n}) = 1/n, k=1,2,...,n.

Woéwczas P, = P, gdzie P jest rozkladem jednostajnym na [0, 1]. Istotnie, dla dowolnej
funkeji f € C(R),

/RfdP =k§ijlf(k/n).;—>/ol f(:x)d:c:/RfdP.

Wazna uwaga: Z tego, ze P, = P nie wynika, ze dla dowolnego B € B(FE) mamy
P,(B) — P(B). Np. wezmy a € R oraz ciag (ay) liczb rzeczywistych taki, ze a,, > a oraz
ay — a. Jak juz wiemy, d,, — g, ale

da, ((—00,a]) =0 4 1 = d,((—00,al).

Twierdzenie 1.1. Niech P,, P (n = 1,2, ...) bedg miarami probabilistycznymi na
B(E). Nastepujace warunki sq réwnowazne.

a) P, = P.

b) Dla kazdej funkcji f € C(E) jednostajnie cigglej, [p fdP, — [5 fdP.

c¢) Dla kazdego domknietego F' C E, limsup,,_, . P, (F) < P(F).

d) Dla kazdego otwartego G C E, liminf, .. P,(G) > P(G).

e) Dla kazdego A € B(E) takiego, zZe P(0A) = 0, mamy lim,_.o, P,(A) = P(A).

Dowdd:. a) = b) — oczywiste.
b) = ¢) Ustalmy £ > 0 i niech F. = {z € E : p(z,F) < ¢}. Na mocy Lematu 1.1 istnieje
fe € C(E) jednostajnie ciaglta, przyjmujaca wartosci w [0, 1], réwna 1 na F' oraz 0 na F¢. Mamy

-MﬂzLM&<éM&HékM:£kM<HM-

Zatem limsup,, P,(F') < P(F:), i z dowolnosci € wynika, co trzeba.
¢) = a) Wystarczy udowodnié, ze dla kazdej funkcji f € C(E),

limsup/ fdP, < / fdP, (1.1)
n E E

gdyz po zastapieniu f przez —f dostaniemy liminf, [, fdP, > [ fdP, a wiec w rzeczywistosci
mamy réownosé, gdyz lim inf < lim sup.

Zauwazmy, ze jesli f € C(E), to istnieja a > 0 oraz b € R takie, ze af + b przyjmuje
wartoéci w przedziale (0,1). Co wiecej, jesli wykazemy (1.1) dla af + b, to nieréwnosé bedzie
takze zachodzié¢ dla f. Innymi stowy, mozemy bez straty ogélnosci zalozyé, ze 0 < f(x) < 1 dla
kazdego x € E.

Ustalmy taka funkcje f i wezmy dodatnia liczbe catkowita k. Rozwazmy zbiory

1 .
AZ:{:L‘EE,L]{ <f(m)<]i}7 Z:1,277k
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Oczywiscie Ule A; = E oraz zbiory A1, As, ..., Aj sa parami roztaczne. Ponadto,
i—1 i i
L:= P(A;) < dP = dP < —P(4;) = R.
S P [ sap =3 [ jap <P

Zauwazmy, ze

AiZ{x:Z_l\f( )}\{ ¢]i<f(l’)}:: i1\ B,

i) =F, C Fy_1 C...FN C Fy = F jest zstepujacym ciggiem zbioréw domknietych. Zatem
P(A;) = P(F;_1) — P(F;),i=1, 2, ..., k, 1 podstawiajac dostajemy

k
L= "N (P(F) ~ POR) = Y 1 PR) — Y. PRy
i=1 =0 i=1
k 1 1 k—1 k—1
= _TP(Fk) %;P(Fz) %;P(Fz)
k i k71i+1 k i
R=3 +(P(Fi1) = P(F)) =) ——P(F) -} ;P(F)
=1 =0 =1
k—1 1 1 k—1
P(Fy) + > P(F)= z EZP(FD
1=0 i=1

Przeprowadzamy analogiczne oszacowania dla [, fdP,: w szczegdlno$ci mamy

foon <y S

skad wynika, na mocy c),

k—1
1 1

limsup/ fdP, < z + - Z hmsupP + Z P(F; +/ fdP.

n E
Wystarczy tylko zbiec z k& do nieskonczonosci.

c) < d): oczywiste po przejsciu do dopelnien zbioréw.

c) = e) Zalézmy, ze A € B(E) spetnia warunek P(9A) = 0. Poniewaz 0A = A\ intA oraz
intA C A, mamy P(A) = P(intA) = P(A). Z drugiej strony, korzystajac z c) oraz d), mamy

P(A) > limsup P,(A) > limsup P, (A)
n n
> liminf P,(A) > liminf P, (intA) > P(intA),
n n
a zatem wszedzie mamy réwnosci: to oznacza teze podpunktu e).
e) = c¢) WeZzmy dowolny domkniety zbiér F' C E. Dla kazdego ¢ > 0 zbiér F. = {x :
p(z, F) < €} jest domkniety. Ponadto, zbiér {e > 0: P({z : p(x, F) = €}) > 0} jest co najwyzej
przeliczalny; zatem istnieje ciag (&) liczb dodatnich malejacy do 0 taki, ze P({x : p(z, F) =

en}) = 0 dla kazdego n. Poniewaz 0F; C {z : p(x, F') = €}, mamy wiec P(0F;,) = 0 dla kazdego
n, a zatem, korzystajac z e), przy ustalonym k,

limsup P, (F) < limsup P, (F;,) = P(F;,).
n n

Zbiegajac z k — oo, mamy €, — 0 oraz P(F;,) — P(F), na mocy tego, iz F' jest domkniety. [J
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Stwierdzenie 1.2. Zaléimy, e P,, P sq rozktadami prawdopodobieristwa wR? (n =1, 2, ...),
o dystrybuantach F,, F, odpowiednio. Wowczas P, = P wtedy i tylko wtedy, gdy F,(x) — F(x)
dla kazdego punktu x, w ktérym F' jest ciggla.

Dowdd:. = Wezmy punkt x = (x1, o, ..., 4) ciagtoéci dystrybuanty F i niech A = {y € R?:
yi < xj, i =1,2, ..., d}. Zauwazmy, iz P(0A) = 0; w przeciwnym razie F' mialaby nieciaglo$é
w punkcie z (istotnie, mielibySmy
. 1 1 1 . 1
kli)I{.loF(xl - %7'%2 - %a"'a g — %) = kli,rglop({y € Rd ‘Y ST — %})

< P(A) = F(z)).
Zatem na mocy podpunktu e) Twierdzenia 1.1, F,(z) = P,(A) — P(A) = F(z).
< Najpierw udowodnimy

Lemat 1.2. Zalézmy, Ze E jest przestrzenig metryczng, K C B(E) jest w-ukliadem takim, Ze
kazdy zbior otwarty jest sumq skoniczong lub przeliczalng zbioréw z K. Jesli Py, P (n=1,2, ...)
sq miarami probabilistycznymi na B(E) takimi, Ze dla kazdego A € K mamy P,(A) — P(A), to
P, = P.

Dowdd. Udowodnimy, ze dla kazdego zbioru otwartego G C E, liminf P,(G) > P(G). Ustalmy

wiec zbiér otwarty G oraz € > 0. Z zalozeh lematu istnieje skonczony ciag Aq, Ao, ..., Ag
elementéw K taki, ze

AiUAU...UAL C G, oraz P(G\(A1UA2U...UAk))<E.

Mamy P(G\ (A1UA3U...UA)) = P(G)— P(A1UAsU...UAy), skad, na mocy wzoru wlaczen
i wylaczen,

k k
PG)<e+P(|JA)=c+> PA)— > PANA)+...
i=1 i=1 1<i<j<k
k
=c+ ) lim Po(A) — > lim Py(4NA4)+...
i=1 1<i<j<k
k
= ¢+ lim P,I(‘U1 A;) < e+ lim inf Py (G).
1=
Wystarczy skorzystaé z tego, ze € > 0 bylo dowolne. O
Wracamy do dowodu stwierdzenia. Dla kazdego ¢ = 1, 2, ... istnieje co najwyzej przeliczal-

nie wiele hiperplaszczyzn H C R¢ prostopadlych do osi OX;, o dodatniej mierze P; niech S
oznacza dopelnienie sumy wszystkich takich hiperplaszczyzn (sumujemy takze po 7). Jak tatwo
zauwazy¢, S jest gestym podzbiorem R? oraz kazdy punkt z S jest punktem ciaglosci F. Zbiér

K ={(a,b] = (a1,b1] x (ag,b2] X ...(agq,bq] : a,b € S, a; < b; dla kazdego i}
jest m-uktadem i kazdy zbior otwarty jest suma skoniczona lub przeliczalng zbioréow z K. Mamy
Pr((a, b))

= Y (-nTEtetted R (b + ey (by — a1, ..., ba + €alba — aq))
g;,€{0,1}

— Z (—1)d7(51+52+"'+5d)F(bl + El(bl — a1>, ey bg + 5d(bd — ad))
€;,€{0,1}

= P((a,0]).

Wystarczy skorzysta¢ z poprzedniego lematu. O
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Definicja 1.2. Zalézmy, ze X,,, X (n =1, 2, ...) sa zmiennymi losowymi o wartosciach w F
oraz j jest miara probabilistyczna na B(E).

(i) Méwimy, ze ciag (X,,) jest zbiezny wedlug rozkladu do X, jesli Py, = Px. Oznaczenie:
X, = X lub X, 2 X.

(ii) Mowimy, ze ciag (X,,) jest zbiezny wedlug rozkladu do pu, jesli Px, = p. Oznaczenie

Xn:>,ulubXn2>,u.
Uwagi:

1. W definicji zbieznosci wedlug rozkladu, zmienne X, moga by¢ okreslone na réznych prze-
strzeniach probabilistycznych.

2. Réwnowaznie, (X,,) zbiega do X wedlug rozkladu wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkcji
feC(E),

Jim Ef(X,) = Ef(X). (1.2)

Ponadto, na mocy podpunktu b) Twierdzenia 1.1, mozna si¢ ograniczy¢ w (1.2) do funkcji
jednostajnie ciagtych.

3. Staba zbieznos¢ odnosi si¢ wytacznie do rozkltadéw zmiennych losowych. Na przyktad, roz-
wazmy ciag (X,,), zadany na przestrzeni probabilistycznej ([0, 1], B([0,1]),]| - |) wzorem

Xon—1=1p0,1/2), Xon = 11/2,1; n=12....

Jak latwo zauwazyé, (X,,) nie jest ani zbiezny prawie na pewno, ani wedlug prawdopodo-

bienstwa. Natomiast z punktu widzenia stabej zbieznosci, jest to cigg staly: Px, = %504— %51.

Ciag ten zbiega stabo do X; oraz do Xs.

Stwierdzenie 1.3. Zalozmy, ze E jest przestrzeniq osrodkowq oraz X, X, Y, (n=1,2,...)
sqg zmiennymi losowymi o wartosciach w E, przy czym dla kazdego n, zmienne X, oraz Y,

sq okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Jesli X, = X oraz p(X,,Yn) LR 0, to
Y, = X.

Biorac X, = X, dostajemy stad natychmiast nastepujacy fakt.

Whniosek 1.1. Jesli (X,,) zbiega do X wedlug prawdopodobieristwa, to zbiega takze wedlug roz-
ktadu.

Dowdd Stwierdzenia 1.3. Niech F' bedzie dowolnym domknietym podzbiorem przestrzeni E i
ustalmy ¢ > 0. Zbiér F, = {x : p(z, F') < ¢} jest domkniety i mamy

Py, (F) =P(Y, € F, p(Xn,Yn) <) +P(Y, € F, p(Xy,Yy) > ¢€)
<P(X, € F.) +P(p(Xp,Ys) > ¢).

Zatem
lim sup Py, (F) < limsup Py, (F.) + 0 < Px(F:)
n n

i przechodzac z € do 0 dostajemy limsup,, Py, (F') < Px(F'). Z dowolnosci F' oraz podpunktu
c) Twierdzenia 1.1 wynika teza. O

Definicja 1.3. Niech P bedzie pewnym zbiorem miar probabilistycznych na B(E). Méwimy,
ze ten zbidr jest ciasny (jedrny) jesli dla kazdego € > 0 istnieje zwarty podzbiér K przestrzeni
E taki, ze P(K) > 1 — ¢ dla kazdego P € P.



Przyktlad:

Zalézmy, ze (X;)ie7 jest rodzing zmiennych losowych o wartosciach rzeczywistych, takich, ze
dla pewnego a > 0, a := sup;c7 E|X;|* < co. Wéwczas rodzina rozkladéw (Px;,)iecz jest ciasna.
Istotnie, ustalmy € > 0 i L > 0. Na mocy nieréwnosci Czebyszewa, dla kazdego i € Z,

E| X;|* a
>

>1l——=1-—¢,

(=L, L) = P(X < L) = 1 = B(IX| > 1) > 1 -~ =

o ile a/L* = ¢; wystarczy wicc wzia¢ K = [—(a/e)V/, (a/e)"/?].

Twierdzenie 1.2 (Prochorow).

(i) (Twierdzenie odwrotne) Jesli P jest zbiorem ciasnym, to z kazdego ciggu ele-
mentow P mozna wybrac¢ podcigg zbiezny.

(ii) (Twierdzenie proste) Jesli E jest przestrzeniq polskq (tzn. osrodkowq i zupetng)
1P ma te wlasno$é, zZe z kazdego ciggu mozna wybrac podciqg zbiezny, to P jest zbiorem
ciasnym.

Potrzebne nam beda nastepujace trzy fakty: z Topologii, Analizy Funkcjonalnej oraz Teorii
Miary.

Stwierdzenie 1.4. Zalézmy, Ze K jest przestrzeniqg metryczng zwartq. Wowczas C(K) jest
oSrodkowa.

Twierdzenie 1.3 (Riesz). Zaldimy, ze ¢ : C(K) — R jest dodatnim funkcjonatem
lintowym cigglym, tzn.
(1) p(af + bg) = ap(f) + bp(g) dla dowolnych a, b € R, f, g € C(K).
(11) Istnieje stala L taka, Ze |p(f)| < Lsup,c |f(2)| dla wszystkich f € C(K).
(i7i) Dla dowolnej nieujemnej funkcji f € C(K) mamy ¢(f) = 0.
Wéwczas istnieje dokladnie jedna miara skorniczona A na B(K) taka, ze o(f) =
Jx f(@)A(dx) dla dowolnej funkcji f € C(K).

Stwierdzenie 1.5 (Regularnosé). Zalozimy, ze p jest miarg skoriczong na B(E). Wéwczas dla
kazdego A € B(E) istnieje cigg (Fy,) zbioréw domknietych zawartych w A oraz cigg (Gy,) zbioréw
otwartych zawierajgcych A, takie, ze p(Fy) = u(A) oraz u(Gr) 2="2 u(A)

Dowdd twierdzenia odwrotnego. Zalbézmy, ze P jest ciasny. Wobec tego, dla kazdegom =1, 2, ...
istnieje zwarty podzbiér K, przestrzeni E taki, ze P(K,,) > 1 — % dla wszystkich P € P. Bez
straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze ciag (K,,) jest wstepujacy (zastepujac ten ciag, w razie
potrzeby, przez ciag K1, K1 U Ky, K1 UKy UKs, ...).

Niech (P,,) bedzie ciagiem miar z P. Dla wiekszej przejrzystosci dowodu, podzielimy go na
kilka czesci.

1. Na mocy Stwierdzenia 1.4, dla kazdego m =1, 2, ..., C(K,,) jest przestrzenia o$rodko-
wa. Niech {fn, }r=1,2 .. bedzie jej przeliczalnym gestym podzbiorem. Dla kazdego m, r, ciag
([, fm.dPn)y jest ograniczonym ciagiem liczbowym; mozna z niego wybra¢ podciag zbiezny.
Stosujac metode przekatniowa widzimy, iz istnieje podciag (n1,ng,...) taki, ze dla wszystkich
m, v, ciag ([, fm,dPy,): jest zbiezny.
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2. Pokazemy, ze dla kazdego m = 1, 2, ... i kazdej funkcji f € C(Ky), clag ([, fdPy,)i
jest zbiezny. Ustalmy e > 0 oraz r takie, Ze sup,cg, |f(x) — fm, ()] <&/3. Mamy

‘ / fdP,, — [ fdP,,
K Km

<‘ faPu = [ fu.d,
K Km

+ ‘/ fmrdPnz —/ fmrdpnj
Km Km
+‘~/K fdePn]_/K fdPnJ

Dwa skrajne sktadniki po prawej stronie szacuja sie przez €/3; na przyklad, mamy

’/ fdPni _/ fm,-de
K K

< [ V= f lap,
Km

<sup | f = fon, | Po; (Km) < €/3.
K

srodkowy skladnik nie przekracza £/3 o ile i, j sa dostatecznie duze; wynika to z definicji
podciagu (n;).

3. Oznaczmy @m(f) = limj—co [, fdPy,, dla f € C(Ky). Jest oczywiste, ze ¢ spelnia
zalozenia Twierdzenia Riesza. Zatem istnieje miara A, na B(K,) taka, ze om(f) = [k, fd\m
dla wszystkich f € C(K,,), m = 1,2, .... Rozszerzmy te miare na B(E), kladac \,,(4) =
Am(ANKy,).

4. Udowodnimy, ze dla kazdego A € B(F) ciag (A (A)) spelnia warunek Cauchy’ego. scislej,

wykazemy, ze
1
0< A, (A) — Ay (A) < — dla mj; > mg > 1. (1.3)
ma
Najpierw zal6zmy, ze F jest zbiorem domknietym i niech € > 0. Niech f. bedzie nieujemng

funkcja jednostajnie ciagla pochodzaca z Lematu 1.1. Mamy

o< [ fodPy, =
Kml\ng K

my

dePm _/ fEde‘
K,

1
< S%p‘fel(Pm(KmJ — Pn(Kmy)) < 1= Py (Ky) < —

mo

Zbiegajac teraz z i do nieskoficzonosci dostajemy

1
0< / FedAm, — / Fodhmy = / FedAom, — / fedomy < —.
Koy Koy E E ma

WeZmy teraz ¢ — 0; poniewaz f. — 1y, otrzymujemy (1.3) dla zbioréw domknietych, na
mocy twierdzenia Lebesgue’a. Aby otrzymaé te nieréwno$é w przypadku ogdlnym, postuzymy
si¢ regularnoscia. Dla dowolnego A € B(FE) istnieja ciagi (F}) oraz (F}!) zbioréw domknietych
zawartych w A, takie, ze A\p,, (F}) — A, (A) oraz A, (F}) — Amy(A). Korzystajac z (1.3) dla
zbioru domknigtego Fj, = F, U F} i zbiegajac z k — oo otrzymujemy zadana nier6wnos¢.

5. Wiemy, na mocy poprzedniej czesci, ze ciag (A, (A))m jest zbiezny dla kazdego A € B(E).
Oznaczmy jego granice przez A(A). Wykazemy, ze A jest miara probabilistyczng oraz P,, = A.
Pierwsza wlasno$é¢ wyniknie z nastepujacych trzech faktéw.

a) \(E) = 1.

b) A(Al U AQ) = )\(Al) + A(AQ) dla Ay, As € B(E) takich, ze A1 N Ay = 0.

c) Jesli A1 D Ay D ... oraz Nje; Ax = 0, to A(Ax) — 0.

Dowéd a) Mamy 1 > P, (Kp) = [, 1dP,, > 1 — L. Zbiegajac z i do nieskoficzonosci
dostajemy 1 > A\, (E) > 1 — %, i teraz dazac z m do nieskonczonoéci otrzymujemy A(E) = 1.
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Dowdd b) Jasne na mocy definicji A i tego, ze A, jest miara dla kazdego m.
Dowdd ¢) Na mocy (1.3), mamy 0 < M(A) — Apn(A) < L dla wszystkich A € B(E) oraz
m =1, 2, .... Zatem, dla dowolnego k,

1
AAk) = AlAr) = Am(Ak) + Am(Ar) < — + A (Ag)-
Zbiegajac z k — oo widzimy, ze limsup,_ . A(Ax) < 1/m, co na mocy dowolnosci m daje

limsup, A(Ax) = 0, czyli limy_.o A(Ag) = 0.
Pozostalo juz tylko sprawdzié¢, ze P,, = A. Dla usalonej f € C(FE), mamy

‘/EfdPni—/EfdA’ < /Km fdp,, +’/Km fdPnz.—/Km fdAm‘

+‘/ fd/\m—/fd)\‘:IJrIIJrHI.
E E

Na mocy ciasnosci, I < supg |f]| - % Ponadto, z definicji Ap,, I — 0 gdy m — oco. Wreszcie,

11T =

[ 4O = An)| < 5P FINE) = A (E)) < supf] -
E E E m

Zatem [ + 11+ 111 — 0 gdy m — oco. Dowdd jest zakonczony. O

Dowod prostego twierdzenia Prochorowa jest znacznie latwiejszy i pozostawiamy go jako
¢wiczenie (patrz zadanie 13).
Na zakonczenie, zaprezentujemy nastepujace dwa fakty (bez dowodu).

Twierdzenie 1.4 (Skorochod). Zaldzmy, Ze E jest przestrzeniq osrodkowq oraz Py,
P (n=1,2, ...) s¢g miarami probabilistycznymi na B(E). Jesli P, = P, to istniejg
zmienne losowe X,,, X (n = 1,2, ...), okreslone na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej (0, F,P) takie, ze Px, = P,, Px =P (n=1,2...) oraz X,, — X prawie na
pewno.

Twierdzenie 1.5. Zalozmy, Ze E jest przestrzenig osrodkowq i niech M oznacza klase
wszystkich miar probabilistycznych na E. Dla P, QQ € M definiujemy

(P, Q) = inf{e > 0: Vaepr) Q(A) < P(4e) +¢, P(A) < Q(A:) + ¢}

Wéwczas 7 jest metrykg w M (jest to tzw. metryka Levy-Prochorowa) oraz zbieznosé
w sensie tej metryki pokrywa sie ze zwyklg zbieznosciqg miar probabilistycznych.

1.1. Zadania

1. Udowodnié, ze ciag (Exp(n/(n+1))) jest zbiezny wedlug rozkladu do Exp(1).

2. Dany jest ciag (X,) zmiennych losowych zbiezny wedlug rozktadu do zmiennej losowej
X. Udowodnié, ze ciag (sin X,,) jest zbiezny wedlug rozkladu do zmiennej sin X.
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3. Czy zmienne losowe posiadajace gesto$¢ moga zbiegaé wedtug rozktadu do zmiennej o
rozktadzie dyskretnym? Czy zmienne losowe o rozktadach dyskretnych moga zbiega¢ do zmien-
nej o rozkltadzie ciagltym?

4. Niech X;, Xy, ... beda zmiennymi losowymi, przy czym dla n > 1 rozklad zmiennej X,
okreslony jest nastepujaco:
J 2j .
< n n) n(n + 1)7 ] Y ) ) n

Udowodnié, ze ciag (X,,) jest zbiezny wedlug rozkladu. Wyznaczy¢ rozklad graniczny.

5. Niech B(n,p) oznacza rozklad Bernoulliego o n prébach z prawdopodobienstwem sukcesu
p, a Pois(\) - rozklad Poissona z parametrem \. Wykazaé, ze jesli np, — A, to B(n,p,) =
Pois()\).

6. Zmienne losowe X1, Xo, ... zbiegaja wedlug rozkltadu do zmiennej X statej p.n. Wykazad,
ze ciag (X,) zbiega do X wedlug prawdopodobienstwa.

7. Niech g,, g oznaczaja odpowiednio gestoéci rozkladéw prawdopodobienstwa, i, 1 na RY.
Udowodnié, ze je$li g, — g p-w., to u, = u.

8. Niech S bedzie przeliczalnym podzbiorem RY, zaé i, 1 - miarami probabilistycznymi
skupionymi na S. Wykazaé, ze jesli dla kazdego x € S mamy pu,({z}) — pn({z}), to u, = p.

9. Ciag dystrybuant (F},) zbiega punktowo do dystrybuanty ciagtej F. Wykazaé, ze zbieznosé
jest jednostajna.

10. Dane sa ciagi (X,), (Y,,) zmiennych losowych, okreslonych na tej samej przestrzeni pro-
babilistycznej, przy czym (X,,) zbiega wedlug rozkladu do X, a (Y},) zbiega wedlug rozkladu
do zmiennej Y stalej p.n.. Udowodnié, ze (X,, +Y,,) zbiega wedlug rozktadu do X + Y. Czy
teza pozostaje prawdziwa bez zalozenia o jednopunktowym rozkltadzie Y7

11. Dany jest ciag (X,) zmiennych losowych przyjmujacych wartosci w przedziale [0, 1].
Udowodnié, ze jedli dla kazdego k = 0, 1, 2, ... mamy EX} " k%_l, to (X,,) jest zbiezny
wedtug rozkladu.

12. Zalézmy, ze (X,,) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie Cauchy’ego
z parametrem a > 0, tzn. z gestoscia
a
m(a? + 2?)

g(z) =

Udowodnié, ze %maxkgn X = %, gdzie T' ma rozktad wyktadniczy. Wyznaczy¢ parametr tego
rozktadu.

13. Zalozmy, ze E jest przestrzenia polska oraz P jest rodzing miar probabilistycznych na
B(E), taka, ze z kazdego ciagu jej elementéw mozna wybraé podciag zbiezny.
(i) Udowodnié¢, ze

n

Vo0 Y550 Ja1, o, .y oner Vrer P(|J Blag,6)) > 1—¢,
k=1
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gdzie B(z,0) ={y € E: p(z,y) < d}.

(ii) Wywnioskowadé z (i) proste twierdzenie Prochorowa (wskazéwka: w przestrzeni metrycz-
nej zupelnej zbiér domkniety i catkowicie ograniczony - tzn. dla kazdego € > 0 posiadajacy
skonficzona e-sie - jest zwarty).

14. Zalézmy, ze ciag (X,) zbiega wedlug rozkladu do X. Niech h : R — R bedzie taka
funkcja borelowska, ze P(X € {punkty nieciaglosci h}) = 0.

(i) Udowodni¢, ze h(X,,) = h(X).

(ii) Udowodnié, ze jedli h jest dodatkowo ograniczona, to Eh(X,) —— Eh(X).

15. Zaltézmy, ze ciag (X,,) zbiega wedlug rozkladu do X. Udowodnié, ze

(i) E|X| < liminf, E|X,]|.

(ii) jesli X1, Xy, sa dodatkowo jednostajnie catkowalne, to EX,, — EX.

(iii) jesli X, X1, Xo, ... sa calkowalne, nieujemne i EX,, ——> EX, to X, X, ... sa
jednostajnie catkowalne.

16. Dane sa dwa ciagi (X,,) oraz (Y;,) zmiennych losowych, zbieznych wedlug rozkladu do
X oraz Y, odpowiednio.

(i) Czy (Xy,Y,) zbiega wedlug rozktadu do (X,Y)?

(ii) Jaka jest odpowiedZ w (i) jesli dodatkowo przy kazdym n zmienne X,, oraz Y, sa nieza-
lezne?



2. Funkcje charakterystyczne rozkladéow
prawdopodobienstwa w R?

Do tej pory zajmowaliémy sie zmiennymi losowymi o wartosciach w R? badz, ogélniej, w
przestrzeniach metrycznych (bez zadnej dodatkowej struktury). W tym rozdziale wazna role
beda pelnily zmienne losowe o wartosciach w C.

2.1. Zmienne losowe o wartosciach zespolonych.

Zal6zmy, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna. Funkcja X : © — C jest zmienna
losowa, jedli jest zmienna losowa przy utozsamieniu C = R? - innymi stowy, jedli (X1, X2) =
(ReX,ImX) jest zmienna losowa w R2. Jedli X; oraz X, sa catkowalne (co jest réwnowazne
temu, ze E|X| = Ey/X? + X2 < 00), to definiujemy EX = EX; +iEX5. Bez trudu dowodzimy,
iz maja miejsce nastepujace fakty.

(i) Mamy |[EX| < E|X]|.

(ii) Zachodzi twierdzenie Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejsciu do granicy pod znakiem
wartosci oczekiwanej.

(iii) Dla dowolnych z1, z2 € C i dowolnych zespolonych zmiennych losowych X, Y takich, ze
EX, EY istnieja, mamy

E(z1X + 20Y) = 1EX + 2,EY.

2.2. Funkcje charakterystyczne

Przechodzimy do definicji glownego pojecia tego rozdziatu.

Definicja 2.1. (i) Zatézmy, ze P jest rozkladem prawdopodobienstwa w R?. Funkcje

op(t) = /d ') P(dx), t e RY,
R

nazywamy funkcja charakterystyczna P.
(ii) Zalézmy, ze X jest zmienna losowa o wartogciach w R?, okreglona na (2, F,P). Wéwczas
px = @p, nazywamy funkcja charakterystyczna (rozktadu) zmiennej losowej X.

Uwaga: 7 twierdzenia o zamianie zmiennych wynika, iz @y (t) = Ee!(t-X),
Bezposrednio z definicji widzimy, ze funkcja charakterystyczna zmiennej losowej zalezy tylko
od rozktadu tej zmiennej.

Wtasnosci funkcji charakterystycznych.

1) Zalézmy, ze X jest d-wymiarowa zmienng losowa. Wowczas px jest dobrze okreslona na
calym R?, ponadto ¢x(0) = 1 oraz

lox (t)] < Ele®X)| =1 dla wszystkich t € R?.

Wyktad z Rachunku Prawdopodobienstwa I1 (©) Osekowski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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2) Zalézmy, ze X jest d-wymiarowa zmienng losowa. Wéwczas ¢ x jest jednostajnie ciagla
na RY; istotnie, dla h € R,

sup |ox (t + h) — ox(t)] = sup |[EeHmX) — ReitX))
teRd teR?
< sup E’ﬁ (t+h,X) (t,X)‘ <E|ei(h,X) _1‘ —>0,
teRd
gdy h — 0.
3) Zalézmy, ze X jest d-wymiarowa zmienng losowa. Wowczas ¢x jest dodatnio okreslona,
tzn. dla wszystkich a1, as, ..., a, € C oraz t1, to, ..., t, € R%,

Z@X — ty)ajay > 0.
Istotnie, mamy
/ Zaﬂ i(tx)
_Za]ak/ ei(ti ) g=ilty,@) Px(dx) Z(px k).

Powstaje naturalne pytanie: kiedy funkcja ¢ : R — C jest funkcja charakterystyczng pewnego
rozktadu? Odpowiedz jest zawarta w nastepujacym twierdzeniu.

PX dl‘ / ZCL] akel(tkvx)PX(d@

Twierdzenie 2.1 (Bochner). Funkcja ¢ : R — C jest funkcjg charakterystyczng pew-
nego rozkladu prawdopodobieristwa w R wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggla, dodatnio
okreslona oraz ¢(0) = 1.

4) Zalézmy, ze X jest d-wymiarowa zmienna losowa, A jest macierza n X d oraz b € R".
Woéwcezas

axsp(t) = Eeit-AX+D) _ i(tb) g i(tAX) _ i(tb) g i(ATtX) _ ei(t,b)(pX(ATt)'

W szezegblnosci, ¢_x (t) = ox(—t) = px(t). Oznacza to, iz jesli Px = P_x (rozklad zmiennej
jest symetryczny), to px jest rzeczywista.

5) Zatézmy, ze X jest rzeczywista zmienna losowa taka, ze E|X|* < oo dla pewnej liczby
catkowitej dodatniej k. Wéwczas px ma k-ta pochodng ciagla i

P () = (e XP),

W szczegdlnodci, gog?) (0) = IFEX*.
Wezmy najpierw k = 1. Mamy

x(t+h) —ex(t) Eei(“rh)x —ett BoitX (eihX - 1) .

h h
Zauwazmy, ze limy_o h~(e""X — 1) = iX oraz

< | cos(hX) — 1] N sin(hX)

|l Id
_ x| < sm(hX/2)‘ | sin(hX)]

hX/2 hX]

thX _

e
oitX
h

sin(hX /2)

> <21X| e L,
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zatem z twierdzenia Lebesgue’a wynika teza. Dla k > 1 dowdd jest analogiczny, opierajacy sie
na indukcji.

Zachodzi nastepujacy ogdlniejszy fakt: jesli X = (X1, Xo, ..., Xy) jest d-wymiarowa zmien-
ng losowa taka, ze E|X|* < oo, to ¢x ma ciggle pochodne czastkowe k-tego rzedu i

8k

& (£.X) v ) .
8t{18t%2 - .87%1 @X(tl, to, ..., td) = E(e’( )Xlegz .. .chld).

6) Jesli zmienne Xy, Xo, ..., X, sa niezalezne, to

PX1+ X+ +X, (1) = 0x, (D) px, () - - px, (1)

Istotnie, mamy, iz elt:X1) it X2) it Xa) sa niezalezne, skad

n

n n
Ox1+Xotax, (1) = EJ] €5 = ] Ee' Y9 = T ex, (1)
j=1 j=1 j=1

2.3. Przyktady.

(I) Zalézmy najpierw, ze X jest d-wymiarowa zmienna losowa o rozktadzie skokowym i niech
Sx oznacza zbiér atoméw. Bezposrednio z definicji mamy, iz

px(t) = > “IPx({z}).

TESx

W szczegdlnodci:
1) Jedli Px = 6,4, a € R, to x(t) = e/t Co wiecej, jesli a = 0, to ¢x = 1.
2) Zalézmy, ze Px =Pois(\), A > 0. Mamy

o)

o~ Ay A= (AP A Xett _ A(eit—1
@X(t):Zezt ﬁe_ =e ZT:e_ee = M),
k=0 : =0

3) Px =B(n,p). Niech Xi, Xo, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym sa-
mym rozkladzie P(X; = 1) = p = 1 — P(X; = 0). Poniewaz X; + X2 + ... + X,, ma ten sam
rozktad co X, to

@X(t) = PX1+Xo+..+Xp (t) 2. (t)(PXQ (t) - PX, (t)
= (px, ()" = (L+ple = 1)

(IT) Zatézmy teraz, ze X jest d-wymiarowa zmienna losowa o rozkladzie ciaglym z gestoscia
g. Z definicji mamy, iz

px(t) = [ e g(a)de.

W szczegoblnoscei:
4) Jesli Px jest rozkladem jednostajnym na przedziale [a, b], to

1 1

b
t) = itx —_— (pitb__ ita )
Px (t) b—a/a ¢de it(b—a)(e ™)

Jesli b = —a, to px jest funkcja rzeczywista i px (t) = Sir;(btb).
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5) Jesli Px = N(m,0?), m €R, o > 0, to

x—m2
9(@) = — exp<—())

2o 202
oraz
(*) px(t) = eltme o /2
(w szczegdlnoscei, dla standardowego rozkladu normalnego, dostajemy o(t) = et/ .
Istotnie, wezmy X jak wyzej. Zmienna (X — m)/o ma standardowy rozktad normalny i

itm

(px(t) = @g¥+m(t) = @(Xfm)/a(at)e

Zatem wystarczy udowodnié¢ wzér (*) dla rozkladu N'(0, 1). Zalézmy wiec, ze X ma ten rozklad
i zauwazmy najpierw, ze px jest funkcja rzeczywista, gdyz rozktad X jest symetryczny. Zatem

1 2
t) = tr)——e " /24
ex(t) /Rcos( x)me x
oraz

1 2
't :/ in(t _ —x /Qd
Pxlt) = [ snfte) ()
_ L sin(tw)e*IQ/Q‘oo

1
Vr —o V27 IR
Dodatkowo, jak wiemy, ¢x(0) = 1: stad ¢x(t) = e—t2/2.
Ogodlniej, jesli X ma d-wymiarowy rozktad normalny z gestoscia

VdetA ( 1

g(x) = (2m)i2 exp —§(A(x —m),r — m))

t cos(ta:)e*xQ/de = —tpx(t).

(gdzie A to pewna macierz d x d symetryczna i dodatnio okreslona, a m jest pewnym wektorem

z R?), to

@X(t) _ ei(m,t)e(A_lt,t)/Q.

Dowdéd tego faktu przeprowadzimy nieco pozniej.

Przejdziemy teraz do twierdzenia o jednoznacznosci: okazuje sie, ze funkcja charakterystycz-
na wyznacza rozklad jednoznacznie.

Twierdzenie 2.2 (O jednoznacznosci). Jesli P, P’ sq rozkladami prawdopodobieristwa
w R takimi, ze op(t) = @pi(t) dla wszystkich t € R, to P = P'.

Zanim podamy dowdd, najpierw sformutujmy wniosek.
Stwierdzenie 2.1. Zmienne losowe X1, Xo, ..., X, sq¢ niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
(*) P(X1, Xa, oo, Xo) (1 B2, s ) = 0x, (B1) x5 (F2) -+ x, ()

dla wszystkich (t1, to, ..., tp) € R™.
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Dowdd:. = Mamy
QD(Xl,Xg,...,Xn)(tlv tay oo vy tn) = SOP(Xl,Xz,M,Xn)(tl’ to, ..., tn)

- @PX1®PX2®...®PXH (tly t?) ceey tn)

= o exp (Z Z tj.CU]) PX1 (d.fCl) . PXn (dl‘n)

7j=1

gdzie w przedostatnim przejéciu korzystaliémy z twierdzenia Fubiniego.
< Korzystajac z przed chwila udowodnionej implikacji, mozemy zapisa¢ (*) w postaci

SOP(XLX?, o Xn) (tla to, ..+, tn) = PPx,®Px,®...9Px, (tl’ to, ..., tn)a
a wiec twierdzenie o jednoznacznosci daje
P(Xl,XQ,...,Xn) = ]3)(1 ®PX2 ® ®PX",
czyli niezaleznos¢ zmiennych X1, Xo, ..., X,. O

W dowodzie twierdzenia o jednoznacznosci bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacego pomocni-
czego faktu.

Twierdzenie 2.3 (Weierstrass). Zaldzmy, ze f : R — R jest ciggla funkcjg okresowg.
Wéwczas istnieje cigg (wy) wielomiandw trygonometrycznych o tym samym okresie
co f, zbiezny jednostajnie do f. (wielomian trygonometryczny o okresie T to funkcja
w: R — R postaci w(x) = > 3_plagsin(kx - 2w /T) + By cos(kx - 2w /T)].)

Dowdd twierdzenia o jednoznacznosci (tylko dla d =1):. Wystarczy udowodnié, ze dla dowol-
nej funkcji f € C(R) mamy

(*) /RfdP:/RfdP’.

Z zalozenia, (*) zachodzi dla funkcji z — €*  x € R, przy kazdym ustalonym ¢ € R. Zatem, z
liniowosci, powyzsza réwno$é¢ ma miejsce dla dowolnego wielomianu trygonometrycznego; mamy
bowiem sin(tz) = (e'® — e=4®)/(2i), cos(tx) = (e + e~) /2. Na mocy twierdzenia Weier-
strassa, (*) jest prawdziwa dla dowolnej funkeji ciaglej okresowej. Niech teraz f bedzie dowolna
funkcja ciagla i ograniczona. Istnieje ciag (f,) funkcji ciaglych i okresowych o nastepujacej
wlasnosci:

f(@)=fu(x) dlaze[-nn] oraz sup|fu(z)| <suplf(z).
z€R z€R

Mamy, na mocy nieréwnosci trdjkata,

‘/RfdP—/RfdP’ </R|f—fn|dP+‘/andP—/andp’ +/R|f_fn|dp,
= /[_M]c ’f—fn!dPJrOJr/[_n,n]C \f — foldP’

< 2sup £ (@) [P([=n,n]%) + P/([=n, n]")] = 0

gdy n — oo. Stad otrzymujemy teze. W przypadku ogdlnym (tzn. dla d > 1) dowdd jest bardzo
podobny; role twierdzenia Weierstrassa pelni ogélniejsze twierdzenie Stone’a-Weierstrassa. [



2.3. Przykiady. 19

Rozklady Gaussa (rozklady normalne) w R?. Zalézmy, ze X ma rozklad normalny w
R?, o wartoéci ozekiwanej m i macierzy kowariancji A. Udowodnimy, ze
©Ox (t) — ei(t,m)—(At,t)/2'
Istotnie, niech Y7, Ys, ..., Y4 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o standarowym rozktadzie
normalnym na R i niech Z = BY + m, gdzie B jest macierza d x d i m € R%. Mamy

SDZ(t) — 6i(t’m)g0y'(BTt) — 6i(t,m)7(BTt,BTt)/2 — ei(t,m)f(BBTt,t)/2'

Zauwazmy, ze BB”T jest macierza symetryczng, nieujemnie okreélona. Co wiecej, kazda ma-
cierz symetryczna d x d nieujemnie okreslona da sie ta zapisaé; stad, dla dowolnej nieujemnie
okreélonej symetrycznej macierzy A o wymiarach d x d i dowolnego wektora m € R?, funkcja

go(t) _ ei(t,m)—(At,t)/?

jest funkcja charakterystyczng dokladnie jednego rozkladu prawdopodobienstwa w R?. Rozkta-
dy tej postaci nazywamy rozkladami Gaussa w R?. Zauwazmy, ze niektére rozklady Gaussa nie
maja gestosci.

Bezposrednio z definicji dostajemy nastepujace wnioski.

Stwierdzenie 2.2. Zaldimy, e X ma rozklad Gaussa wR?, a A jest macierzgnxd i m € R™.
Wowczas AX +m ma rozklad Gaussa w R"™.

Stwierdzenie 2.3. Jesli X, Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach Gaussa w
R? o wartosciach oczekiwanych mx, my oraz macierzach kowariancji A1, As, odpowiednio, to
X +Y ma rozklad Gaussa w R o wartosci Sredniej mx + my oraz macierzy Ay + Aso.

Przechodzimy do kolejnego bardzo waznego faktu, laczacego zbieznos¢ wedlug rozktadu ze
zbieznoscig funkcji charakterystycznych.

Twierdzenie 2.4 (Lévy - Cramera). Zaloimy, ze P, (n = 1,2, ...) sq rozkladami
prawdopodobieristwa w RY.

(i) Jesli P, = P, to dla kaidego t € R%, pp, (t) — pp(t).

(i3) Jesli dla kaidego t € RY mamy ¢p, (t) — ©(t), gdzie p-pewna funkcja ciggla w
0, to ¢ = wp dla pewnego rozktadu P i P, = P.

Dowdd:. (i) Z definicji zbieznoéci wedtug rozkladu mamy, dla dowolnego t € R?,

op () = /R cos(z, 1) Pa(da) + i /

R

— cos(x T) +1 sin(t, x T) = e) (dz) = .
[ coste,)P(a) +i [ sin(t,a)P(do) = [ 0 (de) = (1)

) sin(t, ) Py, (dx)

(ii) Zacznijmy od pomocniczego faktu.

Lemat 2.1. Jesli pp, (t) — ¢(t) dla t nalezgcych do pewnego otoczenia 0 i ¢ jest ciggla w 0,
to rodzina { P}y jest ciasna.
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Dowdd lematu:. WprowadZmy oznaczenie Q, = [—a, a] x [~a,a] x ... [—a,a] C RY. Przypuéémy,
wbrew tezie, ze rodzina {P,} nie jest ciasna. Wéwczas istnieje € > 0 o tej wlasnosci, iz przy
kazdym k£ € N mamy P, (Qr) < 1 — ¢ dla pewnego ny. Zauwazmy, iz n; — oo; istotnie, w
przeciwnym razie pewna liczba m znalaztaby si¢ w ciagu (ng)x nieskonczenie wiele razy, co
prowadzitoby do nieréwnosci P, (RY) < 1 — ¢; sprzeczno$é.

Poniewaz ¢ jest ciaglta w 0, to Rep takze ma te wlasnosé; ponadto, na mocy zbieznosci
punktowej, Rep(0) = ¢(0) = 1. Wobec tego istnieje takie a > 0, ze dla kazdego t € @, mamy
ep, (t) — p(t) oraz Rep(t) > 1 — ¢/2. Dalej,

)dt‘ Rep(t)dt > (1— 2/2)(2a)",

Qa
/ / et qtp, (dx)
R4 a

/ i, x)dt’ o ()

a

I

| engwdt] =| [ [ @0OP, (d)dt| =
Q" Qa JR

<// (”)dt‘ P, (dz) +
k

a Q5
< (20)?P,, (Qp) + T,

/ (””)dt‘ op (d) / H/ e dt,

Ustalmy teraz x € (). Istnieje wspoétrzedna x; punktu z wigksza co do modutu niz k, zatem

gdzie

T:

Py (dz).
Q%

ety _ o—iam

< 2(2a) 71 /E.

d
11
j=1

a .
/ eltjxjdtj‘ < (za)dfl

—a

i:L’l
Stad

(20)7 Py (Qk) + T < (2a) P (Qk) + 2(20) 7 P, (QF) /K
< (20)%(1 — &) + 2(2a)" 1k £ (20)4(1 — ¢).

Ale na mocy twierdzenia Lebesgue’a, [, ¢p,, (t)dt — [o, ¢(t)dt; stad sprzecznosé: (2a)(1 —
£/2) < (2a)%(1 —¢). O
Przechodzimy do dowodu czesci (ii) twierdzenia Levy-Cramera. Powyzszy lemat oraz twier-
dzenie Prochorowa daja istnienie miary probabilistycznej P na RY oraz podciagu (P, )y zbiez-
nego stabo do P. Na mocy czesci (i) twierdzenia Levy-Cramera, mamy ¢p, (t) koo, op(t),
skad ¢(t) = pp(t). Pozostaje jeszcze tylko udowodnié, ze P, = P. Przypu$émy przeciwnie, iz
dla pewnej funkeji f € C(R?) mamy [pa fdPy, /> [ga fdP; stad, dla pewnego podciagu (my),

(%) /]Rd fdPy, — a# /]Rd fdP.

Ale na mocy lematu, rodzina (P, ) takze jest ciasna, stad z twierdzenia Prochorowa istnieje

podciag (my;) oraz miara probabilistyczna P’ taka, ze Pmkj = P’'. Zatem, korzystajac z (i),

PPy, (1) = pp(t), czyli op = @pr. Sprzecznost z (*) koficzy dowdd. O
J

Na zakoniczenie zaprezentujemy twierdzenie o odwrédceniu, pozwalajace odczytaé gestosé roz-
ktadu za pomoca jego funkcji charakterystycznej. Analogiczny fakt dla zmiennych dyskretnych
jest tredcia zadania 10 ponizej.
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Twierdzenie 2.5. Zaldzmy, ze P jest rozkladem prawdopodobieristwa w R% o funkcji
charakterystycznej pp. Wowczas jesli [ga |pp(t)|dt < oo, to P ma ciggle ograniczong
gestosé g dang wzorem

1 —i(t,x
92) = Gz o & o et

Dowdd:. Rozwazmy funkcje
1

9e(@) = 5 / e pp(t)e T 2ay
™ R

]‘ ) ! 2.2
= —i(t,z) i(t,y) —t|*e*/2
(2m) /Rd ¢ /Rd TP (dy)e dt

1 Ed ; 2.2

_ ity—a) ,|t]22/2

- Gy /R T /R it dtP(dy)
1 ly—z|2 /(222

:(27r)d/25d/we ly==[2/2=%) p(ay),

U

gdzie w trzecim przejsciu skorzystaliémy z twierdzenia Fubiniego (dzieki czynnikowi e~ lt?2/2
wyrazenie podcatkowe jest catkowalne), a w czwartym uzyliémy faktu, iz wewnetrzna catka to
funkcja charakterystyczna rozktadu N(0,e72) w punkcie y — 2. Jak widaé, ostatnie wyrazenie to
splot rozkladu P z rozkladem N(0,e2), w punkcie x; innymi stowy, jeéli X, Y sa niezaleznymi
zmiennymi o rozkladach P i N(0,1), odpowiednio, to X + €Y ma rozklad z gestoscia g.. Na
mocy catkowalnosci funkeji charakterystycznej i twierdzenia Lebesgue’a, mamy g.(z) — g(z) dla
kazdego x € R. Wykazemy teraz, ze [pa g = 1. Oczywiscie, na mocy lematu Fatou, [pa g < 1. By
udowodnié¢ nier6wnosé¢ przeciwna, wezmy ¢ > 0 oraz taka liczbe M > 0, by P((—M,M)) > 1—90.
Poniewaz X +¢Y = X ~ P, to

M M
1 -9 <liminfP(X 4+ €Y € (=M, M)) = liminf ge(x)dx = / g(x)dx,
e—0+ e—=0+ J_nm -M
i z dowolnoéci & dostajemy, iz g jest gestoscia. Wystarczy teraz skorzystaé z zadania 7 z pierw-
szego rozdziatlu: punktowa zbiezno$¢ g. — ¢ pociaga za soba, iz (X +¢Y'). zbiega, przy € — 0+,
do rozktadu o gestosci g; stad teza. O

2.4. Zadania

1. Rozstrzygnaé, czy podane nizej funkcje sa funkcjami charakterystycznymi i jesli tak,
podaé¢ odpowiedni rozklad.

1+ cost

1 .
a) cost, b) cos?t, c) 1(1 + e')?, d) 5

e) (2— el

2. Niech ¢1, ¢9, ..., ¢, beda funkcjami charakterystycznymi pewnych rozktadéw. Udo-
wodni¢, iz dowolna kombinacja wypukta tych funkcji jest funkcja charakterystyczng pewnego
rozktadu.

3. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie. Zmienna
losowa N jest od nich niezalezna i ma rozktad Poissona z parametrem A. Wyznaczy¢ funkcje
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charakterystyczng zmiennej X7 + Xo + ... 4+ Xn.

4. Niech ¢ bedzie funkcja charakterystycznag pewnego rozktadu. Rostrzygnaé, czy

a)¢>,  b)Res,  c) ¢,  d) g

sg funkcjami charakterystycznymi.

5. Zmienne X, Y sa niezalezne, przy czym X oraz X + Y maja rozkltady normalne. Udo-
wodnié, ze Y ma rozklad normalny lub jest stata p.n..

6. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne, przy czym X ma rozklad jednostajny U(0,1), a YV
ma rozktad zadany przez

1
PY =k)=—, k=0,1,2,....n—1
n
Wyznaczyé rozktad zmiennej X + Y.
7. Zmienne losowe X1, Xo, ..., X, sa niezalezne i maja ten sam rozktad, przy czym zmienna

X1+ X2+ ... + X,, ma rozklad normalny N (0, 1). Wyznaczy¢ rozklad zmiennych Xj.

8. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny U(—1,1). Czy istnieje niezalezna od niej
zmienna Y taka, ze rozklady zmiennych X 4+ Y oraz %Y sg takie same?

9. Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X ma druga pochodna w zerze. Udowodnié,
ze EX? < o0.

10. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci catkowite. Udowodnié, ze

1

T oor

P(X = k) / i e Koy (t)ydt, ke

11. Udowodnié, ze dla p > 2 funkcja ¢(t) = e~ 1" nie jest funkeja charakterystyczna zadnego
rozktadu.

12. Udowodnié, ze ¢(t) = e~ jest funkcja charakterystyczna rozkladu Cauchy’ego w R,
tzn. rozktadu o gestosci

1 1
13. Niech X1, Xo, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na
przedziale [—1, 1]. Zdefiniujmy
X
y, =80 aqn o
|Xn’1/o¢

gdzie a € (0,2) jest ustalone. Udowodnié, ze ciag

Yi+Yo+...+Y,
nl/a

jest zbiezny wedtug rozktadu i wyznaczy¢ funkcje charakterystyczna rozktadu granicznego.
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14. Udowodnié, ze jesli P, (n =1, 2, ...) sa rozktadami Gaussa w R? i P, = P, to P jest
rozktadem Gaussa.

15. Rzucamy moneta, dla ktérej prawdopodobienistwo wypadniecia orta wynosi p, az do
momentu, gdy uzyskamy n ortéw (lacznie, niekoniecznie pod rzad). Niech X, oznacza liczbe
rzutow. Udowodnié, ze (2pX),) jest zbiezny wedlug rozktadu gdy p — 0.

16. Niech X bedzie zmienng losowg o funkcji charakterystycznej ¢x. Udowodnié, ze naste-
pujace warunki sg réwnowazne.

(i) Istnieje a # 0 takie, ze |px(a)| = 1.

(ii) Istnieja b, ¢ € R takie, ze zmienna X jest skoncentrowana na zbiorze {ck +b: k € Z}.

17. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, zada-
nym przez P(X, =0) = P(X,, = 1) = 1/2. Wykazad, ze szereg Y .o, 27" X,, jest zbiezny p.n. i
wyznaczy¢ rozklad sumy tego szeregu.

18. Dla a € R, niech
() = 1+ alz| jesli|z| <1,
T 1+a jesli |z| > 1.
Dla jakich warto$ci parametru a funkcja ¢, jest funkcja charakterystyczng rozkltadu pewnej
zmiennej losowej?

19. Zalézmy, ze p jest rozktadem prawdopodobienstwa o funkcji charakterystycznej . Udo-
wodnié, ze dla dowolnego r > 0 zachodzi nieréwnosé

oraz



3. Centralne Twierdzenie Graniczne

Centralne twierdzenie graniczne dotyczy zachowania si¢ rozkladu sum niezaleznych zmien-
nych losowych, przy odpowiedniej normalizacji i pewnych dodatkowych zatozeniach. Intuicyjnie,
suma duzej liczby ,matych”, niezaleznych zmiennych losowych ma rozktad normalny. Gléwny
wynik niniejszego rozdzialu jest nastepujacy.

Twierdzenie 3.1 (Lindeberg). Zaldzmy, zZe dla kazdego n, zmienne Xi,, Xop, ...,
Xy, 8@ niezaleznymi zmiennymi losowymi o Sredniej 0, takimi, zZe

Tn
> EXE, =1
k=1

Dodatkowo, zatozmy, ze jest spetniony warunek Lindeberga

Tn
(L) ZEXlgnl{lenbE} 2250 dla kazdego € > 0.
k=1

Wowczas X1p + Xop + ... + Xy n = N(0,1).

Powstaje tu naturalne pytanie, co tak naprawde méwi warunek Lindeberga. Intuicyjnie rzecz
biorac, oznacza on, iz przy n zbiegajacym do nieskonczono$ci, zmienne Xi,, Xop, ..., Xpon
sa ,réwnie male”. Innymi stowy, w n-tym wierszu nie ma zmiennych losowych, ktore bylyby
dominujace w stosunku do pozostalych. Sciglej, mamy nastepujace dwie wlasnosci.

Whnioski z warunku Lindeberga

1. Mamy maxg<,, | Xkn| 2o Istotnie, dla kazdego £ > 0,

Tn Tn
P(EIL%X|X]W| > 6) =P <U {|an| > 6}) < ZP(|an| > 6)
= k=1 k=1

Tn
<) BXGl(xl>e) 0.
k=1
2. Mamy maxy<,, EXZ, — 0. Rzeczywiscie, dla dowolnego € > 0,

Tn
EX]%R = EX,znlﬂanbg} +EXlzn1{|an|<s} < ZEXl%llﬂinDE} +e2< 252,
=1

o ile n jest dostatecznie duze.
Sformutujmy teraz nieco inng wersje CTG.

Wyktad z Rachunku Prawdopodobienstwa I1 (©) Osekowski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Twierdzenie 3.2. Zaloimy, ze Xy, Xo, ..., sq niezaleznymi zmiennymi losowymi
catkowalnymi z kwadratem, m,, = EX,,, 02 =VarX,, b2 = S p_, 02. Jesli jest spel-
niony warunek Lindeberga

n
(L) 0,2 " EIXk — mi*L{x,—mg|>ebn} —— 0,
k=1
to X+ X X
n

Dowdd. Wynika to bezposrednio z twierdzenia Lindeberga, przy r, = n, Xg, = (X — mg)/bp.
O

Powstaje naturalne pytanie: kiedy warunek Lindeberga jest spelniony? Podamy tu kilka
wlasnosci wymuszajacych ten warunek.

Stwierdzenie 3.1. Zalozmy, ze X1, Xa, ... sq niezalezne i majq ten sam rozklad o dodatniej
wariancii. Oznaczmy m = EX1, 02 =VarX,. Wéwczas warunek Lindeberga jest spetniony i

X1+X2+...+Xn—nm
Vno

Dowdd:. Wystarczy sprawdzi¢ warunek Lindeberga. Mamy

= N(0,1).

1 & 1
—5 2 EXn =P x, ey = S EIX = mP L mpseoymy — 0
k=1

na mocy twierdzenia Lebesgue’a. O
Sprawdzenie dwbéch ponizszych warunkéw pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Stwierdzenie 3.2. Zaloimy, Ze X1, Xo, ... sg wspdlnie ograniczonymi niezaleznymi zmien-
nymi losowymi spelniajgcymi warunek Y, VarXy — oo. Wowczas spelniony jest warunek
Lindeberga.

Stwierdzenie 3.3 (Lapunow). Zaldzmy, zZe dla kazdego n, X1,, Xon, ..., Xy,n S@ niezaleznymi,
scentrowanymi zmiennymai losowymi spetniajgcyms warunks

Tn
2 N—o0
Y EXp, =51
k=1
oraz

Tn
ZE|an|2+5 =00 dla pewnego § > 0.
k=1

Wowczas jest spetniony warunek Lindeberga.
Przechodzimy do dowodu twierdzenia Lindeberga.

Lemat 3.1. Zalozmy, Ze a1, as, ..., ap, by, ba, ..., by sq liczbami zespolonymi, z ktorych kazda
ma modul niewiekszy niz 1. Wowczas

n
laray . ..ap —biba ... by| < Z lax, — by
k=1
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Dowdd:. Stosujemy indukcje. Dla n = 1 nieréwnos¢ jest oczywista. Dalej, zalézmy, ze jest ona
prawdziwa dla pewnego n sprobujmy ja udowodnié¢ dla n + 1. Oznaczajac a = aias...an,
b=b1by...b,, mamy

\alag e Qi1 — b1b2 e bn+1’ = |aan+1 — bbn+1|
< laany1 — abyy1| + |abp 1 — bby1]

— Jal a1 = o] + [barilla - b
n+1

< Z |ak - bk‘a
k=1
co koniczy dowodd. O
Lemat 3.2. Dla dowolnego y € R oraz k=0, 1, 2, ... mamy

' N2 K k+1
e’y—<1+iy+(2y) +...+(ly)> |

ly
CES

2! k!

Dowdd:. Stosujemy indukcje. Dla k = 0 mamy

. Y i
z/ e"dx
0

Dalej, zatézmy, ze nieréwnos¢ zachodzi dla pewnego k. Wéowczas

(iy)? (iy)k+! )

e —1] = < Jyl-

TR (S B

y - N\2 c Nk
2/ e”—(l—l—ix-l-(m) +...+(l$)>dx‘
0

2. k.
< /
0

) ) Nk
e’ — (1+z’x+ (i) 4+ ...+ (iz) >|d1:
ly| k+1 k+2
</ i dr = 1yl
o (

e — <1+iy+

2! k!

k+1)! (k+2)!"

Dowdd jest zakonczony. O

Dowdéd twierdzenia Lindeberga:. Oznaczmy o, = (EX,%n)l/Q, k=1,2,....1p, n =1,2,....
Na mocy twierdzenia Levy-Cramera wystarczy udowodni¢, ze dla kazdegot € R, ©x,,, + Xop 4.4 Xy, n () —
e /2, Ustalmy wiec ¢ € R. Mamy

Tn Tn
_ 42 _ 2 42
An :|<)0X1n+X2n++Xrnn(t) —e€ ¢ /2| = H SOan(t) - H € Uknt /2
k=1 k=1
+ ’e—ﬂ o /2 642/2’ _
Dn
Stosujemy teraz pierwszy z powyzszych lematéw oraz fakt, iz e™® = 1 — x + r(z), gdzie
r(z)/z 229, 0. W konsekwencj,
Tn 0_2 t2 Tn
k=1 k=1

Bn Chn
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Wystarczy wykazaé, ze (B,), (Cy), (D) daza do 0. Zbieznosé ciagu (D,,) do 0 jest oczywista
na mocy warunku >.7", 07— 1. Zajmijmy sie teraz ciagiem (C,). Ustalmy £ > 0. Istnieje
d > 0 taka,ze jesli |z| < 4, to |r(z)/z| < e. Jak juz wiemy, warunek Lindeberga pociaga za soba,

iz dla dostatecznie duzych n, maxg<,, t202n /2 < §, a co za tym idzie,

r(t?02,/2)| 5 o t?e O t2e
B 0kl 2252 12 < 2 —
tQO']%n/2 Okn/ 9 ~ Okn — 9’

-

k=1

a wiec ciag (Cy,) zbiega do 0. Wreszcie, dla ustalonego € > 0, korzystajac z drugiego z powyzszych
lematéw (z k = 2 oraz z k = 3),

2 42
Opnt

ox. — 1+ = [B(e" e — 1 — it X, + 2 XE,/2)|

<E

X 1 — it X, + t2Xl%n/2’ L1 Xynl<e)
+E [ — 1 — it X + 12X3, /2| Ly, 5

Xjnt[? : ; X
<E! 6 | 1{\X;m\<a} FE [ — 1 — it K| Ly ey + E— 55 L1 15¢)

‘t\?’ 2
< 50k + 2" L )
Zatem
P < 2 2t*
B, < Ezakn +1 ZEanl{\anba} T&—F{f
k=1 =
dla dostatecznie duzych n. Stad teza. O

Jako wniosek, otrzymujemy

Twierdzenie 3.3 (de Moivre’a-Laplace’a). Zaldzimy, ze &, ma rozklad Bernoulliego
z parametramsi n, p. Wowczas

&w —mp
—— = N(0,1).
np(l—p)i ©.1)

Dowdéd:. Niech X7, Xo, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
dwupunktowym P(X,, =0) =1—p, P(X,, = 1) = p. Mamy

&y —np Xi+Xo+...+ X, —np
np(l —p) np(l —p)

i wystarczy skorzysta¢ z odpowiedniej wersji CTG. U

Sformutujmy teraz uogdlnienie twierdzenia Lindeberga. Dowodzi si¢ je w sposéb analogiczny.



28 3. Centralne Twierdzenie Graniczne

Twierdzenie 3.4. Zaloimy, zZe dla kazdego n zmienne Xin, Xon, ..., Xr,n S¢ nieza-
lezne i catkowalne z kwadratem. Oznaczmy my, := EXg, i przypusémy, zZe

Tn iz
Z Ean m) m, Z VCLTX]m m) 02
k=1 k=1
oraz
Tn
(L) D E(Xkn = Min) L x4, -5} = 0
k=1

Wéwczas X1, + Xop + ... + Xy n = N(m, 0?).

Centralne twierdzenie graniczne pozwala badaé zachowanie dystrybuant sum niezaleznych
zmiennych losowych. Istotnie, zbiezno$é

Xi+Xo+. + Xy —(mi+ma+ ... +my)

= N(0,1)
bn,
jest rownowazna zbieznoéci punktowej dystrybuant:
P<X1+X2+---+Xn_Z)(m1+m2+---+mn) <I> ()
n

—y2/2dy'

1 T
= — e
\/27’( /—oo

Co wiecej, zbieznosé jest jednostajna wzgledem x € R (por. zadanie 9 z rozdzialu o stabej
zbieznosci). Zatem dla kazdego € > 0 istnieje numer ng taki, ze dla n > nyg,

sup |P(Xy1 + Xo+ ...+ Xy, <aby+ (m1+ma+...4+my)) — P(2)| <e,
zeR

czyli

sup P(X1+X2+...+Xn<y)—q)(y_ml_m2_”'_mn>‘<6.
yeR

Powstaje naturalne pytanie w jaki sposéb wyznaczaé¢ ng w zaleznosci od ¢; innymi stowy, w
jaki sposéb szacowaé¢ blad zwigzany z przyblizeniem dysrtybuanty sumy przez dystrybuante
standardowego rozkladu normalnego.



3.1. Zadania 29

Twierdzenie 3.5 (Nieréwnosé¢ Berry-Essena). Zalozmy, ze X1, Xo, ..., sq niezalezny-
mi scentrowanymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie i niech o =VarX, >
0, p:=E|X,|? < co. Wéwczas

sup

IP( 1+ Xo+ ...+ n<a:>—<1>(x)< cp
zeR

Vno S o3yn’

gdzie jako ¢ mozna wzigé 0,7655 (optymalna - czyli najmniejsza mozliwa - warto$é c
nie jest znana).
W szczegolnosci, przy zalozeniach twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a,

&n —np B p*+(1-p)?
i‘éﬁP(np(l—p) @) e

Jest to niezwykle uzyteczny rezultat z punktu widzenia konkretnych zastosowan: w sposob
jawny okresla on tempo zbieznosci.

3.1. Zadania

1. Sumujemy 10 000 liczb, kazda zaokraglong z doktadnoscia do 10™™. Przypusémy, ze
bledy spowodowane przez zaokraglenia sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jed-
nostajnym na przedziale (—10"/2,10™/2). Znalezé przedzial (mozliwie krétki), do ktérego z
prawdopodobienstwem > 0,95 bedzie nalezal btad catkowity (tzn. po zsumowaniu).

2. Obliczy¢
k

n
Ry /)
dm e D
k=0
3. Udowodnié Stwierdzenie 10 oraz Stwierdzenie 11.

4. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych, przy czym dla n > 1,

P(X, = —1) = P(X,, = 1) = % (1—

nlz) , P(Xp=—n)=P(X,=n) = —.

Udowodni¢, ze
X1+ Xo+.. .+ X,

Tn = N(0,1),

mimo iz lim,, . VarX,, = 2.

5. Zmienne losowe X1, Xo,... sa niezalezne, przy czym dlan > 1, P(X,, = n) = P(X,, =
—n) = 1/2. Niech s2 = 3°7_; VarX},. Czy ciag zmiennych losowych

Xi+Xo+... .+ X,
Sn

jest zbiezny wedlug rozkladu, a jesli tak, to do jakiej granicy?

6. Zalézmy, ze X jest zmienna losowa spelniajacg warunki
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(i) EX? < oo,
(ii) Jesli Y, Z sa niezalezne i maja ten sam rozklad co X, to X ~ (Y + Z)/v/2.
Wykazaé, ze X ma rozktad Gaussa o sredniej 0.

7. Rzucono 900 razy kostka. Sumujemy oddzielnie parzyste liczby oczek i nieparzyste liczby
oczek. Jakie jest przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze suma parzystych liczb oczek bedzie
o co najmniej 500 wieksza od sumy nieparzystych liczb oczek?

8. Liczba studentow przyjetych na pierwszy rok jest zmienna losowa o rozktadzie Poisso-
na z parametrem 100. Jesli ta liczba przekroczy 120, tworzy sie 2 grupy wyktadowe. Obliczy¢
przyblizone prawdopodobienstwo (korzystajac z CTG), ze nie trzeba bedzie tworzy¢ dwdch grup.

9. Dane sa dwa ciagi (X,,), (Y;,) niezaleznych zmiennych losowych, przy czym zmienne (X,,)
maja ten sam rozklad wykladniczy z parametrem 1, a (Y;,) maja rozklad Poissona z parametrem
1. Zbadacé zbieznos¢ wedlug rozktadu ciggu

(X1+Xo+.. . +X,) - (Y1 +Yo+...+Y,)?




4. Warunkowa wartosé oczekiwana

Warunkowa wartos¢ oczekiwana jest jednym z kluczowych poje¢ w teorii prawdopodobien-
stwa. Zacznijmy od sytuacji gdy warunkujemy wzgledem zdarzenia.

Definicja 4.1. Zalézmy, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna oraz B jest zdarzeniem
o dodatnim prawdopodobienistwie. Niech X bedzie catkowalng zmienna losows. Warunkowsa
wartoscig oczekiwang X pod warunkiem B nazywamy liczbe

E(X|B) = / X (w)P(dw|B).
Stwierdzenie 4.1. Przy zalozeniach jak wyzey,
(%) E(X|B) = / XdP.

Dowdd:. Stosujemy standardowa metode komphkacy zmiennej X.
1. Zalézmy najpierw, ze X = 14, gdzie A € F. Wowczas

E(X|B) = P(A|B) = P(ﬁ(m B) / 14dP.

2. 7 liniowodci, dowodzona réwnos¢ zachodzi takze dla zmiennych prostych (kombinacji
liniowych indykatoréw zdarzen).

3. Teraz jesli X jest nieujemna zmienna losowa, to bierzemy niemalejacy ciag (X,,) zmiennych
prostych zbiezny prawie na pewno do X. Piszac (*) dla X, i zbiegajac z n — oo dostajemy (*)
dla X, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o monotonicznym przejsciu do granicy pod znakiem
catki.

4. Jedli X jest dowolna zmienng losowa, to rozwazamy rozbicie X = Xy — X_ i stosujemy
(*) dla X1 oraz X_; po odjeciu stronami dostajemy (*) dla X. O

Przechodzimy do definicji warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem o-ciala.

Definicja 4.2. Zal6zmy, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, M jest pod-o-cialem
F, a X jest calkowalna zmienna losowa. Warunkowa wartoscig oczekiwana X pod warunkiem
M nazywamy taka zmienng losowa 7, ze sa spelnione nastepujace dwa warunki.

1) n jest mierzalna wzgledem M.

2) Dla kazdego B € M,
/ ndP = / XdP.
B B
Oznaczenie: E(X|M).

W szczegdlnosci gdy X = 14, A € F, to definiujemy prawdopodobienstwo warunkowe
zdarzenia A pod warunkiem M poprzez P(A|M) = E(14|M).

Twierdzenie 4.1. Zalozmy, ze X jest catkowalng zmienng losowq, a M jest
pod-o-ciatem F. Wowczas warunkowa wartosS¢ oczekiwana istnieje i jest wyznaczona
jednoznacznie z doktadnoscig do réwnosci p.n.

Wyktad z Rachunku Prawdopodobienstwa II (©) Osekowski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Dowdd:. Dla dowolnego B € M definiujemy v(B) = [z XdP. Funkcja v : M — R jest przeli-
czalnie addytywna funkcja zbioru. Ponadto jesli P(B) = 0, to v(B) = 0 (jest to tzw. absolutna
ciaglo$é v wzgledem P). Na mocy twierdzenia Radona-Nikodyma istnieje M-mierzalna zmienna
losowa 1 bedaca gestoscig v wzgledem P, tzn. taka, ze dla wszystkich B € M,

/BX]P’:V(B):/BndIP’.

Jednoznacznosé jest oczywista: jesli 1y, 12 sa zmiennymi losowymi spelniajacymi 1) oraz 2), to
w szczegolnosci, dla kazdego B € M, [ mdP = [z n2dP, skad 1 = 2 p.n. O

Uwaga: Warto tu przyjrzeé¢ sie warunkowej warto$ci oczekiwanej zmiennej X wzgledem
o-ciala M generowanego przez co najwyzej przeliczalne rozbicie (B,) zbioréw o dodatnim
prawdopodobienstwie. Bardzo tatwo wyznaczy¢ te zmienng w oparciu o powyzszg definicje. Mia-
nowicie, jak wida¢ z warunku 1), E(X|M) musi by¢ stala na kazdym zbiorze B,, n =1, 2, .. ;
wlasnosé 2) natychmiast implikuje, iz E(X|M) = E(X|B,,) na zbiorze B,,. To w jednoznaczny
sposob opisuje warunkowa wartos¢ oczekiwang.

Przechodzimy do pojecia warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem zmiennej losowej. Be-
dziemy potrzebowaé nastepujacego pomocniczego faktu.

Lemat 4.1. Zaloimy, ze Y jest zmienng losowq. Wowczas kazda zmienna losowa X mierzalna
wzgledem o(Y') ma postaé f(Y) dla pewnej funkeji borelowskiej f.
Dowdd:. Ponownie stosujemy metode komplikacji zmiennej.

1. Zalézmy, ze X = 14, gdzie A € o(Y). Wéwczas A = {Y € B} dla pewnego B, skad
X =1p(Y), czyli jako f mozemy wzia¢ indykator 1.

2. Jesli X jest zmienna prosta, to jako f bierzemy kombinacje liniowa odpowiednich indy-
katoréw (patrz poprzedni punkt).

3. Zalézmy, ze X jest nieujemng zmienng losowa. Istnieje niemalejacy ciag (X,,) prostych,
o(Y)-mierzalnych zmiennych losowych zbiezny do X. Na mocy 2), mamy X, = f,(Y) dla
pewnego ciaggu funkcyjnego (f,). Jak latwo sprawdzié¢, wystarczy wziaé

lim,, o0 fn(z) jesli granica istnieje,
flx) = . o
0 jesli granica nie istnieje.
4. Jesli teraz X jest dowolna zmienna losowa, to mamy X = X, —X_=f (Y)—-f—(Y) =
f(Y), gdzie fi, f- to funkcje borelowskie odpowiadajace o (Y )-mierzalnym X, oraz X_. [

Definicja 4.3. Zalézmy, ze X, Y sa zmiennymi losowymi, przy czym X jest catkowalna. Defi-
niujemy warunkows wartos¢ oczekiwang X pod warunkiem Y jako

E(X]Y) = E(X|o(Y)).
Uwaga: Na mocy lematu mamy E(X|Y) = f(Y) dla pewnej funkcji borelowskiej f. Liczbe
f(y) mozemy interpretowaé jako E(X|Y = y).
Przyktady:
1. Zalézmy, ze X, Y posiadajg rozktady skokowe. Oznaczmy
Py(y) =P(Y =y) oraz Pxy)(r,y) =P(X =2,Y =y).
Jedli h jest dowolng funkcja borelowska taka, ze h(X) € L', to
Pixyy(x,Y)
Eh(X)|Y)= h(x) ————F—
HEOW) = 3wl

TESx
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Aby to wykazaé, nalezy sprawdzié, iz prawa strona (oznaczana dalej przez 7n) spelnia wia-
snosci 1) 1 2) z definicji E(h(X)|o(Y)). Pierwszy warunek jest jasny - 7, jako funkcja Y, jest
o(Y)-mierzalna. Zajmijmy sie zatem drugim warunkiem. niech B € o(Y’). Poniewaz Y ma roz-
klad dyskretny, B jest co najwyzej przeliczalna suma zdarzen postaci {Y = y} oraz zdarzenia
o prawdopodobienstwie 0. Wystarczy wiec sprawdzi¢ 2) dla zbioréw B postaci {Y = y}. Mamy

— PX,Y(‘T?y) _
/{Yy} ndP_/{Yy} 2 ha)=p = dP = 3 h(@)Pxy(z.y)

rESx PY(y) r€SX

oraz

/{Y:y}h(X)dP: 3 h(x)/

zE€Sx {Y=y}

TESX

2. Konkretny przyktad. Zalézmy, ze X, Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
Poissona z parametrami A, p, odpowiednio. Wyznaczymy E(X|X +Y).
Wiadomo, ze X + Y ma rozklad Poissona z parametrem A + p. Stad

k
Pxyy (k) = Me—(ﬂru)

I . k=0,1,2,....

Ponadto, jesli k > £ > 0, to

Pxxsy(6k) =P(X = LX +Y = k) = B(X = OB(Y = k— 0)
)\Z Y k—¢

0 k-0
Pxxiv(L,k) kKt [k ( A >5<1_ A )H
Px+y(k) _E!(k'—ﬂ)!()\—l—,u,)k_ I A+ A+ ‘

A

Stad

3. Zalézmy, ze (X,Y') ma rozklad z gestoscig g i niech gy (y) = Ji 9(z, y)dx bedzie gestoscia
zmiennej Y. Zdefiniujmy gestos¢ warunkowq wzorem

g(zy) o4
jesli gy (y) # 0,

gx|y (aly) = o7
0 jesli gy (y) =0

Wowecezas dla dowolnej funkcji borelowskiej h : R — R mamy
() E(XOIY) = | h@)gxiy (al¥ )da.
Istotnie, sprawdzimy, ze prawa strona spelnia warunki 1) i 2) z definicji E(h(X)|Y"). Oczywiscie

warunek 1) jest spelniony - prawa strona jest funkcja od Y. Przejdzmy do 2). Dla dowolnego
B € o(Y) mamy, iz B ={Y € A} dla pewnego A € R oraz

/Bh(X)dP:/Ql{YGA}h(X)dP:/R? Liyeayh(z)g(z, y)dzdy
:/R1{yeA}9Y(?/)/Rh(:c)gx|y(a:|y)dxdy

_ /B /R h(w)gx|y (@]Y)dadP.
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Wtasnos$ci warunkowej warto$ci oczekiwanej

Zalézmy, ze (2, F,P) jest ustalona przestrzenia probabilistyczna i niech M bedzie pewnym
pod-o-cialem F. Ponadto, o wszystkich zmiennych losowych zaktadamy, ze sa catkowalne.

0. Mamy E(E(X|M)) = EX. Wynika to natychmiast z 2), jesli wezmiemy B = .

1. Niech «, 8 € R. Wowczas

E(Och + ﬁXQ’M) = OJE(XHM) + ﬁE(XQ’M)

Istotnie: sprawdzimy, ze prawa strona (oznaczana dalej przez R) spelnia warunki 1) i 2) z
definicji E(aX; + fX2|M). Pierwszy warunek jest oczywisty. Aby sprawdzi¢ drugi zauwazmy,
ze dla dowolnego B € M,

/ RdIP’:a/ E(Xl\MdIP’+ﬁ/ E(Xg]MdIP’:a/ de]P’Jrﬁ/ XodP
B B B B B
:/ aXq + fXodP.
B
2. Jedli X jest nieujemna zmienna losowa, to E(X|M) > 0 p.n. Istotnie, niech B = {E(X|M) <
0}. Woéwczas B € M i
/ E(X|M)dP = / XdP.
B B

Widzimy, ze gdyby zdarzenie B mialo dodatnie prawdopodobienstwo, to lewa strona bytaby
ujemna, a prawa - nieujemna.
3. Mamy

(*) [E(X|M)] <E(IX[IM)  pa

Istotnie, na mocy 1. oraz 2. mamy, iz nieréwno$¢ X < Y p.n. pociaga za soba E(X|M) <
E(Y|M). Stad, z prawdopodobienstwem 1,

E(X; M) < E(|X1||M)

—E(X1[M) <E(|X1[[M).

Biorac wartosé¢ oczekiwana obu stron w (*) dostajemy, na mocy 0.,
E([E(X|IM)]) < E[X].

Innymi stowy, operator liniowy E(-|M) : LY(Q, F,P) — LY(Q, F,P) jest kontrakcja.

4. Warunkowa wersja twierdzenia Lebesgue’a o monotonicznym przejéciu do granicy. Zalt6z-
my, ze X, | X. Wowczas E(X,|M) T E(X|M) p.n.

Aby to wykazaé, zacznijmy od obserwacji iz na mocy 1. i 2., ciag (E(X,,|M)) jest z prawdo-
podobienstwem 1 niemalejacy, a wiec w szczegdlnosci zbiezny. Oznaczmy jego granice przez 7,
E(X1|M) < n < oo. Niech teraz B € M. Mamy, na mocy 2) oraz bezwarunkowego twierdzenia

Lebesgue’a,
/X: lim/Xn: lim/E(Xn|M):/77.

Poniewaz n jest M-mierzalna, to z powyzszej réwnosci wynika, iz n = E(X|M).

5. Analogicznie dowodzimy warunkowe wersje twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym
przejéciu do granicy pod znakiem catki oraz lematu Fatou.

6. Zal6zmy, ze X jest mierzalna wzgledem M oraz X1 X5 jest catkowalna. Wéwcezas

(+) E(X1X3|M) = XjE(Xo|M) pon.
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W szczegdlnoscei, biorac Xy = 1, dostajemy, iz E(X1|M) = X;.

Sprawdzamy, ze prawa strona spelnia warunki 1) oraz 2) z definicji E(X; X2|M). Warunek
1) jest oczywisty, pozostaje wiec sprawdzi¢ drugi. Zastosujemy metode komplikacji zmiennej
Xi.

a) Jesli Xy =14, gdzie A € M, to dla dowolnego B € M,

/ X1E(X2|M)dP = / E(Xo|M)dP = XodP = / X1 XodP.
B ANB ANB B

b) Jesli X jest zmienng prosta, to wzér (+) dostajemy na mocy a) oraz liniowosci warun-
kowych wartosci oczekiwanych.

c) Jedli X jest nieujemna zmienna losowa, to istnieje niemalejacy ciag (Y,,) M-mierzalnych
zmiennych prostych, zbiezny p.n. do Xi. Rozbijmy X3 = X, — X, i zastosujmy b) do zmiennych
Y,, oraz X;' :

E(Y, X5 M) = Y,E(X5 |M).
Zbiegajac z n — oo 1 korzystajac z warunkowej wersji twierdzenia Lebesgue’a (wlasnosé 4.),

dostajemy
E(X1 XS |M) = X1E(X5 |M).

Zastepujac X; przez X, i powtarzajac rozumowanie, dostajemy
E(X1 Xy [M) = XiE(X; [M)

i po odjeciu stronami dostajemy (+).

d) Jedli X jest dowolng zmienna losowa, to rozbijamy ja na réznice Xfr — X7 , stoujemy c)
do zmiennych Xl+ , Xo, oraz X| , Xo, 1 odejmujemy stronami uzyskane réwnosci.

7. Jesli My C Mj sg pod-o-ciatami F, to

(=) E(X[M1) = E(E(X|Mz2)|M1) = E(E(X|M1)|Ma).

Zacznijmy od obserwacji, iz wyrazenia stojace po skrajnych stronach sa réwne. Wynika to
natychmiast z poprzedniej wlasnosci: zmienna losowa E(X | M) jest mierzalna wzgledem Mo.
Wystarczy wiec udowodnié, ze pierwsze dwa wyrazy w (=) sa réwne. Wezmy B € M. Mamy
B € My, a wiec

[ BxiM) = [ X = [ BXIMo) = [ BECOM)IM),

skad teza.

8. Zalézmy, ze X jest niezalezna od M. Wéwczas E(X| M) = EX. Istotnie, sprawdzimy, ze
EX spelnia warunki 1) i 2) w definicji E(X|M). Warunek 1) jest oczywisty: EX jest zmienn:a
losows stata, a wiec mierzalna wzgledem kazdego o-ciata. Niech teraz B € M. Mamy na mocy
niezaleznosci 1g oraz X,

/ EXdP = E13EX = E(15X) = / XdP.
B B

9. Nieréwnos$¢ Jensena. Zalézmy, ze f : R — R jest funkcja wypukla taka, ze f(X) jest
zmienng catkowalna. Wéwczas

E(f(X)IM) > f(E(X|M)).

Bedzie nam potrzebny nastepujacy prosty fakt. Dowdd pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.
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Lemat 4.2. Zalézmy, ze f : R — R jest funkcjq wypukle. Wowczas istniejq ciggi (an), (bn)
takie, Ze dla dowolnego r € R,
f(x) = sup(anz + by).

n

Powré¢émy do dowodu 9. Dla ciagéow (ay), (by), gwarantowanych przez powyzszy lemat,
mamy f(X) > a,X + b, dla kazdego n. Stad, na mocy 1. oraz 2., z prawdopodobienstwem 1,

E(f(X)|M) > a,E(X| M) + by,

Poniweaz ciagi (ay), (bn) sa przeliczalne, to mozemy wzia¢ supremum po n po prawej stronie i
dalej nieréwno’s¢ bedzie zachodzila z prawdopodobienstwem 1:

E(f(X)IM) > sup(anE(X[|M) + bn) = f(E(X|M)).

Jako wniosek, dostajemy, iz dlap>11 X € LP(Q, F,P),
E(IX[PIM) > [E([X]|M)]P.
Stad po wzigciu wartosci oczekiwanej obu stron, E(|E(X|M)|P) < E|X|P, czyli
E(X[M)]p < {1 X]]p-

Zatem warunkowa warto$é oczekiwana E(-|M) jest kontrakcja w LP.

4.1. Zadania

1. Zatézmy, ze X, Y sg zmiennymi losowymi a G jest o-cialem takim, ze X jest mierzalne
wzgledem G, a Y jest niezalezne od G. Niech ¢ : R? — R bedzie funkcja borelowsks taka, ze
?(X,Y) jest calkowalna zmienna losowa. Udowodnié, ze

E[¢(X,Y)|G] = &(X),
gdzie ®(x) = E¢(x,Y).

2. Zalézmy, ze X jest catkowalng zmienng losowa, a o-cialo G jest niezalezne od X oraz od
o-ciala M. Udowodnié, ze

E(X|o(G, M)) = E(X|M).

3. Zmienna losowa (X,Y) ma gestos¢

(

a —xz(y+1)
g(.CU, y) = ?6 1{x>0,y>0}‘

Wyznaczyé¢ E(Y|X) oraz E(Y?|X).

4. Zmienna losowa (X,Y) ma rozklad Gaussa o wartosci oczekiwanej 0, VarX = o%,

VarY = o3, Cov(X,Y) = c. Obliczy¢ P(Y € B|X) (dla B € B(R)) oraz E(Y|X).

5. Zmienne losowe X, Y sg niezalezne i maja rozktad wyktadniczy z parametrem 1. Obliczy¢
P(X € B X +Y) (dla B € B(R)) oraz E(sin X| X +Y).
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6. Zmienne losowe €1, €2, £3 sa niezalezne i maja ten sam rozklad P(g; = —1) =P(g; = 1) =
1/2,1=1, 2, 3. Obliczy¢ E(e1|e1 + €2 + €3) oraz E(e1e2]e; + ezes).

7. Wiadomo, ze p procent monet stanowig monety falszywe, z ortem po obu stronach. Losu-
jemy ze zwracaniem n monet i kazda z nich wykonujemy rzut. Niech F' oznacza liczbe losowan,
w wyniku ktérych wyciagnieto monete fatszywa, O - liczba wyrzuconych ortéw. Udowodnié, ze

E(F|0) = 15850-

8. Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy z parametrem 1, zas Y jest zmienna losowa
taka, ze jesli X = x, to Y ma rozklad wykltadniczy z parametrem x.

a) Wyznaczy¢ rozklad Y.

b) Obliczy¢ P(X > r|Y).

9. Losujemy ze zwracaniem po jednej karcie z talii 52 kart tak dlugo az wyciagniemy pika.
Niech Y oznacza zmienng losowa rowna liczbie wyciagnietych kart, a X zmienna losowa réwna
liczbie wyciagnietych kieréw. Wyznaczyé E(Y|X = 4) oraz E(X|Y = 4).

10. Zmienne lsowe X, Y sa niezalezne i maja rozktad wyktadniczy z parametrem 1. Obliczy¢
E(X|X +Y) oraz E(X|min(X,Y)).
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Do tej pory, dysponujac ciagiem zmiennych losowych, nie wigzaliSmy z ich indeksami zadnej
interpretacji. W wielu naturalnych sytuacjach mozna je interpretowaé jako wspotrzedna cza-
sowa. W konkretnych przypadkach czesto X, opisuje zachowanie uktadu w chwili n. Tak wiec
indeks odpowiada za czas.

Zalézmy, ze T jest ,zbiorem czaséw”: to znaczy, jest réwny {0, 1,2, ...}, {1,2,...,},
{-..,=2,=1,0} lub{m, m+1, ..., n}.

Definicja 5.1. Zalézmy, ze (Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, T - jak wyzej. Filtracjq
nazywamy rodzine (F;)ier, gdzie dla kazdego t, F; jest o-cialem zawartym w F oraz F; C Fy
jesli s < t.

Intuicja: o-cialo F; opisuje wszystko co si¢ moze zdarzy¢ do chwili ¢.

Definicja 5.2. Zalézmy, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna wyposazona w filtracje
(Fi)ter. Funkcje 7 : Q — T'U{+o0} nazywamy momentem zatrzymania, jesli dla kazdego t € T
mamy {7 =t} € F,.

Intuicyjnie, moment zatrzymania jest ,sensowna’ regula stopowania: taka, iz decyzje, czy
sie zatrzymywaé, podejmujemy na podstawie zdarzen z przesztosci i terazniejszosci. Spojrzmy
na nastepujacy

Przykltad: Rzucamy 10 razy moneta. Niech X,, = 1, jesli w n-tym rzucie wypadl orzet,
i X, = 0 w przeciwnym przypadku. WprowadZzmy o-ciala F,, = o(Xy, Xo, ..., X»), n =
1,2, ..., 10 (jest to tzw. naturalna filtracja wzgledem ciggu (X)) Rozwazmy dwie strategie: 7
- wycofujemy sie, gdy wypadnie orzel po raz pierwszy, ¢ - wycofujemy sie, gdy orzel wypada
po raz ostatni (jesli wypadaja same reszki, przyjmujemy 7 = o = 10). Intuicja podpowiada, iz
T jest sensowng reguly zatrzymania - decyzje o tym, czy sie wycofaé, czy nie, podejmujemy na
podstawie informacji, ktére doptynety do nas do danej chwili. Strategia o nie jest sensowna:
skad mamy wiedzie¢ - nie znajac przysztoéci - czy orzel, ktéry wlasnie wypadtl, jest ostatni?
Formalny dowdd tego, ze o nie jest momentem zatrzymania, pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uwaga:

Warunek definiujgcy moment stopu mozna zapisa¢ réwnowaznie w nastepujacy sposéb.
Funkcja 7 : Q — T'U {+o0} jest momentem zatrzymania wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
teT, {r<t}eF.

Dowdd. = Mamy
¢

{r<t}= LJ{T:k:}G]:t7
k=1

gdyz dla kazdego k < t, {T =k} € F C F;.
< Mamy {7 =t} = {7 <t} \ {r <t — 1} i oba zdarzenia naleza do F;. O

Przyktady:

Wyktad z Rachunku Prawdopodobienstwa I1 (©) Osekowski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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1) 7 = n jest momentem zatrzymania wzgledem kazdej filtracji:

0 jedlin #k,
Q jeslin = k.

{Tzk}z{

2) Zal6zmy, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna wyposazona w filtracje (Fp )ner-
Zalozmy, ze (X, )ner jest rodzing zmiennych losowych (procesem stochastycznym) o tej wlasno-
sci, ze dla kazdego n, zmienna X, jest mierzalna wzgledem F,, (méwimy, ze proces stochastyczny
(X,) jest adaptowany do filtracji (F},)). Dalej, niech B € B(R) oraz

8(w) = inf{n € T': X,,(w) € B},

przy czym przyjmijmy konwencje inf ) = +o0o. Funkcja 75 to moment pierwszego dojscia procesu
(X,) do zbioru B. Woéwczas Tp jest momentem zatrzymania: dla kazdego n,

{t=n} ={X,, € Boraz X;; ¢ Bdlak <n}
={X, € B}n [ {Xy € B} € Fy.

k<n

Analogiczny fakt zachodzi, gdy zmienne X, przyjmuja wartoéci w R?, albo ogdlniej, w prze-
strzeni metrycznej F.

Definicja 5.3. Zalézmy, ze (2, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna wyposazona w filtracje
(Fi)ter 1 niech 7 bedzie momentem zatrzymania. Definiujemy

Fr={AecF:An{r =n} € F, dla wszystkich n}
={A e F: An{r <n} € F, dla wszystkich n}.
Intuicyjnie, F, opisuje wszystkie zdarzenia, ktore moga zajs¢ do momentu 7.
Uwagi:

1) F; jest o-ciatem,
2) jesli T =n, to Fr = Fp.

Wtlasnosci:
1) Jesli 71, 7o sa momentami zatrzymania, to 71 Ao = min{7, 72} oraz 71 V1o = max{r, 12}
tez sg momentami zatrzymania. Istotnie,

{7’1/\7‘2<n}={7'1<7”L}U{T2<n}€fn,

{TrVr<n}={n<n}N{n<n}ecrF,.
2) Jesli 71, T sa takimi momentami zatrzymania, ze 71 < T2, to Fr, C Fr,. Istotnie, jesli
A € F;,, to dla kazdego n,
An{n <n}=(An{n <n})N{n <n},

i dwa ostatnie przecinane zbiory naleza do F,.
3) Moment zatrzymania 7 jest mierzalny wzgledem F.. Istotnie,

ol
{T<a}ﬂ{7':n}:{® jestha=m, € Fu.

{T=n} jeslia>n
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4) Zalézmy, ze (X¢)ier jest adaptowany do danej filtracji, a 7 jest momentem zatrzymania
wzgledem tej filtracji spelniajacym warunek 7 < oo (jest to tzw. skoriczony moment stopu.
Woéwczas zmienna X, jest mierzalna wzgledem F-. Istotnie,

{X; <aln{r=n}={X, <a}n{r=n}eF,
jako ze oba przecinane zdarzenia naleza do F,.

Przechodzimy do definicji gtéwnych poje¢ niniejszego rozdziatu.

Definicja 5.4. Zalézmy, ze (Q, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna wyposazona w filtracje
(Fi)ter. Zalézmy, ze (Xi)ier jest adaptowanym ciagiem calkowalnych zmiennych losowych.
Moéwimy, ze (X¢, Fi)rer jest

a) martyngatem, jesli dla wszystkich s, t € T, s < t zachodzi E(X;|Fs) = X.

b) nadmartyngalem, jesli dla wszystkich s, t € T', s < t zachodzi E(X;|F,) < X,.

c¢) podmartyngalem, jesli dla wszystkich s, t € T, s < t zachodzi E(X;|Fs) > X;.

Jedli filtracja jest ustalona, to méwimy po prostu, ze (X;)ier jest martyngatem (nad-, pod-),
jesli zachodza powyzsze warunki.

Uwagi:
a) (X;) jest martyngatem, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych s,t € T, s < t, oraz

A € F zachodzi
/ X dP = / X dP.
A A

Analogicznie dla nad- i podmartyngatéw.

b)Unas T ={0,1,2,...},{1,2,...}, {m,m+1,...,n}, {..., =2, =1, 0}.

c) (X¢) jest martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy jest nad- i podmartyngatem.

d) (X3) jest podmartyngalem wtedy i tylko wtedy, gdy (—X¢) jest nadmartyngatem.

e) Jedli (X3), (V) sa martyngatami wzgledem tej samej filtracji i a, b € R, to (aXy + bY;)
tez jest martyngatem. Analogiczny fakt zachodzi dla nad- i podmartyngatéw, o ile a, b > 0.

f) Jesdli zbiér T jest taki jak w b), to (X;)ier jest martyngalem wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich n € T takich, ze n+ 1 € T, zachodzi E(X,,11|F,) = X,, (analogiczny fakt zachodzi
dla nad- i podmartyngaléw).

Dowdd:. = oczywiste (szczegdlny przypadek).
< Zalézmy, ze m, n € T, m > n. Woéwczas F,, C F,,—1, a wiec na mocy wlasnosci warun-
kowej wartoéci oczekiwanej,

E(Xm‘fn) = E(E<Xm‘fm—l)‘}_n) = E(Xm—ll}-n)a

i dalej przez indukcje. O
Przyktady:
1) Zal6ézmy, ze &1, &2, ... sa niezaleznymi, calkowalnymi zmiennymi losowymi o $redniej 0.

Niech X,, =&+ &+ ...+ & 1 F=0(X1,Xe, ..., Xpn), n=1,2,.... Wowczas (X, Fn)22,
jest martyngalem:

]E(Xn+1|~7:n) = E(Xn + £n+1|~7:n)
= E(Xn|~7:n) + E(fnJrl‘]:n) = Xn + E§ﬂ+1 = X,.

2) Zalézmy, ze X jest catkowalna zmienna losowa, (F;)er jest filtracja i niech Xy = E(X|F)
dla t € T. Wéwcezas (Xy, Fy)ier jest martyngatem.
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Dowod:. Wezmy s, t € T, s < t. Mamy, na mocy wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej,
E(Xi|Fs) = E(E(X[F)|Fs) = E(X|Fs) = Xs. O

Martyngal taki jak w przykladzie 2) nazywamy prawostronnie domknietym. Czasami nazywa
si¢ tak martyngal wraz z domknieciem: (X¢, Ft)7ruioc}, gdzie (Xoo, Foo) = (X, F).

Stwierdzenie 5.1. Zalozmy, ze (Xy, Fi)ier jest martyngalem, a f : R — R jest funkcjg wy-
pukla takq, ze f(X;) jest zmienng calkowalng dla kazdego t € T'. Wowczas (f(X+), Ft)ier jest
podmartyngatem.

Dowdd:. Zatézmy, ze s, t € T, s < t. Wowczas, na mocy nieréwnosci Jensena,

Whniosek 5.1. Zaldzmy, ze (Xi, Fi)ier jest martyngalem. Wowczas

a) Jesli dla pewnego p > 1 mamy, iz X; € LP dla wszystkich t, to (| X¢|P, F:) jest podmar-
tyngatem.

b) Dla dowolnej liczby rzeczywistej a, proces (Xy V a, Fy)ier jest podmartyngatem. W szcze-
gélnosci, (X;7), (X;) sq podmartyngatami.

Twierdzenie 5.1 (Dooba, ,optional sampling”). Zalézmy, ze (X, Fn)n>0 jest nad-
martyngatem (odp., martyngalem). Zalézmy, Ze 11, T2 s¢ momentami zatrzymania ta-
kimi, ze 71 < 1o i T jest ograniczony. Wowczas mamy B(X,,|Fr,) < X, p.n. (odpo-
wiednio, B(X,,|Fr) = X7 p.n.).

Dowdd:. Zalézmy, ze 19 < n. Zauwazmy najpierw, iz X, , X, sa catkowalne, gdyz | X,,| <
max{|X1],|X2l,...,|Xn|}. Zmienna X jest mierzalna wzgledem F, , a zatem wystarczy wy-

kazac, ze dla kazdego A € F-,,
/ X dP < / X, dP
A A

(odpowiednio, z réwnoscia w miejscu nieréwnosci w przypadku martyngatowym).
Zaltézmy najpierw, ze 7o — 11 < 1. Mamy

/ X,, — X, dP = X,, — X, dP
A An{m>71}

Z/ X — X120
k—0 {lek}ﬂAﬂ{TQ>k‘}

(odpowiednio, = 0). Ostatnia nieréwnos¢ bierze sie¢ stad, iz {11 =k} NAN{n > k} € Fi.
Wezmy teraz dowolne 71 < 79 < n. Definiujemy 7%) = max{r, min{m, k}}. Zmienne 7
sa momentami zatrzymania, a ponadto

k)

7'1:7'(0)<T(1)<...<T("):Tg

oraz Tkt — 7(k) < 1. Zatem dla kazdego A € Fr, C F_ ),

/Xn =/ X ) >/XT(1> >/XT<2> >-~->/X7(n> :/XTQ
A A A A A A

(z réwnosciami w przypadku martyngalowym). O
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Twierdzenie 5.2 (Dooba o zbieznosci p.n. nadmartyngaléw). Zalézmy, zZe proces
(Xn, Frn)n=0,12,.. jest nadmartyngalem takim, ze sup, EX, < co. Wowczas cigg (X,)
jest zbiezny p.n. do pewnej zmiennej losowej catkowalne;.

Whiosek 5.2. a) Kazdy nieujemny nadmartyngal (X,, Fp) (tzn. spelniajocy X,, > 0 p.n. dla
wszystkich n) jest zbiezny p.n.

b) Jesli (Xn, Fn)n=012,.. jest podmartyngalem spelniajgcym sup, EX;" < oo, to (X)) jest
zbiezny p.n.

c) Jesli (X, Fn)n=0,1,2,.. jest nadmartyngatem, to warunek sup,, EX, < oo jest rownowazny
warunkowi sup,, E|X,| < oo (tzn. ograniczonosci ciggu (X,) w L!).

Dowdd wniosku:. a) jest oczywiste, b) wynika wprost z twierdzenia Dooba poprzez przejscie do
procesu (—Xy,, F,), ktéry jest nadmartyngalem. Zajmijmy sie dowodem c). Implikacja < jest
oczywista. = Mamy | X, | = X;F + X, = X,, + 2X,,, skad

E|X,| = EX, 4+ 2EX,, <EX,+2supEX;, < co. [
n

W dowodzie twierdzenia o zbieznosci bedziemy uzywac nastepujacych obiektow. Zatézmy,
ze (Zn)n=1,2,.. jest ciagiem liczbowym i niech a < b to ustalone liczby rzeczywiste. Okreslmy

70 = inf{n : x, < a},

71 = inf{n > 79 : &, > b},

Tor = inf{n > mo_1 : &, < a},

Tok+1 = inf{n > 1o : z, > b},

Liczba T9;—1 to moment k-tego przejscia w gore ciggu (xy,) przez przedzial |a,b]. Niech teraz

Uy =

a

{sup{k  Tok—1 < 0o} jesli T < oo,

0 jesli 7 = oo
bedzie liczbg przejsé w gore ciggu (xy,) przez przedzial [a, b].

Lemat 5.1. Cigg liczbowy (x,,) jest zbiezny (byé moze do +o00) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich a, b € Q, a < b, mamy Ufl’ < 00.

Dowdd:. = Przypusémy wbrew tezie, ze (x,,) jest zbiezny oraz ze istnieja a, b € Q takie, ze a < b
oraz U’ = co. Wéwczas znajdziemy nieskoficzony podciag zawierajacy tylko wyrazy mniejsze
od a oraz nieskonczony podciag zawierajacego wyrazy tylko wieksze od b. Sprzeczno$é.

< Zalézmy, ze liminf z,, < lim sup z,,. Wowczas istnieja a, b € Q takie, ze liminf x, < a <
b < lim sup z,; mamy wowczas U}l’ = 00. O

Lemat 5.2 (nieréwnos$¢ Dooba dla przejs¢ w gore). Zaldimy, ze (X, Fn)n jest nadmartyn-
gatem. Wowczas dla dowolnych a < b,

EU? <
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Dowdd:. Zalézmy, ze (7;) jest ciagiem momentéw przejéé ciagu (X,,) przez przedzial [a,b], i
niech U bedzie taczna liczba przejsé. Widzimy, ze (7;) jest ciagiem momentéw zatrzymania
(wzgledem filtracji (F,)) oraz ze U? jest zmienna losowa. Polézmy 7; = 7; A m i wprowadzmy
zmienne Yy = X7, | — X5,, k=1, 2, .... Z definicji widzimy, iz jesli 0 < k < Ul(w) — 1, to
Yi(w) > b — a. Ponadto, jesli k = U(w), to

0 jesli mop, = o0,

Yi(w) = Xom — X = { > —(Xm —a)”

> Xy —a jesli o < o0
Wreszcie, jesli k > Ub(w), to Yi(w) = 0. Sumujac stronami powyzsze zwiazki dostajemy

Z(X‘F%H - X’T'Qk) > (b— G)Uf — (X —a)”,
k=0

a zatem, bioragc wartos¢ oczekiwana,

Z E(Xﬁkﬂ - X‘T'zk) > (b - a)EUg - E(Xm - a)_'
k=0

Lewa strona jest niedodatnia, na mocy twierdzenia Dooba (optional sampling); dostajemy zatem
zadang nier6éwnosc¢. O
Dowdd twierdzenia o zbieinosci nadmartyngatéw. Ustalmy a, b € Q, a < b. Niech U®(m) bedzie
laczna liczba przejéé nadmartyngatu (X,,)™; w gore przez przedziat [a, b]. Mamy U%(m) T U?.
Na mocy drugiego z powyzszych lematéw,

_ 1
E(Xm —a)”) < mIE(|Xm| + |a])
(sup E| X, | + |a]) < oo.

EU?(m) <

<

1
b—a
Zatem, na mocy twierdzenia Lebesgue’a, IEU(II’ < 00, skad Ufl’ < 00 p.n. Zatem
P(Vapeq, acpUL < 00) = 1

i na mocy pierwszego z powyzszych lematéw, ciag (X,,) jest zbiezny p.n. Pozostaje tylko wyka-
zaé, ze granica jest calkowalna; wynika to natychmiast z lematu Fatou:

E|lim X,| = Elim | X,,| < liminf E|X,,| < supE|X,| < oco. O
n n n

Twierdzenie 5.3 (Nieréwnos¢ maksymalna dla nadmartyngaléw). Zaldimy, Ze
(Xn, Frn)n=0,1.2,.. jest nadmartyngatem. Wowczas dla kazdego XA > 0,

sup,, E| X

P(sup | Xn| > A) < KM,
n A

przy czym mozna wzigé K = 1, jesli nadmartyngal jest nieujemny (tzn. zmienne loso-

we Xo, X1, ... sg nieujemne p.n.), niedodatni, bgdZ jest martyngalem. W przypadku

0golnym nierowno$¢ zachodzi z K = 3.
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Dowdd:. Zauwazmy, iz wystarczy szacowaé P(sup,, | X,| > A), przez proste przejscie graniczne.
Mamy

P(sup | X,,| > A\) < P(sup X,, > A) + P(i%f Xn < —A).

Zajmiemy sie oddzielnie prawdopodobienstwami wystepujacymi po prawej stronie.
a) Niech 7 = inf{n : X,, > A}. Na mocy twierdzenia Dooba (optional sampling),

EXg > EXynn = / X, + X, > AP(max Xj > \) — / X,
{r<n} {r>n} k<n {r>n}
Stad
/\IP’(rl?ngk > \) <EXp+ X, <EXjp+supE|X,|.
SN {r>n} n

Stad teza (gdy wezmiemy n — oo) gdy (X,,) jest nieujemny.
b) Rozwazmy moment zatrzymania 7 = inf{n : X,, < —A}. Z twierdzenia Dooba,

EXn < IEAX%/\TL

{#<n} {F>n} k<n {ming<, Xx=—A}
skad
() AP(min X < =) < —/ X, <supEX,, .
k<n {ming¢, Xp<—A} n

Stad teza, gdy nadmartyngal jest niedodatni. Ponadto, jesli (X,,) jest martyngalem, to stosu-
jemy powyzsza nieréwnos$¢ do niedodatniego nadmartyngatu (—|X,|, Fy).

W ogélnym przypadku, wystarczy zsumowaé¢ dwie konicowe nieréwnosci pochodzace z a) i
b), dostaé¢ nier6wnosé ze stata 3. O

Jedli (X,,) jest podmartyngatem, to stosujac (**) dla (—X,,) dostajemy

Whniosek 5.3. Zaldimy, ze (X, Fn)i jest podmartyngalem. Wowczas dla A > 0,

P(max X, > ) <

1
iy %o
nsm >\ {maxngm Xn>)\}

Twierdzenie 5.4 (Nier6wno$¢ maksymalna Dooba). Zalézmy, ze (Xp, Fn)n>o0 jest
martyngalem spelniajgcym warunek X, € LP, n = 0,1, 2, ... dla pewnego p > 1.
Wowczas

p
I 8up [Xallp < —— sup || Xnllp.
n n
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Dowdd:. Niech Y,, = maxg<, |Xk|, K =0, 1, 2,.... Mamy, stosujac poprzedni wniosek do pod-
martyngatu (| Xx|, Fk)r=012.... n, dostajemy

o0
EY? — p / NIR(Y,, > A)dA
0

<p/ Ap—ll/ X, [P
0 A v say

=p/0 Akp‘zl{yn>A}\Xn\deA

Yn
:p// AP=2| X, [ dAdP
QJOo

D -1 p -1
—p_l/Q|Xn|qu dP<E|\Xn||pHYnH;()p e,

Dzielgc obustronnie przez ||Yn|\z(,p —U/p (jesli ta liczba jest zerem, to otrzymana ponizej nieréw-
nos¢ takze jest prawdziwa) dostajemy

p p
Yallp < —— [ Xnllp < sup || Xk|[p
p—1 1 %

i wystarczy zbiec z n — oo. O

Twierdzenie 5.5 (Zbieznoéé martyngatow w L), Zatéimy, ze (Xp, Fn)nso jest mar-
tyngatem. nastepujgce warunki sqg rownowazne.

a) rodzina {X,, :n =20, 1,2, ...} jest jednostajnie catkowalna.

b) (X,) jest zbieiny w L.

c) Istnieje zmienna losowa X € L' taka, ze X, = E(X|F,), n=0,1,2, ... (czyli
martyngal jest prawostronnie domkniety).

Co wiecej, jesli te warunki sq spelnione, to (X,,) jest zbiezny p.n. do

(%) Xoo = E(X|o(|J Fn))

i Xoo jest jedyng zmienng losowq mierzalng wzgledem o-ciata o(U,, Fp) takq, ze X,, =
E(Xoo|Fn), n=0,1,2,....

Whiosek 5.4 (Twierdzenie Levy’ego). Jesli X € L' oraz (F,) jest filtracjq, to

E(X|F) 220 g lX’” (Uf“ﬂ |

Dowdd twierdzenia o zbieznosci. a)=-b) Na mocy jednostajnej catkowalnosci dostajemy, iz sup,, E|X,,| <
00. Zatem na mocy twierdzenia Dooba martyngal (X,,) jest zbiezny p.n., a zatem takze wedlug
prawdopodobienstwa. taczac to z jednostajna catkowalnoécig dostajemy zbieznoéé w L1,

b)=>c) Zalézmy, ze X,, — Xoo w L. Dla ustalonego n i m > n mamy E(X,,|F,) = X,,. Z
drugiej strony, E(X,,|Fn) — E(Xso|Fn) w L', gdyz operator warunkowej wartosci oczekiwanej
jest kontrakcja w L!: istotnie,

|’E(Xm|~7:n) - E(XOO|~7:H)||1 < ||Xm - XOOHI — 0.
Stad E(Xso|Fp) = X,
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c)= a) Pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Pozostaje wykazaé druga czesé twierdzenia. Wiemy juz, ze warunki a), b), ¢) pociagaja za
soba, iz X, = E(Xs|Fn),n =0, 1, 2, ... (gdzie X jest granica, w sensie zbieznoéci w L' i p.n.,
martyngatu (X, )). Oczywiscie X jest mierzalna wzgledem o({J,, F»,). Przypu$émy teraz, ze Y’
jest calkowalng zmienna losowa, mierzalng wzgledem tego o-ciala, dla ktorej X,, = E(Y|F,),
n=0,1,2, ... Zatem E(Xx|F,) = E(Y|F,), skad dla dowolnego n i dowolnego A € F,,

/ XoodP — / Y dP.
A A

Klasa {J,, F» jest m-uktadem. Klasa tych zbioréw A, dla ktérych zachodzi powyzsza réwnos¢, jest
A-uktadem. Z lematu o -\ uktadach mamy, iz powy’rsza réwno’s¢ catek zachodzi dla dowolnego
A € o(U,, Fn). Na mocy mierzalnoéci X, oraz Y wzgledem tego o-ciala, mamy, iz Xoo =Y

p.n.
Wreszcie, pozostaje udowodnié¢ réwnosé (*). Jesli X,, = E(X|F,), to

e rio ()] - 8 vz (U]

~5 & (x| (U=)) =

Na mocy powyzszych rozwazan o jednoznacznosci, dostajemy (*). Dowdd jest zakonczony. [

Whiosek 5.5 (Prawo 0—1 Kolmogorowa). Zaldzmy, ze X1, Xs, ... sq niezaleznymi zmiennymi
losowymi i Fp, = 0(X1,X2,...,Xy) dlan > 1. Wowczas jesli A € Np—oo(Xnt1, Xnt2,...), to
P(A) € {0,1}.

Dowdd. Oczywiscie 14 jest mierzalne wzgledem o-ciata o (|22 Fy,). Zatem na mocy twierdze-
nia Levy’ego,

. 1 oo
E(14F,) 22tV g [1,4‘0 (U fnﬂ =14
n=1

Ale z drugiej strony 14 jest niezalezne od F,,, bo A € o(X,41,Xnt2,...), a to o-cialo jest
niezalezne od F,. Stad

E(14|F,) =Ela =P(A4) — 14,
a zatem P(A) =0 lub 1. O

Zajmiemy sie teraz zbieznoscig w LP dla p > 1.

Twierdzenie 5.6. Zaldimy, ze (Xp, Fn)n=0,1,2,.. jest martyngatem i p > 1. Nastepu-
jace warunki s¢ rownowazne.

a) supE| X, |P < oo.

b) Rodzina {| X, [P}, jest jednostajnie catkowalna.

¢) Martyngal (X,,) jest zbiezny w LP.

d) Istnieje X € LP taka, zZe X,, = E(X|F,).

Jesli te warunki sq spelnione, to (X,,) jest zbiezny p.n. do zmiennej losowej Xoo =

E(Xlo (U Fn))-
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Dowdd. a)=-b) Wiemy, ze Esup | X, [P < (%)psuan\Xn\p < oo, czyli sup | X,|P € L', skad
dostajemy b) (istnienie majoranty catkowalnej).
b)=-c) Mamy, iz
sup B[ X, | < sup(E|X,[P)"/? < o0,
n n

a zatem na mocy twierdzenia Dooba o zbieznosci nadmartyngaléw, (X,,) jest zbiezny p.n..
Dokladajac jednostajna catkowalno$é dostajemy c).

c)=d) Mamy X,, — Xo w LP. Przy ustalonym n oraz m > n, E(X,,|F,) = X,,. Poniewaz
E(-|F) jest kontrakcja w LP, wiec E(Xo|Fn) = Xp.

d)=-a) Mamy

E|X,|P = E[E(X|F,) P < E(E(|X|P|F)) =E[X[]P < 00. O

5.1. Zadania

1. Zalézmy, ze (F,) jest filtracja, a (X,,) jest ciagiem zmiennych losowych adaptowanych do
tej filtracji. Niech B bedzie podzbiorem borelowskim R.

a) Udowodni¢, ze 7 = inf{n : X,, + n € B} jest momentem zatrzymania.

b) Udowodnié, ze dla dowolnego momentu zatrzymania 7, zmienna 7o = inf{n > 7: X,, € B}
tez jest momentem zatrzymania.

2. Dany jest ciag (X,).2, niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie P(X, = —1) =
P(X, =1) = 1/2. Niech

T=inf{n >1:X, > X, _1}, o=sup{n>1:X,>X,_1}
(przyjmujemy inf () = sup @ = o0). Czy 7, 0 sa momentami zatrzymania?

3. Zmienne 7, o sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,)n=0,1,2,.... Czy zmienne
2, 74+ 1, 74+0,7—1, 7 A(20) sa momentami zatrzymania?

4. Dany jest ciag (§,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie P(, =
1) =P, =1)=1/2. Niech Xg =01 X,, =& + &+ ...+ &, dlan > 1. Niech (F,) bedzie
naturalna filtracja generowana przez ciag (Xp).

a) Udowodnié,ze (X,,) oraz (X2 — n) sa martyngatami.

b) Wyznaczy¢ taka warto$¢ parametru a, by ciag (a” cos X,,) byl martyngalem.

c¢) Udowodnié¢, ze dla A > 0, ciag (exp(AX,, — A%n/2)) jest nadmartyngatem.

5. Zalézmy, ze (X,)02, jest ciagiem niezaleznych zmiennych loswych o tym samym rozkla-
dzie o Sredniej 0. Niech Zy =0, Z, = Xo X1 + X1 Xo+ ...+ X,,_1X,, dlan > 1. Udowodnié, ze
ciag (Z,) jest martyngalem.

6. Dany jest ciag (X,,) adaptowany do filtracji (F,,). Udowodnié, ze ciag (X,,) jest martyn-
galem wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego ograniczonego momentu zatrzymania 7 zachodzi
réwnosé EX, = EXj.

7. Dany jest martyngatl (X,,, 7y, )n=0,1,2,... oraz moment zatrzymania 7. Udowodni¢, ze (Xrapn, Fn)
tez jest martyngatem.
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8. Egzaminator przygotowal m zestawéw pytan. Studenci kolejno losujg kartki z pytania-
mi, przy czym zestaw raz wyciggniety nie wraca do ponownego losowania. tudent nauczyl sie
odpowiedzi na k zestawéw (k < m). Obserwujac przebieg egzaminu chce przystapié¢ do niego w
takim momencie, zeby zmaksymalizowaé¢ szanse zdania. Czy istnieje strategia optymalna?

9. Gramy w orla i reszke symetryczna moneta. Przed n-ta gra, opierajac sie ewentualnie na
wynikach poprzednich gier, sami ustalamy stawke w n-tej grze: wybieramy V,, 1 < V,, < a, i
jesli wypadnie orzel dostajemy V,, zl, jesli reszka - placimy V,, zl. Niech (S,) oznacza laczna
wygrana po n grach. Udowodnié, ze (S,), jest martyngalem (wzgledem naturalnej filtracji).

10. Mamy 10 zt w monetach 1 zl, a potrzebujemy pilnie 20 zt. Jedynym sposobem zdobycia
tych pieniedzy jest gra w 3 karty z szulerem (ktéry wygrywa z prawdopodobienstwem 2/3).
Szuler gotéow jest gra¢ z nami wiele razy o dowolne stawki, jakie jesteSmy w stanie zalozy¢
(przyjmijmy dla uproszczenia, ze stawka nie przekracza 10 zl). Udowodnié, ze niezaleznie od
wyboru strategii nasze szanse na uzyskanie brakujacych 10 zl nie przekraczaja 1/3.

11. (Tozsamosé Walda). Dany jest ciag (X,,) catkowalnych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie, adaptowany do filtracji (Fp,)n=12,..., taki, ze zmienna X, jest niezalezna od F,.
Udowodnié, ze dla dowolnego momentu zatrzymania 7 takiego, ze ET < 0o, zachodzi wzoér

E(X1+X2+...+X7—):EX1-ET.

12. Zalézmy, ze X1, X, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej 0, spelniajacymi
warunek > >°, VarX,, < co. Udowodni¢, ze szereg > - ; X,, jest zbiezny p.n.

W zadaniach 13 - 17 ponizej rozpatrujemy cigg X1, Xa, ... niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladzie P(X, =1)=p=1—-P(X,, = —1), i oznaczamy Sop =0, S, = X1 + Xo+ ... + X,
dlan>1. Dlaa,b€eZ,a,b>0, niech T, =inf{n : S, = a} oraz 7, = inf{n : S, € {—a,b}}.

13. Zalézmy, ze p = 1/2 i niech 7 = 7,. Korzystajac z teorii martyngatéw obliczy¢
P(S; = —a), P(S; = b) oraz Er.

14. Rozwiaza¢ zadanie 13 przy zalozeniu 1/2 < p < 1.
15. Udowodnié, ze Et, = cc.

16. Zal6zmy, ze p = 1/2 oraz 7 jest catkowalnym momentem zatrzymania. Udowodnié, ze
ES; = 0 oraz ES2 = Er.

17. Zbada¢ zbieznosé p.n. oraz w LP nadmartyngaltu (exp(S, —n/2))5%, (por. zadanie 4 c)).

18. Zmienne X, Xo, ..., sa niezalezne i maja ten sam rozktad skoncentrowany na liczbach
nieujemnych, rézny od &1y, o $redniej 1. Udowodnié, ze ciag (X1Xz...X,) jest zbiezny p.n.,
ale nie jest zbiezny w L!.

19. W pojemniku znajduje sie pewna liczba czastek, z ktorych kazda w chwili n z réwnym
prawdopodobienstwem albo dzieli si¢ na dwie, albo ginie. W chwili 0 liczba czastek wynosi 1.
Udowodnié, ze z prawdopodobiefistwem 1 po pewnym czasie wszystkie czastki zginag, tzn. w
pojemniku nie bedzie ani jednej czastki.



6. Lancuchy Markowa

6.1. Podstawowe definicje

Zajmiemy sie¢ teraz kolejna wazna klasa proceséw stochastycznych: tancuchami Markowa.
Niech E bedzie ,przestrzenia stanéw”: skonczonym lub przeliczalnym zbiorem. Jego elemen-
ty bedziemy oznaczaé literami j, k, ... badz 1, 2, .. ..

Definicja 6.1. Macierz P = [p;j(; j)eExp Dazywamy macierza stochastyczna, jesli p;; € [0,1]
dla wszystkich i, j € E oraz }_;cppij = 1 dla kazdego i € E.

Definicja 6.2. Zalézmy, ze (£, F,P) jest przestrzenia probabilistyczna, E, P sa j.w., ustalone.
Jednorodnym tancuchem Markowa o wartoSciach w E i macierzy przejécia P nazywamy ciag
(Xn)n=0,12,... zmiennych losowych takich, ze
P(XnJrl = an+1|Xn = Qn, Xp-1=0p-1,...,X0 = aO)
=P(Xnt1 = any1|Xn = ap) = Paynan1

dla wszystkich ag, a1, ..., apy1 takich, ze zdarzenie warunkujace ma dodatnie prawdopodobien-
stwo. Réwnowaznie,

P(Xpi1 = jlXo, X1,..., Xpn) = P(Xny1 = j|X0) = px,.5-
Liczba p;; jest prawdopodobiefistwem przejscia ze stanu ¢ do stanu j w jednym kroku.

Przyktady:
1) Zatézmy, ze Xo, X1, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie,
przyjmujacymi wartosci w zbiorze E, przy czym P(X,, = j) = p; dla j € E. Wowczas

P(Xyt1 = ant1|Xn = an, ..., Xo = ap) = P(Xp41 = any1) = pj
=P(Xnt1 = an41|Xn = an),

a zatem (X, )n jest tancuchem Markowa; mamy

p1 P2
p—| Pt P2
p1 P2
2) (Bladzenie losowe) Zalézmy, ze &1, &2, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkla-

dzie P(§, =1)=p, P(§, =—-1)=q¢=1—p. Niech X =0, X, =& + &+ ...+ &, dlan > 1.
Mamy
P(Xn—H = an—f—l’Xna Xn—la cee 7XO) - P(Xn + gn-l—l = an+1|§07 517 o 7671)
p jesli X, = apy — 1,
=4qq jesli X, = ant1 +1,
0 w pozostatych przypadkach
= P(Xn-i-l = an+1|Xn)~

Wyktad z Rachunku Prawdopodobienstwa I1 (©) Osekowski, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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3) (Bladzenie z pochlanianiem na brzegu). Zalézmy, ze a, b € Zy, (X,) jak poprzednio,
przy czym po dojéciu do —a badz b proces zatrzymuje si¢. Otrzymany ciag zmiennych losowych
takze jest lancuchem Markowa. Mamy F = {—a,—a+1,...,b—1,b} i

1 0 0 0 00
qg 0 p O 0 0
0 q 0 p 00
P=| 0 0 ¢qg O 00
0 0 0 O 0 p
| 0 000 0 1|

4) (Bladzenie z odbiciem od brzegu). Niech a, b € Z,, (X,) jak poprzednio, przy czym
po dojsciu do —a przechodzimy do —a + 1, po dojsciu do b przechodzimy do b — 1. Wowczas
otrzymany proces jest lancuchem Markowa o macierzy przejscia jak poprzednio, tyle ze pierwszy
wiersz to [0,1,0,0,...,0], a ostatni - [0,0,...,0,1,0].

5) (Model dyfuzji czastek). Danych jest n czastek w dwéch pojemnikach: I'i II. Co jednostke
czasu losowo wybrana czastka przemieszcza sie z jednego pojemnika do drugiego.

Niech X, oznacza liczbe czastek w pojemniku I w chwili n. Przestrzen stanéw to E =
{0,1,2,...,n} oraz

pi,i+1=n_zd1ai<n—1, pi’i_lzldlai>l.
n n
Pozostate p;; sg réwne 0:

[0 1 0 0 0 T

1/n 0 1-1/n 0 0

p_ 0 2/n 0 0 0

B 0 0 3/n 0 0

...0 0 0 0 1/n
. 0 0 0 1 0 |

Stwierdzenie 6.1. Zaldimy, ze (X,,) jest laricuchem Markowa z macierzq przejscia P = [p;;].
Wowczas dla kazdej ograniczonej funkcji f : E — R i dowolnego n,

(%) E(f(Xn+1)X0, X1, ., Xn) = E(f(Xn41) | Xa) = D F(7)Px05-
jEE

Dowod:. Mamy

E(f(Xnt1)| X0, X1, Xn) = D E(f(Xns1)lx, 0021 X0, X1, X
JEE
= Z FOP(Xnt1 = j| Xo, X1,..., Xp)
JEE

= > f()px.j-

JEE

Stad réwnoséé skrajnych stron w (*). Aby otrzymaé prawa réwnosé, wystarczy powtérzyé po-
wyzsze rozumowanie z warunkowaniem tylko po zmiennej X,,. O
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Twierdzenie 6.1. Zaloimy, ze (X,), E, P - jok wyzej. Wowczas dla wszystkich n =
0,1,2,...k=1,2,...,j€E,

P(Xpk = 41X0, X1, -+ -, Xn) = P(Xnps = 41 X0) = 0%,

gdzie [pgf)]L%E = P*. Macierz te mozemy interpretowa jako macierz przejscia w k
krokach.

Dowdd:. Stosujemy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 1 dostajemy definicje tancucha Markowa.
Przypusémy, ze teza zachodzi dla pewnego k£ > 1. Mamy

P(Xntkt1 = jl1Xo, X1, ..., Xn) = E(1gy (Xnsrt1)[Xo, X1, .., Xp)
— EE( ) (Xneri)| X0, X1, Xoi1) [ Xo, X1, X)

ind. ) Z k ] k+1
Zzlnd E(an+1J|X0, X17 . 7XTL) SEW ; Ep’sj )an7fZ:1nd pA(Xn] ) D
1€

Whniosek 6.1 (Réwnanie Chapmana-Kolmogorowa). Dla wszystkich k, n > 1 orazi,j € E,

k
pz]+n Z pzlpl]

S
Dowdd:. Wynika to natychmiast z réwnoéci Pk+7) = pkpn, O
Stwierdzenie 6.2. Przy zalozeniach jak wyzej, dla dowolnego n > 0 oraz ig, i1, ..., in € F,

P(Xo =0, X1 =41,..., Xp = in) = P(X0 = 10)Digi, Piris - - - Piny_1in-
Dowod:. Mamy

E(Lgio)(Xo) gy (X1) - o 14y (Xn)) = E[E(. . . | Xo, X1, ..+, Xn—1)]
= E[1 g (Xo) Ly (1) - Ly (Xoe1) B(X = | X0, X1, 2 X))

PX, _1in=Pip_1in

itd. g

Definicja 6.3. Rozklad zmiennej Xy nazywamy rozktadem poczatkowym. Jest on jednoznacz-
nie wyznaczony przez ciag (m;)icp liczb nieujemnych o sumie 1.

Podane nizej twierdzenie mowi, iz kazda macierz stochastyczna i rozklad poczatkowy pro-
wadza do pewnego tancucha Markowa. Twierdzenie to pozostawimy bez dowodu.

Twierdzenie 6.2. Niech E bedzie zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Wowczas dla
kazdej macierzy stochatycznej P oraz miary probabilistycznej m na E istnieje prze-
strzen probabilistyczna © okreslony na niej tancuch Markowa o macierzy przejscia P 1
rozkladzie poczgtkowym .
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6.2. Klasyfikacja stanéow
(n)

Moéwimy, ze stan j jest osiggalny ze stanu ¢, jesli p;;” > 0 dla pewnego n > 1. Méwimy,
ze stany ¢ oraz j sie komunikuja, jesli j jest osiagalny z ¢ oraz ¢ jest osiagalny z j. Stan ¢ jest
nieistotny, jesli istnieje taki stan j, ze j jest osiagalny z ¢ oraz ¢ nie jest osiagalny z j. Jak
tatwo sprawdzié¢, korzystajac z réwnania Chapmana-Kolmogorowa, relacja ,osiagalnosci” jest
przechodnia: istotnie, jesli j jest osiagalny z ¢ oraz k jest osiagalny z 7, to dla pewnych m, n > 1,

pgn) >0 ip;-‘k > 0, a zatem

+ m) (n)
leE

Aby zilustrowaé¢ powyzsze definicje, odnotujmy, iz dla bladzenia losowego po liczbach catkowi-
tych (przyktad 2 powyzej), wszystkie stany wzajemnie sie komunikuja. Natomiast w przypadku
pochlaniania na brzegu (przyklad 3), stany —a + 1, —a + 2,...,b — 1 sa nieistotne.

Zbior standéw S nazywamy zamknietym, jesli dla dowolnego i € S oraz j ¢ S, stan j nie jest
osiagalny ze stanu 4 (innymi stowy, startujac ze stanu wewnatrz C, z prawdopodobienstwem 1
nie wychodzimy nigdy z tego zbioru). Jesli stan k ma te wlasnosé, ze zbiér {k} jest zamkniety
(tzn. mamy p,(;,? = 1 dla wszystkich n), to stan ten nazywamy pochlaniajacym. tancuch Mar-
kowa nazywamy nieprzywiedlnym, jesli wszystkie stany komunikuja sie ze soba. Przyktadowo,
lancuch Markowa pojawiajacy sie w modelu dyfuzji czastek (przyktad 5) jest nieprzywiedlny.

Uwaga: Zalézmy, ze C jest zamknietym zbiorem standéw tancucha Markowa o macierzy
przejécia P = [pij] jyepx - Wowezas mozemy rozpatrzy¢ tancuch Markowa ,zawezony” do C:
jako nowa przestrzen stanéw bierzemy zbiér C', a macierz przejécia zadana jest przez [pij] i jyincxc
(wykreslamy z macierzy P wiersze i kolumny odpowieadajace stanom nienalezacym do C).
Przykladowo, zalézmy, ze macierz przejscia tancucha na E = {1,2,3,4} wynosi

1/2 1/2 0 0
1/4 3/4 0 0
0 1/3 1/2 1/6
1/5 1/5 2/5 1/5

Jak latwo zauwazy¢, zbiér C' = {1,2} jest zamkniety i indukuje tancuch Markowa o warto-

Sciach w tym zbiorze i macierzy przejsScia 1/2 1/2
nY Y 1/4 3/4 |
Niech

Fy = B(|J {X0 = 3} X0 = k)

n=1

bedzie prawdopodobienstwem tego, ze startujac z k tancuch dojdzie kiedy$ do stanu j. Mamy

[e.e]
Fij =3 frj(n)
n=1
gdzie
fkj :P(Xl #j?XQ #j?"'aanl 7éijn :]’XO = k)
jest prawdopodobienstwem ze startujac z k tancuch dochodzi do j po raz pierwszy w chwili n.

Definicja 6.4. Stan j nazywamy powracajacym, jesli Fj; = 1. Stan j nazywamy chwilowym
(tranzytywnym), jesli Fj; < 1.
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Niech Nj = 3707 1¢x,—j bedzie zmienng losowa zliczajaca ile razy proces (X,) byl w stanie
j (nie biorac pod uwage zmiennej Xp). Mamy nastepujacy fakt.
Stwierdzenie 6.3. (i) Stan j jest powracajacy wtedy i tylko wtedy, gdy P(N; = oo|Xo = j) = 1.
(it) Stan j jest chwilowy wtedy i tylko wtedy, gdy P(N; < ool X = j) = 1.

Dowdéd:. Niech Ay = {proces (X,,) byl w stanie j co najmniej k razy}. Oczywiscie Agy1 C Ay,
a zatem z twierdzenia o ciaglosci

Jim P(Ax|Xo = i) ﬂ Ag|Xo = i) = P(N; = 00| X = 9).
k=1
Wykazemy, ze
(*) ]P)(Ak’XO = ’L) = Fz'ijkj_l.

Woéwezas dostaniemy (stosujac te réwnosé dla i = j), iz P(N; = oo|Xg = j) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy Fj; = 1 (to teza (i)) oraz P(N; = 00| Xy = j) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy F}j; <1
(co jest réwnowazne tezie (ii)).

Pozostaje wiec udowodnié (*). Intuicyjnie ten wynik jest jasny: jesli mamy k razy odwiedzié
stan j (przy zalozeniu, ze startujemy z i), to musimy doj$¢ z ¢ do j, a potem k — 1 razy powrdcié
do j po pewnych liczbach krokéw. Formalnie, ustalmy n1 < no < ... < ng. Mamy

P(X,, =jdlal=12,....k X, # j dlan#n;, n<ngXo=1)
:P(Xl #jaX27éja---aXm—1 ?éjaan :j|X0:i)X

k
X H [P(an,1+l ;é ja XTLZ,1+2 7& ja s ,an,1 # j7 an = j|an,1 = j)}

= fij(n1) ﬁ fij(ng —ng—1).

=2

Podstawmy my = ny, mg = ni — ne_1. Mamy, dla i # j,

P(Ax| Xo =) = Z fij(ma) fi;(m2) ... fj5(mg)

mi,...,mg 21

9] k 9]
= ( > fij(ml)) II (Z fjj(mﬁ) = FyFi .

m1:1 mlzl

O]

Uwaga: W szczegélnoéci, P(N; = oo|Xo = 7) = 0 jedli j jest stanem chwilowym. Zatem w
przypadku stanu chwilowego, proces odwiedza go skonczenie wiele razy niezaleznie od punktu
startowego.

Podane nizej twierdzenie charakteryzuje stany chwilowe i powracajace w terminach macie-
rzy przejécia. Wprowadzmy, dla kazdego j € E, liczbe Pj = Y02 p§?). Na mocy twierdzenia

Fubiniego (dla funkcji nieujemnych),

o

Z (13 (Xn)|Xo = §) = E(N;|Xo = ),

czyli P; jest Srednim czasem przebywania lancucha w stanie j (przy zalozeniu startowania z
tego stanu), nie liczac zmiennej Xj.
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Twierdzenie 6.3. (i) Stan j jest chwilowy wtedy i tylko wtedy, gdy P; < co.
(ii) Stan j jest powracajgcy wtedy i tylko wtedy, gdy P; = oo

Dowdd:. Zauwazmy, iz na mocy wzoru na prawdopodobienstwo catkowite,

p]] Z f] k m)pg] )7

gdzie przyjmujemy pg-?-) = 1. Zatem, na mocy twierdzenia Fubiniego (dla funkcji nieujemnych),

n k—1

Zpg =>_ > fijlk—m) pJT)
k=1 k=1m=0
n—1 n

= Fji+F; Y. pys

m=1
czyli, rownowaznie,
~(m)
m
(A) (1—-Fj) > pj;
m=1

Jesli stan j jest chwilowy, to (A) daje, iz

< 00.

I w druga strone: jesli P; < oo, czyli E(N;|Xo = j) < 00, to P(N; = 00| X = j) = 0 i na mocy
poprzedniego twierdzenia j jest stanem chwilowym. To dowodzi (i). Czesé (ii) jest konsekwencja
tego, ze kazdy stan jest albo chwilowy, albo powracajacy oraz tego, ze P; jest albo skoficzone,
albo nie. O

Przyktad: Zbadamy bladzenie losowe po liczbach catkowitych. Mamy

na mocy wzoru Stirlinga. Ponadto, p(2n+1) = 0. Stad
S ()
> Pog < o0
n=1

wtedy i tylko wtedy,gdy p # 1/2. Zatem 0 jest stanem powracajacym wtedy i tylko wtedy, gdy

p=1/2.
W przypadku gdy wszystkie stany komunikuja sie wzajemnie, stany musza by¢ tego samego

typu.
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Twierdzenie 6.4. Zalozimy, ze tancuch Markowa jest nieprzywiediny. Wowczas jesli
jeden stan jest chwilowy, to wszystkie sq chwilowe; jesli jeden stan jest powracajgcy,
to wszystkie sq powracajgce.

Mozemy wiec méwié¢ o tancuchach okreslonego typu: chwilowych i powracajacych.
(r)

Dowdd. Wezmy dwa stany i, j. Istnieja liczby calowite dodatnie r, s takie, ze o = p;;” > 0,

ﬁ:pﬁ) > 0. Dla n > 1 mamy

(rts+n) (r), (), (s)
J 7

Dy 2 D;; P P = afp;;i(n)

i podobnie pj;(r +s+n) > aﬂpg?). Zatem dla n > r + s,

i (r+s+n)

o > p(n) > aﬂpgn—r—s)
af

Ji i 7
czyli asymptotyczne zachowanie ciagoéw (pgf))n oraz (p(-?-))n jest takie samo; w szczegdlnosci,

me1P;; . = oo wtedy i tylko wtedy, gdy > ;21 pj? = 00. O

Na zakonczenie - nastepujacy fakt dotyczacy struktury stanéw tancucha Markowa ze wzgledu
na stany chwilowe i powracajace (bez dowodu).

Stwierdzenie 6.4. Przestrzen stanow E lancucha Markowa mozZemy jednoznacznie przedstawic
w postact
E=CUuDiUDyU...,

gdzie C jest zbiorem standw chwilowych, a D;, i > 1 sq nieprzywiedlnymi zamknietymi zbiorams
stanow powracajgcych.

Przy danym rozbiciu przestrzeni E jak w powyzszym stwierdzeniu, z prawdopodobienstwem
1 tancuch Markowa zachowuje sie nastepujaco. Jesli startuje on w zbiorze D;, ¢ > 1, to nigdy
go nie opuszcza i odwiedza wszystkie elementy tego zbioru; jesli startuje on w zbiorze C, to
albo pozostaje tam na zawsze (co moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy C' ma nieskonczenie wiele
elementéw), albo po skonczonej liczbie krokéw trafia do jednego ze zbioréw Dj, i pozostaje tam
na zawsze.

6.3. Rozklady stacjonarne i twierdzenie ergodyczne

Definicja 6.5. Zalézmy, ze P jest macierzg stochastyczna. Rozktad 7 na E nazywamy stacjo-
narnym (niezmienniczym), jesli 7P = 7 (tzn. dla wszystkich j € E, > ,cp mipij = 7).

Rozklad stacjonarny ma nastepujace wlasnosci. Po pierwsze zauwazmy, ze jesli m jest roz-
ktadem stacjonarnym, to dla kazdego n > 1, 7P™ = m (oczywista indukcja). Innymi stowy, jesli
(X,,) jest tancuchem Markowa o macierzy przejscia P i rozkladzie poczatkowym 7, to dlan > 1,
rozktad X, jest rowny w. Mozna nawet powiedzie¢ wiecej: dla wszystkich n > 1 oraz dowolnego
ciagu my; < mg < ... < my (k > 1 réwniez jest dowolne) wektor (X, Xy, ..., Xim, ) ma ten
sam rozktad co (Xp4mis Xntma-- - Xntm, ). Istotnie,

P(Xn+m1 = jla Xn+m2 = j27 cee 7Xn+mk = ]k)
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mi+n, (ma— m1) (mg—mp_1) (ma— m1) (mrp—mp_1)
- Z TiPiji  Pjijo g —1Jk = T Pjy o g1k ’
i€l

co nie zalezy od n.
tancuch o takiej wtasnosci nazywamy stacjonarnym.

Definicja 6.6. Okresem stanu j nazywamy najwiekszg taka liczbe n, ze powrét do stanu j jest

mozliwy tylko po liczbie krokéw podzielnej przez n: o(j) =NWD{n : pg j) > 0}.

Stan nazywamy okresowym jesli o(j) > 1 i nieokresowym, jesli o(j) = 1.
Stwierdzenie 6.5. W nieprzywiedinym tancuchu Markowa wszystkie stany majg ten sam okres.
Wobec tego nastepujaca definicja ma sens.

Definicja 6.7. Nieprzywiedlny tancuch Markowa (X,,) nazywamy okresowym, jesli wszystkie
jego stany maja okres wigkszy niz 1. W przeciwnym razie tancuch nazywamy nieokresowym.

Lemat 6.1. lancuch jest nieprzywiediny i nieokresowy wtedy @ tylko wtedy, gdy jest spetniony
warunek

(0) Vi jeEIngVnznopl)) > 0.
Dowdd:. Oczywiscie wystarczy tylko udowodni¢ implikacje =-. Ustalmy 4, j € E oraz liczbe m
taka, ze pz(»;ﬂ) > 0. Z definicji nieokresowoéci, istnieja liczby wzglednie pierwsze ni, no, ..., ng
takie, ze pg-;-”) >0,1=1,2,..., k. Jesli n jest dostatecznie duze, to
n =aini + asno + ... + apng, dla pewnych a; € Z,
1 mamy
p]] 2 Hpjaml) H pg‘?l))al > 0.
l
Zatem
+

" = pp) >0

o ile m + n jest dostatecznie duze. O

Twierdzenie 6.5. Zaldzimy, Ze warunek (O) jest spelniony i istnieje rozklad stacjo-
narny w. Wowczas kazdy stan jest powracalny, rozkltad stacjonarny jest jednoznaczny
oraz dla wszystkich i, j € E,

lim p( ") — ).

n—oo

(n)

Uwaga: Jak widaé, przy zalozeniach twierdzenia, p;;  »przestaje zaleze¢ od i” o ile n jest
duze. Innymi stowy, po duzej liczbie krokéw tancuch ,zapomina”, z jakiego stanu wystartowat.

Dowdd:. Dowdd przeprowadzimy w pieciu krokach.
1. Wszystkie stany sa albo powracalne, albo chwilowe. Zal6zmy, ze ma miejsce ta druga moz-

(n)
liwos¢. Liczba Y02 p, ; Jest srednim czasem przebywania w stanie j przy zalozeniu startowania
ze stanu ¢. Na mocy wlasnoéci Markowa, mamy zatem

o0
Zpg?) = F,;P; < o0,
k=1
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a zatem pg;l)

— 0 gdy n — oco. Z drugiej strony, dla kazdego j € F,

Z e ngl) =Ty
1€ER
i lewa strona dazy do 0 na mocy tw. Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejsciu do granicy. Stad
7 = 0 1 sprzecznodé.
2. Rozwazmy nows przestrzen stanéw E x E oraz macierz przejécia P®? na tej przestrzeni,
o wyrazach p(; jyk,;) = PikPj (oczywiscie jest to macierz stochastyczna). Niech 792 = (m; -
Fj)(i’j)eEXE bedzie rozktadem na E x E: jest to rozklad stacjonarny dla P®2. Niech (X!, X/)
bedzie tanicuchem Markowa z ta macierza przejscia: (X)) oraz (X)) to dwa niezalezne lancuchy
Markowa o macierzach przejicia P, startujace ze stanéw i, j, odpowiednio. Poniewaz bedziemy
zmieniaé te punkty startowe, wygodnie nam bedzie pracowaé¢ na miarach probabilistycznych
P;; = P(-| Xy = 4, Xy = j). Jak latwo sprawdzi¢, warunek (O) jest spelniony; zatem na mocy
kroku 1., z kazdego stanu (7, j) mozna dojs$é do kazdego innego; w szczegélnosci do stanu (k, k).
Zatem dla wszystkich i, j € E, P;;(X], = X, dla pewnego n) = 1.
3. Niech 7 = inf{n : X/ = X]'}. Definiujemy
R {(XIZ,X;L’) dlan < 7,
(X, X)) dlan>r

7 powyzszej dyskusji wynika, ze dla wszystkich ¢, j € E,
Tim Py;(Y, # V) = 0.
Sprawdzimy teraz, ze (Y,,), (Y,/) sa taiicuchami Markowa (wzgledem miary probabilistycznej P;;)
z macierza przejscia P. Ograniczymy sie tylko do procesu (Y,”);w przypadku (Y,)) przeksztalcenia
sg analogiczne.
P (Y, = k| X, X!, s ):]P’(nﬂ—kr<n]X'X” <n
+ P (Y =k, 7> n|X,, X s <n)
:IP( n+1_k’X/ X” < )1{T<n}
+ ]P)U (X’:L/—f—l - k|X/ X” < n)l{TZn}
= Pi] (X/ +1 - k;| n)1{7'<n}
+Pij( n+1 = k‘XS ;8 < n)l{TQn}
=Dox,kl{r<ny + Px1EL{r2n) = Py
i wystarczy oblozy¢ obie strony warunkowa wartoscia oczekiwana wzgledem ciagu Yy, Y, ..., Y.
4. Pokazemy, ze dla i, j, k € E, [ply —pl})| — 0. Mamy [P(A) ~P(B)| < P(A\ B) +P(B\ 4),
wiec
P’ = b7 = [Py (Y = k) = By (V) = k)|
< BV, £ YY) = 0.
5. Mamy, dla wszystkich k € E, > .cp Wipz(:) = m, skad, na mocy poprzedniej czedci oraz
twierdzenia Lebesgue’a,
m— i) =S mly) —pl)) — o,
i€ER
Jednoznaczno$é¢ rozkladu stacjonarnego jest oczywista: mp jest wyznaczony jako granice

pl(.Z) . O
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Na zakonczenie zaprezentujemy nastepujacy fakt. Dowodzi sie go uzywajac podobnej argu-
mentacji jak w poprzednim twierdzeniu. Szczegoly pozostawiamy czytelnikowi.

Twierdzenie 6.6. Jesli E jest zbiorem skoriczonym i zachodzi warunek (O), to istnieje
rozktad stacjonarny i zachodzi teza poprzedniego twierdzenia.

6.4. Zadania

1. Niech E bedzie pewnym zbiorem przeliczalnym. Dany jest ciag (X, ) niezaleznych zmien-
nych losowych oraz ciag funkcyjny (fy), fn : E X R — E. Definiujemy ciag (Y;,) wzorem

Yoi1 = f(Yn,Xn), n=0,1,2,...,

gdzie Yj jest pewna zmienng losowa o wartosciach w E. Dowie$¢, ze (Y},) jest tancuchem Mar-
kowa.

2. Dany jest tancuch Markowa (X,,) na pewnej przestrzeni E oraz réznowartosciowa funkcja
f: E — E. Wykazaé, ze (f(X,,)) jest tancuchem Markowa. Co jesli f nie jest réznowartosciowa?

3. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie P(X,, =
+1) = % Rozstrzygnaé, ktore z podanych nizej procesow sg tancuchami Markowa:

U():O, Un:Xl—l-XQ—l-...—l—Xn,?’L}l,
Wp=XoX1-Xo-... X5, n 20,
Vo= (1)U, n>0,

Yon=Xn Xpny1,n 20,

Xn + Xn+1
2

4. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie P(X,, =
1)=p=1-P(X,,=-1),pe (0,1). Niech S,, = X1 + Xo+ ...+ X,,, n =1,2,.... Udowodnié,
ze ciagi

I = ,n = 0.

Y, = |Sn|7 Zp = Il?gaé(sk - Sn

sg tancuchami Markowa.

5. Rzucamy kostka tak dlugo, az pojawi sie ciagg 16 lub 66. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze cigg 16 pojawi sie wczesniej?

6. Rzucamy symetryczng moneta az do momentu, gdy wyrzucimy serie 4 ortéw. Obliczyé
wartos¢ oczekiwana liczby przeprowadzonych rzutéw.

7. Macierz przejécia tancucha Markowa (X)), na przestrzeni E = {1,2,3,4} dana jest
nastepujaco:

=

Il
O Wik~ O
W= O O
O Wik~ O

wWiro O NN
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a) Jakie jest prawdopodobienstwo dojécia w dwoch krokach ze stanu 1 do stanu 27

b) Zakladajac, ze X9 = 1 p.n. obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze X,, bedzie w stanie 2
przed stanem 4.

c) Zakladajac, ze Xo = 3 p.n. obliczy¢ warto$¢ oczekiwana czasu dojécia do stanu 2.

d) Wyznaczy¢ rozklad stacjonarny. Czy tancuch jest okresowy? Czy jest nieprzywiedlny?

8. Po wierzchotkach pieciokata ABCDE porusza si¢ pionek. W chwili poczatkowej znajduje
sie w punkcie A, a w kazdym kolejnym ruchu przesuwa sie w sposéb niezalezny od poprzednich
ruchéw z prawdopodobienstwem 1/2 do jednego z sasiednich wierzchotkéw. Obliczy¢

a) prawdopodobienstwo, ze pionek powrdci do punktu A przed dotarciem do punktu C,

b) warto$é¢ oczekiwana liczby ruchéw, jakie wykona pionek przed powrotem do punktu A.

9. Naukowiec majacy r parasoli wedruje miedzy domem a biurem, zabierajac ze soba parasol
(jesli jest on pod reka) wtedy, gdy pada (prawdopodobiefistwo p), lecz nie przy bezdeszczowej
pogodzie (prawdopodobienstwo ¢ = 1 — p). Niech stanem tancucha Markowa bedzie liczba
parasoli znajdujacych sie¢ pod reka, bez wzgledu na to, czy naukowiec jest w domu, czy w miej-
scu pracy. Skonstruowaé¢ macierz przejscia i znalezé rozklad stacjonarny. Znalezé przyblizone
prawdopodobienistwo zmokniecia naukowca w danym (odlegtym) dniu, a nastepnie wykazaé, ze
5 parasoli jest w stanie ochroni¢ go w 95% przed zmoknieciem (dla dowolnego p).

10. Proces (X,,) jest tancuchem Markowa.
(i) Czy dla dowolnego n > 0, liczb 0 < ig < i1 < ... < i = n oraz standw ag, a1, ..., Ggi1
mamy

]P)(X’n-‘rl - ak—l—l‘Xik - aanik,l = Qk—1,--- 7Xi() - GO)
=P(Xnt1 = ap41]| X, = ag)?

(ii) Czy dla dowolnego n > 0, liczb 0 < ip < i1 < ... < i, = n oraz zbioréw Ay, Ay, ...,
A1 mamy

]P)(Xn_H (S Ak—f—l‘Xik S AkyXik,l S Ak—lv ... 7Xio S Ao)
= P(Xn_H S Ak+1|Xik S Ak)?

11. Dany jest tancuch Markowa (X)) o macierzy przejécia P, ktérej kazdy wiersz jest taki
sam. Udowodnié, ze zmienne X, X1, ... sa niezalezne.

12. Dany jest tancuch Markowa (X),,) startujacy ze stanu i. Niech 7 = inf{n > 1 : X,, # i}.
Udowodnié, ze 7 ma rozklad geometryczny.

13. Rozwazamy bladzenie losowe po Z?: stan (i, j) € Z* komunikuje si¢ w jednym kroku z
kazdym ze stanéw (i = 1,j), (i,j £ 1) z prawdopodobienstwem 1/4. Udowodnié, ze wszystkie
stany sa powracalne. Udowodni¢, ze nie istnieje rozklad stacjonarny.

14. Niech « bedzie ustalona liczba dodatnia. Dany jest tancuch Markowa na E = {1, 2, ...}
startujacy z 1, o nastepujacych prawdopodobienstwach przejscia: stan k € E prowadzi w jednym
kroku do 1 z prawdopodobienstwem (k+1)~¢ oraz do k+1 z prawdopodobienstwem 1—(k+1)~.
Czy tancuch jest okresowy? Czy jest nieprzywiedlny? Dla jakich « tancuch jest powracalny? Dla
jakich « istnieje rozklad stacjonarny?

15. Dany jest spéjny graf (W, K) o skonczonej liczbie wierzchotkéw oraz tancuch Markowa
o wartosciach w V taki, ze z kazdego wierzchotka € V mozna w jednym kroku dojsé¢ do
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jednego z wierzcholtkéw sasiadujacych z x. Niech n(z) oznacza liczbe sasiadéw z. Udowodnié,
ze mp = n(z)/(2|K]) jest rozkladem stacjonarnym.

16. W modelu dyfuzji (przyktad 5) powyzej) z n = 20, zalézmy, ze w chwili 0 nie ma zadnej
czastki w pojemniku I. Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze w chwili 10000 nie
bedzie zadnej czastki w I pojemniku.



Literatura

Wyktad z Rachunku Prawdopodobienstwa I1 (©) Osekowski, Uniwersytet Warszawski, 2011.



	Zbieżność według rozkładu -- zbieżność miar probabilistycznych w przestrzeniach metrycznych
	Zadania

	Funkcje charakterystyczne rozkładów prawdopodobieństwa w Rd
	Zmienne losowe o wartościach zespolonych.
	Funkcje charakterystyczne
	Przykłady.
	Zadania

	Centralne Twierdzenie Graniczne
	Zadania

	Warunkowa wartość oczekiwana
	Zadania

	Martyngały z czasem dyskretnym
	Zadania

	Łańcuchy Markowa
	Podstawowe definicje
	Klasyfikacja stanów
	Rozkłady stacjonarne i twierdzenie ergodyczne
	Zadania

	Literatura

