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Wprowadzenie

Jako$ciowa Teoria Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych (JTRRZ) zajmuje dosy¢ szczegdlne
miejsce zarowno w Matematyce Stosowanej jak 1 w Matematyce Teoretycznej. Z jednej strony
jest to kontynuacja standardowego wyktadu z Réwnan Roézniczkowych Zwyczajnych (RRZ).
Z drugiej strony stanowi ona wprowadzenie do teorii Ukladéw Dynamicznych (UD), jednej z
gtéwnych dyscyplin matematycznych ostatnich dziesiecioleci. Ponadto okazuje sie bardzo przy-
datna absolwentom, gdy w pracy zawodowej spotykaja si¢ z réwnaniami rézniczkowymi, ktére
sg zwykle mocno skomplikowane i nie nie daja sie rozwiaza¢ standardowymi metodami. O ile sie
zbytnio nie przechwalam, to pierwszy wyklad z JTRRZ na Wydziale MIM zostal wygloszony
przeze mnie w drugiej potowie lat 80-tych zesztego wieku; jak wida¢, pomyst okazal si¢ udany.

Gléwna idea jakosciowej analizy réwnan rézniczkowych polega na tym, aby bez rozwiazy-
wania samych réwnan, moc co$ powiedzie¢ o zachowaniu si¢ rozwiazan.

Dlatego na pierwsze miejsce wysuwaja sie takie wlasnosci pewnych rozwiazan jak stabilnosé.
Jest to stabilno$é wzgledem zmian warunkow poczatkowych rownania. Zauwazmy, ze nawet przy
podejsciu numerycznym do réwnan rézniczkowych wszystkie wyliczenia sg obarczone pewnym
nieuniknionym btedem. Zatem dobrze jest, gdy asymptotyczne zachownie sie rozwiazan jest
niewrazliwe na zaburzenia stanu poczatkowego. Na tym z grubsza koncentruje sie pierwsza
czed¢ skryptu.

Innym istotnym pojeciem tej teorii jest strukturalna stabilnosé. Jest to stabilno$¢ catego
uktadu, tj. portretu fazowego, wzgledem zaburzen parametréw, ktére zwykle wystepuja (i to
w duzych ilosciach) po prawej stronie réwnan. W przypadku braku strukturalnej stabilnosci
mamy do czynienia z bifurkacjami. Metody jakoSciowej teorii pozwalaja na dosy¢ precyzyjne i
Sciste badanie takich bifurkacji. Opisujemy je w trzeciej czesci skryptu.

W przypadku 2—wymiarowych autonomicznych uktadéw portrety fazowe sa koncepcyjnie
dosy¢ proste, sktadaja sie one z punktow osobliwych, ich separatrys i cykli granicznych; do-
chodza jeszcze rozdmuchania osobliwosci i zachowanie na nieskonczonosci. Warto wspomnieé,
ze problem cykli granicznych dla wielomianowych pél wektorowych to do dzi$ nierozwiazany
szesnasty problem Hilberta. Tym tematom jest po$wiecona druga czesé¢ skryptu.

Czwarta czesé jest poswiecona kilku zagadnieniom, w ktorych wystepuje maly parametr (w
réznym kontekscie). W szczegblnosci do tej klasy zagadnien zalicza sie teoria KAM i teoria
drgan relaksacyjnych; omawiamy je dosy¢ pobieznie.

W uktadach wielowymiarowych pojawiaja si¢ nowe zjawiska, z ktérych najwazniejszy jest
chaos. Najbardziej elementarym przykadem ukltadu chaotycznego jest stynna podkowa Smale’a,
definiowana dla pojedynczego przeksztalcenia. W przedostatniej czesdci tego skryptu pokazemy
jak podkowa Smale’a pojawia juz w takich elementarych ukladach jak hu$tawka poruszana
okresowa sita zewnetrzna. Podamy tez inne przyktady chaotycznych zachowan, jak atraktory.

W Dodatku (Rozdzial 6) czytelnik znajdzie zebrane gléwne fakty z kursowego wykladu z
Réwnan Roézniczkowych Zwyczajnych.

Kazdy rozdzial zawiera serie zadan (o r6znym stopniu trudnosci), ktére szanujacy sie student
powinien rozwiazac.

Na koniec wstepu chcialbym podziekowaé profesorowi Zbigniewowi Peradzynskiemu, ktory
starannie przeczytal rekopis i przekazal mi liste uwag i bltedéw.

Jakoéciowa Teoria Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych (¢) Zotadek, Uniwersytet
Warszawski, 2011.



1. Punkty réwnowagi p6l wektorowych

Rozwazmy nieautonomiczny uklad réwnan rézniczkowych (lub pole wektorowe zalezne od
czasu)
T =v(t,x). (1.1)
Tutaj x nalezy do pewnej rozmaitoéci M za$ t (czas) do przedzialu I C R. W tym rozdziale
mozemy zakladaé, ze M jest otwartym podzbiorem R i ze pole v jest klasy C”, r > 2; tak, ze
spelnione sa zalozenia twierdzen z Dodatku.
Przypomnijmy, ze punkt x, taki, ze

v(t,z.) =0

(dla kazdego t) nazywa sie punktem réwnowagi; inne nazwy spotykane w literaturze to:
punkt osobliwy pola i punkt krytyczny pola (gléwnie w przypadku pola autonomiczne-
go). Oczywiscie ¢(t) = x. jest rozwiazaniem tego ukladu. Celem tego rozdzialu jest zbadanie
wlasnosci rozwiazan ukladu (1.1) w otoczeniu pnktu réwnowagi.

1.1. Stabilno$é w sensie Lapunowa i asymptotyczna stabilnosé

Najprostsza i pozadang z punktu widzenia zastosowan wlasnoscig puktu rownowagi jest jego
stabilnos¢. Ponizej podajemy dwie matematycznie $ciste definicje stabilnosci.

Definicja 1.1. Punkt réwnowagi =, réwnania (1.1) jest stabily w sensie Lapunowa,
jesli dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze kazde rozwiazanie © = p(t;xo;to) startujace z
d—otoczenia puktu ., |xg — x| < 0, pozostaje w e—otoczeniu tego punktu, |(¢; xo;te) — .| <
e, dla wszystkich czasow t > tg.

Punkt réwnowagi . jest asymptotycznie stabilny, jesli jest on stabilny w sensie Lapu-
nowa i, dodatkowo, istnieje g > 0 takie, ze kazde rozwiazanie ¢(t;xo;tg) startujace z punktu
xo = @(to; xo; to) eo—Dbliskiego punktowi réwnowagi, |zo — x«| < €o, dazy do z. przy t — oo.

Przyktad 1.2. Dla oscylatora harmonicznego & = —w?z, albo

. . 2
r=y Yy=-wz,

rozwiazania leza w elipsach {(wz)? + y? = &2} (patrz Rysunek 1.1). Stad dla 0 < w < 1 wynika,
ze wybér § = we spetnia warunki definicji stabilnosci w sensie Lapunowa. Poniewaz rozwigzania
nie daza do punktu réwnowagi x = y = 0, nie jest on asymptotycznie stabilny.

Przyktad 1.3. Na Rysunku 1.2 przedstawiono portret fazowy pewnego pola wektorowego,
ktére ma te wlasnoéé, ze kazde rozwiazanie dazy do punktu réwnowagi (czyli jest spelniony
drugi z warunkéw na stabilno$é asymptotyczna). Jednakowoz ten punkt réwnowagi nie jest
stabily w sensie Lapunowa, poniewaz trajektorie starujace z dotu oraz dowolnie blisko punktu
réwnowagi wychodza z czasem z ustalonego otoczenia tego punktu.

Okazuje sie, ze odpowiednie autonomiczne pole wektorowe mozna zadaé konkretnym wzo-
rem. Mianowicie, ma ono postaé

=y, §=—222—4dzy— y(x2 + y2)2 (1.2)

Jako$ciowa Teoria Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych (¢) Zotadek, Uniwersytet
Warszawski, 2011.



6 1. Punkty réwnowagi pol wektorowych
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Rysunek 1.1. Oscylator harmoniczny.

(patrz Zadanie 2.64).

—¢

<«

Rysunek 1.2. Stabilno$¢ Lapunowa ale nie asymptotyczna.



1.1. Stabilno$é w sensie Lapunowa i asymptotyczna stabilnosé 7

Podstawowy wynik o stabilnosci punktéw réwnowagi pochodzi od A. Lapunowa. Dotyczy
ono punktu réwnowagi z = 0 dla kietka! autonomicznego pola wetorowego w (R™,0) postaci

o(w) = Az + O(|af?), (1.3)
gdzie A = %(O) jest macierza linearyzacji pola w punkcie x = 0.

Twierdzenie 1.4 (Lapunow). Jesli macierz A ma wlasnosé, ze cze$ci rzeczywiste wszystkich
jej wartosci wlasnych sqg ujemne,

Re)\j < 0, (1.4)
to punkt rownowagi x = 0 jest asymptotycznie stabilny.

Zanim zaczniemy Scisty dowdd tego twierdzenia wprowadzimy pojecie funkcji Lapunowa,
ktore okazuje sie by¢ uzyteczne dla pokazywania asymptotycznej stabilnosci nawet bez zatozenia
(1.4).

Definicja 1.5. Funkcja Lapunowa dla punktu réwnowagi z = 0 kietka autonomicznego
pola wektorowego v(z) nazywamy funkcje

L:U—R

z otoczenia U punktu x = 0, ktéra spetnia nastepujace dwie wlasnoéci:
(i) L(z) > 0i L(z) = 0 tylko dla x = 0;
(ii) L(z) = (dL(x),v(x)) < 0 dla = # 0.

Stwierdzenie 1.6. Jesli istnieje funkcja Lapunowa (dla punktu réwnowa- gi * = 0 pola
v(z)) to ten punkt jest asymptotycznie stabilny.

Dowdd.  Wtasnoé¢ (i) z  definicji  funkcji  Lapunowa  méwi, ze  zbiory
{L(z) < ¢}, ¢ > 0, sa ograniczone i daza do punktu z = 0 przy ¢ — 0.

Wiasno$é (ii) oznacza, ze jesli x = ¢(t) jest rowiazaniem réwnania & = x(x), to

d oL :

gLoet) =o-(et) @(t) = (VL(z), v(2)) = (dL(z),v(z)) <O.
Wida¢, ze funkcja Lapunowa maleje wzdtuz rozwiazan réwnania rézniczkowego (patrz Rysunek
1.3).

Zatem rozwiazania startujace z brzegu {L(x) = ¢} zbioru {L(z) < ¢} ‘wchodza’ do wnetrza
tego zbioru. Poniewaz te trajektorie pozostaja w zbiorach {L < ¢}, jest spelniony warunek
stabilnodci w sensie Lapunowa. Z drugiej strony, rozwiazania musza dazyé¢ do punktu x = 0
przy t — 00; a to oznacza asymptotyczng stabilnosé. O

Teraz dla dowodu twierdzenia Lapunowa wypada skonstruowaé funkcje Lapunowa. W tym
celu poprawimy nieco macierz A. Po pierwsze, zalozymy, ze jest ona w postaci Jordana. Zatem
mamy klatki

A 100 0 0 aj —B 1 0

0 N 1 0 0 B o 0 1 ...
5 0 0 a; —ﬁj s
0 0 0 >‘j 1 0 0 ﬁj Q;

0 0 0 ... 0 X

! Przez kietek pola wektorowego v(z) (lub funkcji f(z) czy formy rézniczkowej w(z) czy odwzorowania) w
punkcie 2o € R™ rozumiemy pole wektorowe (lub funkcje lub forme rézniczkowa lub odwzorowanie) okreslong na
pewnym otoczeniu U punktu xo. Dwa, kielki, jeden okreélony na otoczeniu U a drugi na U’, sa réwnowazne, jesli
sa zgodne na pewnym otoczeniu V C U NU’. Przyjmuje si¢ oznaczenie f : (R™,x9) — R dla oznaczenia kietka
funkcji w xo; analogoczne oznaczenia sa dla pél wektorowych, form rézniczkowych, odwzorowan, itd.
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L(x)=c

Rysunek 1.3. Funkcja Lapunowa.

odpowiadajace nierzeczywistym (Aq, ..., A.) i zespolonym (\; = A\jp1 = aj +i8;, j =71+ 1,7+
3,...,n— 1) warto$ciom wlasnym.

Okazuje sie, ze jedynki nad diagonala mozna zastapi¢ malymi e—ami. Rzeczywidcie, jesli
mamy klatke Jordana wymiaru k z rzeczywista wartoécia wtasna A, to w standardowej bazie
(ej) mamy

Aey = dey, Aes = degteq,..., Aeg = dep +ep_1.

Zatem dla bazy (f;) takiej, ze

fre=er, fr1=er1/e ..., fr=er/e" 7,

bedziemy mieli Afy = fiiAf; = Afj+efj—1 (j > 1). Analogiczng zamiane stosujemy w przy-
padku, gdy mamy klatke Jordana z zepolonymi warto$ciami wlasnymi (Zadanie 1.27). Mamy
zatem nastepujacy

Lemat 1.7. W odpowiednim liniowym ukladzie wspdlrzednych macierz A przyjmuje postac

A=Ay +eA,

_53'

gdzie Ag jest blokowo-diagonalna z A\j € R i z ( gj o ) na diagonali a maciarz Ay jest
J J

ograniczona, ||A1] < Ch.
Nastepny lemat konczy dowdd Stwierdzenia 1.6.

Lemat 1.8. Niech (x;) bedzie ukladem wspdlrzednych z tezy Lematu 1.7. Wtedy funkcja

L(x) =) o} = (z,2) = |af*

na odpowiednio maltym otoczeniu pnktu x = 0 jest funkcjqg Lapunowa dla tego punktu réwnowagi.
Dowdd. Oczywiscie wystarczy sprawdzié¢ wlasno$é (ii) z Definicji 1.5 funkeji Lapunowa. Ma-
my
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L= (VL,Apz)+¢e(VL,Ajz) + (VL,v — Ax),

gdzie VL = 2z. Pierwszy wyraz po prawej stronie tej réwnosci wynosi (jak tatwo sprawdzic)

,
(VL, Agz) = 22)\]'3;3 —1—2206]‘(1‘? —i—ZL‘?_H), (1.5)

j=1
gdzie w drugiej sumie sumujemy po j =7+ 1,7+ 3,...,n — 1. Nastepnie, z ograniczonosci A;

dostajemy
(VL, Ayz)| < 201 |2

Poniewaz nieliniowe wyrazy pola v(z) — Az sg rzedu O(|z|%), mamy
(VL,v — Az)| < 20y |2 < 2Cse |2]?

dla pewnej stalej Cy i dostatecznie maltego |z|.
Warunek (1.4) z zalozenia twierdzenia Lapunowa oznacza, ze w (1.5) mamy

Aj,a < —A <0

dla pewnego A. Zatem mamy (VL,Aox) < —2A 2> a pozostale dwa czlony w L szacuja sie

przez 2(Cy + Cy)e |z)? . To pokazuje, ze L < 0 dla x # 0 i malego €, co konczy dowéd lematu i
twierdzenia Lapunowa. O

Istnieje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Lapunowa. Jest ono dosy¢ naturalne i przy-
puszczalnie Lapunow mial jego Swiadomos$é, ale w rosyjskiej literaturze (np. w [10]) przypisuje
sie je V. Czetajewowi.

Twierdzenie 1.9 (Czetajew). Jesli macierz A linearyzacji pola wektorowego (1.3) posiada
warto$é wlasng o scisle dodatniej cze$ci rzeczywistej, to punkt rownowagi © = 0 nie jest stabilny
(ani w sensie Lapunowa ani asymptotycznie).

Dowdd. Niech ReAq, ..., Re)g beda Scisle dodatnie a Redgt1, .-,
ReXi1; <0, k + 1 = n. Mozemy zalozy¢, ze

A=A, A

w rozkladzie R” = R¥ @ R, przy czym macierz A; ma wartoéci wlasne A, ..., \; a macierz
Az ma wartoéci wlasne Agi1,...,A\,. Ponadto, mozemy zalozy¢, ze macierze A; i As sa jak
w tezie Lematu 1.7. Przyjmijmy jeszcze, ze x = (x1,22) w powyzszym rozkladzie R™ oraz
2] = |1 + Joal.

Zdefiniujmy stozek V' za pomoca nieréwnosci

|z2| < afzi], x| < B,

gdzie stale a i 8 beda zdefiniowanie w trakcie dalszych etapéw dowodu. Zauwazmy, ze brzeg
OV stozka V sklada si¢ z dwoch czedci: 0V = {|za| = a|z1|} 1 02V = {|z1| = B} . Zdefiniujmy
tez ‘funkcje Czetajewa’, jako

C(x) = [x1].

Okazuje si¢, ze przy odpowiednio dobranych « i § zachodza nast¢pujace wlasnosci:
(a) pole wektorowe wchodzi do V' na czesci 01V brzegu,
(b) C(z) > 0dlaz e V\D0.
Oczywiscie, z nich wynika teza twierdzenia; trajektorie startujace dowolnie blisko z = 0 w V

wychodza z V' przez cze$é 0,V brzegu (patrz Rysunek 1.4).
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Rysunek 1.4. Funkcja Czetajewa.

Aby udowodnié te wlasnosci, skorzystamy z nieréwnosci (ktére sa konsekwencja poczynio-
nych zalozen):

d
Do) > Mler| e ol ool <ol
(dla M = min {Re); : 1 < j < 1}) i malego ¢, przy warunku, ze |z| < § ( dostatecznie male).

Jak zwykle d/dt oznacza pochodna wzdtuz trajektorii z(¢) pola wektorowego.
Warunek (a) oznacza, ze % (|21 — o |22]) |,y > 0. Ale dla |21]| = a |z2| mamy

d
5 il = alaal) > Mar| = (a+ Defal = (M = (@ +1)%¢) [oa] >0,

o ile € jest male. Z drugiej strony dla |z2| < a|x1| mamy
d
% ‘xﬂ > (M — (a—l— 1)6) ‘.7}1’ > 0.

O]

W zwiazku z powyzszymi twierdzeniami nasuwa si¢ naturalne praktyczne pytanie:

jak sprawdzié, czy wszystkie wartosci wlasne danej macierzy majg ujemne czesci rzeczywi-
ste?

Oczywiscie to pytanie sprowadza si¢ do pytania o czesci rzeczywiste pierwiastkéw wielomianu
charakterystycznego tej macierzy.

Zatem zalézmy, ze mamy wielomian?

PN =ap\"+a N+ +a,, ay>0, aj€R. (1.6)
Definicja 1.10. Méwimy, ze wielomian P()) jest stabilny jesli wszystkie jego zera \; maja
ujemng, cze$¢ rzeczywista.

Pytamy o warunki konieczne i dostateczne aby wielomian postaci (1.6) byl stabilny. Okazuje
sie, ze ten problem byl badany juz w XIX wieku i ma pelne rozwigzanie.

2 Wielomian charakterystyczny macierzy det (A — \) ma wspétczynnik ap = (—1)". Tutaj przyjmujemy
ao > 0 dla uproszcenia formutowanych nizej wynikow.
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Aby przyjrze¢ sie temu zagadnieniu, odnotujmy nastepujacy prosty warunek konieczny.

Lemat 1.11. Jesli wielomian postaci (1.6) jest stabilny, to a; > 0 dla wszystkich j.
Dowdéd. Przyjrzyjmy sie czynnikom w przedstawieniu

P(A) = ao [T = X) [TV = 2051 + (o + 53)),

gdzie pierwszy iloczyn jest zwigzany z rzeczywistymi pierwiastkami \; < 0, a drugi iloczyn

jest zwigzany z nierzeczywistymi pierwiastkami \; = a; £1i3;, a; < 0, 8; # 0. Poniewaz
kazdy z czynnikéw ma dodatnie wspoélczynniki, to i caly wielomian tez musi mie¢ dodatnie
wspolczynniki. O

Uwaga 1.12. Jesli stopien n < 2, to warunek a; > 0, j = 0, 1,2, jest réwniez warunkiem
dostateczym.
Zdefiniujmy nastepujaca macierz wymiaru n X n :

ai ap 0 0 ... 0 0
az a2 ap Qo 0 0
Mo |9 e a3 az ... 0 0 (1.7)
0 0 0 0 ... Gp-1 Gp-2
L0 0 0 0 ... 0 an |
taka, ze na diagonali stoja kolejno liczby ai,aq, ..., ay.

Twierdzenie 1.13 (Warunki Raussa-Hurwitza). Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na stabilnosé wielomianu (1.6) jest:
(1) a; > 0 dla wszystkich j;
(it) minory glowne A; (wymiaréw j) macierzy (1.7) sq dodatnie.

Przyklady 1.14. Dla n = 1 macierz (1.7) ma postac [a1], zatem A; = a;.

Dla n = 2, czyli macierzy %1 ZZ , mamy Ay = a1 i Ay = ag; zatem odtwarzamy Uwage
1.12. i
Dla n = 3 mamy macierz
i a; aop 0
a3 a2 a
0 0 as

Warunki Raussa—Hurwitza przyjmuja postaé: A; = a; > 0 (nic nowego),
AQ =aja; — agag > 0 (18)
i Az = azAs (tez nic nowego).

Uwaga 1.15. Mozna pokazaé, ze warunek A; > 0 dla wszystkich j mozna zastapi¢ naste-
pujacym warunkiem Liénarda—Shapira:

Ag >0, Ay>0, Ag>0,...
(patrz takze ponizszy dowdd).

Dowod — Twierdzenia  1.132 Idea  dowodu  jest dosy¢  prosta.  Warunki
Re); < 0 (oraz ag > 0) definiuja pewien podzbiér U w przestrzeni R"*1 = {a} wspélczyn-
nikéw a;. Zbiér U jest semi-algebraiczny i jego brzeg sktada sie z gladkich ‘stratéw’. Chodzi o
rownania definiujace te straty. Jesli a € 9U, to mamy dwie mozliwosci: albo

3 Na wyktadzie dowéd jest ograniczony do przypadku n = 3 i tego wymaga sie od studentéw na egzaminie.
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(a) pewien pierwiastek réwnania P(A) = 0 zeruje sie, albo

(b) para sprzezonych pierwiastkdéw zespolonych lezy na osi urojonej.
Przypadek (a) oznacza, ze P(0) = 0, czyli a,, = 0; to jest dosy¢ proste.
Rozwazmy sytuacje z para A;j ;11 = i urojonych pierwiastkéw. Mamy wtedy

Ps(A) = (X + 5Q(N) (1.9)

dla pewnego wielomianu
Q="bo N2+ b NP+ byg,

o ktérym mozemy zalozy¢, ze jest stabilny. Ponadto, z zalozenia indukcyjnego (wzgledem n)
mozemy przyjaé, ze b; > 0 i odpowiednie minory A; = A;(Q) > 0.
Mamy nastepujace relacje

ag = by, ai = by, ag = by + 3%by, az = bz + 3%by,. ..

To oznacza, ze macierz M w (1.7) ma pos ta¢ M = M + 3%Ms, gdzie

by by O ... 0 0 0 |
bs by by 0 0 0
bs by by ... 0 0 0
0 0 0 bn—Z bn—S bn—4
0 0 0 0 0 bpo
0 0 0 0 0 0 |
[0 0 0 0 0 0 |
by by 0O 0 0 0
bs by by 0 0 0
0 0 0 ... bypa bys bus
0 0 0 ... bypo by bpy
0 0 0 ... 0 0 bpo

Zauwazmy, ze r—ty wiersz macierzy My réwna sie (r—1)—temu wierszowi macierzy M; dlar > 1.
To oznacza, ze wszystkie minory A;(P3), j =1,...,n — 2, macierzy M sa réwne odpowiednim
minorom A;(Q) dla macierzy M (zwiazanej z wielomianem @)); zatem sa one dodatnie. Stad
tez wynika, ze Ap,_1(Pg) =01 A, (Pg) = ﬁ2bn,2An,1(P5) =0.

Widaé, ze réwnanie A,,_1(P) = 0 opisuje lokalnie hiperplaszczyzne w przestrzeni wspot-
czynnikéw (a;) oddzielajaca wielomiany stabilne od nie-
stabilnych. Wypada tylko sprawdzi¢, czy nieréwnos¢ A,_1(Pz) > 0 lokalnie definiuje zbiér
wielomianéw stabilnych.

W tym celu rozwazymy nastepujaca deformacje sytuacji (1.9):

Pog =\ +a®x+5%)Q(),

gdzie parametr « jest maly i § jest rzeczywiste. Wtedy do macierzy M dochodzi jeszcze jeden
czton o?Ms, gdzie w ostatnich dwéch wierszach macierzy Mz niezerowy jest tylko kohcowy
fragment wymiaru 2 x 2 :

Gdy a i 8 sa niezerowe wielomian P, g jest stabilny; zatem A;(P,3) #0dla j=1,...,n— 1.
Policzmy granice A,_1(Pa) przy 8 — 0 i stalym o # 0. (Wtedy Ap(FPapg) — 0, bo a, =
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(3%b,_5 — 0, ale to nam nie przeszkadza.) Latwo zobaczyé, ze dla 8 = 0 i malego niezerowego a
macierz M przyjmuje postaé blokowa, z blokami: M;; (wymiaru (n—2) x (n—2)), M2 (wymiaru
(n—2) x 2), Mgy =0 (wymiaru 2 x (n —2)) i Ma2 = o®N. Poniewaz det M1; = A,,_2(Pap) jest
bliskie A,,—2(FPoo) = Apn—2(Q) > 0 (z zalozenia indukcyjnego), wiec i det My > 0. Zatem

An—l(Pa,O) = det M7y - Oszn_z > 0.
O

Przyktad 1.16 (Regulator Watta). Na Rysunku 1.5 mamy przedsta- wiony schemat re-
gulatora Watta, stosowanego w XIX wieku w maszynach parowych. Ten regulator sktada sie
7

— sworznia S, ktéry moze si¢ obracaé¢ wokot swojej osi;

P, HANZ

-
(

O -
W J

0

Rysunek 1.5. Regulator Watta.

— dwu kul o masie m kazda, umieszczonych na ruchomych przegubach wokét sworznia S,
tak, ze gérna obrecz jest nieruchoma (scalona z S) a dolna obrecz moze przesuwaé sie w gore i w
dol (przy czym kule odpowiednio oddalaja si¢ od sworznia i przyblizaja do sworznia), ponadto
prety Pi i P taczace kule z gérna obrecza maja dtugosé [;

— kota zamachowego K umieszczonego na walcu W

— przekladni zebatej pomiedzy sworzniem S i walcem W o stosunku predkosci obrotowych
n;

— dzwigni D regulujacej doptyw pary do maszyny i przymocowanej do dolnej obreczy.

Na kazda kule dzialaja trzy sily (patrz Rusunek 1.6): sila odérodkowa F,q¢. = ml6?sin ¢
(skierowana prostopadle od sworznia na zewnatrz), sila ciezkosci Fgiez = mg (skierowana w dot)
oraz tarcie Fiqr. = —by (prostopadle do pretéw P o). Tutaj 6 jest predkoscia katowa obrotu
sworznia S (i kul), ¢ jest katem pomiedzy pretami P o a sworzniem S, g jest przyspieszeniem
ziemskim a b jest pewnym wspdtczynnikiem. Sumujac sktadowe tych sit prostopadie do pretéw
P 5, dostajemy nastepujace réwnanie ruchu

ml@ = mlf? sin p cos ¢ — mgsin g — bep. (1.10)
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Przy tym zwykle zaklada sie (np. w [16]), ze
=1,

tj. w pewnych jednoskach dlugodci.

W réwnaniu (1.10) oprécz dynamicznej zmiennej ¢ wystepuje jeszcze wielkosé 6, ktéra takze
zmienia sie z czasem. Aby dostaé¢ jakas zaleznosé € (lub jej pochodnych) od ¢, uwzglednijmy
najpierw jej zwiazek

0 =nw

z predkoécia obrotowa w walca W. Z drugiej strony, ruch kota zamachowego K opisuje sie
réwnaniem
Jw = kcosy — F,

gdzie J jest momentem bezwtadnosci kota, natomiast po prawej stronie mamy moment sily
dzialajacej na kolo. Przy tym skladnik k cos ¢ jest proporcjonalny do ilosci doptywu pary (k
jest pewna stala) a F' jest stala spowalniajaca sila zwiazana z praca wykonywana przez ma-
szyne. 7 powyzszych rozwazan wynika nastepujacy zamkniety i autonomiczny uktad réwnan
rozniczkowych dlaz =p, y=piz=w:

o=y,
y o= 7}2222 sinx%osx —gsinz — %y, (1.11)
z = 7(30837— T

mo sinpcosy

O mO sino >

— mgsin®

Rysunek 1.6. Sita ciezkosci i sita od$rodkowa.

Okazuje sig, ze ten uklad ma dokladnie jedno (fizycznie realizowalne) polozenie réwnowagi
(0, Y0, 20) zadane réwnaniami

coszg = F/k, yo=0, n’z2 =g/ cosuxo. (1.12)
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Ponadto macierz linearyzacji uktadu (1.11) w tym punkcie réwnowagi jest nastepujaca

0 1 0

. 2 .
A=| —giio b 9gsinio (1.13)

—Esingg 0 0

a jej wielomian charakterystyczny to
3 b o sin? 2 sin? 2
det (A=A =—P(A\) ==X+ —=A"+g——A+2kg . (1.14)
m COS I 20

Widaé, ze wspélezynniki wielomianu P(\) sa dodatnie, czyli jest spelniony warunek (i)
Twierdzenia Raussa—Hurwiza. Dzigki Przykladowi 1.14 (dla n = 3) warunkiem dostatecznym
stabilnosci wielomian P()\) jest nieréwnosé (1.8), ktéra w tym przypadku oznacza

bJ 2F
205 9S8 T0 2 (1.15)
m 20 20
(Zadanie 1.28). Tutaj v := 2¢/2F = wp/2F ma mechaniczna interpretacje nierdwnomiernosci
pracy maszyny. Zatem ostatnia nieréwnosé przyjmuje prosta postaé
bJ
s
m

Mozna stad wysnué¢ nastepujace wnioski:
— zwiekszanie masy m kul pogarsza stabilno$¢;
— zmniejszanie wspdélczynnika tarcia b pogarsza stabilnosd;
— zmniejszenie momentu bezwtadnosci J kota zamachowego pogarsza stabilnosé;
— podobny wplyw ma zmniejszenie wspotczynnika v nieréwnomiernosci pracy maszyny.

4

1.2. Hiperbolicznosé

Wyniki poprzedniego rozdzialu nauczyly nas, ze warunek Re)A; = 0, dla pewnej wartosci
wlasnej macierzy linearyzacji A w punkcie réwnowagi autonomicznego pola wektorowego

z=Az+..., z€ (R",0), (1.16)

jest warunkiem granicznym dla roztrzygniecia problemy stabilnosci asymptotycznej tego punktu
rownowagi. Stad pojawia sie nastepujaca

Definicja 1.17. Punkt réwnowagi z = 0 autonomicznego pola wektorowego (1.16) nazywa
sie punktem hiperbolicznym, jesli czesci rzeczywiste wszystkich wartoéci wlasnych macierzy
A linearyzacji pola w tym punkcie sa niezerowe.

Zatézmy, ze punkt z = 0 jest hiperboliczny i rozwazmy odpowiedni uktad liniowy

= Az. (1.17)
Wtedy istnieje naturalny rozktad przestrzeni R™ na sume prosta podprzestrzeni stabilnej E* ~

R” i podprzestrzeni niestabilnej E* ~ R! (od angielskich sléw ‘stable’ i ‘unstable’), odpowiada-
jacych wartosciom wilasnym z Re); < 0 iz Re); > 0 odpowiednio:

R"=E*@E", A=A & A, (1.18)

4 Qdy prezentowatem ten przyktad kilka lat temu na wyktadzie z JTRRZ, Z. Nowak poinformowal nas o
przypadkach, gdy w niektérych fabrykach niemieckich (gdzie dbano o wszystko) uporczywe zmniejsznie wspét-
czynnika tarcia prowadzilo do awarii maszyn parowych.
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Zauwazmy, ze podprzestrzenie £° i E* mozna zdefiniowaé topologicznie w terminach liniowego
potoku fazowego g%, = e”! liniowego pola (1.17) (patrz Dodatek). Mianowicie

Esz{z:gfélz(z)ﬁo, t—>—i—oo}, Es:{z:gilz(z)ﬁo, t—>—oo}

(patrz Rysunek 1.7).

Ell

Rysunek 1.7. Hiperboliczne siodto.

Okazuje sig, ze analogiczna sytuacja ma miejsce w przypadku nieliniowego pola (1.16).

Twierdzenie 1.18 (Hadamard—Perron). Dla hiperbolicznego punktu réwnowagi z = 0 pola
z2 =wv(z) klasy C", r > 2, istniejqg lokalne podrozmaitosci, stabilna W* i niestabilna W* klasy
C", takie, Ze

wWe = {z 1g9l(2) =0, t — —1—00}, wWe = {z 1gh(z) =0, t — —oo}7 (1.19)

oraz

ToW?® = E*, ToW" = E". (1.20)
Zanim zabierzemy sie za dowdd tego twierdzenia, zauwazmy, ze analogiczne pojecia i twier-
dzenia mozna wprowadzié¢ dla lokalnych dyfeomeorfizmoéw. Po pierwsze, jesli z = 0 jest punktem

5 Tutaj g oznacza lokalny potok fazowy generowany przez pole v(z) a T, M oznacza przestrzen styczng do
podrozmaito$ci M w punkcie y.
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réwnowagi pola wektorowego Z = v(z) = Az + ..., to z = 0 jest punktem stalym przeksztal-
cenia potoku po czasie t = 1, f(z) = gl(2), tzn.

£(0) =0,
Ponadto cz¢sé liniowa g—i(z) przeksztatcenia f w z = 0 ma posta¢ macierzy
of A
—(0) = B =¢".
5, (0) €

(Zadanie 1.36). W istocie istnieje dyskretna wersja pojecia potoku fazowego.
Definicja 1.19. Dyfeomorfizm f : M —— M definiuje homomorfizm Z — Dif f(M) z grupy
addytywnej liczb catkowitych do grupy dyfeomeorfizméw rozmaitosci tak, ze
n— f",

gdzie f* = fo...of (nrazydlan >0)i f™ = f~lo...of7! (|n| razy dlan < 0). W
literaturze {f"} nazywa sie kaskadag.

Punkt zg € M jest punktem okresowym o okresie p > 1 dla f, jesli fP(z9) = zo; przy tym
pod okresem bedziemy rozumieli minimalny okres (tzn. f%(zp) # zp dla 1 < ¢ < p). Oczywiscie
punkt okresowy o okresie p = 1 jest punktem statym.

Definicja 1.20. Punkt okresowy zy o okresie p dyfeomorfizmu f nazywa sie hiperbolicz-
nym, jesli macierz
a(f?)

B=— (20)

ma wszystkie wartosci wlasne poza okregiem jednostkowym,

|Aj| # 1.

Lemat 1.21. Jesli z = 0 jest hiperbolicznym punktem réwnowagi pola wektorowego v(z)
to z = 0 jest tez hiperbolicznym punktem statym dyfeomorfizmu f = gt, i odwrotnie (Zadanie
1.36).

Mamy nastepujaca wersje twierdzenia Hadamarda—Perrona dla dyfeomorfizméw.

Twierdzenie 1.22. Jesli punkt staly z = 0 lokalnego dyfeomorfizmu f : (R™,0) — (R™,0)
klasy C", r > 1, jest hiperboliczny, to istniejq lokalne podrozmaitosci, stabilna W# ¢ niestabilna
W klasy C", takie, Ze

Wé={z:f"(2) -0, n =40}, W°={z:f"2)—0, n— —o0}, (1.21)

oraz
ToW* = E5, Ty2W" = E", (1.22)

gdzie E° i EY sq podprzestrzniami R™ rozpietymi przez podprzestrzenie wlasne odpowiadajgce
wartosciom wiasnym macierzy B = %(0) o module <1 ¢ > 1 odpowiednio.

Droga do dowodu Twierdzenia Hadamarda—Perrona 1.18 wiedzie poprzez dowod Twierdze-
nia 1.22. Przy tym, jak si¢ wkrétce przekonamy, metoda dowodu istnienia podrozmaitoscii W*
i W o wtasnogciach (1.21) klasy C° jest dosyé naturalna: dostaje sie réwnanie na punkt staty
pewnego przeksztalcenia w odpowiedniej nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni Banacha. Nie-
stety ‘wycisniecie’” warunku kontrakcji tego przeksztalcenia jest mocno wyczerpujace. Dlatego w
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ponizszym dowodzie ograniczymy sie do wyprowadzenie odpowiednich réwnan i naszkicujemy
ogolny schemat oszacowan. Po Scisty dowéd odsylamy czytelnika do monografii W. Szlenka [18].

Dowod — Twierdzenia — 1.22. Dla  uproszczenia  sytuacji  zalézmy  rozklad
(1.18), czyli R" = E* @ E* = {(x,y)} i przeksztalcenie w postaci f = (f1, f2) takie, ze
filz,y) = Az +o(z,y), falz,y) = By +d(z,y), (1.23)
gdzie
la <1, |B7Y <1 (1.24)

oraz funkcje ¢ 11 sa rzedu o(|z| + |y|) (Zadanie 1.37).

Oczywiscie wektorowe funkcje ¢ i 1 sa okreslone w malym otoczeniu zera. W dowodzie, ktory
predstawiamy ponizej, stanowi to pewng techniczna przeszkode. Dlatego dokonamy nastepujacej
zamiany

o px, Yy,

gdzie funkcja x(z,y) jest gladka (klasy C*) i taka, ze:
(i) x(z,y) =1 w malym otoczeniu zera, |z| + |y| < ¢;
(ii) x(z,y) = 0 poza malym otoczeniem zera, |x| + |y| > 2¢ (Zadanie 1.38).
Zatem funkcje px i1y po przedtuzeniu zerem dla |z|+|y| > € beda okreslone na calym R™. Dalej
oznaczamy je przez ¢ i ¢. Przypomnijmy, ze te nowe funkcje spelniaja de(0,0) = 0, d»(0,0) = 0
oraz || i [¢| sa male wraz z pochodnymi. Dzieki wlasnosci (i) dynamika przeksztalcenia f z
nowymi ¢ i ¥ w otoczeniu zera jest taka sama jak dla starego przeksztalcenia (1.23).
Poszukujemy podrozmaitosci W* w postaci wykresu pewnego odwzorowania (lub funkcji
wektorowej) F : B — EY,
We ={(z, F(x)) : x € E*}.
(Dowdd istnienia podrozmaitosci W* przebiega zupelnie analogicznie, dlatego ograniczamy sie
do przypadku W*.)
Z wlasnosci (1.21) wynika, ze podrozmaito$é W# powinna by¢ niezmiennicza wzgledem dy-
feomorfizmu f, f(W?*) = W#. To oznacza, ze f(x,F(x)) = (z1,F(x1)) dla pewnych z; € E*
zaleznych od x € E*®. Z (1.23) znajdujemy, ze 1 = Az + ¢(z, F(x)). Zatem dostajemy warunek

BF(z) + ¢ (z, F(z)) = F o (Az + ¢(z, F(2)),
ktory przepiszemy w nastepujacej postaci
F(z) = B™' {Fo (Az + ¢(z, F(z)) — ¢(z, F(z))} = T(F)(x). (1.25)

Traktujemy ostatnie réwnanie jako réwnanie punktu stalego F' = 7 (F') dla nieliniowego opera-
tora 7 definiowanego przez prawa strone tej réwnosci.

Zakladajac, ze funkcje ¢ i 1) sa klasy C'!, naturalne jest wprowadzié przestrzeh Banacha X =
CY(E*, E*) odwzorowan ciagtych z norma supremum. Nietrudno tez pokazaé, ze przeksztalcenie
T przeprowadza X w siebie. Aby zastosowaé zasade Banacha dla odwzorowan zwezajacych,
nalezaloby jeszcze udowodnié¢ warunek kontrakeji, czyli oszacowaé norme réznicy 7 (Fy)—T (Fb).
Tutaj pojawia sie problem, bo z (1.25) dostajemy nastepujaca nier6wnosé:

|7 (F1) — T(F)|
< {57+l 1w

+e7 |

Wy

@, bR - B

(Zadanie 1.39). Poniewaz |B™!|| < 1 (patrz (1.24)) oraz ’T/’; = ||0v/0y|| i ||0¢/dy| sa male
(patrz powyzej), to wypada tylko umieé¢ oszacowaé norme pochodnej F| odwzorowania Fj. Ale,
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jesli wybieramy Fj i F> dowolnie z przestrzni X, to F; bedzie tylko ciagle, a jego pochodna
moze by¢ nieograniczona.

Jest wyjdcie z tego impasu. Przypomnijmy, ze w dowodzie twierdzenia Banacha wybiera sie
Fy € X, a nastepnie punkty F,, = 7"(Fp) powinny zbiega¢ do punktu stalego. Chodzi o to
aby wybra¢ wektorowa funkcje Fy gtadka i pokazaé, ze funkcje F,, tez sa gladkie z odpowiednio
ograniczonymi normami. Nietrudno zgadnaé, ze

jest dibrym wyborem. Latwo tez wida¢ ze wzoru (1.24), ze F,(x) sa gladkie, np. Fi(z) =
—B~Y4(z,0).

Trzeba tylko pokazaé, ze funkcje F,,(x) sa jednakowo ciagte. To sprowadza sie do oszacowania
normy pochodnej (7 (F))’ (z) przy zatozeniu, ograniczonosci normy F’(z). Mamy

(T(F)Y (@) = B~ {F'- [A+ o, + ¢, F'| — v, =), F'}, (1.26)

gdzie pomineliSmy argumenty funkcji wystepujacych po prawej stronnie tej réwnosci. Zatem
norma supremum szacuje sie nastepujaco:

|(T(r)y

gdzie a jest male, b < 11 ¢ > 0. Stad wynika, ze, jesli ||F’|| jest dostatecznie mala, ||F'|| < d
(dla odpowiedniego d), to i H(T(F))'
dla norm |[|F}|| ciagu funkcji F,.

Zatem Fj, zbiegaja do punktu stalego Fi, o ktorym na razie mozemy powiedzie¢ tylko ze
jest reprezentowany przez ciagte odwzorowanie z E° do EY; czyli, ze podrozmaitosé

<a+b||[F|+e|F|7,

< d (Zadanie 1.40). To daje réwnomierne oszacowanie

W* = {(z, Fi(2))}

jest klasy CO.

Powiemy krétko, jak dowie$é gtadkosci funkeji Fy. W tym celu nalezy stosowaé jednocze$nie
réwnania (1.25) i (1.26) do ciagéw {F,,} i { F,} . W szczegdlnosci, pokazuje sie jednakowa ciaglosé
rodziny {F]} , co wymaga jednostajnego szacowania wyrazenia sup ‘(’T(Fn))' (z1) — (T(F,)) (x2) ‘
Okazuje sie, ze to daje sie zrobié korzystajac zZ oszacowan dla
sup{|Fy, (z1) — Fp(z2)], [¢'(21,91) — @' (22, 92), [¥'(21,91) — ¥' (22, 92)[}-

Nastepnie korzysta sie z twierdzenia Ascoliego, ktére méwi, ze z jednakowo ciaglego ciagu
funkcji na zwartym zbiorze mozna wybraé podciag zbiezny. Tutaj zbiér zwarty to {|x| < M} C
E* dla pewnego M a granica podciagu {F),, } musi by¢ F, (bo taka jest granica w przestrzeni
funkeji ciaglych).

W tym (skréconym) dowodzie ograniczyli$my sie do przypadku, gdy f jest klasy C! (i wtedy
Wt s tez klasy C1). Ale przypadek klasy C” dla r > 1 tez da si¢c udowodnié, i to ta sama
metoda, tylko dowdd wymaga wiekszej liczby wzoréw i oszacowan. Pomijamy go.

Na koniec zauwazmy, ze poniewaz F{;(0) =01 ¢’(0,0) = 01 ¢/(0,0) = 0, to mamy F,,(0) =0
dla dowolnego n. Zatem F.(0) = 0, co oznacza, ze podrozmaito$é W* jest styczna w punkcie
(0,0) do przestrzeni E*. O

Dowéd Twierdzenia 1.18. Potézmy f = gl, czyli przeksztatcenie potoku fazowego po czasie
t = 1 i niech V* bedzie lokalna rozmaitoscig stabilng dla f (patrz Twierdzenie 1.22). Poniewaz
podrozmaitoéé W* jest definiowana topologicznie jako zbiér tych punktéw z, ze ¢ (2) — 0 gdy
t — oo, to W# C V*. Z drugiej strony, jesli z € V®, to zapisujact =n+7dlan e NiO <7< 1,
mamy ¢'(z) = g"(¢"(z)) — 0 (jako, ze rodzina {97 }rep0,1) Jest jednakowo ciagla). O
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Drugi podstawowy wynik dotyczacy hiperbolicznych punktéw statych pochodzi od D. Grob-
mana i P. Hartmana ([13]). Formulujemy go jednoczesnie dla kaskad i potokdéw.

Twierdzenie 1.23 (Grobman-Hartman). Niech f : (R",0) — (R",0) bedzie kielkiem dyfe-
omorfizmu klasy C", r > 1, z hiperbolicznym punktem statym w z = 0. Wtedy istnieje lokalny ho-
meomorfizm h : (R™,0)
— (R™,0) taki, ze

ho f(z) = f(0) - h(2). (1.27)

Analogicznie, dla lokalnego potoku g, generowanego przez kielek pola wektorowego v (2) 2z
hiperbolicznym punktem réwnowagi z = 0 istnieje lokalny homeomorfizm h (jak wyZej) taki, Ze

hogt(z) =€ O . n(z). (1.28)

Dowaod. Zaczniemy od przypadku kaskady. Podobnie jak w przypadku dowodu Twierdzenia
1.22 sprowadzamy sytuacje do przypadku, gdy z = (z,y) i

f(z,y) = (Az + ¢, By +¢) = Lz + f,

gdzie L = A® B = f(0), zachodza oszacowania (1.24) i f = (¢(z,y),¥(x,y)) jest okreslone
na calym R" = E* @ E" oraz jest male wraz z pochodnymi. Homeomorfizm h wybierzemy w
postaci

h=id+g=(r+g1,y+g2), g male. (1.29)

Roéwnanie (1.27) na h, ktére odnacza przemiennos$é nastepujacego diagramu

Th th
R"™ 'i) R"™

prowadzi do réwnania (id 4+ g)o L = L- (id+ g) + fo (id + g). W skladowych dostajemy uklad
réwnan

91(Az, By) = A-gi(z,y) +e(z+ 91,9+ 92),

92(Az,By) = B-ga(z,y) +¢(z + g1,y + g2)-

Przepiszmy ten uklad w dogodnej dla nas formie

gi(z,y) = A -q(A 2, B ly) +po(id+g)o (A 'z, B™ly),

g2(x,y) = B '-go(Ax,By)— B~ 4o (id+ g). (1.30)

Latwo rozpoznaé tu réwnanie punktu stalego g = 7 (g) dla nieliniowego operatora 7 dzialaja-
cego na g = (g1, g2) poprzez prawe strony uktadu (1.30).
Jako przestrzen Banacha wybierzemy

X = C'%R", E%) © C°(R", E*)

z norma ||g|| = sup |g1| + sup |g2|. Tutaj juz nietrudno pokazaé, ze operator 7 przeksztalca kule
w X o odpowiednim promieniu w siebie i ze jest kontrakcja. Podstawowy argument polega na
tym, ze macierze A i B~! maja norme < 1.

Oderwijmy sie na moment od naszego dowodu i rozwazmy sytuacje, gdy réwnanie (1.27)
zastapi¢ réwnaniem

kof=L-k, (1.31)
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gdzie k : R" — R"™. Po podstawieniu k = id + [ = (z + l1,y + l2) i pewnych przeksztalceniach
otrzymujemy nastepujacy analog uktadu (1.30)

ll(xay) = Allofil(x7y)_tpofil(x7y)7
lo(z,y) = B 'b(x,y)+ B 'P(z,y).

Tutaj tez mamy do czynienia z réwnaniem punktu statego dla odpowiedniego przeksztalcenia
S X — X, ktore jest zwezajace. Zatem réwniez uklad (1.31) ma rozwiazanie.

Odnotujmy nastepujaca wlasno$¢ rozwiazan réwnan (1.27) i (1.31), ktére sa konsekwencja
faktu, ze w tezie twierdzenia Banacha o punkcie stalym przeksztalcenia zwezajacego w przestrze-
ni Banacha tenze punkt staly zalezy w sposéb ciagly od parametréw (o ile samo przeksztalcenie
zalezy od parametréw w sposob ciagly):

Rozwigzania h(zx,y) i k(z,y) réwnan (1.27) i (1.81) sq jednoznaczne i zalezg w sposdb ciggly
od danych wystepujgeych w tych réwnaniach (czyli od L = A® B i f = (¢,1)). Ponadto w
réwnaniu (1.27) mozemy zastqpic liniowe przeksztalcenie L = f'(0) dowolnym przeksztalceniem
g takim, ze ¢'(0) = L.

Wyzej wspomniana jednoznaczno$¢ pozwoli nam na udowodnienie, ze przeksztalcenia h i k
sg homeomorfizmami; doktadniej, ze hok = ko h = id. Rzeczywiscie, przeksztalcenie m = koh
spelnia warunek moL = Lom, czyli réwnanie (1.27) dla f = L. Poniewaz réwniez przeksztalcenie
tozsamosciowe tez spelnia to réwnanie, to z jednoznacznosSci mamy m = id. Analogicznie,
przeksztatcenia n = h o k i id spelniajg réwnanie fon =no f.

Przejdzmy teraz do dowodu drugiej czedci twierdzenia, czyli isnienia homeomorfizmu h,
ktéry spelnia jendocze$nie wszystkie réwnania typu (1.27) dla rodziny przeksztalcen f; = gt
v = Az + .... Dla t # 0 przeksztalcenia f; maja hiperboliczny punkt staly z = 0. Zatem
z udowodnionej juz pierwszej czesci twierdzenia mamy istnienie rodziny homeomorfizméw hy,
t # 0, takich, ze

hio fi = fi o .

Trzeba jeszcze tylko pokazaé, ze h; nie zaleza od t, ktéry tutaj traktujemy jako parametr.
Przynajmniej wiemy, ze h; zalezy od t w sposéb ciagly.
Zauwazmy teraz nastepujaca tozsamosé

hija o fro ht_/lz = (ht/Q © fi20 ht_/lg) ° (ht/2 o fij20 ht_/é) = A2 5 A2 = A

(tutaj wykorzystaliémy grupowa wtasno$é potoku fazowego). Oznacza ona, ze h; 2= (jedno-
znaczno$¢). Analogicznie dowodzi sig, ze hy /), = hy dla naturalnego k i stad, ze

hkt/l = hta kal € Nu

(Zadanie 1.41). Widaé, ze dla wymiernego zbioru parametréw ¢ przeksztalcenia h; sa takie
same. Z ciaglej zaleznosci hy of parametru (patrz wyzej) wynika, ze hy = const jako funkcja od
t > 0. Teraz obserwacja, ze jesli h spelnia réwnanie (1.28) dla danego czasu t > 0, to spelnia to
réwnanie tez dla czasu —t (Zadanie 1.42) konczy dowdd.

Na koniec jeszcze jedna uwaga. Poniewaz {g}} jest tylko lokalnym potokiem fazowym (dla
pola wektorowego v(z) okreslonego w otoczeniu z = 0) to trzeba zatroszczy¢ sie o dziedziny
przeksztatcen potoku, i tym samym, o dziedziny przksztalcen h;. Ale tu nie ma problemu,
bo dziedzina przeksztalcenia gf/ F zwiecksza sie ze wzrostem k € N. Wystarczy w powyzszym
dowodzie ograniczy¢ sie do czaséw takich , ze |t| < 1. O

Wilasnosé (1.27) oznacza, ze dynamika (tj. kaskada) generowana przez dyfeomorfizm f jest
taka sama, z jako$ciowego punktu widzenia jak dynamika generowana przez dyfeomorfizm li-
niowy L(z) = f'(0)z. Rzeczywiscie, jesli {..., f~1(20), 20, f(20), f*(20), ...} jest orbita punktu
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wzgledem dyfeomorfizmu f i yo = h(xo), to {..., L™ (y0), yo, L(yo0), - ..} jest orbita punktu yo
wzgledem liniowego dyfeomorfizmu L.
Nastepujaca definicja wydaje sie naturalna.

Definicja 1.24. Jedli dla dyfeomorfizméw f: M —— M i g : N — N istnieje homeomor-

fizm h : M —— N taki, ze

g=hofoh™,
to méwimy, ze dyfeomorfizmy f i g sa topologicznie sprzezone (przy pomocy h). Jesli h
jest klasy C", to méwimy o sprzezeniu klasy C”. Podobnie, pola wektorowe v(z) i w(x) sa
topologicznie (lub klasy C") sprzezone, jesli ich potoki fazowe sa sprzezone przy pomocy
homeomorfizmu (lub odpowiednio dyfeomorfizmu klasy C”).

Jesli dyfeomorfizm f ma wilasnoéé, ze dowolny dyfeomorfizm g, ktory jest bliski f (w pewnej
klasie, ktérej tutaj nie chcemy udcislaé) jest topologicznie sprzezony z f, to méwimy, ze f jest
strukturalnie stabilny. Podobnie, pole wektorowe v(x) jest strukturalnie stabilne jesli
bliskie pola sa topologicznie sprzezone z nim.

Twierdzenie Grobmana—Hartmana méwi, ze dyfeomorfizm (odpowiednio pole wektorowe)
w otoczeniu hiperbolicznego punktu statego (odpowiednio hiperbolicznego punktu réwnowa-
gi) jest topologicznie sprzezone z czescia liniowa dyfeomorfizmu (odpowiednio pola). Mozemy
udowodnié wigcej.

Stwierdzenie 1.25. Dyfeomorfizm (odpowiednio pole wektorowe) w otoczeniu hiperbolicz-
nego punktu stalego (odpowiednio hiperbolicznego punktu réwnowagi) jest strukturalnie stabilny.

Dowdd. Uzyjemy nastepujacej bezposredniej konstrukeji homeomorfizmu h, ktéry sprzega
dwa dyfeomorfizmy f i g w przypadku asymptotycznie stabilnym, tzn. takim, ze f'(0) i ¢’(0)
maja wszystkie wartosci wlasne o module < 1. Mozna zalozyé¢, ze E° = R" i z = x w dowodzie
twierdzenia Grobmana—Hartmana. Wtedy istnieje ‘funkcja Lapunowa’, L(z) tzn. speliajaca
warunek (i) Definicji 1.5 i nastepujacy analog warunku (ii):

L(f(z)) < L(z) dla x #0.

Jej konstrukcja jest zpelnie analogiczna jak w dowodzie Twierdzenia Lapunowa; mozemy za-
lozyé, ze L(x) = |z|> w odpowiednim (liniowym) ukladzie wspotrzednych. Niech M(z) = |x|?
bedzie odpowiednia funkcja Lapunowa dla dyfeomorfizmu g (tez w odpowiednim uktadzie wspét-
rzednych). Mamy dwa egzemplarze R™, na ktérych dzialaja odpowiednio dyfeomorfizmy f i g.

X h=id h(x)
/[

[ =¢ M=z¢
Rysunek 1.8. Konstrukcja sprzezenia.

Wybierzmy male ¢ > 0irozwazmy hiperpowierzchnie (dyfeomorficzne ze sferami) {L(z) = ¢}
i{M(z) = e} . Zdefiniujmy homeomorfizm h pomiedzy tymi hiperpowierzchniami jako h|p—. =
id: {L =€} — {M = ¢} (patrz Rysunek 1.8). Warunek

hoflt=gloh (1.32)
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pozwala "dookreslié¢’ przeksztatcenie h pomiedzy hiperpowierzchniami
f{L=¢})ig({M =¢€}), jak na Rysunku 1.8. Przedluzmy h w sposéb ciagly i wzajemnie
jednoznaczny do obszaru pomiedzy hiperpowierzchniami {L = ¢} i f ({L = €}). Stosujac wie-
lokrotnie réwnanie (1.32) przedluzamy h do calego obszaru {0 < L < e}. Ktadac h(0) = 0
dostajemy poszukiwany homeomorfizm.

Zupelnie analogiczna konstrukcja pracuje w przypadku dyfeomorfizméw rozszerzajacych,
tzn. gdy macierze f'(0) i ¢’(0) maja wartoéci wlasne o module > 1.

Rozwazmy teraz dwa dyfeomorfizmy liniowe fy i gg definiowane przy pomocy hiperbolicznych
macierzy A = A; ® A, i B = Bs; & B, w odpowiednich (i takich samych) rozkladach R" =
E*® EY. 7 powyzszych rozwazan dostajemy homeomorfizmy hg i h,, ktore sprzegaja Asx z Bsx
i Ayy z B,y odpowiednio. Teraz homeomorfizm

h=hs®hy

sprzega fo z go-

Rozwazmy teraz dyfeomorfizm f w otoczeniu hiperbolicznego punktu statego z = 0 i jego
male zaburzenie g z tym samym punktem stalym. Poniewaz macierz B = ¢’(0) jest bliska ma-
cierzy A = f(0) to tez jest hiperboliczna z takimi samymi wymiarami podprzestrzeni stabilnej i
niestabilnej; czyli mozemy zastosowaé powyzsza konstrukcje homeomorfizmu sprzegajacego cze-
$ci liniowe tych dyfeomorfizméw. Widzimy, ze f jest sprzezony z fo = f/(0)z, fo jest sprzezony
z go = ¢'(0)z 1 go jest sprzezony z g; skladajac te trzy homeomorfizmy dostaje si¢ sprzezenie f
zg.

Przypadek Stwierdzenia 1.25 dla pél wektorowych pozostawiamy stucha- czom jako éwiczenie
(Zadanie 1.43). O

Uwaga 1.26. Mozna zapytac, czy nie mozna wzmocnié¢ tezy twierdzenia Grobmana-Hartmana,
tzn. czy homeomorfizm h moze by¢ klasy C'. Okazuje sie, ze nie. Na przyklad, przeksztalcenie
(z,y,2) — (%$,4y, 2z + a:y) nie da sie zlinearyzowaé przy pomocy dyfeomorfizmu klasy C*
(patrz [13], Problem 8.1). Ten problem wiaze sie z rezonansami pomiedzy wartosciami wlasnymi
(patrz Twierdzenie Poincarégo-Dulaca w Rozdziale 3.3).

ZADANTA

Zadanie 1.27. Uzupelni¢ dowéd Lematu 1.7, tzn. w przypadku nierzeczywistych wartosci
wtasnych.

Zadanie 1.28. Udowodni¢ wzory (1.11)-(1.15).

Zadanie 1.29. Zbada¢ stabilnosé (w sensie Lapunowa i asymptotyczna) dla punktu osobli-
wego = d/c, y = a/b, ukltadu Lotki—Volterry

t=xz(a—by), y=y(cx—d), abed>D0, (1.33)

ktory opisuje dynamike dwdch konkurujacych populacji (drapieznikéw i ofiar).
Wskazowka: Stwierdzenie 2.11 ponizej.

Zadanie 1.30. Korzystajac z Definicji 1.1 sprawdzié, czy poltozenie réwnowagi 2(0) = 0 dla
réwnania & = 42 — t2x jest stabilne w sensie Lapunowa, t.j. z tg = 0.

Zadanie 1.31. Zbadaé stabilnoéé polozenia réwnowagi z = y = 0 dla ukladu & = e*+2¥ —

cos3x, y = /4 + 8x — 2eY.

Zadanie 1.32. Zbadaé stabilnosé zerowego rozwiazania dla uktadu & = e
4z — 3sin(z +y), 2 =In(1 + z — 3x).

T 3z
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Zadanie 1.33. Dla jakich wartoéci parametru a rozwiazanie zerowe ukladu & = ax +y+ 22,
= = + ay + y? jest asymptotycznie stabilne?
Wskazéwka: gdya = —1 prosta y = x jest niezmiennicza.

Zadanie 1.34. Dla jakich wartosci parametréw a i b rozwiazanie zerowe uktadu & = y+sin z,
1 = ax + by jest asymptotycznie stabilne?

Wskazéwka: dla a = b < —1 wprowadzajac z = & sprowadzié¢ uklad do postaci & = H.,
i=—H — (a+cosz)z, H=2%2>—a(32> + 1 — cosx), i znalez¢ funkcje Lapunowa.

Zadanie 1.35. Dla jakich wartosci parametréw a i b rozwiazanie z(t) = 0 réwnania %" +
3% + ax + bx = 0 jest asymptotycznie stabilne?

Zadanie 1.36. Pokazaé, ze dyfeomorfizm ¢’ (lokalnego) potoku fazowego generowanego
przez pole wektorowe & = Az + O(|z|*) ma cze$é liniowa w punkcie stalym x = 0 postaci
B = e/, Wywnioskowaé stad Lemat 1.21.

Zadanie 1.37. Udowodnié¢ oszacowania (1.24) (dla odpowiedniego uktadu wspolrzednych i
euklidesowej normy w R™).

Zadanie 1.38. Poda¢ jawny wzér na funkcje y z dowodu Twierdzenia 1.22.
Zadanie 1.39. Udowodni¢ nieréwnosé¢ dla || 7 (Fy) — 7 (F)|| z dowodu Twierdzenia 1.22.
Zadanie 1.40. Poda¢ jaki§ wzér na d, w zaleznosci od a, b, ¢, w nieréwnosci [|(7 (F))'|| < d.

Zadanie 1.41. Udowodni¢, ze hx, = hy dla k,l € Nit # 0.
l

Zadanie 1.42. Udowodnié, ze jesli h spelnia wlasnosé (1.28) dla danego t > 0 to tez spelnia
te wlasnoséé dla t < 0.

Zadanie 1.43. Uzupelni¢ dowdd Stwierdzenia 1.25.



2. Portrety fazowe autonomicznych pé6l wektorowych

Definicja 2.1. Portret fazowy autonomicznego pola wektorowego v(x) na rozmaitosci M
to rozbicie przestrzeni fazowej M na krzywe fazowe tego pola.

Krzywe fazowe sa trzech typow:

(i) punkty réwnowagi, czyli zdegenerowane krzywe odpowiadajace stalym rozwiaza-
niom;

(ii) wlozone odcinki (ograniczone lub nieograniczone), czyli obrazy ¢(I) rozwiazan ¢ :
I — M, ktére sa wlozeniami;

(iii) zamkniete krzywe fazowe (wlozone okregi), odpowiadajace okresowym roz-
wigzaniom ¢ :

e(t+T)=p(t), tekR, (2.1)

gdzie T > 0 jest okresem rozwigzania (zakladamy, ze jest to minimalny okres spelniajacy

(2.1)).
W calym tym rozdziale rozwazamy tylko autonomiczne pola wektorowe; dlatego tez bedzie-
my opuszczali przmiotnik ‘autonomiczne’.

Przyktad 2.2 (Wahadlo Matematyczne). Jest to nastepujacy uklad
r=y, Y= -—sinx

na przestrzeni fazowej M = S! x R (walec).

u /y\/
-1 /_
N
/\/\

Rysunek 2.1. Wahadto.

ﬂ\ v
-/

<\®/<>
N\ /7

Latwo sprawdzié¢, ze funkcja
1
H= §y2 — oS (2.2)

jest catka pierwsza tego uktadu, tj. H = 0. Odnotujmy nastepujace witasnosci funkcji H :
—punkt (0,0) jest punktem absolutnego minimum i H(0,0) = —1;

Jakoéciowa Teoria Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych (¢) Zotadek, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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—punkt (7,0) jest punktem siodlowym i H(m,0) = 1;
~H(z,y) — o0 pray |y| — co.

Latwo tez sprawdzié¢, ze oprocz wskazanych wyzej punktéw réwnowagi mamy dwie krzywe
fazowe typu (ii); sa to separatrysy siodla (m,0) lezace w poziomicy {H = 1} . Pozostale krzywe
fazowe sa zamkniete i mozna je podzieli¢ na dwie grupy: (a) wokét punktu réwnowagi (0,0)
(odpowiadajace wahaniom o ograniczonej amplitudzie) i (b) obiegajace walec (one odpowiadaja
kreceniu sie wahadla wok6l punktu zaczepienia).

Mozemy policzy¢ okresy powyzszych rozwiazan okresowych lezacych na poziomicy H = h
calki pierwszej. Mamy dt = dx/y, gdzie y wyznaczamy ze wzoru (2.2): y = ++/2(h + cosz).
Zatem w przypadku (a) mamy

ng/ o dr
z1 /2(h+ cosx)

gdzie 1 2 to dwa zera funkcji h+cos x. Tutaj catka od 1 do x2 daje czas pozostawania trajektorii
w obszarze y > 0, ale, z uwagi na symetrie, jest to dokladnie potowa okresu. W przypadku (b)
mamy

T_/Zﬂ' dx
~Jo V2(h¥cosz)

Niestety, powyzsze catki nie daja si¢ policzy¢ w terminach elementarnych funkcji. Rzeczy-
widcie, po podstawieniu u = cosz (z dz = du/sinz = —du/v/'1 — u?) dostajemy

1 du
RY i et

Calka po prawej stronie ostatniej rownosci to tzw. calka eliptyczna definiujaca pewng funkcje
eliptyczna! (Zadanie 2.44).

Zauwazmy jeszcze, ze zamkniete krzywe fazowe w tym przykladzie sa nieizolowane, wyste-
puja w calych rodzinach.

2.1. Rozwigzania okresowe

Zamkniete krzywe fazowe sa tez nazywane trajektoriami okresowymi lub orbitami okresowy-
mi. W Przykladzie 2.2 wystepuja one w calych rodzinach, ale istnieja tez trajektorie okresowe
izolowane.

Definicja 2.3. Cyklem granicznym autonomicznego pola wektorowego nazywamy izolo-
wang zamknieta krzywa fazowa tego pola.

Punkt réwnowagi takiego pola, ktory jest otoczony nieizolowanymi zamknietymi krzywymi
fazowymi, nazywa sie centrum.

Przyktad 2.4. Rozwazmy uktad
i=2(1-2—y*)+y, §=-x+y(l—2®—y?).
Wygodnie jest bada¢ ten uklad w biegunowym uktadzie wspélrzednych (7, )

7":7“(1—7“2), p=-1

! Calki i funkcje eliptyczne pojawiajg sie bardzo czesto w réwnaniach rézniczkowych mechaniki klasycznej
(patrz [4].
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Rysunek 2.2. Cykl graniczny.

(Zadanie 2.46). Widaé, ze rozwiazania startujace z r = ro € (0,1) rosna z czasem do r =1 a
rozwiazania startujace z rg > 1 maleja do r = 1. Rozwiazanie startujace z rg = 1 jest state i
odpowiada izolowanemu okresowemu rozwiazaniu na plaszczyznie XY (patrz Rysunek 2.2).

Definicja 2.5. Niech v bedzie zamknieta krzywa fazowa pewnego pola wektorowego w M.
Wezmy kietek S (od ‘section’ czyli ciecie) hiperplaszczyzny transwersalnej (tj. pod niezerowym
katem) do v w pewnym punkcie py € . Z punktéw xg € S startuje rozwiazanie ¢(t; ),
ktore po pewnym czasie T'(z¢) znowu trafia w S, ¢(T'(x0);z0) € S. Powstajace w ten sposéb
odwzorowanie f : S +— S (dyfeomorfizm z odpowiednig dziedzina):

zo — f(z0) = ¢(T'(z0); x0)
nazywa sie przeksztalceniem powrotu Poincarégo (patrz Rysunek 2.3).
W tej definicji wystepuje znaczna dowolnoéé¢ zwigzana z wyborem ciecia S. Okazuje sie, ze to

nie stanowi wielkiego problemu bo, jesli f’' : S’ —— S’ jest przeksztalceniem powrotu zwigzanym
z innym cieciem S’, to zachodzi nastepujacy

Lemat 2.6. Dyfeomorfizmy f i f' sq sprzezone przy pomocy pewnego dyfeomorfizmu tej
samej klasy gladkosci co f i f'.

Dowdd. Niech f1 : S —— S’ i fo : S’ — S beda naturalnymi przeksztalceniami ‘wzdtuz
rozwigzan. Mamy f = foo fi 1 f' = f1 0 fo. O

Ciecie (S, pp) mozemy utozsamié¢ z (R”fl, 0), gdzie n = dim M, i przeksztalcenie powrotu
definiuje nam kietek dyfeomorfizmu f : (R"1, 0) — (R"1,0) (bo f(po) = po) postaci

f(z) =Az+...

(Zadanie 2.47).

Definicja 2.7. Zamknieta krzywa fazowa - jest hiperboliczna jedli punkt stalty z = 0
powyzszgo dyfeomorfizmu jest hiperboliczny, tzn. |A;| # 1 dla wartosci wlasnych macierzy A.

Nastepujace dwa stwierdzenia sg prostymi analogami Twierdzenia Lapunowa i Twierdzenia
Hadamarda—Perrona.
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Rysunek 2.3. Przeksztalcenie powrotu.

Stwierdzenie 2.8. Jesli |\;| < 1 dla wszystkich wartosci wlasnych to krzywa v jest asymp-
totycznie stabilna, tzn. dowolne rozwigzanie p(t) startujgce dostatecznie blisko v ma wlasnosé,
ze dist(p(t) ,v) — 0 przy t — oo.

Stwierdzenie 2.9. Jesli krzywa v jest hiperboliczna, to istniejg podrozmaitosci W* (stabil-
na) i W (niestabilna) takie, ze dist(g*(z),v) — 0 dla x € W* i t — oo oraz dist(g'(y),v) — 0
dla ye W" it — —o0.

Bardziej interesujace chyba jest nastepujace

Stwierdzenie 2.10. Gdy n = dim M = 2 ¢ zaréwno sama rozmaito$¢ jak i pole wektorowe
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v(x) sq analityczne i vy jest zamknietq krzywq fazowaq pola v, to albo ~y jest cyklem granicznym
albo istnieje (jednoznaczna) calka pierwsza w otoczeniu krzywej .

Dowdd. W istocie tutaj trzeba udowodnié, ze rozwiazania okresowe pola v nie moga sie
akumulowacé na krzywej . To jest rownowazne wlasnosci, ze przeksztalcenie powrotu Poincarégo
f: (R,0) — (R,0) ma albo izolowany punkt staly w z = 0 albo f(z) = z. Ale to wynika
analitycznosci funkeji f(z) — z (przy zalozeniu, ze ciecie S jest analityczne) i standardowych
wtasnosci funkcji analitycznych.

W przypadku f = id wszystkie krzywe fazowe w otoczeniu v sg zamkniete i sg one pozio-
micami pewnej calki pierwszej F' dla pola wektorowego (Rysunek 2.4). O

F = const

Rysunek 2.4. Poziomice catki pierwszej.

To stwierdzenie ma analog dla punktu osobliwego x = y = 0 analitycznego pola wektorowego
w przypadku, gdy czes$¢ liniowa pola ma nierzeczywiste wartoéci wlasne, tj.

rT=ar—wy+..., y=wrtay+..., w#0 (2.3)

Stwierdzenie 2.11. W przypadku analitycznego pola typu (2.3) na plaszczyznie zachodzi
jedna z dwéch moZzliwosci: albo punkt (0,0) jest ogniskiem (stabilnym lub niestabilnym) albo
istnieje (jednoznaczna) calka pierwsza w otoczeniu tego punktu (czyli punkt (0,0) jest centrum).

Dowdd. Trzeba przejsé do biegunowego uktadu wspotrzednych (r, ¢). Dostaniemy wtedy
F=ar+r*A(r,e), ¢=w+rB(re) (2.4)

gdzie A(r,¢) i B(r, ) rozwijaja sie w zbiezny szeregi potegowe od r ze wspolczynnikami be-
dacymi wielomianami trygonometrycznymi od ¢ (Zadanie 2.48). Krzywe fazowe tego uktadu

spelniaja réwnanie rézniczkowe
dr  a+rA(r)

dp Wt rB(re)

Jego rozwiazania r = ¢ (p; ro) takie, ze ¥(0;r9) = ro, zadaja przeksztalcenie

(2.5)

[ (Ry,0) — (Ry,0), 7o+ 1(2m;m0),

ktore jest analogiem przeksztalcenia powrotu Poincarégo. W istocie jest to przeksztalcenie po-
wrotu dla pola (2.3) z pélosi S; = {(z,0) : z > 0} ~ Ry w siebie (patrz Rysunek 2.5). Ze
zbiezno$ci szeregdéw reprezentujacych A i B wynika, ze przeksztalcenie f jest analityczne.
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Rysunek 2.5. Przeksztalcenie powrotu.

Punkty stale dyfeomorfizmu f odpowiadaja zamknietym krzywym fazowym pola (2.3). Tak
jak i w dowodzie poprzedniego stwierdzenia, albo r = 0 jest izolowanym punktem stalym dla f
albo f = id i wtedy wszystkie krzywe fazowe w otoczeniu x = y = 0 sa zamkniete. 0

Przeksztalcenie powrotu Poincarégo f rozwija sie w szereg
f(r) = ayr +agr® + ... (2.6)

Latwo sprawdzié, ze a1 = exp (2ra/w) (Zadanie 2.49).

Lemat 2.12. Jesli a; = 1 to as = 0 4, ogdlniej, jesli a1 —1 = ao = ... = ag—1 = 0 to
ask = 0.

Ten lemat jest konsekwencja Twierdzenia Poincarégo—Dulaca (dowodzonego w Rozdziale
3.3.1) i dlatego go tutaj nie dowodzimy. Stuchacze moga dowodzi¢ go wykorzystujac pewne
wlasnosci symetrii (wzgledem zamiany ¢ — ¢ + ) funkcji Ai B w (2.4).

Stad wynika, ze jeSlia; — 1 =a3 =a5 = ... = agi_1 = 01 ageyr1 > 0 (odpowiednio < 0) to
punkt x =y = 0 jest ogniskiem stabilnym (odpowiednio niestabilnym).

Definicja 2.13. Wspélczynniki

w( 1) w w
c1 = —\ayp — C3 = —as, C; = —
) 27T )

nazywaja sie liczbami ogniskowymi Lapunowa—Poincarégo.

Uwaga 2.14. Liczby ogniskowe sg waznie przy badaniu tzw. malych cykli granicznych, tzn.
ktére rodza sie z ogniska w przypadku, gdy pole wektorowe zalezy od pewnych parametrow.
Jednak sa one trudne do policzenia. Ponizej podaje pewien sposéb ich wyliczenia; ten sposdb
w istocie byl wykorzystywany przez Lapunowa.

Zamiast wspolrzednych rzeczywistych bedziemy uzywaé wspdlrzednych zespolonych z =
x+iyiz=umx—1iy, i =+/—1, tak, ze pole wektorowe zapisuje sic w postaci jednego réwnania
zespolonego

t=iz+ A2+ B22+C7 + D2+ EZ*24+ F222 4+ G23 + ..., (2.7)

gdzie A, B,C, D, E, F,G, ... sa zespolonymi stalymi. Zauwazmy, ze czesé¢ liniowa jest tu znacz-
nie uproszczona; w szczegolnoosci, ¢; = 0.
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Bedziemy poszukiwaé calki pierwszej dla réwnania (2.7) w postaci
H(z, %) = 2Z + ag02® + ag12%Z + 12222 + a3Z> + . . ., (2.8)

gdzie warunek rzeczywistosci H prowadzi do warunkéw aj; = a;;. Oczywiscie, na ogoé! nie bedzie
calki pierwszej i przeszkody do tego sg zwiazane z liczbami ogniskowymi Lapunowa—Poincarégo.
Oczekiwana wlasnoé¢ H = 0 prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan algebraicznych

(3iagy + 0)2’3 + (iag1 + A+ B)ZQZ =0
dla wspolczynnikéw wielomianu H przy wyrazach szesciennych. Znajdujemy agy = —iC'/3,
agy = —i(A+B)i H=22+i(Cz—Cz%) /3+i((A+ B) 222 — (A + B) 2%2) + ... (tu nie ma
przeszkod). Ale dla wyrazu przy 2222, po zrézniczkowaniu funkcji (2.8), dostajemy
0-iaze + E+ E+i(AB— AB) = 0.
Widzimy, ze aby H=0 (modulo wyrazy rzedu piatego), musi zachodzié
Im(AB) + ReE = 0;
spodziewamy sie, ze liczba ogniskowa c3 jest proporcjonalna do Im(AB) + ReFE.

Aby znalezé stala proporcjonalnoéci, zauwazmy, ze H = r2+0(r?3), H =2 (ImAB + ReFE) r+
O(r®) oraz ¢ = 1+ O(r). Zatem

dr 1 2. 2(ImAB + ReE)r?
—r=Arx~ —AH~ — Hdp =~ - 2m.
fry=r " dH 2r Jo dip 2r T
To daje
c3 = Im(AB) + ReE (2.9)

(Zadanie 2.50).

2.2. Kryterium Poincarégo—Bendixsona

Problem badania cykli granicznych okazuje sie bardzo trudny. Swiadczy o tym nastepujacy
problem nierozwigzany do dzis.

Hipoteza 2.15 (Szesnasty Problem Hilberta). 2 Podaé oszacowanie w terminach stopni
wielomianéw P i Q) dla liczby cykli granicznych wielomianowego pola wektorowego postaci

Uwaga 2.16. Wiadomo, ze liczba cykli granicznych dla pojedynczego pola postaci (2.10)
jest skonczona (Yu. Ilyashenko i J. Ecalle), ale nie wiadomo czy istnieje jej ograniczenie w
terminach n = max(deg P,deg Q). Sa przyklady pél kwadratowych z 4 cyklami granicznymi
(Zadanie 2.51).

2 W istocie jest to druga czeéé¢ 16-go Problemu Hilberta. Pierwsza czeéé dotyczy liczby i potozenia sktadowych
sp6jnych (tzw. owali) dla rzeczywistych krzywych algebraicznych postaci F(z,y) = 0. Tutaj problem jest w
znacznym stopniu rozwiazany (z odpowiednimi uogdélnieniami).
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Rysunek 2.6. Pierécien pochtaniajacy.

Dlatego wazne sa konkretne metody pokazujace istnienie cykli granicznych lub ich brak.
Prezentowane ponizej kryterium Poincarégo—Bendixsona gwarantuje nam istnienie przynajmniej
jednego cyklu granicznego pod warunkiem, ze pole wektorowe jest analityczne (patrz Stwier-
dzenie 2.10).

Zatézmy, ze mamy pole wektorowe v(x) na ptaszczyznie oraz obszar R C R? typu pierscienia
(jak na Rysunku 2.6) o nastepujacych wlasnosciach:

(i) pole v(x) nie ma punktéw réwnowagi w R,
(ii) pole v(x) na brzegu OR pierécienia R jest skierowane do wnetrza pierécienia.

Twierdzenie 2.17 (Poincaré-Bendixson). Przy tych zalozeniach wewngtrz obszaru R ist-
nieje co najmniej jedna zamknieta krzywa fazowa pola v.

Rysunek 2.7. Kolejne powroty.
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W dowodzie tego twierdzenia wykorzystuje sie nastepujace wazne pojecie w Uktadach Dy-
namicznych.

Definicja 2.18. Zbiorem w—granicznym punktu z, oznaczanym przez w(x), wzgledem
potoku fazowego g¢ (lub kaskady {f"}) nazywamy zbiér punktéw skupienia dodatniej orbity
tego punktu, czyli

w(x) = {y : 3ty — +oo taki ze g'"(z) — y}

(lub w(z) = {y : Ing, — oo taki ze f"(z) — y}. (Zadanie 2.52).
W przypadku punktéw skupienia ujemnej orbity punktu z (tzn. gdy ¢ — —oo lub ng —
—00) moéwi si¢ o zbiorze a—granicznym punktu z.

Oczywiscie przyciagajacy cykl graniczny jest zbiorem w—granicznym dla dowolnego punk-
tu lezacego blisko tego cyklu. Istnieje wersja Twierdzenia Poincarégo—Bendixsona uzywajaca
pojecia zbioru w—granicznego dla potoku fazowego generowanego przez pole wektorowego v.

Twierdzenie 2.19. Jesli dla pola wektorowego v w R? i punktu x zbior w(x) jest:
(a) ograniczony i
(b) nie zawiera punktéw réwnowagi pola,
to w(x) jest zamknietq krzywq fazowq tego pola.

Dowdd. Niech y € w(x). Pokazemy, ze trajektoria pola przechodzaca przez y jest zamknieta.

W tym celu wybierzmy lokalne cigcie (odcinek) S prostopadte do v(y) w y. Rozwazmy punkty
przeciecia zp = gyt (z), tpp1 > t, orbity {gl(x)},., z cieciem S. Z zalozenia takich punktéw
jest nieskoncznie wiele i mozemy zalozy¢, ze ciag {xy} jest monotoniczny na S (tu korzystamy z
faktu, ze jesteSmy na plaszczyznie) (Zadanie 2.53). Zatem mamy sytuacje jak na Rysunku 2.7.
Zauwazmy jeszcze, ze cala orbita w przéd I'(y) = {g'(y) : t > 0} punktu y tez lezy w zbiorze
w(x); zatem mamy

w(y) C w(x).

Oczywiscie w(y) jest zbiorem domknietym, ograniczonym i bez punktéw réwnowagi pola v.

Przypus$émy, ze krzywa I'(y) nie jest zamknieta krzywa fazowa. Wtedy w(y) # I'(y) i istnieje
punkt skupienia z € w(y) \ I'(y) trajektorii I'(y). Znowu mozemy wzia¢ ciecie S; prostopadte
do v(z) w z i (ewentualnie zamieniajac y ktéryms z punktow yy, przeciecia I'(y) z S1) uzyskamy
sytuacje jak na Rysunku 2.8.

Rysunek 2.8. Dow6éd Twierdzenia 2.19.

Teraz deformujac nieznacznie kawalek trajektorii I'(y) (od y do y;) tak, aby nowa krzywa
byla ustawiona do pola v pod katem, dostaje sic obszar @ C R? do ktérego pole ‘wchodzi’. Ale
to daje sprzecznosé, bo musi zachodzi¢ I'(y) C , a stad, ze

w(z) C Q;
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zauwazmy, ze w(z) musi zawiera¢ tez punkty orbity {g'(y) : ¢ < 0} punktu y spoza . O

Dowdd Twierdzenia 2.17. Bierzemy dowolny punkt x € OR. Wtedy jego zbiér w—graniczny
spelia zalozenia Twierdzenia 2.19. ]

Przyktad 2.20.% Rozwazmy nastepujacy przypadek tzw. uktadu Liénarda
i=y, y=-z—y+FQy), (2.11)

gdzie F(y) = 2y/+/1 — 4y?; w istocie chodzi o to, aby F byla nieparzysta, F’(0) > 11 F(+o0) =
+1.

Zauwazmy, ze jedyny punkt rownowagi = = Y = 0 jest ogniskiem
niestabilnym (z warto$ciami wtasnymi %(1 + iv/3). Wobec tego wybieramy wewnetrzny brzeg

pierscienia R (aby zastosowaé Twierdzenie 2.17) w postaci
OwR = {:102 + 9 = 7‘2}

dla malego r > 0 (Zadanie 2.54).
Chcialoby sie wybraé¢ zewnetrzny brzeg w postaci duzego okregu z2 + 2> = R?. Niestety
tozsamosé p
G2 2\ _ 2
dt( +9?) = —y* + yF(y)
pokazuje, ze w obszarze {(z,y) : F(y)/y > 1} = {—yo < y < yo} funkcja ‘kwadratu promienia’
R? = 22 +4? zwieksza swoja wartosé¢ wzhuz trajektorii pola. Szczedliwie ten zly obszar jest maly.

Rysunek 2.9. Uktad Liénarda.

3 Ten przyktad pochodzi z monografii “Modern Geometry” Dubrovina, Novikova i Fomenko. Niestety tam
nie ma pewnych istotnych detali, ktére uzupelnitem. Ponadto uktad Liénarda zwykle przyjmuje formy = = y,
y=—f(x)y—g(x) lub & =y+ F(x),y = —g(z). Uklad (2.11) po zamianie x z y sprowadza si¢ do drugiej z nich.
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Aby wszystko uscislié, rozwazmy cztery obszary plaszezyzny (I, 11, 111, IV), w ktérych ba-
damy % (R?) . Sa one przedstawione na Rysunku 2.9, gdzie na granicy pomiedzy I i I mamy
y = 9o 1 na granicach pomiedzy II i III oraz pomiedzy III i IV mamy y = —yo.

Startujemy z punktu (zg, yo) takiego, ze R = Ry jest duze i y = y9. Wchodzimy do obszaru
I, gdzie R <0. Tutaj uktad jest bliski uktadowi liniowemu & =y, y = —x — y + 1 i nietrudno
jest oszacowaé, ze zmiana A;R promienia R w obszarze I jest postaci

A7R = —C Ry +O(1), Ry— o,

gdzie C7 > 0 i nie zalezy od Ry.
Wkraczamy do obszaru II z promieniem Ry ~ (1 — C1)Ry. Jest to duzy promien a zatem i
x jest duze (bo y jest ograniczone). Tutaj krzywe fazowe spelniaja rownanie

dzx —y —y

dy  x+... Ri+o(1)

i mamay oszacowanie

—02 < A[[R < 02

dla pewnej stalej Co niezaleznej od Ry.
Analogicznie jak w obszarze I dostajemy Aj;fR = —C1Re + O(1) (gdzie Re = Ry + 0O(1)) i,
analogicznie jak w obszarze I, dostajemy |Ajy R| < Co. Sumujac te przyrosty dostajemy

AR < —2C1 Ry + C4

dla stalej Cs niezaleznej od Rp.
Zatem promien R $rednio maleje i juz teraz tatwo skonstruowaé zewnetrzny brzeg pierscienia
R; wystarczy lekko przekrzywié trajektorie punktu (xg,yo) i polaczyé¢ konce odcinkiem.

Stuchacze moga zapytaé, dlaczego w twierdzeniu Poincarégo—Bendixsona obszar R jest pier-
Scieniem; moze wystarczyloby, aby byl ograniczony i jednospdjny (tj. bez dziury w érodku).
Ot6z nie, i powdd lezy w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.21. Wewngtrz obszaru ograniczonego przez zamknietq krzywq fazowq pola
wektorowego na plaszczyznie istnieje co nagmnie) jeden punkt osobliwy tego pola.

Dowdd tego wyniku uzywa metod topologicznych, a doktadniej, pojecia indeksu.

Definicja 2.22. Niech v(x) bedzie polem wektorowym w R? i niech C' C R? bedzie zorien-
towang krzywsg taka, ze
v|le # 0. (2.12)

Indeksem icv pola v wzdluz krzywej C mazywamy liczbe obrotéw wektora v|c.

Jesli xg jest izolowanym punktem osobliwym pola v, to indeksem i,,v pola v w punkcie
ro nazywamy indeks ic(,, -)v pola v wzdtuz okregu C(zo,¢) wokét xg o dostatecznie matym
promieniu ¢ (i zorientowanego przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, tj. dodatnio).*

Przyktady 2.23. Dla pola v = 0, +y9, mamy i v = 1, dla pola v = 20, — yd, mamay
i(0,000 = —1 a dla pola v = 220, + y0, mamay i gyv = 0, patrz Rysunek 2.10 (Zadania 2.55 i
2.56).

Stwierdzenie 2.24. Dla dodatnio zorientowanej krzywej C mamy

1oV = E ixjv,

4 Pojecie indeksu izolowanego punktu osobliwego o pola wektorowego v(z) uogélnia sie do przypadku pola
w R™. Jest to stopiei odwzorowania x — v(z)/ |v(z)| z malej sfery wokét o do S"71.
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Rysunek 2.10. Indeks pola wektorowego.

gdzie sumowanie biegnie po punktach osobliwych pola wewngtrz obszaru ograniczonego przez
krzywq C.

Dowdd. Zauwazmy, ze odwzorowanie
(v,C) — icv

jest funkcja ciagla na przestrzeni par (pole wektorowe, krzywa) spelniajacych warunek (2.12).
Poniewaz zbiorem wartosci tej funkcji sa liczby catkowite, to indeks jest lokalnie staty. W szcze-
g6lnosci nie zalezy od deformacji pola i deformacji krzywej (w klasie (2.12); to uzasadnia definicje
indeksu w punkcie.
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Rysunek 2.11. Homotopijnie réwnowazne krzywe.

Mozemy zdeformowaé krzywa do krzywej C’ ztozonej z ukladu petli wokdt punktéw réwno-
wagi x; i uktadu odcinkéw tgczacych te petle z punktem bazowym. Poniewaz obroty pola wzdiuz
odcinkéw znosza sie parami to ic,v jest rowne sumie obrotéw pola wokoél punktéw osobliwych
(patrz Rysunek 2.11). O

Lemat 2.25. Jesli C jest zamknietq przywq fazowq pola v, to icv = 1.

Dowdd. Korzystajac z wlasnosci niezmienniczosci indeksu wzgledem deformacji (w klasie
(2.12)) mozemy zdeformowaé krzywa i pole tak, aby otrzymaé C = {z% + y*> = 1} (z dodatnia
lub ujemna orientacja) i pole v bedzie styczne do tej krzywej. Latwo widaé, ze kat wektora
v(z,y) na C jest ‘opdzniony’ lub ‘przyspieszony’ wzgledem katu punktu (z,y) o 7/2. O

Nastepujacy wniosek usciéla Twierdzenie 2.21.

Whiosek 2.26. Jesli v C R? jest zamknietq krzywq fazowq pola v(x) to

Zizjv =1,

gdzie sumujemy po punktach réwnowagi pola wewngtrz obszaru zakreslonego przez krzywg .

2.3. Kryterium Dulaca

Rozwazmy pole wektorowe v(x), x € R2, z zamkniety krzywa fazowa v, czyli trajektorig
okresowa x = @q(t) o okresie T. Rozwazmy ciecie S (prostopadle do v w zp) i odpowiednie
przeksztalcenie powrotu Poincarégo f : S —— S. Utozsamiajac S z (R, 0) mamy

f(z)=Xz+0(z%), X>0.

Definicja 2.27. Liczba p = In A nazywa sie wykladnikiem charakterystycznym orbity
okresowej . (Zadanie 2.58).
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Twierdzenie 2.28 (Dulac). Mamy

p= /OT divu(eo(t)))dt,

gdzie  divuv(x)  oznacza  dywergencjg  pola  wektorowego  v(x) (patrz  wzor
(6.29) ponizej).

Dowdd. Rozwazmy réwnanie w wariacjach wzgledem warunkéw poczatkowych wzdtuz roz-
wiazania g (t)
i= Ay, AW = 2 (al)
(patrz wzér (6.13)). Wybierzmy dwa warunki poczatkowe dla tego réwnania: y(0) = y;, jako
jednostkowy wektor styczny do v w xg, 1 y(0) = y9, jako jednostkowy wektor prostopadty do v w
xo. One odpowiadaja dwém typom zaburzenia warunku poczatkowego x(0) = xo dla réwnania
z=v(x): 2(0) =x0+ey1 1 z(0) = z¢ + eyo.

—~— e— e —

Rysunek 2.12. Twierdzenie Dulaca.

Zgodnie ze wzorem (6.28) rozwiazania y = 1(t) i y = 12(t) spelniajace powyzsze wa-
runki poczatkowe rozpinaja réwnolegloboki, ktérych pole jest réwne Wronskianowi W (t) =
det (11(t), 12(t)) tych rozwiazan. Dla t = T mamy ¢ (1) = 11(0) = y1, bo & = ¢ (t) +ep1(t) +
O(g?) w istocie reprezentuje rozwiazanie okresowe g(t) z nieco przesunietym punktem poczat-
kowym (na ). Natomiast 1o(T") jest pewnym wektorem zawiazanym z wartodcia rozwiazania
= @o(t) + ea(t) + O(e?) dla t = T, ktére nie musi nawet trafi¢ w ciecie S (patrz Rysunek
2.12). Ale rzut e(1o(T), y2)y2 wektora e (T) na S ma naturalng interpretacje f(ey1) + O(g?),
gdzie f jest przeksztalceniem powrotu.

Zauwazmy teraz, ze réwnoleglobok rozpiety przez wektory ¢1(T) = y1 i ¥2(T) ma takie
samo pole W (T') jak dtugosé rzutu wektora 15(T) na S. To oznacza, ze

f1(0) =W(T).

Ale Twierdzenie 6.23, czyli W = trA(t) - W z trA(t) = divo(po(t)), pozwala wyliczyé W.
Poniewaz W (0) = 1, to mamy W(T) = exp f(;f trA(t)dt. O
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Twierdzenie Dulaca okazuje si¢ byé uzyteczne przy pokazywaniu braku cykli granicznych
dla pewnych pél wektorowych. Zilustrujemy to na nastepujacum przyktadzie.

Przyktad 2.29 (Uklad Jouanolou). Ma on nastepujaca postaé

A

Yy

Rysunek 2.13. Uktad Jouanolou.

=y — 2, g=1-—yz®
Zgodnie z Twierdzeniem 2.21 kazdy cykl graniczny tego pola powinien okrazaé¢ przynajmniej
jeden punkt osobliwy. Réwnania punktéw osobliwych, czyli y = 27 i (27%)° = 2571, prowadza
do 25" s+ = 1. Zatem jest tylko jeden (rzeczywisty) punkt réwnowagi z =y = 1.
Czesé liniowa uktadu w tym punkcie zadaje si¢ macierza

()

z réwnaniem charakterystycznym A? + (s 4+ 2)A + (s®> + s + 1) = 0. Zatem punkt (1,1) jest
stabilnym ogniskiem.

Przypus$émy, ze 7 jest cyklem granicznym woké! (1, 1) i najblizszym dla tego punktu (wszyst-
kie cykle graniczne tworza ‘gniazdo’ wokét (1,1)). Latwo widaé, ze v musi byé niestabilny
(przynajmniej od wewnatrz).

7 drugiej strony, dywergencja pola Jouanolou wynosi

div = —(s + 2)z®.
Widaé, ze jesli s jest parzyste, to div< 0 (dla prawie wszystkich punktéw krzywej fazowej)

i
Twierdzenie Dulaca implikuje, ze wykladnik charakterystyczny cyklu + jest ujemny (sprzecznosé
z niestabilnoécia 7).
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Jesli s jest nieparzyste to ten argument rowniez pracuje, tylko trzeba najpierw pokazaé, ze
~ musi leze¢ w pierwszej éwiartce, patrz Rysunek 2.13 (Zadanie 2.59).

Twierdzenie Dulaca ma jeszcze inne zastosowania.

Definicja 2.30. Funkcja ® : Q — R, Q C R?, nazywa si¢ funkcja Dulaca dla pola
wektorowego v, jesli div (Pv) ma staly znak w obszarze (2.

Twierdzenie 2.31. Jesli dla pola wektorowego v istnieje funkcja Dulaca ® w obszarze €, to
kazdy cykl graniczny pola lezacy w Q jest stabiln,y gdy div (Pv) < 0 (odpowiednio niestabilny,
gdy div (Pv) > 0).

Dowdd. Pomnozenie pola wektorowego przez funkcje dodatnig nie zmienia portretu fazowego

tego pola. Zmienia si¢ tylko predkos¢ punktu (tj. rozwiazania) wzdluz krzywej fazowe;j. O

Uwaga 2.32. Mozna w Twierdzeniu 2.31 dopusci¢ nieostre nieréwnosci div (®v) > 0 lub
div (®v) > 0. Ale wtedy trzeba wykluczyé mozliwosé, ze ewentualny cykl jest catkowicie zawarty
w krzywej div (®v) = 0.

Przyktad 2.33. (Uogdélniony uklad Lotki—Volterry). Jest to uklad opisujacy zmiane popu-
lacji drapieznikéw i ofiar (np. wilkéw i zajecy)

Rysunek 2.14. Uktad Lotki—Volterry.

t=z[Ay—B(l-z-y)], y=y[CA-2z-y)— Dal

(z ABCD # 0) w obszarze z,y > 0. Réwnania Ay = B(1—x—vy) i C(1 —x —y) = Dz definiuja
punkt osobliwy (xo,%0), o ktérym zalozymy, ze lezy w pierwszej ¢wiartce i ze wyznacznik
macierzy czesci liniowej w (g, y0) jest dodatni (tylko wtedy indeks pola w (xp,yp) wynosi 1 i
jest szansa na cykl graniczny). Twierdze, ze:

jesli A = D to mamy centrum w (o, Yyo) a jesli A # D to nie ma rozwigzan okresowych.
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Aby to potwierdzié, rozwazmy nastepujaca kandydatke na funkcje Dulaca

H— xC/A—lyB/D—l.

Sprawdzamy (z z =1 —x — y)):

div(Pv) = La%4[Ay— B(1 -z —y)]yP/P!
+LyPP[C(1 — 2 —y) — Da]x@/A
= 20MALyB/ID-1 G Ay — B2] + Bz + §[Cz — Da] - Cy}
%(A _ D)xC/A—lyB/D—lz'

Jesli A = D, to pole ®v jest hamiltonowskie i ma caltke pierwsza (parz Rysunek 2.14).
Jesli A — D # 0, to ® jest funkcja Dulaca w obszarze z > 0 lub w obszarze z < 0. Ale
tozsamosé

Zomo=(D—A)x(l—2)#0

(przy A — D # 0) implikuje, ze ewentualny cykl graniczny nie moze przechodzié¢ przez odcinek
z+y =1, x,y > 0. Dalsze rozumowanie przebiega tak samo jak w przykladzie z ukladem
Jouanolou.

Przykltad 2.34 (Réwnanie van der Pola). Jest to nastepujacy uklad
T =y, y:—x—a(:c2—1)y, a > 0;

szczegbdlny przypadek ukladu Liénarda. Pojawia sie on w elektrotechnice, dla uktadu sktadajace-
go sie z kondensatora o pojemnosci C, cewki o indukcyjnoéci L i pewnego nieliniowego elementu
(typu diody) zastepujacego opornik. W przypadku ukladu LCR (cewka, kondensator, opornik)
bilans réznic potencjaléw daje réwnanie LI + RI + T /C = 0 na natezenie pradu I w obwodzie;

w naszym przypadku czton % (RI) jest zastepowany czlonem % (R (I3/3 —1)], czyli

Li+R(I?-1)I+1/C=0;
to jest wlasnie oryginalne r6wnanie van der Pola. Po zamianie ¢t — ot = v CLt i podsta-
wieniu z = I i y = I dostajemy powyzszy uklad van der Pola z a = R/a. Po wiecej szczegbétéw

odsylam do ksiazki D. Arrowsmitha and K. Place’a [6].
Udowodnimy, ze:

0<a<?2 , 472 L a>12

N

g(z) g(2) g(z)
7@% 7 7

Rysunek 2.15. Funkcja g(z).

uktad van der Pola posiada dokladnie jeden cykl graniczny.
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Po pierwsze zauwazmy, ze (0,0) jest jedynym punktem osobliwym z macierza czesci liniowej

( (11 clz , czyli, ze ReA; 2 > 01 ten punkt jest niestabilny (ognisko lub wezet).

Rozwazmy funkcje

flz,y) = y2+a($3/3—3)y2+1‘2—6
[y—i—%a(%g—:rﬂ —g(2?) —c
vt —g(2%) — ¢,

gdzie
2 2 2
a® 5 a® o a
= — —_—— _— 1

9(2) 367 57 + ( 1 ) z

a stala ¢ > 01 jest dostatecznie mala. Interesuje nasz krzywa f(z,y) = 0, ktéra we wspdlrzed-
nych (z,y1) ma postaé¢ y; = £/g(a?) + c¢. Z wlasnoéci: g(0) = 0; ¢'(0) < 0dla 0 < a < 2;
g(0)>0dlaa>2;¢'(0) =01ig¢"(0) <0 gdy a =2, mozemy odtworzy¢ wykres funkcji g(z);
jest on przedstawiony na Rysunku 2.15. Stad wynika tez ksztalt krzywej f = 0 na plaszczyznie
zmiennych x,y; (przedstawiony na Rysunku 2.16). (Na plaszczyZnie zmiennych x,y ta krzywa
jest w pewnym sensie ‘kopnieta’). Zauwazmy, ze krzywa f = 0 ma trzy sktadowe, z ktérych
jedna okraza punkt (0,0).

Okazuje sie, ze funkcja
(z,y) =1/f(z,y)

jest funkcjg Dulaca dla uktadu van der Pola w obszarze f > 0.
Rzeczywiscie, mamy

gdzie
: 2

f-divv—f:a<3374—ca:2+c) =: M(x)

i M(z) <0dla0 < c<8/3 (Zadanie 2.60).

a>?2

A

Rysunek 2.16. Funkcja f(x,y).

Stad otrzymujemy dwa wnioski:
(a) f|r=o > 0, tzn. pole ‘wchodzi’ do obszaru f > 0;
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(b) W obszarze f > 0 moze byé co najwyzej jeden cykl graniczny, przy tym stabilny.
Pozostaje jeszcze udowodni¢, ze w obszarze f > 0 istnieje jakis cykl graniczny. W tym
celu skonstruujemy pierécien R spelniajacy zatozenia Twierdzenia Poincarégo—Bendixsona. We-
wnetrzny brzeg tego pierscienia to mala zamknieta skladowa krzywej f = 0 wokét (0,0) . Brzeg
zewnetrzny bedzie skladaé sie z kawaltkéw nieograniczonych sktadowych krzywej f = 01 z
‘poprawionych’ tukéw okregu z2 + 32 = R? dla duzego promienia R.
Z wlasnodci (a) wynika, ze na kawatkach brzegu w f = 0 pole wchodzi do R. Dalej, z

%( 2hy?) = —a(a? — 1)y

wynika, ze R < 0 poza pasem {|z| < 1}. Ale w tym pasie mamy
W @ -1 =% = 01) +0(1/R)
de y ’

czyli przyrost y (a tym samym i przyrost R) jest ograniczony przez stala niezalezna od R. Teraz
juz tatwo poprawi¢ odpowiednie kawalki zewnetrznego brzegu pierécienia R, aby tam tez pole
wchodzilo do R (patrz Przyklad 2.20).

Powyzszy dowdd jednoznacznoéci cyklu granicznego pochodzi od L. Czerkasa z Minska Bia-
toruskiego. W Zadaniu 4.17 ponizej proponujemy inny dowdd jednoznacznoéci cyklu granicznego
w przypadku, gdy parametr a > 0 jest maty.

2.4. Rysowanie portretéw fazowych na plaszczyznie

siodlo wezel ognisko

AV (5

Rysunek 2.17. Niezdegenerowane punkty osobliwe.

Jak juz bylo powiedziane w Definicji 2.1 portret fazowy pola wektorowego v (z) na plasz-
czyznie to rozbicie plaszczyzny R? na krzywe fazowe tego pola. Elementami portretu fazowego
sa: punkty osobliwe, zamkniete krzywe fazowe, separatrysy punktéw osobliwych i zachowanie
na nieskonczonosci. Pokrétce je kolejno oméwimy.

2.4.1. Punkty osobliwe

Dziela si¢ one na elementarne i nieelementarne.Przy tym elementarne punkty osobliwe mozna
podzieli¢ na niezdegenerowane i zdegenerowane.

Definicja 2.35. Punkt réwnowagi xg pola wektorowego v(x), z € R™, nazywa si¢ niezde-
generowanym jesli det g—;(azo) # 0.
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Punkt réwnowagi xo plaskiego pola wektorowego v(x), x € R2, nazywa sie elementarnym
jesli przynajmniej jedna warto$é wlasna macierzy A = %(l‘o) jest niezerowa. W ostatnim
przypadku punkt xg jest:

siodlem, jesli \; < 0 < Ay dla wartoéci wlasnych ;2 amacierzy A;
wezlem stabilnym  (odpowiednio = wezlem niestabilnym),  jesli
A1, A2 < 0 (odpowiednio A1, A2 > 0);
ogniskiem stabilnym (odpowiednio ogniskiem niestabilnym), jesli \;2 € C\ R i
ReAi2 < 0 (odpowiednio ReAq o > 0);
siodlo—wezlem, jesli \; =0, Ay # 0.

Lokalne portrety fazowe w otoczeniu elementarnych punktéw osobliwych zdefiniowanych
powyzej sa przedstawione na Rysunkach 2.17 1 2.18.

Uwaga 2.36. W przypadku A\j 2 € iR\ 0, czyli czysto urojonych wartosci wlasnych punkt
krytyczny xo moze by¢ ogniskiem stabilnym lub niestabilnym (dokladniej, stabym ogniskiem )
lub centrum; patrz Stwierdzenie 2.11 powyzej.

Uwaga 2.37. Pojecie siodla—wezta podane powyzej jest dosy¢ szerokie. Rzecz w tym, ze
mozemy mieé¢ nastepujace modelowe sytuacje

i = 2%k y=+y, (2.13)

= % =1y, (2.14)
W Podrozdziale 3.3 ponizej wzory (2.13)—(2.14) beda dokladniej uzasadnione. Gdy & = z° i
s > 2, to siodlo—wezel jest w pewnym sensie zdegenerowane; méwimy, ze ma kowymiar s — 1.

7 punktu widzenia topologicznego lokalny portret fazowy nie zalezy od k. Te portrety sa
przedstawione na Rysunku 2.18.

Uwaga 2.38 (Nieelementarne punkty osobliwe). Przypomne, ze tutaj mamy Ay = Ao = 0.
Niestety nie istnieje zadowalajaca klasyfikacja takich osobliwo$ci. Ale istnieje pewna skuteczna
metoda ich badania. Jest to metoda rozdmuchiwania osobliwosci (albo rozwiazywania osobli-
wosci).

Polega ona na prostej operacji wprowadzenia biegunowych wspétrzednych (r, p) na plasz-
czyznie. Zatem jesli mamy, na przyklad,

t=ar?+bry+cy’+..., y=da’+exy+ fyi+..., (2.15)

to w zmiennych biegunowych dostajemy

r=12(Plp) +0(r), @=r(Q(p)+0(r), (2.16)
gdzie
P = acos®p+ (b+d)cos? psing + (¢ + €) cos psinp + fsin® p,
Q = dcos®p+ (e—a)cos® psinp + (f — b) cos sin p — csin® p.

Zauwazmy, ze prawe strony réwnan (2.16) zeruja sie przy r = 0. Podzielmy te prawe strony przez
r; w obszarze r > 0 portret fazowy nie zmieni sie, jedynie ‘predko$é¢’ punktu wzdtuz krzywej
fazowej bedzie inna,ale niezerowa. (Mogloby sie zdarzyé, ze P(p) = 0, ale wtedy dzielimy przez
r2). Jest to tzw. orbitalna réwnowaznosé, o ktérej opowiadamy ponizej.

Ale po takiej operacji dostajemy pole wektorowe na cylindrze {(r,p)} ~ R x S! (z ktérego
dla nas jest istotna cze$é¢ {r > 0}), przy tym z izolowanymi punktami osobliwymi na okregu
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Rysunek 2.18. Siodlo—wezly.

r = 0. Jesli wspdlczynniki a, ..., f sa typowe, to te punkty osobliwe sg juz niezdegenerowane,
czyli elementarne.

W przeciwnym przypadku powtarzamy procedure rozdmuchania (potaczo- na z dzieleniem)
w otoczeniu kazdego nieelementarnego punktu osobliwego 7 = 0, ¢ = ¢p (z nowymi wspol-
rzednymi z — ¢ — g, y = r). Okazuje sie, ze jesli wyjsciowe pole wektorowe, jak (2.15), jest
analityczne, to po skonczonej liczbie takich operacji rozdmuchania dostajemy pole wektorowe
na pewnej powierzchnii M z elementarnymi punktami osobliwymi. (Jest to trudne twierdzenie,
po ktérego dowdd odsylam do mojej ksiazki “The monodromy group” [20].)

W przypadku nieelementarnego punktu osobliwego czesto jego otoczenie mozna podzieli¢
na sektory: hiperboliczne, paraboliczne, i eliptyczne. Sa one zobrazowane na Rysunku 2.19. Jest
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s. elipt

s. paraboliczny

s. hiperboliczny

Rysunek 2.19. Sektory.

pewna teoria zwigzana z nimi, ktéra nie bedziemy sie zajmowaé. Zainteresowanych stuchaczy
odsylam do ksiazki P. Hartmana [13].

2.4.2. Zamkniete krzywe fazowe

One odpowiadaja rozwiazaniom (i trajektoriom) okresowym i byly dosyé¢ szczegdlowo oma-
wiane w poprzednim podrozdziale.

2.4.3. Separatrysy punktéw osobliwych

Definicja 2.39. Separatrysa punktu osobliwego xy pola wektorowego v(z) nazywamy
krzywa fazows tego pola ktéra ‘dazy’ do xg pod okreslonym granicznym kierunkiem i jest
‘wyrdzniona’ wsrdd takich krzywych.

Na przyktad, dla siodla separatrysami sa sktadowe ‘naklutych’ rozmaitosci stabilnej W#\ xq
i niestabilnej W* \ xo; w sumie mamy cztery separatrysy.

W ogélnym przypadku, gdy mamy podzial na sektory hiperboliczne, eliptyczne i parabolicz-
ne, separatrysy wystepuja na brzegach sektoréw hiperbolicznych.

Uwaga 2.40. Waznym elementem portretu fazowego pola wektorowego jest ‘los’ drugiego
konca danej separatrysy L.

Moze on ladowaé¢ w innym punkcie osobliwym z1, zwykle w jego sektorze parabolicznym.
Ale moze tez nawijaé sie na ognisko. Szczegdlny jest przypadek, gdy L jest separatrysa zaréwno
dla zg jak i dla z1; mamy wtedy do czynienia z tzw. polgczeniem separatrys.

Drugi koniec separatrysy moze tez nawijac¢ sie na cykl graniczny.

Szczegdlny, i dosyé¢ eksploatowany w teorii Ukladéw Dynamicznych jest przypadek, gdy
drugi koniec separatrysy L laduje w tym samym punkcie xg. Mamy wtedy tzw. petle separatrys.
Wiecej na ten temat stuchacze znajda np. w [1] i [2].

2.4.4. Zachowanie na nieskonczonosci

Istnieje wiele uzwarcen plaszczyzny R2. Jednym z nich jest tzw. wzwarcenie Poincarégo
(albo ptaszczyzna Poincarégo). Polega ono na uzupelnieniu plaszczyzny okregiem przez doda-
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nie wszystkich ‘kierunkéw w nieskonczonosci’. Plaszczyzna Poincarégo jest dyfeomorficzna z
dyskiem: R2US! ~ D? (patrz Rysunek 2.20).°

Uzwarcenie Poincarégo jest przydatne przy badaniu zachowania sie krzywych fazowych wie-
lomianowych pdl wektorowych, tzn. takich uktadéw & = P(x,y), y = Q(z,y), ktérych prawe
strony P i @) sa wielomianami.

Wtedy w otoczeniu okregu w nieskonczonosci mozna wpropwadzi¢ wspotrzedne typu biegu-
nowego

1 1 .
T =—cosp, Y= —sing.
z z

Dostaniemy uktad postaci

b= (Al) +0()), ¢ =~ (Blg)+0(2)),
czyli z biegunem w zbiorze {z =0} (okrag w nieskonczonosci). Mnozac prawe strony przez
Zmin(kd) o prowadzi do orbitalnej réwnowaznosci w obszarze z > 0, dostajemy porzadne pole
wektorowe w otoczeniu okregu w nieskonczonosci.
Zauwazmy, ze punkty osobliwe z = 0, ¢ = ¢y nowego pola odpowiadaja sytuacji gdy jakas
krzywa fazowa ukladu & = P, y = @ dazy do nieskonczonosci (przy t — 400 lub przy t — —o0)
pod granicznym kierunkiem ¢g.

kier. w niesk.

Rysunek 2.20. Plaszczyzna Poincarégo.

Przyktad 2.41. Liniowe pole wektorowe & = x, y = —y prowadzi do portretu fazowego w
plaszczyznie Poincarégo przedstawionego na Rysunku 2.20.

2.4.5. Orbitalna ré6wnowaznosé

Definicja 2.42. Dwa pola wektorowe v(z) na M i w(y) na N sa orbitalnie ré6wnowazne,
jesli maja takie same portrety fazowe z topologicznego punktu widzenia. To znaczy, istnieje
homeomorfizm h : M —— N taki, ze h(krzywa fazowa v) = (krzywa fazowa w).

Pole wektorowe v(z) na M jest orbitalnie strukturalnie stabilne, jesli kazde pole w(x)
na M dostatecznie bliskie polu v (w odpowiedniej topologii) jest orbitalnie réwnowazne z polem
.

5 W matematyce bardziej rozpowszechnione jest uzwarcenie za pomoca plaszczyzny rzutowej RP?. Réznica
pomiedzy uzwarceniem Poincarégo polega na tym, ze w plaszczyznie rzutowej dwa antypodyczne kierunki w
nieskonczonodci sa utozsamiane. Niestety, plaszczyzna rzutowa jest rozmaitoscig nieorientowalna i nie da si¢ jej
narysowaé (w przeciwienstwie do plaszczyzny Poincarégo).
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Jak tatwo sie przekonaé, powyzsza definicja orbitalnej rownowaznosci i orbitalnej struktu-
ralnej stabilnosci jest stabsza od definicji rownowaznosci i strukturalnej stabilnoéci podanej w
Definicji 1.24.

Zatem z Twierdzenie Grobmana—Hartmana (Twierdzenie 1.23) i nastepujacego po nim
Stwierdzenia 1.25 wynika, ze dwa pola wektorowe w otoczeniu hiperbolicznych punktéw osobli-
wych o takich samych wymiarach rozmaitosci stabilnej i niestabilnej sa orbitalnie réwnowazne.
Sa one tez orbitalnie strukturalnie stabilne.

Ponizej, bez dowodu podajemy warunki konieczne dla orbitalnej strukturalnej stabilnosci
pola wektorowego na ptaszczyznie.

Twierdzenie 2.43. Jesli pole v(z) w obszarze U C R? jest orbitalnie strukturalnie stabilne,
to:
(i) jego punkty osobliwe sq hiperboliczne,
(ii) jego zamkniete krzywe fazowe sq hiperbolicznymi cyklami granicznymi,
(ii) nie ma polgczen separatrys.
Jesli obszar U jest zwarty (np. plaszczyzna Poincarégo), to powyzisze warunki na orbitalng
strukturalng stabilnosé sqg rowniez dostateczne.

ZADANIA

Zadanie 2.44. Wyliczy¢ rozwiazanie ukladu & = y, y = — sinz (wahadlo matematyczne) z
warunkiem poczatkowym z(0) = 0, y(0) = 2 odpowiadajacemu H = 1.

Zadanie 2.45. Analogicznie jak w przypadku wahaddla matematycznego znalezé catke
pierwszg i naszkicowaé krzywe fazowe dla ukladu Duffinga

=y, §=—x+a°
Wyliczyé rozwiazanie z warunkiem poczatkowym x(0) = 0, y(0) = 1//2.
Zadanie 2.46. Wyliczy¢ r i ¢ w Przyktadzie 2.4.

Zadanie 2.47. Pokazaé, ze wartoéci wlasne macierzy A w przeksztalceniu powrotu Poin-
carégo f(z) = Az + ... nie zaleza od wyboru ciecia S do orbity okresowej .

Zadanie 2.48. Udowodni¢ wzor (2.4).
Zadanie 2.49. Wyliczy¢ wspélczynnik a; we wzorze (2.6).

Zadanie 2.50. Przy zalozeniu, ze po prawej stronie réwnania (2.7) wystepuja tylko wyrazy
kwadratowe (tj. D = FE =...=0) 1 ze c¢3 = 0, wyliczy¢ cs.

Zadanie 2.51. Pokaza¢, ze dla liniowego pola wektorowego liczba cykli granicznych wynosi

Zadanie 2.52. Pokazaé, ze zbiér w—graniczny w(z) dla potoku {g'} jest domkniety i nie-
zmienniczy, tzn. g' (w(z)) = w(x).

Zadanie 2.53. Pokaza¢, ze w dowodzie Twierdzenia 2.19 kolejne punkty z; przecigcia tra-

jektorii I'(z) punktu x z cieciem S ukladaja sie w ciag monotoniczny, jak na Rysunku 2.7.
Zadanie 2.54. Pokazaé, ze pole wektorowe (2.11) ma wlasnosé, ze kwadrat promienia r? =

22 + y? roénie wzdluz rozwigzan dla matych r.

Zadanie 2.55. Policzy¢ indeks w (0,0) dla nastepujacych pél:

(a) & = 2°—3zy? =y’ —3%y;

(b) & = y+a? y=2a"
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Zadanie 2.56. Pokazaé, ze igv = signdet A dla kietka pola & = Az + ... w (R",0) takiego,
ze det A #£ 0. Uwaga: przypadek n > 2 to zadanie z gwiazdka.

Zadanie 2.57. Pokaza¢, ze pole wektorowe & = 1 —xy, ¥y = x nie posiada cykli granicznych.

Zadanie 2.58. Pokazaé, ze wykladnik charakterystyczny orbity okresowej zdefiniowany w
Definicji 2.27 jest dobrze okreslony.

Zadanie 2.59. Uzupelni¢ analize ukladu Jouanolou w przypadku nieparzystego s.

Zadanie 2.60. Wyliczy¢ div(%v) w analizie uktadu van der Pola.

Zadanie 2.61. Naszkicowaé portret fazowy (w R?) dla ukladu & = 1+ 22 — 92, § =
x4+ 2% — 22y,

Zadanie 2.62. Naszkicowaé portret fazowy dla ukladu @ = y? — 422, § = 4y — 8.

2

Zadanie 2.63. Naszkicowaé portret fazowy dla réwnan 2 = 22 i 2 = 22, gdzie z =z + iy €

C ~ R2.

Zadanie 2.64. Rozwazmy pole wektorowe v(z,y) postaci (1.2), czyli & = y + 22, § =
—22°% — 4oy — y(2% + y?)?; chcemy pokazaé, ze portret fazowy tego uktadu jest jak na Rysunku
1.2.

(a) Zacznijmy od prostszego pola wektorowego vo(x,y) zadanego ukladem

=y, §=—2a°—4xy. (2.17)
Robiac podstawienie z = - naszkicowaé jego portret fazowy i pokazaé, ze w otoczeniu x =y = 0
jest on jakosciowo taki jak na Rysunku 1.2 (tylko, ze ma wigkszy sektor eliptyczny). Pokazaé
tez, ze parabola y = —z? jest niezmiennicza dla pola (2.17) i zawiera separatrysy na granicy
sektora hiperbolicznego.

(b) Stosujac dwukrotnie rozdmuchanie pokazaé, ze pola v i vy maja jakoSciowo takie
same portrety fazowe w otoczeniu x = y = 0.

(c) Pokazaé, ze dodanie sktadnika —y (x2 + y2)2 8% do pola vg powo- duje, ze w obszarze
U={y> —xQ} (czyli caly sektor eliptycznym dla vy z brzegiem) przecinamy krzywe fazowe
pola vy pod katem i tak, ze krzywe fazowe pola v kieruja sie bardziej w kierunku srodka ukta-
du wspoélrzednych. Wywnioskowaé stad, ze wszystkie punkty z obszaru U daza do (0,0) pod
wplywem potoku fazowego {g!} £50-

(d) Pokazaé, ze réwniez pozostalte punkty z otoczenia (0, 0) albo leza w stabilnej separa-
trysie punktu (0,0) (tj. dla v) albo wchodza do obszaru U po skoniczonym czasie pod wplywem
potoku g¢t.



3. Teoria bifurkacji

3.1. Wersalnosé

Zgodnie z Twierdzeniem 2.43 typowe pola wektorowe na zwartej 2—wymia- rowej rozmaito-
$ci M sa orbitalnie strukturalnie stabilne. Jesli oznaczymy przez & nieskoniczenie wymiarowsa
przestrzen wszystkich pél wektorowych na M (danej klasy i z odpowiednia topologia, o ktérej
nie bedziemy méwic), to podzbiér X, nazywany zbiorem bifurkacyjnym, przestrzeni Xzlozony
z pél, ktore nie sa orbtalnie strukturalnie stabilne, powinien mie¢ kowymiar > 1. Nalezy sie
spodziewaé, ze ten podzbiér ¥ jest na ogét gladki, ale moze mie¢ punkty nieregularne (jak
na Rysunku 3.1). Te ostatnie punkty powinny odpowiadaé¢ polom wektorowym, ktére maja
osobliwoéci bardziej skomplikowane niz pola odpowiadajace typowym punktom z 3.

Rysunek 3.1. Zbiér bifurkacyjny.

Jesli wybierzemy przypadkowo pojedyncze pole z X, to z prawdopodobienstwem 1 bedzie
ono poza zbiorem Y. Ale cata rodzina {vy}ycp P6l wektorowych stanowi krzywa w &' i juz moze
przecigé hiperpowierzchnie Y. Spodziewamy sie tez, ze dla typowej rodziny odpowiednia krzywa
przetnie hiperpowierzchnie ¥ pod katem i w punktach typowych tej hiperpowierzchnii (patrz
Rysunek 3.1).

Teoria bifurkacji zajmuje sie badaniem zaréwno geometrii zbioru bifurkacyjnego ¥ jak i
zachownia sie wieloparametrowych rodzin pél wektorowych. My ograniczymy sie do 1—paramet-
rowych rodzin.

Nalezy zwréci¢ uwage na jeszcze jeden aspekt tej sytuacji. Na przestrzeni X dziala grupa G
orbitalnych réwnowaznosci i podzbiér bifurkacyjny ¥ jest niezmienniczy wzgledem tego dziata-

Jakoéciowa Teoria Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych (¢) Zotadek, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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nia. Nalezy zatem powiaza¢ analize 1—parametrowych rodzin {v)} z dzialaniem grupy G. V.
Arnold w [5] wprowadzil raz na zawsze porzadek na tym polu i ponizsze definicje pochodza
od niego. My podajemy te definicje dla 1—parametrowych rodzin, ale tatwo je uogoélni¢ na
przypadek wieloparametrowy.!

Definicja 3.1. Dwie rodziny {vx}yc; i {wa}res J C R, pél wektorowych na M sa orbi-
talnie réwnowazne, jesli dla kazdego A € J pola vy(x) 1 wy(z) sa orbitalnie réwnowazne za
pomoca homeomorfizmu h)(x), ktéry zalezy w sposob ciagly od parametru A.

Méwimy, ze rodzina {wy},cj jest indukowana z rodziny {vj},c;, jesli istnieje ciggle od
wzorowanie ¢ : K —— J takie, ze

Wy = Vp(r)-

Rodzina {U)\})\E(R 0) 2 zadanym polem vg, jest wersalna, jesli dowolna inna rodzina {wV}ue(R 0)
z wg = vg jest orbitalnie réwnowazna rodzinie indukowanej z rodziny {vy} .

Przyktad 3.2. Rodzina & = v? + 22 jest indukowana z rodziny & = \ + 2> przy pomocy
2

zamiany zmiennych \ = p(v) = v*.
Przyktad 3.3. WeZzmy modelowa rodzine pél wektorowych
@ =uvy(r) = A+ 2% (3.1)

Odpowiednie portrety fazowe sg przedstawione na Rysunku 3.2.
Wezmy teraz dowolng rodzine postaci

T = wu(l’) =+ po(z, p) =: f(z, @), (3.2)

gdzie w(x, p) jest gtadka funkcja w otoczeniu x = p = 0. Twierdze, ze

A<0 A=0 A>0

>—0—<a —o>»— > >——> >

Rysunek 3.2. Portrety fazowe.

dla dazdego p pole wektorowe w, posiada albo 1 albo 2 albo 0 punktéw osobliwych w
otoczeniu x = 0.
Aby to zobaczy¢ rozwazmy rownanie

g(x,pu) =0,

gdzie g(z,p) = fi(x,p). Poniewaz f2 (0,0) # 0, to ¢.(0,0) # 0, i z Twierdzenia o Funkcji
Uwiklanej wynika istnienie gtadkiej funkeji ¢ (u) takiej, ze jest spelnione réwnanie g(¢(u), p) =
0. To oznacza, ze punkt

zy = ()
dwy

jest punktem lokalnego minimum funkcji w, = f(-, ) : 5= (v,) = 0. Mamy trzy mozliwosci
na wartos¢ pola w, w punkcie z, : (i) wy(z,) = 0, (i) wu(z,) < 0, (iii) wu(z,) > 0. W
przypadku (i) pole w, ma doklanie jeden punkt réwnowagi (typu siodlo-wezet), w przypadku

! Ta filozofia pracuje réwniez w innych ogélnych sytuacjach. Na przyktad, gdy X jest przestrzenia funkcji
f na rozmaitosci a G jest grupa dyfeomorfizméw h rozmaitosci z dzialaniem f —— f o h. Podobnie X moze by¢
przestrzenia dyfeomorfizméw f rozmaitoéci M a grupa G dyfeomorfizméw M moze dzialaé poprzez sprzezenie:
fr—hofoh™l
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Q/ (1) (i) |

Rysunek 3.3. Wykresy prawej strony.

(ii) pole w, ma dwa hiperboliczne punkty réwnowagi a w przypadku (iii) nie ma zadnych
punktéw rownowagi (patrz Rysunek 3.3).

Zatem dla kazdego p portret fazowy pola w, jest topologicznie réwnowazny z portretem
fazowym pola vy dla odpowiedniego \. Pojawia sie naturalne pytanie, czy mozna tak dobraé
A = ¢(u) i homeomorfizmy h,, realizujace orbitalne sprzezenie wy, z v (,), aby zaleznosé od p
byta ciagta. Okazuje sig, ze tak; to oznacza, ze rodzina (3.1) jest wersalna.

Aby sie o tym przekonaé, rozwazmy najpierw przypadek, gdy

(a)g—i(O, 0) # 0 w (3.2). Wtedy krzywa punktéw réwnowagi

I':wy(x) = f(z,pn) =0

pola w, na plaszczyznie zmiennych z,p jest ‘pionowa’ i homeomorficzna z parabola (patrz
Rysunek 3.4). Réwniez parabola jest krzywa punktéw réwnowagi A = {\ = —z?} dla pola vy.

W zaleznosci od znaku f/,(0,0) ktadziemy ¢ (u) = p lub p(u) = —p; czyli dalej mozna
zaktadaé, ze obie ‘parabole’ sa zorientowane tak samo. W tym przypadku konstrukcje home-
omorfizméw hy,, czyli homeomorfizmu plaszczyzny

(/L,l') L (:u’v h,u(x)) )

rozpoczynamy od konstrukeji homeomorfizmu pomiedzy krzywymi punktéw réwnowagi: I' —
A. Nastepnie przedhuzamy ten homeomorfizm do homeomorfizmu plaszczyzny, tak aby odcinki
pionowe (w p = const) poza punktami réwnowagi przechodzily na odpowiednie odcinki pionowe.
Jest raczej jasne, ze tak da si¢ zrobic.

(b) W zdegenerowanym przypadku, gdy f/,(0,0) # 0, krzywa punktéw réwnowagi I' =
{f = 0} moze by¢ bardzo skomplikowana (patrz Rysunek 3.5). Ale wiemy, ze z kazda prosta
pionowg p = const ta krzywa ma co najwyzej dwa punkty przecigcia. Oznaczmy I';, przeciecie I' z
taka prosta. Zatem konstrukcja przeparametryzowania p — (1) polega na tym aby parametry
, dla ktérych #I7, = 2, przeszty na lewo od A = 0 a parametry p, dla ktérych #1I',, = 0 przeszty
na prawo od A = 0 (z zachowaniem ciagtosci). Nastepnie, powtarzajac argumenty z przypadku
(a), konstrujemy najpierw ciagle przeksztalcenie (p,x) — (¢(u), hu(x)) pomiedzy krzywymi
I" i A a nastepnie przedluzamy je w sposéb ciagly z zachowaniem pionowosci.

3.2. Transwersalnosé

Matematycznym aparatem do $cistego sformutowania teorii bifurkacji i odpowiednich twier-
dzen jest teoria transwersalnosci sformutowana przez francuskiego matematyka R. Thoma.
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Rysunek 3.4. Bifurkacja modelowej rodziny i bifurkacja typowej rodziny.

Niech M bedzie n—wymiarowa rozmaitoscia a B C M bedzie jej k—wymiarowa podrozma-
itoscia. Ponadto niech A bedzie m—wymarowa rozmaitoscig a

fiA— M

bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym (o wystarczajacej klasie rézniczkowalnosci). W przy-
padku zwartych rozmaitoéci A i M w przestrzeni C*(A, M) odwzorowan wprowadza sie natu-
ralna topologie (ktérej nie bede uscislal).

Definicja 3.4. Méwimy, ze odwzorowanie f jest transwersalne do podrozmaitosci
B, jesli dla kazdego punktu x € A takiego, ze y = f(x) € B, ma miejsce nastepujaca wlasnosé

fToA+T,B = T,M.
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Rysunek 3.5. Bifurkacja nietypowej rodziny.

Gdy A C M jest podrozmaitoscia i f = id|4 jest wlozeniem, to méwimy, ze A jest transwer-
salne do B, gdy wlasnosé

T,A+T,B = T,M

zachodzi dla kazdego punktu y € A N B. Mamy standardowe oznaczenia

fmMB i AMB
dla wlasno$ci transwersalnosci.

Przyktad 3.5. (a) Niech M = R? oraz A C M i B C M beda gladkimi krzywymi. Wtedy
A M B gdy krzywa A przecina krzywe B pod niezerowym katem (patrz Rysunek 3.6).

(b) Niech M = R3, A € M to krzywa i B C M to powierzchnia. Rysunek 3.7 pokazuje
przypadki transwersalnosci i nietransweralsnosci.

(c) Przypadek M = R? i dwu powierzchni A C M, B C M przedstawia Rysunek 3.8.

(d) Gdy M =R3i A C M, B C M sa krzywymi, to A h B wtedy i tylko wtedy gdy krzywe
sg roztaczne.

(e) Niech M = R? = {(z,y)}, A=R! i B = {x = 0} oraz niech f : A —— M bedzie zadane
wzorem f(t) = (¢3,0). Oczywiscie f(t) € B tylko dla t = 0. Ale wtedy f.(0) = f/(0) = 0.
Zatem f.ToA + T(oo)B = T(0,0)B ~ B # T(9,0)M. Ten przyklad pokazuje zasadnos¢ wlasnosci
transwersalno$ci odwzorowania to podrozmaitosci.
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Rysunek 3.6. Transwersalnos¢ krzywych na plaszczyzZnie.

Zachodzi nastepujace fundamentalne twierdzenie pochodzace od Thoma?,

Twierdzenie 3.6 (Thom). Niech M, A i B bedq ustalonymi zwartymi rozmaito$ciami jak
powyzej. Wtedy podzbior przestrzeni odwzorowan f : Av—— M zlozony z odwzorowan, ktére sq
transwersalne do B, jest otwarty i gesty.

2 To Twierdzenie Thoma o Transwersalnosci, jak réwniez jego uogélnienie podane ponizej, stanowity istotny
element stworzonej przez niego Teorii Katastrof . Ta teoria zawiera w sobie po czesci teorie osobliwosci odwzoro-
wan i funkcji jak rowniez teorie bifurkacji uktadéw dynamicznych.

Warto jeszcze dodaé, ze w przypadku uogélnienia Twierdzenia Thoma na przypadek rozmaitosci niezwartych
wprowadza sie specjalna topologie (tzw. topologie Whitney’a) w przestrzeni odwzorowan klasy Cc*k.
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To oznacza, zZe, z jednej strony, jesli odwzorowanie fo jest transwersalne do B, to dowolne
bliskie niemu odwzorowanie f. tez jest transwersalne do B, a, z drugiej strony, jesli fo nie jest
transwersalne, to dowolnie blisko niego istnieje odwzorowanie f., ktore juz jest transwersalne.

_—

Rysunek 3.7. Transwersalnos¢ krzywej i powierzchni w przestrzeni.

Dowdéd. Nietrudno zauwazyé, ze mozna ograniczy¢ sie do sytuacji lokalnej, gdy A C R™ i
M C R"™ sa podzbiorami otwartymi a

B={y1=...=ypx=0NM

jest (lokalnie) podprzestrzenia kowymiaru n — k (Zadanie 3.16).
Wtedy f(z) = (fi(),... fu(z)) i

Ty,B={q€R":q1=...= gy =0} CT,M =R".

Jesli f(xg) € B, tzn. fi(zg) = ... fn—k(xg) = 0, to f jest transwersalne w zy do B wtedy
i tylko wtedy gdy wektory fi0g,..., f+Oz, razem z wektorami Oyp_g41,...0y, rozpinaja R™.
(Tutaj O, i Oy, sa bazowymi wektorami w R™ i R™ odpowiednio.) Do tego wystarczy, aby rzuty
wektoréw f.0,, na przestrzen ilorazowa T, M /T, B ~ R™* rozpinaly te przestrzen. To oznacza,
ze macierz

8f1/8331 PN 8f1/8:1:m
C = e . .
afn—k/axl <o 8f'n—k/axm
ma rzad rkC' > n — k.
Mamy dwie mozliwosci:
(i) m < n — k i wtedy rzad jest mniejszy od n — k,
(ii) m > n — k (wtedy wlasnoéé rkC' > n — k jest warunkiem otwartym w przestrzeni
macierzy).
W przypadku (i) transwersalnosé oznacza brak przeciecia f(A) z B i jest to warunek otwarty
w przestrzeni odwzorowan. Réwniez w przypadku (ii) nietrudno pokazaé, ze warunek transwer-
salnodci tez jest otwarty (Zadanie 3.13).
Aby udowodnié gesto$é wlasnosci transwersalno$ci musimy wprowadzi¢ dodatkowe pojecia
(Zadanie 3.14).
W przypadku (ii) wezmy lokalne odwzorowanie g : A — R,

9(x) = (fi(x), ..., fok(2)).
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Przypomnijmy (patrz Definicja 3.7 ponizej), ze xg jest punktem krytycznym dla g, jesli rk%(mo)
=rkC < n—k, a warto$¢ g(x¢) nazywa sie wartoscia krytyczna dla g. Skorzystamy z klasycznego
Twierdzenia Sarda (Twierdzenie 3.7 ponizej), ktore zapewnia, ze zbiér wartosci krytycznych dla
g jest ‘rzadki’. Zgodnie z Zadaniem 3.15 f m B, gdy 0 nie jest wartoscia krytyczna dla g. Niech
z bedzie wartoscia niekrytyczna dla g i bliska zeru. Zaburzymy odwzorowanie f = (g,h) w
nastepujacy sposoéb

fe(x) = (9(2) — 2, h(z)).

Latwo sprawdzié, ze f. jest transwersalne do B (Zadanie 3.16). O

Rysunek 3.8. Transwersalnos¢ powierzchnii w przestrzeni.

Definicja 3.7. Niech h : R™ —— R! bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym. Méwimy, ze
ze xg jest punktem krytycznym dla h jesli I‘k%(l‘o) nie jest maksymalny. Wartosé h(zg) w
punkcie krytycznym nazywa sie wartoS$cig krytyczna dla h.

Twierdzenie 3.8 (Sard). Zbidr wartosci krytycznych dla odwzorowania réziniczkowalnego
h: R™ — R! dostatecznie wysokiej klasy gladkosci ma zerowq miare Lebesque’a.

Uzasadnienie. Rozwazmy przypadek m = [ = 1. Nie jest wykluczone, ze wartosci krytyczne
dla g moga tworzy¢ zbiér gesty w R.

Mozemy jednak pokry¢ kazdy punkt krytyczny z; odcinkiem I; o szerokosci |I;| < e dla do-
wolnie malego . Poniewaz ¢'(z;) = 0, to dlugosé¢ obrazu g(I;) takiego odcinka bedzie szerokosci
rzedu O(e?) = O(e) |I;| (patrz Rysunek 3.9). Zatem

o (UB)| <06 |Un| <o),

co dazy do zera przy € — 0.
W istocie ten sam argument pracuje przy dowolnych m < [ (Zadanie 3.17). Gdy m > [ dow6d
jest bardziej skomplikowany (z rozbiciem R™ na podzbiory statego rzedu macierzy oh/0x). O

Nastepujaca definicja jest potrzebna do uogdlnienia Twierdzenia Thoma. Niech
f:R™+— R" (3.3)

bedzie odwzorowaniem dostatecznie wiele razy rézniczkowalnym. Z takim odwzorowaniem moz-
na zwiazaé¢ serie geometrycznych obiektéw. Pierwszym z nich jest wykres

{(z, f(z))} C R™ x R" = JOR™ R™).
Innym jest wykres pochodnej, czyli wykres odwzorowania Df : x +—— (y,p) = (f(x), 55 (z)),

{(m f(z), gi(ﬂ)} CR™ x R® x R™" =: JYR™,R").



58 3. Teoria bifurkacji

(%5, 7,)

Rysunek 3.9. Twierdzenie Sarda.

Ogodlnie, wykres odwzorowania r—tej pochodnej odwzorowania
x — (f(z),Df(x),...,D" f(x)) jest podzbiorem (dosyé¢ duzej) przestrzeni oznaczanej przez
JT(R™, R™).

Definicja 3.9. Przestrzenie J"(R™R") nazywaja si¢ przestrzeniami dzetéw rzedu r
odzworowan z R™ do R". Z kazdym odzworowaniem postaci (3.3) wiaze sie jego r—ty dzet

x+—j f(z) = (x, f(z),Df(x),...,D" f(x)) € J/(R™,R").

Analogicznie, jesli A1 M sg rozmaitoSciami wymiaréw m i n odpowiednio, to definiuje sie prze-
strzenie J" (A, M) dzetéw odwzorowan z A do M i z kazdym rézniczkowalnym odwzorowaniem
f+ A— M wiaze sie jego rty dzet j"f : Ar— J"(A, M).

Definicja 3.10. Jesli C C J"(A, M) jest podrozmaitoscia, to méwimy, ze odwzorowanie
f i+ A— M jest transwersalne do C' (oznaczenie f h C) gdy 5" f h C.

Twierdzenie 3.11 (Thom). Niech A, M i C C J"(A, M) bedg ustalone. Wtedy zbior
odwzorowan f: Av+—— M, ktére sq transwersalne do C, jest otwarty i gesty w zbiorze wszystkich
takich odwzorowan.

Dowdd. Ten dowdd w znacznej czeéci powtarza dowdd Twierdzenia 3.6. Podstawowa réznica
lezy w dowodzie gestosci, a dokladniej, w wyborze zaburzenia. Ot6z, zamiast zamiany g(r) —
g(z) —z (gdzie z jest ‘mala’ wartoscia niekrytyczna dla g), bierze si¢ zamiane g(z) — g(z) — z —
p(z) — q(z,x) — ... — §(x,...x), gdzie p, G, ..., S sa odpowiednio ‘maltymi’ przeksztaleceniami
liniowymi, jednorodnymi kwadratowymi, czy jednorodnymi stopnia 7. O
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Przyklad 3.12. Pewne naturalne warunki na odwzorowanie sg interpretowane jako warunki
na jego transwersalno$¢ w dzetach. Na przyktad, warunek

af (2, )) - 0
oA Ox
wynika z jednoczesnej transwersalnoéci odwzorowania

jlf : R2 = {(.’L‘, )‘)} — Jl(R27R) = {(x,)\,y,px,p,\)}

do dwd6ch podrozmaitosci

2 af
5 f(@A) #0 gdy f(x, )= %(x’)\) —0

Ci={y=0} i Co={y=p,=0}.

Istotnie, transwersalno$é do C oznacza, ze gy =9 7& 0 lub 2 = 8/\ L£0gdyy= f(z,\) =0.
Tymczasem transweralno$é¢ do Cy oznacza, ze fg,”, f” | #0gdyy=f=0ip, = f.,=0.
rx

W zagadnieniach teorii bifurkacji zawsze, gdy pojawiaja sie warunki podobnego charakteru
jak w Przyktadzie 3.12, mozemy zalozy¢, ze albo sa spelnione z prawdopodobienstwem 1 albo
z takim samym przwdopodobienstwem nie moga by¢ spetnione. Ten drugi przypadek zachodzi
gdy dim A + dim C' < dim J" (A, M). Taki jest praktyczny wniosek z twierdzerr Thoma.

ZADANTA

Zadanie 3.13. W przypadku m > n — k zauwazy¢, ze (w dowodzie Twierdzenia 3.6) rkC' >
n — k oznacza rkC = n — k. Skorzysta¢ z Twierdzenia o Funkcji Uwiklanej aby pokazaé, ze
f~1(B) Cc A w otoczeniu g jest podrozmaitoécia w A kowymiaru n — k. Pokazaé nastepnie,
ze dla dowolnego f- bliskiego f réwniez f=!(B) jest lokalnie podrozmaito$cia kowymiaru n — k
bliska f~!(B). Wywnioskowaé stad i z otwartosci podzbioru macierzy rzedu n — k w przestrzeni
macierzy wymiaru (n — k) X n, ze f. jest transwersalne do B w otoczeniu xg.

Zadanie 3.14. Pokaza¢ lokalna gestos¢ wlasnosci transwersalnosci w przypadku m < n—k.
Wskazéwka: Wybraé¢ odpowiednie zaburzenie f. dla f, ktore nie jest transwersalne do B.

Zadanie 3.15. Pokazaé, ze f M B wtedy i tylko wtedy gdy O nie jest wartoscig krytyczng
dla odwzorowania g.

Zadanie 3.16. Uzupelni¢ dowdéd Twierdzenia 3.6.

Wskazéwka: Uzy¢ odpowiedniego rozktadu jednosci 1 = 3 ¢;(x) w A zwigzanego z lokalnymi
afinicznymi mapami w A, M i B. Lokalne zaburzenia wybiera¢ w postaci f. = (g — ¥r ()2, h(z)),
z odpowiednimi funkcjami ¥y (z) o zwartym nosniku i ‘malymi’ wektorami z;. Na koniec sko-
rzystaé ze zwartosci A.

Zadanie 3.17. Udowodni¢ Twierdzenie Sarda w przypadkach m <lim =1> 1.

3.3. Bifurkacje kowymiaru 1

Bifurkacje autonomicznych pdl wektorowych bedziemy dzieli¢ na lokalne i nielokalne.
Lokalne bifurkacje zachodza w otoczeniu punktu osobliwego x = 0 dla wartosci bifurka-
cyjnej parametru. Doktadniej, mamy rodzine

& = v(z; p)
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taka, ze

v(z,0) = Az +....

W przypadku typowych 1—parametrowych rodzin naruszenie warunku hi- perbolicznosci (tzn.
Re);(A) # 0 dla wszystkich wartosci wlasnych) zachodzi w dwu przypadkach:

1. Mi(A) =01 Re)\;(A) # 0 dla j > 1; jest to bifurkacja siodto—wezet.

2.0 = A = iw € iR\ 0 i Re); # 0 dla j > 2; jest to bifurkacja narodzin cyklu
granicznego albo bifurkacja Andronowa—Hopfa.

Mamy trzy nielokalne bifurkacje zwiazane z orbita okresowa 7 dla pola v(z,0). Niech \;
beda wartosciami wlasnymi czeéci liniowej przeksztalcenia powrotu Poincarégo. Przypomnijmy,
ze warunek hiperbolicznoéci dla v oznacza, ze |\;| # 1 dla wszystkich j. Zatem typowe bifurkacje
kowymiaru 1 maja miejsce w nastepujacych przypadkach:

3. A1 =1i|\j| # 1dlaj > 1; jest to bifurkacja siodto—wezel dla orbity okresowe;j.

4.\ =—11|)Nj| #1dlaj>1; jest to bifurkacja podwojenia okresu.

5. A = X € SU\ {1,—1}. Tutaj przypadki, gdy A\; = €>™*/™ jest pierwiastkiem z
1 stopnia m, nazywaja si¢ rezonansowymi; dodatkowo, gdy m = 3,4 to méwimy o silnym
rezonansie.

N2 ~
>«

Rysunek 3.10. Potaczenie separatrys i petla separatrys.

Na koniec mamy dwie nielokalne bifurkacje zwiazane z polaczeniem separatrys (patrz
Rysunek 3.10):
6. Polaczenie separatrys réznych siodet.
7. Petla separatrys jednego siodta.

3.3.1. Redukcja do rozmaitosci centralnej i forma normalna Poincarégo—Dulaca

Zalbézmy, ze mamy pole wektorowe
t=v(x)=Ax+...
z punktem osobliwym x = 0. Mozemy zalozy¢, ze macierz A ma postaé¢ blokowo diagonalng
A=A A" @ A°, (3.4)

gdzie A® (odpowiednio A" i A°) ma wartosci wlasne z Rel; < 0 (odpowiednio z ReA; > 01i z
Re)\j = 0)
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Twierdzenie 3.18 (Szoszitaiszwili). W sytuacji jak powyzej istnieje lokalny homeomorfizm
h: (R™,0) — (R™,0) przeprowadzajgcy portret fazowy pola v(x) na portret fazowy nastepujq-
cego pola
U1 =—y1, Y2=1y2, U3=w(ys), (3.5)
gdzie
w(ys) = A%s + ...

Dowdd tego twierdzenia jest techniczny i skomplikowany (patrz [5]). Dlatego nie bedziemy
go tutaj przytaczaé. Za to wyciggniemy z niego bardzo praktyczne zastosowania. Zauwazmy
tez, ze to twierdzenie jest uogdlnieniem Twierdzenia Grobmana—Hartmana.

Definicja 3.19. Podrozmaitosé¢ zadang réwnaniem
We={y1 =0, y2 =0}

(w terminach (3.5)) nazywamy rozmaito$cig centralng.

Twierszenie Szoszitaiszwiliego mowi, ze w przypadku niehiperbolicznego puktu osobliwego
‘ciekawa cze$¢” dynamiki odbywa sie na rozmaitosci centralne;j.
Dla rodziny pél wektorowych v(x, 1) mozemy potraktowaé¢ p jako dodatkowa zmienna, tzn.
mamy uktad
T = U($,u), p=0,

do ktérego stosujemy Twierdzenie 3.18 (z h(x, u) = (ho(z, 1), 1)). Mamy nastepujaca redukcje
do rozmaitosci centralnej.

Stwierdzenie 3.20. Dla rodziny & = v(x,p) z v(z,0) = Az + ... A = A® ® A" @ A,
istnieje lokalny homeomeorfizm (ho(x, 1), 1) zadajajgcy topologiczng réwnowazno$é tej rodziny
z nastepujgcg rodzing

z = w(zvu)a 1= —21, Z2= 2.

Samo istnienie rozmaitosci centralnej W€ jest uogdlnieniem Twierdzenia Hadamarda—Perrona.
Mozna jej poszukiwaé jak w dwodzie Twierdzenia 1.19. Przy tym okaze sie, ze rozmaitosé
centralna nie jest wyznaczona jednoznacznie; zalezy ona od wyboru przedluzenia pola (lub
dyfeomorfizmu) na cate R™.

Ale istnieje sposdb wyznaczenia W€ w sposéb formalny. Poszukujemy jej jako wykresu

W ={x1 = f(z3), x2=g(x3):2x3€ EY}

(gdzie wspélrzedne (x1, x9, x3) sa zwiazane z rozkladem (3.4)), ktéry jest niezmienniczy wzgle-
dem pola v(x). Okazuje sie, ze odwzorowania f : E¢ — E* i g: E° — E" maja jednoznacznie
wyznaczone szeregi Taylora, f(x3), g(z3) = O(|z3]?). Na W€, ktére jest parametryozwane przez
r3 € B¢, otrzymujemy pole wektorowe

t3 = w(xs).

Ta redukcja do W€ nazywa sie redukcja Lapunowa—Schmidta.
Niestety, na og6t okazuje sie, ze szeregi zadajace f i g sa rozbiezne (nawet gdy v(z) bylo
analityczne). Tym tez tlumaczy sie niejednoznaczno$é¢ W€ w sensie topologicznym.

Przyktad 3.21. Rozwazmy uktad

=22 y=y—2>
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Tutaj W* = {z = 0} jest rozmaitoscia niestabilna. Rozmaito$¢ centralna poszukujemy w postaci
We = {y = asaz? + azz® + ...} . Podstawiajac takie y do uktadu, dostajemy

(ang + a3x3 + .. ) — 2= <2a2m + 3a3m2 + .. ) -z

To prowadzi do nastepujacej rekurencji: ag = 1, ap+1 = nay, z rozwiazaniem a, = (n — 1)L
Zatem rozmaitos¢ centralna zadaje sie jednoznacznym, ale rozbieznym, szeregiem

y = Z(n —1)lz"

n=2
(Zadania 3.27 i 3.28).
Innym narzedziem uzytecznym w teorii bifurkacji, ktére réwniez opiera sie na (czesto roz-

bieznych) szeregach formalnych, jest nastepne twierdzenie. Rozwazamy kietki analitycznych pél
wektorowych

i = Az +0(|z|*), ze(C"0), (3.6)
takich, ze macierz A jest diagonalna, A =diag(\,...,A,). Przypomnijmy jeszcze standardowe
oznaczenia (e1,...,e,) dla standardowej basy w C" (zatem z = Y zje;), z¥ = at ke

‘k‘|:k1+.../€n.

Definicja 3.22. Méwimy, ze wartosci wlasne spelniaja relacje rezonansowa typu (7, k),
je{l,....n}, k= (k1,...,k,) € N, jedli

)\j = kA + .. kA, = (k,)\)

Twierdzenie 3.23 (Poincaré-Dulac). Zalézmy Ze mamy kielek zespolonego analitycznego
pola wektorowego (3.6). Wtedy istnieje zamiana

z=y+O0(ly]*)

taka, zZe kazda skladowa po prawej stronie jest formalnym szeregiem potegowym od y, ktéra
prowadzi do ukiadu

:l)j = /\jyj —i—ZCj;kyk, ] = 1,...,n, (3.7)
przy czym sumy po prawych stronach réwnarn (3.7) biegng po takich wielowskaznikach k =
(k1,...,kn), Ze jest spelniona relacja rezonansowa typu (j, k) .

Dowdd. Sprowadzanie do postaci normalnej Poincarégo—Dulaca (3.7) odbywa sie przy

pomocy serii zamian postaci
T=1y— Z bj7kykej, (3.8)
Jk:|k|=m

czyli dodajemy wyrazy jednorodne stopnia m. (Zaczynamy od m = 2, potem bierzemy m = 3,
itd.) Latwo sprawdzi¢, ze przeksztalcenie odwrotne do (3.8) ma postac y = x+3; . ikj=m b kyFe;+
... (Zadanie 3.29).

Zal6zmy, ze w polu (3.6) do stopnia m — 1 wystepuja tylko wyrazy rezonansowe (zaloze-
nie indukeyjne). Chcemy przy pomocy podstawienia (3.8) zlikwidowaé wyrazy nierezonansowe

stopnia doktadnie m. Mamy
Bi=9i— Y. bik (yk) ; (3.9)

k:|k|=m
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gdzie
Ui = \iyi + (wyrazy rezon. st. < m) + h.o.t.

S bk (4F) = Y bik- (MR + o,

k:|k|=m

Z lewej strony wzoru (3.9), po podstawieniu (3.8), mamy

T, = N |yi— Z bi’kyk + (wyrazy rezon. st. < m — 1)
k:|k|=m
+ Z ai,kyk—{—h.o.t.
k:|k|=m

Teraz, poréwnujac wyrazy jednorodne stopnia m, dostajemy réwnania
bi,kz . {()\, /ﬂ) — )\z} = ai,k.

Z nich jasno wynika, ze jesli (X, k)—X\; # 0, to mozna dobrac b; i, tak, aby zlikwidowa¢ odpowiedni
nierezonansowy wyraz x*e;. Pozostaja tylko wyrazy rezonansowe. O

Przyktad 3.24. Rozwazmy przypadek rezonansowego wezla
1= +..., To=nTr2+...,

czyli dla Ay = 11 Ay = n € N\ 1 Jak latwo stwierdzié¢, jedyna relacja rezonansowa jest
Ao =nA1 + 0- Ao, Zatem normalna forma Poincarégo—Dulaca jest nastepujaca

U1 =y1, Y2 =ny2+cyl

(Zadanie 3.30). Okazuje sie, ze w tym przypadku zamiana prowadzaca do postaci normalnej
jest analityczna (o ile wyjsciowy kietek byl analityczny). 3

Przyktad 3.25. Dla siodlo-wezta
T1=..., To=xo+...,

czyli z A\ = 01 A9 = 1, relacje rezonasowe sg postaci Ay = kA1 +0- A2 1 A9 = kA + 1 Ag. Stad
wynika nastepujaca forma Poincarégo—Dulaca

= aryl, Ge=y2 |1+ beyf
k>2 k=1
Okazuje si¢, ze na ogdt ta forma normalna nie jest analityczna.

Przyktad 3.26. Dia (1 : —1) rezonansowego siodla
T1=x1+..., To=—-To+...,

czyliz Ay = 11 A9 = —1 relacje rezonansowe sa postaci Ay = (k+1)A\1+kA21 A2 = kA1 +(k+1) .
Stad wynika nastepujaca posta¢ normalna Poincarégo—Dulaca

U1 =y1 (1 +> ak (ylyz)k) . U2 =Y (1 +> by (y1y2)k> .

3 Do tego przypadku mozna tez zaliczyé sytuacje, gdy n = 1, czyli, gdy cze$é liniowa nie jest diagonalna.
Istnieje naturale rozszerzenie Twierdzenia 3.23 na przypadek, gdy czes¢ linowa pola posiada nietrywialne klatki
Jordana.
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Réwniez i ta forma nie jest na ogél analityczna (Zadanie 3.31).

ZADANITA

Zadanie 3.27. Znalez¢ rozmaitosé centralng punktu (0,0) dla ukladu z Zadania 1.33 przy
a=—1,tzn. dlai=—a+y+22 y=ao—y+1y°

Zadanie 3.28. Znalez¢ przyblizenie rozmaitosci centralnej z doktadnoscia do wyrazéw sze-
éciennych dla punktu (0,0,0) uktadu & = —y + 22 +zy, y =z +ay + 2%, 2 = 2 + 2y.

Zadanie 3.29. Pokazaé, ze przeksztalcenie odwrotne do przeksztalcenia (3.8) ma postaé
jak w dowodzie Twierdzenia 3.23.

Zadanie 3.30. Pokazaé, ze w kazdym innym przypadku wezta, tzn. gdy 1 < Ao/ &€ N,
normalna forma Poincarégo—Dulaca jest liniowa (brak nieliniowych wyrazéw rezonansowych).

Zadanie 3.31. Uogdlni¢ Przyktad 3.26 na przypadek (p: —q) —rezonansowego siodla, tzn.
gdy 0 < A\i/A2 = —p/q € Q (ulamek zredukowany).

3.3.2. Bifurkacja siodlo—wezel

Mamy 1—parametrowa rodzine pél wektorowych
95:”(95;#):”#(45)7 (fU,M) € (RTLXR,OXO)

Na nig naktadamy nastepujace warunki:

1.v(0;0) =01iv(z;0) = Az + ...

2. Macierz A ma jedna zerowa warto$¢ wlasna, A\; = 0, (w szczegblnosci det A = 0) i
Re); # 0 dla j > 1. Zatem mozna zaltozy¢, ze A ma postaé¢ blokowg

“[5s]

3. Niech (z,y) bedzie liniowym ukladem wspélrzednych zwiazanym z powyzsza postacia
A. Mozemy przepisa¢ uktad w postaci

= f(z,y;p), 9=By+...,
gdzie f(0,0;0) =01 f.(0,0;0) =0, f,(0,0;0) = 0. Nastepne zalozenie méwi, ze

Pf
773(0.0:0) # 0.

4. Ostatnie zalozenie mowi, ze

af .
%(0,070)7&0

(Zadanie 3.34).

Uwaga 3.32. Powyzsze warunki sa warunkami w przestrzeni J2 = J2(R” x R, R") dzetéw
rzedu 2. Sa to warunki na transwersalno$é wzgledem pewnych podrozmaitoéci w J2. Dzieki
Twierdzeniu 3.11 typowe v(z; ) spelnia te warunki (poréwnaj tez Przyklad 3.12).
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A<0 j
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Rysunek 3.11. Bifurkacja siodto—wezet.

Twierdzenie 3.33. Jesli sq spelnione powyisze warunki, to rodzina {v,} jest wersalna. W
szczegolnosci, jest ona rownowazna jednej z rodzin postaci

i=At2? 1=y, 2=

Dowaod. 7 twierdzenia o redukcji do rozmaitosci centralnej mozemy zaltozyé, ze mamy uktad
postaci
x:f(xau)a yl = —Y, yQ:y?'

Mamy nastepujace wlasnosci wynikajace bezposrednio z Warunkéw 1, 2, 3 i 4:
(i) f(ov O) =0,
(it}) £2,(0,0) # 0,
(iv) £1,(0.0) % 0.
Dalszy dowdd przebiega doktadnie jak w Przyktadzie 3.3.
Na Rysunku 3.11 jest przedstawiona bifurkacja siodto—wezet dla rodziny dwuwymiarowych
pél wektorowych. O

ZADANTA

Zadanie 3.34. Pokazaé¢, ze Warunek 4 posiada nastepujaca interpretacje. Z Warunku 3
wynika, ze réwnanie f. = 0 posiada jednoznaczne rozwiazanie x = xo(y, ) (punkt lokalnego
extremum). Niech g(y, u) = f(xo(y, 1), y; 1) (wartoéé w tego ekstremum). Wtedy %(O, 0;0) #0

— 52(0,0) £ 0.

Zadanie 3.35. Dla 2—parametrowej rodziny 1—wymiarowych pél wektorowych & = A; +
Aoz + 23 (deformacja osobliwogci typu siodlo-wezet kowymiaru 2) zbadaé bifurkacje punktéw
rownowagi.

3.3.3. Bifurkacja Andronowa—Hopfa

Mamy 1—parametrowa rodzine pél wektorowych
& =v(z;p) =vu(z), (z,p0) € R"xR,0x0).

Na nig nakladamy nastepujace warunki:
1. v(0;0) = 0, zatem v(x;0) = Az + ...



66 3. Teoria bifurkacji

2.0 =X =iwciR\0i Re); # 0 dla j > 2. To implikuje det A # 0 i z Twierdzenia
o Funkcjach Uwiklanych réwnanie v(z; ) = 0 ma rozwiazanie x = zo(n), ktére odpowiada
punktowi rownowagi. Nastepnie przesuwamy ten punkt réwnowagi do poczatku uktadu wspét-
rzednych: x — = — xo(u). Teraz mamy uklad

T=Apz+....

3. Nastepne zalozenie méwi, ze

A<O0 =0

Rysunek 3.12. Ostra utrata stabilnosci.

0
BTLRG)‘M(“)'”:O # 0.

4. Ostatnie zalozenie wykorzystuje forme normalng Poincarégo—Dulaca dla ¢ = 0. W
dziedzinie zespolonej mamy A = —A2 i zgodnie z Przyktadem 3.26 forma normalna przyjmuje

= jwz ( + Za] 2122) ) 29 = —iwzy (1 + ij (zlzz)j) ,
gdzie z1 2 = z1 £/ —1xo+... = y; Liys sa (formalnymi) zmiennymi zespolonymi po ograniczniu
do rozmaitosci centralnnej. Poniewaz wyjsciowe pole bylo rzeczywiste, to zo = 2z; i powyzsze
rownania sa wzgledem siebie sprzezone. W zmiennych rzeczywistych y; = x1+...1y2s = x2+. ..
dostajemy nastepujaca posta¢ normalng Poincarégo—Dulaca dla ogniska

postaé

o= N (03r2+05r4+...)—wyg (1—|—d37‘2—{—...),
Yo = WY1 (1—|—d3r2+...)+y2 <03r2+05r4—|—...),
gdzie r2 = y? + y3. Tutaj c3,cs, ... sa liczbami ogniskowymi Lapunowa-Poincarego z Definicji

2.13 (Zadanie 3.40).

Ostatni warunek niezdegenerowania méwi, ze

03750.

Nastepujace twierdzenie nosi tez nazwe Twierdzenia o narodzinach cyklu granicznego
i jest najbardziej chyba znanym twierdzeniem z teorii bifurkacji.

Twierdzenie 3.36 (Andronov-Hopf). Jesli sq spetnione powyzisze warunki, to rodzina {v,}
jest wersalna. W szczegolnosci jest ona rownowazna rodzinie

i1 =2 (NE£7?) —wro, do =wzy + (AN E£72), U1 = —y1, o =1,
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(r? = 23 + 23) lub (réwnowazinie i na rozmaitosci centralnej) rodzinie

i=(\+iw)ztz|z*, 2=z +izs e C~R2 (3.10)

Rysunek 3.13. Lagodna utrata stabilnosci.

Uwaga 3.37. 7 dokladnoscia do zmiany orientacji  plaszczyzny  (np.
(z,y) — (z,—y)) mozna przyjaé, ze czestotliwo$¢ w > 0. Przy tym zalozeniu mamy dwie

lokalne bifurkacje rodzin (3.10) odpowiadajacych dwu wartosciom ¢3 = 11 ¢ = —1. Sa one
przedstawione na Rysunkach 3.12 i 3.13 odpowiednio. Réznica pomiedzy tymi rysunkami ma

istotne znaczenie praktyczne.
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Na Rysunku 3.12 obserwujemy tzw. ostra utrate stabilno$ci. Istotnie, dla A < 0 punkt
réwnowagi jest stabilny (chociaz ‘basen’ jego przyciagania kurczy si¢) a dla A > 0 punkt réw-
nowagi staje sie ‘globalnie’ niestabilny (tutaj uklad kompletnie sie rozstraja).

Na Rysunku 3.13 mamy do czynienia z tzw. tagodna utratg stabilnosci. Dla p < 0 punkt
rownowagi jest ‘globalnie’ stabilny i dla A > 0 traci on stabilnos¢é. Ale dla A > 0 pojawia sie
stabilny cykl graniczny, zlokalizowany blisko punktu réwnowagi. Zatem uktad (np. mechaniczny)
zaczyna lekko oscylowaé wokét potozenia réwnowagi.

Dowod Twierdzenia 3.36. Podobnie jak w przypadku Twierdzenia o Bifurkacji Siodto—Wezet
sprowadzamy najpierw zagadnienie do sytuacji dwuwymiarowej (na rozmaitosci centralnej).

Lekko uzupelniajac dowdéd Twierdzenia Poincarégo—Dulaca sprowadzamy cala rodzine do
nastepujacej postaci normalnej, modulo wyrazy rzedu > 4 :

2= (e1(u) +iw(p)) 2 + (e3(p) + ids(w)) |2* = + O(I2*), (3.11)

z =1y + iy2, gdzie ¢1(0) =0, ¢§(0) # 01 ¢3(0) # 0 (Zadanie 3.41). Mozemy spokojnie przyjac,
ze ¢1(i) = u, i, przechodzac do biegunowego uktadu wspéhrzednych, z = re’?, mozemy napisaé

P=r(p+er?+00%), p=wt0r?) (3.12)

(Zadanie 3.42).

A

>

0 2n 1 ¢

Rysunek 3.14. Dowdd Twierdzenia Andronowa—Hopfa.

Dla uktadu (3.12) definiujemy przeksztalcenie powrotu Poincarégo
P : {¢ =0} — {¢ =2r} jak na Rysunku 3.14. Dla ustalenia uwagi zalozymy, ze c3 = 1.
Dalsza analize dzielimy na trzy kroki.
(a) Dla > 0 mamy 7 > 0 (dla r > 0), czyli P(r) > r i nie ma cykli granicznych.
(b) Niech p < 0. Rozwazmy obszar {0 < r < 2y/—p} . Dokonajmy nastepujacej norma-
lizacji

Wtedy w obszarze {0 < R < 2} dostajemy uktad

R=7R(-1+R*+0(7)), ¢=w+0(7) (3.13)
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dla  malego parametru 7. Teraz juz latwo  wyliczyé  przeksztalcenie  P.
Zauwazmy, ze rozwiazanie ukladu (3.13) z warunkiem poczatkowym R(0) = Ry, ¢(0) = 0
spelia R(t) = Ro + O(7). Zatem

P(Ry) — Ry = i >dg0

0

= szRo(Rg — 14 0(7)).

27 AR /27r 1—|—R2

Oznaczmy F(Rg,7) = (P(Ry) — Ro)/m* = Fy(Ro) + O(7), gdzie wykres funkcji FoRo) =
mRo(R3 — 1)/w jest przedstawiony na Rysunku 3.15. Widzimy, ze réwnanie F(Ry, ) = 0 posia-
da dokladnie dwa proste rozwigzania Ry = 0 i Rg = 1 + O(7) (Zadanie 3.43). Pierwsze z nich
odpowiada punktowi réwnowagi, a drugie cyklowi granicznemu bliskiemu okregu {r = /—pu}.

(c) Dla p < 0 rozwazmy obszar {2/—u < r < €} dla malego ¢ > 0 (niezaleznego od p).
Z (3.12) tatwo widaé, ze tutaj 7 > 0 i nie moze by¢ cykli granicznych.

Rysunek 3.15. Wykres funkcji Fp.

Widaé zatem, ze w kazdej z trzech powyzszych sytuacji portrety fazowe sa ‘jakosSciowo’
takie same jak dla modelowej rodziny (3.10). Wypadaloby jeszcze skonstruowaé rodzine {h,}
lokalnych homeomorfizméw realizujacych topologiczne orbitalne réwnowaznosci odpowiednich
portretéw fazowych. Jest to dosy¢ zmudne zadanie (jesli potraktowaé je bardzo serio) i my je
opuécimy (nawet w [5] jest to pominiete). O

Uwaga 3.38. E. Hopf w swojej oryginalnej pracy udowodnil ogélniejsze wynik niz Twier-
dzenie 3.36. Mianowicie opuscil on zalozenie, ze c¢3 # 0 (patrz [14]). Pokazal on istnienie
1 —parametrowej rodziny -, rozwiazain okresowych dla pél wektorowych v, (), gdzie (R,0) >
v — p(v) jest pewnym gladkim odwzorowaniem. To twierdzenie nazywa sie Twierdzeniem
o Bifurkacji Hopfa. Na przyktad, dla rodziny

Z=(p+1)z=vu(z2)
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mamy rodzine rozwiazan okresowych v, = {\2\2 = V} dla jednego pola z = iz = vy(z, 2), tzn.
wu(v) = 0.

Arnold [5] czesto podkreslal, ze w przypadku c3 # 0 odpowiednig bifurkacje badal réw-
nolegle A. Andronov [2]. Dlatego tez bifurkacja z Twierdzenia 3.36 nazywa sie Bifurkacja
Andronowa—Hopfa.

mgqgsin®

Rysunek 3.16. Szybowiec Zukowskiego.

Przyktad 3.39 (Model Zukowskiego szybowca). Niech samolot leci z predkoécig v (ktéra
moze si¢ zmieniac¢) i jest podniesiony pod katem 6 wzgledem poziomu (patrz Rysunek 3.16).
Na samolot dzialaja nastepujace sity: sita ciagu F. skierowana wzdluz samolotu, sila ciezkosci
myg skierowana do dotu i sita oporu powietrza proporcjonalna do v?. Rozkladamy site ciezkosci
na skladowa wzdluz samolotu (powodujaca wytracanie predkosci) i w kierunku prostopadlym
(powodujac obrét w dét). Mamy zatem nastepujaca pare réwnan: mo = F. — mgsin — cov?
i mud = —mgcosf + cov?. Tutaj stale ¢y i g zaleza od kilku czynnikéw, ktérych nie bede
specyfikowal (patrz [8], Rozdz. 3, Paragr. 3) i [7], Rozdz. 14, Paragr. 3, Rozdz. 15, Paragr. 3).
Po odpowiedniej normalizacji y = const - v dostajemy nastepujaca 2—parametrowa rodzine pél
wektorowych

0= (y>—cosf)/y, §=A\—puy?—sinb, (3.14)

—7m/2 <0< 7/2, y>0,zbiegunem wzdtuz {y =0} .
Rozwazmy najpierw przypadek A = 0, ktéry odpowiada modelowi szybowca. Po pomnozeniu
przez y (przeskalowanie czasu) dostajemy portret fazowy regularnego pola

V = (y* — cos 0)0p — y(sin 0 + py?)o,. (3.15)

Przy p = 0 dostajemy uktad hamiltonowski z catka pierwsza

1
F= gy?’—ycosﬁ
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i punktami réwnowagi Sy = (£7/2,0) i C = (0,1). Przy p > 0 dostajemy divV = —2uy < 0,
czyli funkcja ® = y jest funkcja Dulaca dla pola (3.14). Stad tatwo wynika, ze dla u = 0 ruch
szybowca jest okresowy (oscylujacy woké6t centrum C') a dla g > 0 odpowiedni punkt krytyczny
C (bifurkujacy z (0,1)) jest globalnie stabilnym ogniskiem (Zadanie 3.44). To znaczy, ze ruch
szybowca stabilizuje sie.

Dla ogélnej rodziny (3.14) z malymi A i g mozna badaé pojawiajace si¢ mozliwe cykle
graniczne metoda calek abelowych (patrz Przyklad 4.5 ponizej). Przyrost AF calki pierwszej
wzdhuz trajektorii ukladu (3.14) (od ciecia do ciecia) wynosi w przyblizeniu

/th = / (y2 — cos 9) ()\ - ,uy2) dt ~ / (A — puy®)ydd = My(c) — pli(c),
F=c

gdzie  Ip(c) = J [dydx  jest polem obszaru zakreSlonego przez krzywa
F(0,y) = ¢. W [7] pokazano, ze funkcja ¢ — I1(c)/Iy(c) jest monotoniczna, czyli, ze réwnanie
Mo(c) — pli(c) = 0 ma co najwyzej jedno rozwiazanie. To oznacza, ze uklad (4.14) dla malych
A i p moze posiadaé¢ co najwyzej jeden cykl graniczny.

Tutaj w momencie, gdy dywergencja pola (3.14) w ognisku C' jest zerowa, zachodzi bifurkacja
Andronowa—Hopfa. Mozna sprawdzié¢, ze jest ona niezdegenerowana (zachecam czytelnikéw do
sprawdzenia tego).

ZADANIA

Zadanie 3.40. Pokazaé, ze wspOtczynniki cs,cs,... z Punktu 4 zatozen do Twierdzenia
Andronowa—Hopfa pokrywaja sie ze liczbami oniskowymi Lapunowa—Poincarégo z Definicji 2.13.
Znalez¢ zalezno$¢ pomiedzy wspolczynnikami cgjiq i dojy1 a aj i by,

Zadanie 3.41. Udowodni¢ wzér (3.11).
Wskazéwka: Redukcje skoficzonej liczby wyrazéw rezonansowych mozna przeprowadzac jed-
noczesnie dla 1—parametrowej rodziny.

Zadanie 3.42. Udowodnié¢ wzér (3.12).

Zadanie 3.43. Pokaza¢ $cisle, ze rownanie F' = 0 z dowodu Twierdzenia 3.36 ma doktadnie
dwa rozwigzania.

Zadanie 3.44. Zbadaé¢ punkty osobliwe pola (3.15). Naszkicowaé portrety fazowe dla u = 0
ip#0.

3.3.4. Bifurkacje dla cykli granicznych

Niech v C M bedzie zamknnieta krzywa fazowa dla pola wektorowego vg(z) na rozmaitosci
M (n—wymiarowej). Ponadto pole vy(z) jest zanurzone w 1—parametrowej rodzinie v, (z), p €
(R,0), pél wektorowych na M. Wezmy ciecie S transwersalne do v w M. Dla p bliskich 0 mamy
dobrze zdefiniowane przeksztalcenia Poincarégo P, : S — S. Utozsamiajac S z (R"1,0),
otrzymujemy rodzine lokalnych przeksztatcen

fui (R71,0) = (R"10), fulz) = flz5m),
takich, ze fp(0) = 0. Zatem

folz) =Az+ ...
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Rysunek 3.17. Bifurkacja siodto—wezel dla dyfeomorfizmow.

Zakladamy tez, ze dla u = 0 orbita  jest niehiperboliczna, tzn. punkt staty z = 0 dyfeomor-
fizmu fy jest niehiperboliczny. W zaleznosci od typu niehiperboliczno$ci mamy rézne rodzaje
bifurkacji. My oméwimy tutaj tylko dwie.

A. Bifurkacja siodlo—wezel dla cyklu granicznego. Tutaj mamy A\; = 11 |[\;| # 1
(j > 1) dla wartosci wlasnych macierzy A. Sprowadzajac sytuacje do rozmaitosci centralnej
(czyli 1—wymiarowej dla dyfeomorfizmu) i naktadajac odpowiednie warunki niezdegenerowania
(tzn. %(0; 0)3—}{(0; 0) # 0), pokazuje sie réwnowazno$é¢ odpowiedniej rodziny 1—wymiarowych
przeksztatcen z nastepujaca modelowg rodzing

flzip) =z +p+a®

Odpowiednie bifurkacje sa przedstawione na Rysunku 3.17. Widzimy, ze dla p < 0 mamy
dwa cykle graniczne, ktoére sie zlewaja przy p = 0 a nastepnie znikaja.

B. Bifurkacja podwojenia okresu. Tutaj mamy A\ = —11i |[);]| # 1 dla j > 1. Poniewaz
przeksztatcenie powrotu zmienia orientacje, to rozmaitos¢ centralna dla orbity ~ jest wstega
Mobiusa (patrz Rysunek 3.19).

Rysunek 3.18. Bifurkacja podwojenia okresu dla dyfeomorfizméw.

Modelowsg rodzing przeksztalcen w tym przypadku jest

ful2) = flz,0) = (—1+ p) 2 £ 2°.

Oczywiscie to przeksztalcenie ma tylko jeden punkt staly, tj. z = 0. Ale jego druga iteracja ma
postaé

fuofulz) =1 —2u)zF22°+...
i posiada dwa dodatkowe punkty state z1 2 ~ \/Fp dla Fp > 0. Te punkty stale odpowiadaja
orbicie okresowej dla f,, o okresie 2. Stad bierze si¢ nazwa bifurkacji; czasami tez jest uzywana
nazwa bifurkacja widelki (od ksztaltu krzywej punktéw okresowych na plaszczyznie (u, z)).
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Odpowiednie bifurkacje dla {f,,} sa przedstawione na Rysunku 3.18.4

Rysunek 3.19. Bifurkacja podwojenia okresu dla cykkli granicznych.

Na tym konczymy omawianie bifurkacji pél wektorowych. Po wiecej szczegdtéw na temat
bifurkacji opisanych wyzej i innych bifurkacji odsytam stuchaczy do literatury ([1], [2], [5], [6],
[7], 8], [11], [14)).

4 Bifurkacja podwojenia okresu lezy u podstaw znanej bifurkacji Feigenbauma dla nieodwracalnego prze-
ksztalcenia g : I —— I odcinka w siebie. Najpierw punkt staly traci stabilno$é¢ przy przechodzeniu wartosci
wlasnej przez —1. Potem powstala obrita okresowa o okresie 2 znowu traci stabilno$¢ i powstaje orbita okresowa
o okresie 2%, itd. Dla granicznej wartoéci parametru mamy bifurkacje Feigenbauma.



4. Réwnania z malym parametrem

Maty parametr w réwnaniu rézniczkowym moze pojawiaé sie zasadniczo na dwa sposoby:
albo z prawej strony albo z lewej strony. W pierwszym przypadku mamy do czynienia z malym
zaburzeniem ukltadu, o ktérym na ogét sporo wiemy a w drugim przypadku pojawiaja sie tzw.
drgania relaksacyjne. Oba przypadki sa omawiane kolejno w nastepnych rozdziatach.

4.1. USrednianie

Przyktadem ukladu z pierwszej grupy jest znany uktad van der Pola
t=y, y=—x+e(l—zy,

gdzie € jest naszym malym parametrem. Jest to szczegdlny przypadek zaburzenia ukladu
hamiltonowskiego o jednym stopniu swobody

&= Hy+eP(z,y), §=—H+eQ(z,y). (4.1)

W zastosowaniach czesto pojawiaja sic uklady hamiltonowskie z wieloma stopniami
swobody postaci

Gi = Hzla Pi = _Hlllia i=1,...n, (42)

i)

gdzie H(q1,...,qn,P1,--.,Pn) jest funkcja Hamiltona, lub hamiltonianem (Zadania 4.11 i
4.12). Na og6t uklad (4.2) nie daje sie rozwiazaé. Jednak istnieje klasa ukladéw hamiltonowkich
w pelni rozwigzywalnych.

Definicja 4.1. Uklad (4.2) nazywa sie zupelnie catkowalnym jesli istnieje uktad funkcjo-
nalnie niezaleznych calek pierwszych Fy = H, Fy,..., F, taki, ze kazda funkcja F; jest catky
pierwsza dla innych ukladéw hamiltonowskich generowanych przez inne funkcje F;. Mowi sie
tez, ze funkcje F; sq w inwolucji.

Przyktadami uktadéw zupelnie catkowalnych jest zagadnienie Keplera i potok geodezyjny
na powierzchni elipsoidy (patrz [4]); oba maja dwa stopnie swobody.

Dla uktadéw spelniajacych warunek z Definicji 4.1 zachodzi nastepujace twierdzenie, ktore
przytaczamy bez dowodu (patrz [4]).

Twierdzenie 4.2 (Liouville-Arnold). Jesli wspdlne poziomice {Fy = c1,..., F, = cp}
zupetnie catkowalnego ukiadu hamiltonowskiego sq zwarte i gladkie, to sq one torusami T™.
Ponadto w otoczeniu danego takiego torusa istnieje ukiad wspétrzednych (I, ..., In, ©1,. .., ¢n),

tzw. zmienne dziatanie—kat, w ktorych uklad (4.2) przyjmugje nastepujacq postaé hamiltonow-
skq
ijO, gbj:wj(I):(‘)HO/an, jzl,...,n, (43)

Jako$ciowa Teoria Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych (¢) Zotadek, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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gdzie H(q,p) = Ho(I1,...,I,) jest hamiltonianem po zamianie. W szczgdlnosci ruch na toru-
sach {Iy = dy,...,I, = dy}, ktore sq parametryzowane przez kqty ¢; mod 2m, jest okresowy lub
prawie-okresowy (patrz Rysunek 4.1):

p;(t) = ¢;(0) +w;(I)t.

Przyktad 4.3. Dla ukladu van der Polaze =01 H = %(.%2 +y?) zmienne dziatanie-kat sa
nastepujace: I = H i p = arg(z + iy).

Rozwazmy teraz nastepujace zaburzenie uktadu (4.3)

IZ&Q(I,@), <p:w([)—|—€f([,cp), (44)

gdzie I = (I,...,1,), ¢ = (¢1,.-.,n) and w = (w1,...,wy). Naturalne jest spodziewaé sie,
ze rozwiazanie ukladu (4.4) po czasie rzedu O(1) rézni s¢ od rozwiazania uktadu (4.3) z tymi
samymi warunkami poczatkowymi o wielko$é rzedu O(g). Tymczasem ponizsze Twierdzenie 4.4
moéwi, ze taka sama wielko$¢ O(e) mozna uzyskaé po czasie dazacym do nieskonczonosci przy
€ — 0. Tego rodzaju zjawisko ma miejsce dzieki tzw. usrednieniu.

Vs
% /
%

/

Rysunek 4.1. Dynamika prawie okresowa na torusie.

Idea usrednienia wiaze si¢ z faktem, ze na wiekszosci toruséw T" = {I = d} trajektori uktadu
niezaburzonego jest gesta (jak na Rysunku 4.1). Zatem $rednie odchylenie dzialania I(¢) mozna
wyliczy¢ (w przyblizeniu) poprzez usrednienie po torusie.

Definijemy uktad usredniony

J=eG(J), (4.5)

G(J)= (217r>n/027r.../027rg(<],g0)dg01...dgon

jest usredniona po T™ wielkoScia predkosci zmian dzialania.

gdzie

Twierdzenie 4.4 (O usrednianiu). Niech n = 1 i funkcje w, f, g bedg klasy C' i w(I) >0
na otwartym podzbiorze RY x TL. Jesli (1(t),¢(t)) i (J(t),9(t)) sq rozwigzaniami ukladéw (4.4)
i (4.5) takimi, ze I1(0) = J(0), to dla

0<t<l/e

amy

[I(t) —J(t)| < C ¢,
gdzie stata C zalezy tylko od w, f,g.



76 4. Réwnania z malym parametrem

Dowdd. Dokonajmy zamiany
K =1+¢k(I,y) (4.6)

tak, aby zachodzilo K = O(e2?). Wyliczenie k(J, ¢) przebiega nastepujaco

K = f+s%f+sg—ng:8{g+g—zw}+0(52)
= {g(K o) + (K, p)w(K) | + O().

Zatem chcemy rozwiagzaé¢ réwnanie
7(Ka QD)W(K) = _g(Ka 90)7

7z oczywistym rozwiazaniem g(K, ) = ﬁllq J& 9(K, ¢)dyp. Niestety, na ogél to rozwiazanie nie
jest jednoznaczna (czyli okresowa) funkcja od ¢. Przeszkoda jest wielkosé f02 " g(h,1)dy, ktoéra
moze by¢ niezerowa.
Ale, zapisujac
9(K,¢) = G(K) + g(K, ¢)

tak, ze f02 " g(h,v)dy = 0, mozemy zdefiniowaé jednoznaczna funkcje

-1

[}
9(K.9) = S /0 3K, )do.

Dostajemy rownanie

K = G(K) + O(£?).

Widaé, ze po czasie O(1/¢) réznica pomiedzy J(t) i K(t) jest rzedu O(g). Z drugiej strony,
réznica pomiedzy K (t) i I(t) jest rzedu O(e), dzigki zamianie (4.6). O

Dla zaburzen typu (4.4) zupelnie catkowalnych ukladéw hamiltonoskich z wieloma stopniami
swobody oszacowania sg stabsze niz w tezie Twierdzenia 4.4. Okazuje sie, ze po czasie czedu
O(1/e%), dla warunkéw poczatkowych spoza zbioru o mierze Lebesque’s O(e?), odchylenie J(t)
od I(t) nie przekracza O(e°), gdzie a,b,c > 0 sa wykladnikami zaleznymi od w, f, g. Po wiecej
informacji odsytam czytelnika do [5].

Przyktad 4.5 (Calki abelowe). Rozwazmy nastepujace zaburzenie dwuwymiarowego uktadu
hamiltonowskiego

i =H,+eP(x,y), y=-—H.,+eQ(z,y).

Dla € = 0 krzywe fazowe leza w poziomicach funkcji Hamiktona H(x,y). W pewnym obszarze
przestrzeni fazowej te krzywe sg zamkniete. Jak juz robiliSmy to kilkakrotnie, badanie cykli
granicznych ukladu zaburzonego polega na analizie przeksztalcenia powrotu Poincarégo z S
(ciecie transweralne do krzywych fazowych) do S. Parametryzujac S za pomoca H|g warunek
cyklu granicznego to AH = H(B) — H(A) = 0 (patrz Rysunek 4.2). Mamy

AH =[] 4lat = | {H] (H}+eP) + Hy(~H} +£Q} dt
= cf (PH's+QH})dt =& [ { P(H - cQ) + Q (H} +=P) }
= ¢ fr(h) Qdx — Pdy = € §5;_;, (Qdx — Pdy) + O(e?),

gdzie T jest czasem powrotu do S a I'(h) jest krzywa fazowa ukladu zaburzonego startujaca z
A € S takiego, ze H(A) = h.
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Rysunek 4.2. Przeksztalcenie powrotu dla zaburzenia uktadu hamiltonowskiego.

Wyrazenie

I(h) = Qdx — Pdy (4.7)

H=h
jest tzw. calka abelowa.! Z Twierdzenia o funkcjach uwiktanych wynika, ze jesli I(hg) = 0 i
I'(hg) # 0, to dla e # 0 i malego istnieje cykl graniczny ~., ktéry dazy do krzywej H = hg przy
€ — 0. To podejscie do problemu cykli granicznych jest szeroko stosowane w Jakosciowej Teorii.

! Pojecie caltki abelowej wywodzi sie z zespolonej geometrii algebraicznej. Sa to catki z 1—form mero-
morficznych wzdhuz pewnych zamknigtych krzywych na zespolonych krzywych algebraicznych (powierzchniach
Riemanna). Gdy H(z,y), P(z,y) i Q(z,y sa wielomianami, to powierzchnia Riemanna jest zespolona krzywa
{H(z,y) = h} C C? a 1-forma to w = (Qdzx — Pdy) |m=n.
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Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja I(h) jest odpowiednikiem calki usrednienia G(J), ktéra
wystepuje we wzorze (4.5).

4.2. Teoria KAM
Rozwazmy uklad hamiltonowski
G=Hy, p=-H,
p=(pi,---sPn)> ¢ =(q1,-..,qn), z hamiltonianem postaci

H(p’ Q) = HO(pa Q) + 5H1(p7 Q)v

gdzie Hy jest hamiltonianem uktadu zupelnie catkowalnego, czyli uktadu typu (4.3) w zmiennych
dziatanie—kat. Z ta sytuacja wiaze sie jedno z najwazniejszych twierdzen matematycznych dru-
giej potowy XX wieku. Przed jego sformutowaniem musimy wprowadzié¢ jeszcze dwa zalozenia
dotyczace niezdegenerowania niezaburzonego hamiltonianu Hj :

8&12' 82H0
d =d 4.
et<81j> et (81101}) #£0, (4.8)
9°Hy  9Hy
det | 99 O | (4.9)
aI; 0

Warunek (4.8) oznacza, ze czestoéci w;(I) znieniaja si¢ niezaleznie i dosy¢ szybko wraz ze
zmiang dzialan I;, natomiast warunek (4.9) oznacza, ze te czesto$ci zmianiaja sie szybko i w
miare niezaleznie po ograniczeniu do poziomic {Hy = const} .

Twierdzenie 4.6 (Kolmogorow—Arnold—-Moser). Jesli sq spelnione warunki niezdegenero-
wania (4.8) i (4.9) dla Hy, to dla malego zaburzenia H = Hy + eHy wiekszo$¢ toruséw nie-
zmienniczych {I = const} nie znika, ale tylko lekko deformuje sie i ruch na nich jest dalej
prawie okresowy.

To twierdzenie zostato sformutowane w 1954 roku na Miedzynarodowym Kongresie Mate-
matykéw w Amsterdamie, ale na Scisty dowdd musiato czekaé¢ do poczatku lat szeddziesiatych.
Podali go niezaleznie V. Arnold (w przypadku analitycznym) i J. Moser (w przypadku gtadkim
klasy C333). Pézniej klasa gladko$ci zostata obnizona do C2. Oczywiscie nie jestem w stanie
przedstawié¢ tego dowodu tutaj.

Przyktad 4.7. (Plaski ograniczony problem trzech cial) Plaskie ograniczone zagad-
nienie trzech ciatl jest to uklad w ktérym dwa ciala (oddzialujace na siebie sila grawitacji)
obracaja sie za stala predkoscia katowa wokot ich srodka masy (w poczatku ukladu wspdlrzed-
nych) a trzecie cialo porusza sie w plaszczyZnie obrotu dwu cial i ma mase tak mata, ze nie
zaktéca ich ruchu. Na Rysunku 4.3 mamy taki uktad, w ktérym S oznacza Stonce, J -Jowisz, A
za$ jest Asteroidem. Jednostki czasu, dlugosci i masy mozna dobraé tak, aby predkosé katowa,
suma mas S i J oraz stata grawitacyjna byly réwne 1. Wtedy tez odlegtosé miedzy S i J tez
rowna si¢ 1. Jedynym parametrem charakteryzujacym uktad jest masa Jowisza pu.

Réwnania ruchu Asteroidu sg hamiltonowskie z hamiltonianem

Lo oo o L—p
— _l’_ — ,
9 (p1 +p32) P s
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S J

Rysunek 4.3. Problem trzech cial i niezmiennicze torusy.

gdzie p1 i p2 sa odleglosciami A od S i J odpowiednio. Zauwazmy, ze polozenia S i J zmie-
niaja sie z czasem: J = (1 — p) (cost,sint), S = (—pu) (cost,sint); zatem hamiltoniam zalezy
bezposredno od czasu.

Aby pozby¢ sie tej zaleznosci od czasu, dokonujemy nastepujacej zamiany (jednoczesny obrot
wspolrzednych i pedéw)

—sint cost

¢ =M(t)q, p'=M(t)p, Mt = ( cost  sint )

Okazuje sie, ze w nowych zmiennych uktad nadal jest hamiltonowski z nowym hamiltonianem

1 1
H= (p’1+q’2)2+§(p’z—q'l)Q—V(qi,QQ), (4.10)

[\

/2 12
+ 1-—
V:(h QQ+ M+ﬁ,
2 p1 P2

P2 = (¢ + 1)+ q2, p3 = (¢| + 1 — 1)* + ¢ (Zadanie 4.13). W nowych zmiennych ¢}, ¢} ciala S
i J spoczywaja.

Punkty réwnowagi uktadu hamiltonowsiego to punkty krytyczne funkcji hamiltona (Zadanie
4.14). W przypadku hamiltonianu (4.10) te punkty, ktére nazywamy wzglednymi polozZeniami
réownowagi, zadane sa przez

i =—dy DPh=4qy, 0OV/dq, =08V/dg,=D0.

Mamy

ov / ( L—p  p > /
o7 = @(l- -3 | =af,
04 ’ i)
oV . 11
27 = Gf—pl—p (—)
Odh AV
Mamy dwie mozliwosci:

1. ¢5 = 0; tutaj znajdujemy trzy punkty tzw. wspdlliniowe punkty libracji L1, Lo, L3
(Zadanie 4.15), ktore okazuja si¢ niestabilne.
2. f =01 p1 = po = 1; tutaj mamy dwa tzw. trdjkgine punkty libracji Ly i Ls, ktore
leza w wierzcholkach dwéch tréjkatéw réwnobocznych o podstawie SJ.
Wyliczenia, ktérych nie przeprowadzamy, pokazuja, ze dla 27u(1 — p) > 1 punkty Ly s sa
niestabilne natomiast w przeciwnym przypadku, tj. dla p < pp = %(1 —1/23/27) ~ 0.03852,

p
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wartosci wlasne czedci liniowej uktadu hamiltonowskiego sa postaci +iw;, Fiwe, gdzie w; < 0 <
wy # w1. JesteSmy na granicy obszaru stabilnosci.
Ponadto czes¢ kwadratowa H w punkcie L, przyjmuje postac

Hy = sor(3 + ) + g2 (7 + B)
w odpowiednim uktadzie wspélrzednych w otoczeniu Ly (patrz [19]). Jest to Hamiltonian ukladu
zupelnie catkowalnego ze zmiannymi dzialanie-kat [y = 1(5? + @1), I = 3 (B + &), ¢1 =
arg (1 +ip1), o2 = arg (G2 + ip2) i z Hy = wili + wals (Zadanie 4.16).

Mamy sytuacje jak w Twierdzeniu KAM: H = Hy + Hi, gdzie Hy jest zupelnie catkowalny
a Hy zawiera wyrazy rzedu > 2 ze wzgledu na I; (ktére sa male). Niestety, to nie wystarcza,
poniewaz czestoSci w; = 0Hy/0I; sa stale, a z warunku niezdegenerowania (4.8) powinny sie
zmiania¢ wraz z [;. Nalezy wigc uwzgledni¢ jeszcze dalsze wyrazy rozwinigcia H w otoczeniu
Ly.

Doktadniej, dokonujemy uproszczenia wyrazéw rzedu trzeciego i czwartego w hamiltonianie
H. To uproszczenie jest analogiem formy normalnej Poincarégo—Dulaca i zostalo udowodnio-
ne przez G. Birkhoffa w Twierdzeniu 4.9 ponizej. Ta forma normalna Birkhoffa w naszym
przypadku ma nastepujaca postaé

1
H=Hy+Hy, Hy=wli+wly+» wilil;, Ij= 5(13_;'2 +Q3), (4.11)
gdzie P; = pj + ..., Qj = ¢j + ... s3 nowymi zmiennymi a H; zawiera wyrazy rzedu > 5

(oraz Hyp i Hy sa inne niz powyzej). W zalozeniu twierdzenia Birkhoffa pojawia sie warunek
braku relacji rezonansowych rzedu 4 i 3. Okazuje sie, ze takie relacje zachodza dla wartosci
o = 3 (1-V1833/45) ~ 0.02429 i pig = § (1 - v/213/15) ~ 0.01352; zatem te wartosci
parametru p nalezy wykluczy¢.

Hamiltonian Hy = Hy(I1,I2) jest hamiltonianem zupelnie calkowalnym i ma szanse na
spelnienie warunkéw niezdegenerowania (4.8) i (4.9). Okazuje sie, ze tylko warunek (4.9) jest
istotny. A. Leontowicz pokazal, Zze moze on zosta¢ naruszony tylko dla dyskretnego zbioru
wartoéci parametru p.? Zalézmy zatem, ze p spetnia wszystkie warunki wypisane powyzej, czyli
jest prawdziwa teza twierdzenia KAM.

Jak z twierdzenia KAM wynika stabilnosé¢? Ot6z znajdujemy sie w przestrzeni 4—wymiarowej
w otoczeniu punktu rownowagi. Poniewaz uklad jest hamiltonowski z hamiltonianem niezalez-
nym od czasu, wiec ruch odbywa sie po powierzchniach H = const. Sg one tréjwymiarowe.
7 twierdzenia KAM wynika, ze kazda taka powierzchnia jest prawie zapelniona torusami nie-
zmienniczymi T2, ktérych jest tym wiecej im blizej jeste$my torusa I = Iy = 0. Kazdy torus
niezmienniczy rozbija powierzchnie H =const na dwie czesci, swoje wnetrze i zewnetrze. Zaden
punkt z wnetrza nie wychodzi zen w trakcie ewolucji. Poniewaz w przestrzeni zmiennych P, Q
torusy moga by¢ dowolnie male, to wynika stad stabilno$¢ w sensie Lapunowa.

Uzupelnimy powyzszy przyktad. Zalézmy, ze mamy hamiltonian w postaci

1
H:ij-i(p?—i—q?)—i—....

2 W [19] mozna dowiedzieé sig, ze warunek (4.9) zostaje naruszony dla doklanie jednej konkretnej warto-
$ci parametru u. Ta warto$é wynikala ze wzoru na wyznacznik w réwnaniu (4.9) podanego przez francuskich
astronoméw A. Deprit i A. Deprit-Bartholomé (i cytowanego w bardzo powaznych monografiach). Ostatnio z
moja magistrantka W. Barwicz odkryliSmy, ze ten wzoér jest nieprawdziwy, a nawet sprzeczny z wyliczeniami
Leontowicza. W istocie, tenze wyznacznik jest bardzo skomplikowang funkcjg algebraiczng od p, kréra nie jest
tozsamo$ciowo réwna zeru.



4.8. Drgania relaksacyjne 81

Definicja 4.8. Méwimy, ze ‘cz¢stosci’ w; spetniaja relacje resonansowq rzedu d, jesli isniejg
liczby catkowite ki,...,ky, z 3 |k;| = d takie, ze

Z k:jwj =0.

Twierdzenie 4.9 (Birkhoff). Jesli czestosci w; nie spelniajq Zadnej relacji rezonansowej
rzedu < 2m, to istnieje kanoniczna zamiana zmiennych (p,q) — (P,Q) = (p+...,q¢+...)
prowadzgca do hamiltonianu

=3 al'+0(lp.ol™),

lI<m

gdzie I = %(Pf%—@?) i sumowanie przebiega po wielowskazmikach (l1,...,l,) z |l =l1+.. .41y
i I =1 T,

n

Uwaga 4.10. Zamiana (p,q) — (P, Q) , wystepujaca w powyzszym twierdzeniu jest kano-
niczna jesli

> _dpj Adgj =) dP; AdQ;.

Okazuje sie, ze po kanonicznej zamianie zmiennych uktad hamiltonowski przechodzi w uktad
hamiltonowski (patrz [4]).

ZADANTA

Zadanie 4.11. Pokazad, ze jedli funkcja hamiltona H nie zalezy bezposrednio od czasu, to
jest calka pierwsza dla ukladu (4.2).

Zadanie 4.12. Pokazaé, ze pole wektorowe zadane wzorem (4.2) ma zerowa dywergencje.
Wywnioskowaé stad, ze odpowiedni potok fazowy zachowuje objetos¢.

Zadanie 4.13. Udowodnié¢ wzér (4.10).

Zadanie 4.14. Pokazacé, ze jesli H nie zalezy bezposrednio od czasu, to punkty réwnowagi
uktadu (4.2) sa dokladnie punktami krytycznymi funkcji H.

Zadanie 4.15. Pokazaé, ze istnieja doktadnie trzy wspoétliniowe punkty libracji.

Zadanie 4.16. Pokazaé, ze hamiltonian postaci Hy = w11 +wals (lub jak we wzorze (4.11))
jest hamiltonianem uktadu zupelie catkowalnego.

Zadanie 4.17. Zastosowa¢ metode calek abelowych (Przyklad 4.5) do pokazania, ze uklad
van der Pola i =y, § = —x — a(z? — 1)y dla malego parametru a > 0 posiada dokladnie jeden
cykl graniczny.

4.3. Drgania relaksacyjne

Zacznijmy od znanego przyktadu.

Przyktad 4.18 (Uklad van der Pola).
t=y—ad+x, §=—cr

(Gdy € = 11 potozyé y1 = y—a®+x, to dostaje sie & = y1, 71 = —— (322 —1)y1; z dokladnodcia
do przeskalowania jest to uklad z Przykltadu 2.34.)
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Rysunek 4.4. Uktad van der Pola typu ‘wolny—szybki’.

Widaé, ze x zmienia sie szybko w pordéwnaniu z y; méwimy, ze = jest szybkq zmienng a y
wolng. Dla ¢ = 0 mamy y =const i w istocie mamy réwnanie na z zalezne od parametru y
(teoria bifurkacji sie klania, patrz Rysunek 4.4). Gdy ¢ # 0 (ale matle), to fizycy powiedzieliby,
ze parametr y ‘plynie’. Oczekuje sie istnienia cyklu granicznego 7. (w istocie 7. jest stabilny)
dazacego do kawalkmi gladkiej krzywej o przedstawionej na Rysunku 4.5. Cykl vy sktada sie

Z:.

— kawalkéw ruchu powolnego wzdtuz krzywej y = 2® — = (gdzie & = 0),

— odcinkéw skoku wzdtuz prostych y =const.
Taki ruch jest przykladem dragan relaksacyjnych (jak bicie serca).

Rozwazmy teraz ogdlng sytuacje. Mamy ukltad niezaburzony
i:f(ﬂf,y), y=0,

(r € R*, y € RY); tutaj = to szybkie wspoétrzedne a y to wolne wspdétrzedne. Mamy tez
uklad zaburzony

&= F(x,y;¢), y=eG(x,y;¢), F(x,y;0)=f(z,y).

Definicja 4.19. Powierzchnia S = {f(x,y) = 0} nazywa sie powolna powierzchnia.
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Yo

_——

Rysunek 4.5. Drgania relaksacyjne.

Powolna powierzchnia dzieli si¢ na obszary stabilnosci i niestabilnosci uktadu niezabu-
rzonego; odpowiadaja one sytuacjom gdy Re)j(A) < 0, =1,...,k A = %, i gdy istnieje
Re)\j(A) > 0.

Na powolnej powierzchni mamy pole wektorowe definiowane nastepujaco. Bierzemy pole

0
7% (FOy +€GOy) |e=0 = f1(z,y)0x + g(x,y)0y
w punkcie (z,y) € S i rzutujemy je na T, ,yS wzdluz zmiennych y. Jest to pole ruchu
powolnego.

Przypomne, ze na poczatku tego rozdzialu méwiliSmy, ze drgania relaksacyjne charaktery-
zuja sie wlasnoécig, ze maly parametr wystepuje po lewej stronie. Aby sie o tym przekonaé
wprowadzamy czas powolny 7 = et. Wtedy dostajemy uktad

dx dy

e = f(z,y) + O(e), i g(x,y) + O(e).

Teraz réwnanie ruchu powolnego na S (lokalnie parametryzowanej przez y) jest postaci

W~ hy) +06)

(z odpowiednia funkcja h).

Przeanalizujmy ruch typowego punktu (xg,yo) . Sklada si¢ on z kawaltkéw trzech rodzajéw:
dochodzenie do powierzchni powolnej, ruch wzdtuz powierzchnii powolnej i ruch w obszarze
przejsciowym.
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X (%05 Y0)

=0 Y2

Yi

Rysunek 4.6. Dochodzenie do powierzchni powolnej.

4.20. Dochodzenie do powierzchni powolnej. Niech punkt (zg,y) spoza S rzutuje sie
(wzdluz wspéirzednych y) na punkt (z«,yo), T« = «(yo) , na S w obszarze stabilnosci (patrz
Rysunek 4.6). To znaczy, ze punkt xg lezy w basenie przyciagania punktu z, dla réwnania
& = f(z,y0) (yo stale). Rozwazmy obszar U = {|z — z.(yo)| < 9, yo € V'}, gdzie V jest pewnym
obszarem odpowiadajacum podzbiorowi obszaru stabilnosci w S. Okazuje sie, ze powolny czas
dochodzenia rozwiazania z warunkiem poczatkowym (x,yo) do U jest rzedu 71 ~ Cie [lng]|, co
odpowiada rzeczywistemu czasowi

t1 ~ Cl |ln 6|

(stala C zalezy od U i od F,G).

4.21. Ruch powolny. W obszarze U mamy ruch powolny, opisywany réwnaniem dy/dr =
h(y) + O(e). Trwa on do momentu 75 = T = O(1), co odpowiada dlugiemu czasowi rzeczywi-
stemu tg = T'/e.

4.22. Ruch w obszarze przejSciowym. Obszar przejsciowy lezy blisko granicy pomie-
dzy obszarami stabilnosci i niestabilnosci w S. Mamy dwie typowe mozliwosci (jak w teorii
bifurkacji):

. B
A. M\(A) =0 (gdzie A= 9L););
B. Re)\LQ =0.

A. Zryw. Ten przypadek (ktéry odpowiada bifurkacji siodlo—wezel) zanalizujemy dla sytu-
acji gdy z € Riy € R (mozna do tego wszystko zredukowaé). Po odpowiednich przeskalowaniach
mamy nastepujacy uktad

s 2 OO
T=x2"—-y+..., Yy=-—€-+...

Dokonujemy normalizacji
e=p’, z=pX, y=p.

tatwo sprawdzié, ze prowadzi to do pola

X=p{xX?-v+ow}, V=p{-1+0@}
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Rysunek 4.7. Zjawisko ‘zrywu’.

orbitalnie réwnowaznemu polu (X2 —Y) dx — dy. Jego portret fazowy jest zadany réwnaniem
Riccatiego
dX/dY = X*> -Y (4.12)

i jest przedstawiony na Rysunku 4.73. Zjawisko, ktére tutaj obserwujemy nosi nazwe zrywu.

B. Opédznienie utraty stabilnosci. W tym przypadku, ktéry odpowiada bifurkacji Androno-
wa—Hopfa, problem redukuje sie do nastepujacego modelowego uktadu

F=(y+iw)z+cz|z)?, g=e, (4.13)
zx1 +ixe € C ~ R?, y € R. Oczywidcie y = et jest ‘plynacym’ parametrem. Zalézmy jeszcze, ze
c=—1;
przypadek ¢ > 0 jest mniej ciekawy. Dla amplitudy r = |z| dostajemy réwnanie Bernoulliego
r=r (z-:t — 7“2) .
Potézmy warunek poczatkowy

y(to) = —p, r(to) =ro, to=—p/e,

gdzie p > 0 jest ustalona (nie za duza i nie za mala) stala. To zagadnienie poczatkowe ma
nastepujace rozwigzanie
-1/2

r(t) =10 {es(’%tz) + 2rf /t 68(52t2)ds} (4.14)

to
(Zadanie 4.24). Zbadamy asymptotyczne zachowanie si¢ tego rozwiazania przy € — 0 dzielac
zakres czasu t na cztery obszary:

(a) 0<t—1to <O(1), czyli 0 <y + pu < O(e).
Niech u = t — to. Wtedy e (t3 — %) = e(to + t)u ~ 2pu i e (s> — ) ~ 2u(u — v), gdzie
v =8 —tyg. Zatem

t u
/ 66(52_t2)d8 ~ / 62u(u7v)dv — i(e2,uu _ 1)
to 0 20

3 Réwnanie (4.12) jest chyba najprostszym przyktadem réwnania rézniczkowego, ktérego nie mozna rozwia-
za¢ w tzw. kwadraturach.
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oraz )
~1/2
r(t) = ro {62’“‘ + r%(ez’“‘ — 1)/,u}

jest malejaca funkcja od wu.
(b) y = et jest ustalone tak, ze —pu <y < p.
Tutaj e (86-1) ~ (=v*)/e _, 0. Zatem

r(t) < Cre=2/ =,

przy czym jest to bardzo szybkie dazenie do zera.

() 0< |to] =t < O(1), czyli 0 < p—y < Ofe).

WprowadZzmy zmienna w = [to| — t. Jak w punkcie (a) mamy e(88-1%) ~ 2w,

Obszar catkowania dla catki we wzorze (4.14) podzielimy na trzy odcinki: od ¢y do t9/2 < 0,
od tp/2 do |tg| /2 1 od |tg| /2 do t. Przez Iy, Is i I3 oznaczymy odpowiednie calki. Podobnie jak
w punkcie (a) pokazuje sie, ze I; = O(1) i I3 = O(1). Z rachunkéw w punkcie (b) wynika, ze
Is — 0 bardzo szybko. Zatem

(d) Jto] < t, czyli y > u i jest ustalone. Teraz expie (3 —1t?)} =~
exp {—(y?> — p?)/e} — 0. Nastepnie € (s —t?) ~ (s —t) - 2y dla s bliskich ¢, tj. dla tych s,
dla ktérych wkiad do calki jest dominujacy. Dostajemy ft (5=t s % Stad

() ~ro {32y} = Vi

Mozemy podsumowaé powyzsze obliczenia.

A

>

—u noy=cet

Rysunek 4.8. Zjawisko opdznienia utraty stabilnosci.

Twierdzenie 4.23. W przypadku B opisywanego ukladem (4.13) z ¢ < 0 zachodzi zjawisko
opoznienia utraty stabilnosci. Polega ono na tym, przy zmianie zmiennej y (ktora jest wspdl-
czynnikiem stabilnosci ruchu niezaburzonego) od wartosci ujemnej y(to) = —p do wartosci
dodatniej p uklad (wzgledem z) jest caly czas stabilny, a zmiana stabilnosci rozwigzania naste-
puje dla parametru y = u, przy czym dalej amblituda oscylacji rosnie jak w zwyktej bifurkacyi
Andronowa—Hopfa.
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Zjawisko opéZnienia utraty stabilno$ci mozna objasni¢ fizycznie.
Zmienna y jest ujemna przez bardzo dlugi czas, rzedu 1/e. Wtedy uklad fizyczny zdazy podejsé
bardzo blisko potozenia réwnowagi; na tyle blisko, ze potrzeba potem tyle samo czasu, aby od
polozenia réwnowago odejsé (patrz Rysunek 4.8).

ZADANIA
Zadanie 4.24. Udowodni¢ wzér (4.14).



5. Chaotyczna dynamika w ré6wnaniach
rézniczkowych

5.1. Wstep do teorii chaosu i jeden przyklad

Dla autonomicznego pola wektorowego w R? portret fazowy i ruch jest w pelni zdetermi-
nowany; to zostalo opisane w Rozddziale 2.4. Ale gdy przestrzen fazowa nie jest tak prosta, to
moga sie zdarzaé ciekawe zjawiska.

— —
¢ ) .
\_/ N—
=~ — \°°°f
° S

— -~ -_—

— — °~’/

Rysunek 5.1. Tranzytywnos$¢ i mieszanie.

Na przyktad, state pole wektorowe
Y1 = w1, P2 = w2

na torusie T? = {(y1,¢2)} moze mieé¢ geste krzywe fazowe, tj. gdy ws/w; jest niewymierne.
Wtedy krzywe fazowe sa obmotkami (jak na Rysunku 4.1 powyzej) a ruch jest prawie okresowy,
co oznacza, ze rozwiazanie powraca z grubsza okresowo do kazdego malego obszaru przestrzeni
fazowej. Ponadto, z kazdego matego obszaru mozna dojs¢ do dowolnego innego matego obszaru.
Taka wlasno$é nazywa sie tranzytywnoscig w teorii Uktadéw Dynamicznych. Ruch nie jest
w pelni deterministyczny, dlatego ze po dlugim czasie trudno powiedzie¢, gdzie znajduje sie
ewoluujaca czastka. Jednak nie jest to ruch chaotyczny, poniewaz, jesli na poczatku mieliSmy
skupiony obszar przestrzeni fazowej, to ten obszar zachowuje swoj skupiony ksztalt w trakcie
ewolucji. Tymczasem w ruchu chaotycznym taka komoérka zaczyna ‘rozpltywac sie’ w przestrzeni
fazowej.

Przykltad 5.1 (Tranzytywnosé i chaos). Dobrym przykladem sytuacji obrazujacej réznice
pomiedzy tranzytywnoscia a chaosem sa dwie szklanki z wodg takie, ze w jedna wpuszczono
mala kropelke oliwy a w druga wlano taka sama ilo$¢ soku (Rysunek 5.1). Kropelka oliwy
bedzie dryfowaé, odwiedzajaé¢ kazde miejsce w wodzie, a sok zacznie sie rozpuszczaé, zapeliajac
réwnomiernie caly obszar wody (ta wlasno$é jest tez nazywana mieszaniem).

Chyba najprostszymi uktadami rézniczkowymi, w ktérych mozna zaobserwowaé chaos sa

okresowe nieautonomiczne uktady postaci

Jako$ciowa Teoria Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych (¢) Zotadek, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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Rysunek 5.2. Hustawka.

z=v(t,z), xeM, vit+T,x)=n1vtz), (5.1)

gdzie M jest 2—wymiarows rozmaitoscia. Jak wiemy, taki uktad mozna potraktowaé¢ jako au-
tonomiczny w rozszerzonej przestrzeni fazowej S' x M. Wtedy wygodnie jest pracowaé z prze-
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Rysunek 5.3. Portret fazowy dla wahad?a.

ksztalceniem monodromi (po okresie)
P:M+— M, P=gl,

gdzie g! jest 2—parametrowa rodzing dyfeomorfizméw definiujacych ewolucje. W terminach
rozszerzonej przestrzeni fazowej jest to przeksztalcenie powrotu na hiperpowierzchnie {0} x M.

W monografii J. Guckenheimera i P. Holmes’a [11] jest zanalizowany przyktad ukladu Duf-
finga z sitg zewnetrzna

i=x— 23+ e {cos(wt) — az}.
My zajmiemy sie nieco innym przyktadem.

Przyktad 5.2 (Hustawka). Jest to réwnanie

¥ = —sinz + € cos(wt),

gdzie € cos (wt) jest mala okresowa sila zewnetrzna, z okresem T = 27/w. Mozna to inter-
pretowaé jak réwnanie hustawki z dziewczynka, ktéra wykonuje okresowe przykucniecia (patrz
Rysunek 5.2). Mozna tez potraktowaé ten uktad jako podukitad 4—wymiarowego ukladu auto-
nomicznego

T=vy, y=—sinr+ez, Z=wu, U=-—wz.



5.1. Wstep do teorii chaosu i jeden przyklad 91

Rysunek 5.4. Rozczepienie separatrys siodta dla pola wektorowego.

Skupmy sie jednak na rozszerzonej przestrzeni fazowej S' x M, gdzie M = S! x R jest
cylindrem i mamy

t=1, &=y, 9=—sinz+eccos(wt). (5.2)

Dla sytuacji niezaburzonej (¢ = 0) portret fazowy jest znany (patrz Rysunek 2.1 powyzej);
my go przedstawiamy na Rysunku 5.3, gdzie gérna i dolna krawedzie walca sa przedstawione
jako koncentryczne przerywane okregi. Nas interesuje, co bedzie sie dziato z petla separatrys I'
punktu siodlowego x = 7w, y = 0.

Gdyby zaburzenie byto niezalezne od czasu, to oczekiwany portret fazowy zaburzonego pola
bytby jak na Rysunku 5.4, czyli separatrysy punktu siodlowego rozdzielityby sie. Jednak w
przypadku ukladu nieautonomicznym, ale okresowym ze wzgledu na czas, portret fazowy ukta-
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du niezaburzonego nalezy traktowaé jako dynamike przeksztalcenia monodromii. Przy tym w
uktadzie zaburzonym separatrysy nie maja obowiazku roztaczy¢ sie. Spodziewamy sie, ze beda
one przecinaé sie transwersalnie, jak na Rysunku 5.5. Nizej to wykazemy.

W W

Rysunek 5.5. Rozczepienie separatrys siodla dla dyfeomorfizmu.

Rozwiazanie uktadu niezaburzonego, odpowiadajace gornej petli separatrys, jest nastepujace
z=xzo(t) =7 —4dtan Le 710y = yo(t) = 2/ cosh(t — to) (5.3)

(poréwnaj Zadanie 2.44). Ma ono te wlasnosé, ze x(to) = 0, y(to) = 2 1 wartod¢ calki pierwszej

1
H(z,y) = §y2 — oS T (5.4)
wynosi 1 (patrz Rysunek 5.6).
Do badania ukladu zaburzonego (¢ # 0) uzyjemy calej rodziny przeksztalcen monodromii

Pzzg§+T:M»—>M, z €10,7],

gdzie M = S! x R jest utozsamiane z cieciem {z} x M w rozszerzonej przestrzeni fazowej
(R/TZ) x M. Kazde przeksztalcenie P, ma swéj punkt staly ¢(z) (utozsamiany z p(z) = q(z) +
(27,0); ten punkt zalezy od z i od ¢ i lezy blisko punktu x = —m, y = 0. Poniewaz jest to
punkt staly i hiperboliczny (siodlo) to ma swoja podrozmaito$é stabilna W#*(p(z)) i niestabilna
W"(q(z)) (patrz Rysunek 5.6); oczywiscie te podrozmaitosci tez zaleza od z i €.

Wybierzmy ciecie S = {x = 0,1 < y < 3} transwersalne do W#(p(z)) i do W*(q(z)). Niech
¢(t) (odpowiednio ¢ (t)) bedzie rozwiazaniem z warunkiem poczatkowym ¢(z) = .S N W?*(p(2))
(odpowiednio ¥(z) = SNW"(q(z)))). Oczywiscie ¢(t) — p(z) przy t — +o00 1 (t) — q(z) przy
t — —o0. Ponadto P.(¢(z)) = ¢(2+T1) 1 P,(¢(z)) = ¥(2+T') (niezmienniczos¢ podrozmaitosci).

Punkt przeciecia podrozmaitosci stabilnej i niestabilnej odpowiada sytuacji, gdy ¢(z) =
¥ (z) dla odpowiedniego z. Jak w przypadu autonomicznych zaburzen ukladéw hamiltonowskich
(patrz Przyklad 4.5) odleglo$¢ pomiedzy ¢(z) i ¥(2) liczymy za pomoca réznicy wartosci catki
pierwszej w tych punktach,

AH|s = H(p(z)) — H(¢(2)) = {H(W(z) — H(q(2))} +{H(p(2)) — H(d(2)} -
Mamy
[? Hdt = [ ycos (wt) dt,
[ Hdt = & [>°ycos (wt) dt.

T
~
ST

~~
S
[

o =
S5

S
\\_//\_/

1
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A

Y

Rysunek 5.6. Wyznaczenie catki Mielnikowa.

Zatem AH = e [ _ycos(wt)dt, ktéra to calke przyblizmy kladac y = yo(t) ze wzoru (5.3).
Dostajemy tzw. calk(; Mielnikowa (analog calki abelowej)

cos wt
AH =eM =c-2 2). )
eM(2) + _ .. /oocosht_zdt+0(e) (5.5)

Nietrudno pokaza¢ nastepujacy

Lemat 5.3. Jesli M (29) =0 i M'(29) # 0, to podrozmaitosci W*(p(z)) i W*(q(z)) przeci-
najq sie transwersalnie w punkcie bliskim S (Zadanie 5.5).

Okazuje si¢, ze catka Mielnikowa ze wzoru (5.5) jest policzalna. Podstawiajac s = et (z

ds = —sdt) dostajemy
00 HIWZ —IiwW — Wz LW
2)2_2/ evisT™ t+e S s,
14 52

Wyliczymy catke I = [5° s*(1 + s*)~'ds metoda konturows. Calka wzdluz konturu z Ry-
sunku 5.7, w granicy z promieniami okregéw dazacych do 0 i oo odpowiednio, wynosi

(1—e 2™ = 27 {ress—;s*(1+ s%)7! 4+ ress—_;s°%(1 + s?)71}
= 2 (e_m/2 - 6_3”6“/2) = 2me” "% sinh (77a/2) .
To daje I = 7/(2cosh(ra/2)) i

cos(wz)

M(z) = —QFW.

Latwo widaé, ze ta funkcja spelnia wymaganie M'|y—¢ # 0.

Zmalezliémy przynajmniej jeden punkt rg przeciecia sie rozmaitosci stabilnej i niestabilnej
punktu statego ¢ = ¢(0) dla dyfeomorfizmu

P=Py:Uwr—U,

gdzie U jest pewnym otoczeniem petli separatrys I' siodla x = +m, y = 0, a Py jest wyréznionym
przeksztalceniem monodromii z rodzimy {P,} (z hiperbolicznymi punktami stalymi ¢(z)). Ale
takich punktéw jest znacznie wiecej; sa one postaci r, = P"(rg), n € Z. Przy n — oo i przy
n — —oo punkty 7, daza do punktu statego qo.

Jednakze podrozmaitosci W = W#(q(0)) i W* = W"(¢(0)) zachowuja si¢ co najmniej nie-
standardowo. Na przyklad, rozmaito$¢ W* przechodzac przez coraz dalsze punkty 7, (n — o0)
zaczyna by¢é coraz bardziej réwnolegla do samej siebie, ale w okolicy siodta ¢ (czyli do lokalnej
rozmaitosci niestabilnej W} .). Przy tym oczywicie, pomiedzy punktami r,, i rp41 wykonuje
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Rysunek 5.7. Kontur catkowania.

ostry zakret. To samo mniej wiecej dzieje si¢ z rozmaitoscia W?®  przy
przejsciu przez punkty r, dla n — —oo i pomiedzy tymi punktami. W szczegdlnosci wyrdz-
nione powyzej kawatki W* i W# zaczynaja si¢ przecina¢ w innych puktach (niz r,). Az strach
pomysle¢, co sie dzieje przy dalszych iteracjach; np. kawatki W* réwnolegte do W}, zaczynaja
by¢ coraz dluzsze (patrz Rysunek 5.8).

ZADANIA

Zadanie 5.4. Pokazaé, ze jedli ¢! jest 2—parametrowa rodzing dyfeomorfizméw definiujacych

ewolucje nieautonomicznego pola wektorowego & = v(t, ), ktére jest okresowe z okresem T'

wzgledem czasu, to ngg = gL.
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Rysunek 5.8. Przecinanie sie podrozmaitosci stabilnej z podrozmaitoécia niestabilna.

Zadanie 5.5. Udowodni¢ Lemat 5.3.

Wskazowka: Po pierwsze, pokazaé, ze (jako bliskie krzywej fazowej z réwnania (5.3)) w
otoczeniu punktu z = 0, y = 1 podrozmaitosci W*(p(z)) i W*(q(z)) leza poziomo, czyli sa
wykresami pewnych funkcji od z. Dla z = 2y bedziemy trakowaé je jako wykresy funkcji F' i G
odpowiednio z pewnego odcinka J (na osi z—éw) do ciecia S, przy czym S jest parametryzowane
przez H|g.

Po drugie. przeksztatcenia P, i P, sa sprz¢zone, P, = g7 o Zoo(gjo)f1 . Wywnioskowac stad,
ze W3(p(z)) = g2, (W?(p(2))) i podobnie jest z W*. Przeksztalcenia g7 sa bliskie przeksztalce-
niom g; *°|.=¢ potoku fazowego niezaburzonego uktadu (5.2), ktére w otoczeniu punktu z = 0,
y = 2 jest z grubsza ‘ruchem w prawo’. Stad wynika, ze przy zmianie z rozmaitosci W#(p(z))
powstaja z rozmaitosci W*(p(zp)) przez ‘przesuwanie’ jej. Stad wynika, ze jesli zo(t) jest zadane
jak w (5.3), to funkcje H = F(x), ktérej wykresem jest W*(p(20)), mozna zadaé¢ w pierwszym
przyblizeniu jako

F(z)~Ho¢ (xo_l(:v)> .
Podobnie wykres funkcji G(x) ~ H o9 (xg 1($)) w pierwszym przyblizeniu zadaje W*(q(zp)).

Roéznica G(x) — F(z) ~ AH ~ eM/(z). Pokazaé, ze warunek transwersalnosci W* i W* wynika
z whasnosci: £ (G —F)#0dlaG—F = 0.
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5.2. Podkowa Smale’a, dyfeomorfizmy Anosowa i atraktory

Prawdopodobnie S. Smale byt pierwszym, ktory dobrze zrozumial zjawisko z konica poprzed-
niego rozdzialu i opisal je w Scistych matematycznych terminach. Na Rysunku 5.9 widzimy
(nieco krzywoliniowy) ‘prostokat * R wzdluz lokalnej rozmaitosci stabilnej W}, ktory pod dzia-
taniem odpowiednio wysokiej iteracji przeksztalcenia P przechodzi na figure, ktéra przecina R
w dwu miejscach. Mozna dobra¢ parametry definiujace prostokat R, aby to rzeczywiscie miato
miejsce; (my tego nie robimy, ale mozemy odestaé czytelnika do ksiazek R. Devaney’a [9], C.
Robinsona [17] i W. Szlenka [18]).

Rysunek 5.9. Generowanie przeksztalcenia podkowy.

Modelowy przyktad przeksztatcenia jak na Rysunku 5.9 to przeksztalcenie podkowy Smale’a
przedstawione na Rysunku 5.10.

Definicja 5.6 (Podkowa Smale’a). Mamy (autentyczny) prostokat A na plaszczyznie, z
ktérym dokonujemy nastepujacej operacji. Najpierw wydluzmy go w kierunku pionowym i
zwezamy w kierunku poziomym. Nastepnie zaginamy nasz wydluzony prostokat i ktadziemy
na plaszczyzne tak ,aby przecinal wyjéciowy prostokat wzdtuz dwoch réwnoleglych pionowych
paskéw

f(A)ﬁA:AlLJAQ.
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W ten spos6b dostajemy nowa figure, oznaczana f(A), gdzie f : A — f(A) jest dyfeomorfi-
zmem podkowy.!

Podkowa Smale’a, chociaz prosto zdefiniowana, wcale taka prosta nie jest. Latwo stwierdzic,
ze f2(A) N A sklada sie z 4 pionowych paskéw; ogdlniej, f*(A) N A sktada sie z 2" pionowych
paskéw (Zadanie 5.14). Z drugiej strony, f~1(A)NA = f~1(ANf(A)) sktada sie z dwu poziomych
paskéw; ogélniej, f~"(A)NA, n > 0, sktada si¢ z 2" poziomych i cienkich paskéw (Zadanie 5.15).
Zatem f"(A)N f~™(A), m,n > 0, sklada sie¢ z 2™ x 2™ malych prostokacikéw. Bardzo wazny
jest nastepujacy zbior

y

Rysunek 5.10. Podkowa Smale’a.

A= f(A). (5.6)

neZ
Latwo sprawdzié, ze jest to zbi6ér niezmienniczy wzgledem f : f(A) = f~1(A) = A (Zadanie
5.16). Mozna powiedzieé¢ wiecej o Aio f|, ale najpierw powinniémy wprowadzi¢ jedna definicje.

Definicja 5.7. Niech ¥ = ¥, = {1,.. .,k:}Z bedzie przeliczalnym iloczynem kartejanskim
ustalonego zbioru k—elementowego; sklada si¢ ona z ciagéw a = (...,a_1,a0,a1,...), aj €
{1,...,k}. Zdefiniujemy przeksztalcenie o : ¥ — ¥ nastepujaco:

(Ua)j = aj+1-

Uklad dynamiczny (3, 0) zdefiniowany powyzej nazywa si¢c ukladem symbolicznym, albo
przesunieciem.

! Mozna to przeksztalcenie przedtuzyé. Doklejmy do dolnej i gérnej podstaw A pétkola i oznaczmy nows,
figure przez M. Przedtuzmy f na ba pétkola, tak aby ich obrazy przylegaly do dolnych koncéw f(A). Zaktadajac,
ze nowa figura lezy calkowicie w M, dostajemy dobrze okreslony dyfeomorfizm f : M —— M.
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Na przetrzeni 3. wprowadza si¢ topologie produktowa, gdzie otoczeniami danego ciagu sym-
bolia=(...,a_1,a9,a1,...) sa zbiory cylindryczne postaci
{b = ( .. ,bfl,b[),bl, . ) . b,M = a—p, b,M+1 =a-_M+1y--- ,bN = CLN}
(dla ustalonych M, N). X jest tez przestrzenia metryczna, bo odlegtosé dwéch ciagéw to dist (a, b) =
2onez 2-Inl |an — bn.
Ma miejsce nastepujace

Twierdzenie 5.8. Istnicje ciggly homeomorfizm ® : A —— Yo, ktdry sprzega o z f]a :

cod=2>0o0f.

Dowdd. Przeksztalcenie @ jest latwe do zdefiniowania. Jesli x € A, to kladziemy ®(z) =
(...,a—1,a0,a1,...), gdzie

ap, =1 gdy f"(x)€ A1 i a,=2 gdy f"(z)€ Asa.

Wilasnosé sprzegania sprawdza sie bezposrednio (Zadanie 5.18). Pozostaje zatem tylko sprawdzié
ciaglos¢ i odwracalnos¢ przeksztatcenia ®.

Te dwie wlasnosci wynikaja z hiperbolicznosci przeksztalcenia podkowy: w kierunku pozio-
mym jest Sciskanie ze stata A\; < 1 a w kierunku pionowym mamy rozcigganie ze stata A\; > 1.
Zatem prostokaciki, pojawiajace si¢ przy lokalizacji punktéw x, tzn.

{m:f_M(x)EA&_M,...,fN(:U)EAaN}, (5.7)

staja sie eksponencjalnie mate przy M i N bardzo duzych. W granicy dostaniemy tylko jeden
punkt (odwracalnos¢). Mate rozmiary zbioréw (5.7) odpowiadaja matosci odpowiednich zbioréw
cylindrycznych w 3; jest to dokladnie ciagtosé @ i 1. O

Poniewaz A jest jedynym zbiorem niezmienniczym w prostokacie A, to cala interesujaca dy-
namika przeksztalcenia podkowy ogranicza sie do dynamiki f|. Dzieki powyzszemu twierdzeniu
jest to taka sama dynamika, jak dla przeksztalcenia symbolicznego o na ¥. Z drugiej strony,
przeksztatcenie symboliczne jest przyjemne do badania. Ma ono nastepujace ciekawe wisnosci.

Stwierdzenie 5.9. Punkty okreowe dla o sq¢ geste w przestrzeni symbolicznej 3.

Dowdd. Niech a = (...,a_1,a9,a1,...) € X. Dla duzego N > 0 wszyskie ciagi
b=1(...,b_1,b9,b1,...) takie, ze b_y = a_n,...,by = ay sa bliskie a. Zatem bliski jest tez ciag
utworzony z bloku (a_p,...,ayn) (dlugoéci 2N + 1) i powtarzanego periodycznie. Odpowiada
on puktowi okresowemu dla o o okresie 2N + 1. ]

Stwierdzenie 5.10. Uklad dynamiczny (X, 0) jest tranzytywny, tzn. dla dowolnych podzbio-
row otwartych U,V C X istnieje i n > 0 takie, Ze f"(U)NV # @.

Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy U i V sg zbiorami cylindrycznymi definiowa-
nymi przy pomocy blokéw (ai,...,ap) i (b1,...,bn). Wtedy wystaczy wzia¢ dowolny ciag z
blokiem (a1, ...,ap, b1,...bn) (dlugosci M + N). O

Uwaga 5.11. Mozna wprowadzi¢ na > probabilistyczna miare produktowa pu, taka, ze
w({ap =7}) = 1/k (miara Bernoulliego). Okazuje sie ona by¢ niezmiennicza wzgledem prze-
suniecia 0. Ponadto zachodzi wlasnos$¢ mieszania, o ktérej wspomniatem na poczatku rozdziatu
a ktérej nie chce Scisle definiowaé. Zatem uklad podkowy Smale’a a takze uklad hustawki sa
uktadami chaotycznymi.
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Podzbiér A C R?, niezmienniczy dla przeksztalcenia podkowy Smale’s, ma jeszcze jedna
wazng wlasnoéé. Mianowicie jest hiperboliczny, co oznacza, ze indukowane przeksztalcenia
liniowe f,(z) : T,R? s Tf(x)RQ sa hiperboliczne (maja jedna warto$¢ wiasna Ay € (0,1) i
druga Ay > 1).

Niestety, zbior A jest bardzo cienki (jego wymiar Hausdorffa zalezy od A i A2) i na pewno
nie jest rozmaitoscia (nawet lokalnie). Ale istnieja chaotyczne uklady dynamiczne ze struktura
hiperboliczng na calej rozmaitoéci. Sa to tzw. dyfeomorfizmy Anosowa, ktérych najbardziej
znanym reprezentatnem jest nastepujacy

Przyktad 5.12 (Hiperboliczny automorfizm torusa). Utozsamijmy dwuwymiatowy torus z
plaszczyzna podzielong przez krate, T? = R?/Z2. Macierz

(1)

zadaje przeksztalcenie plaszczyzny, ktore punkty o wspdétrzednych catkowitych przeksztalca na
podobne punkty. Zatem definiuje ono przeksztalcenie f : T? —— T2. Poniewaz wyznacznik
naszej macierzy jest rowny 1, to i przeksztalcenie odwrotne zachowuje krate; zatem f jest
dyfeomorfizmem.

Przeksztalcenie f ma dokladnie jeden punkt staly, odpowiadajacy punktowi (0,0). Za to
rownania na punkty okresowe o okresie 2 przyjmujg postaé¢ 4xi + 3xo = mq, 3x1 + T2 = Mo,
m1 2 € Z. Nietrudno zobaczy¢, ze daje to 25 rozwigzan. Ogdélnie, ze wzrostem n liczba punktow
okresowych dla f o okresie < n rosnie do nieskonczonosci; w szczegdlnosci, punkty z wymiernymi
obiema wspélrzednymi sa okresowe (Zadanie 5.19).

Macierz pochodnej fi(z) : T,T? — Tf(gc)']I‘2 w kazdym punkcie z jest taka sama i réwna
A. Z kolei macierz A jest hiperboliczna, z warto$ciami wlasnymi \; = %(3 —VB) < 1lil=
3(3+V/5) > 1. Zatem f ma (réwnomierng) strukture hiperboliczng. (Ta wlasnosé wchodzi w
definicje dyfeomorfizmu Anosowa, ktérej nie przytaczam).

Co wiecej, przez kazdy punkt x € T? przechodza dwie specjalne krzywe: jedna W*(z) od-
powiada prostej w kierunku wlasnym odpowiadajacym A, i druga W"(z) odpowieda prostej w
drugim kierunku wtasnym. Poniewaz wartosci wlasne sa niewymierne, to wspélczynniki nachy-
lenia obu kierunkéw wlasnych sg niewymierne. Zatem kazda z rozmaitosci W*(z) i W"(z) jest
gesta w torusie (tworzy obmotke); w topologii méwi si¢ o podrozmaitosciach immersyjnych.

Okazuje sie, ze hiperboliczny automorfizm torusa ma wlasno$é tranzytywnoséci mieszania
wzgledem miary Lebesque’a (ktéra jest zachowana przez f).

Na koniec, poinformuje czytelnikéw, ze dyfeomorfizm f jest strukturalnie stabilny. To zna-
czy, ze dowolny bliski niemu dyfeomorfizm ¢ jest z nim sprzezony przy pomocy pewnego ho-
meomorfizmu torusa h (analog Twierdzenia Grobmana-Hartmana). Jest to ogdélna wlasnosé
dyfeomorfizméw Anosowa.

Innym naturalny ukladem typu Anosowa jest potok geodezyjny na powierzchni o stalej
ujemnej krzywiznie.

Bardzo waznymi przyktadami uktadéw dynamicznych sg tzw. atraktory hiperboliczne. Sa
to przeksztalcenia gladkie (nawet niekoniecznie odwracalne) f : M —— M dla ktérych istnieje
domknigty podzbiér niezmienniczy A C M z otoczeniem U D A takim, ze A = (50 f"(U).
Lokalnie A ma posta¢ N x C, gdzie N jest regularna rozmaitoscia (z 0 < dim N < dim M) a C
jest zbiorem typu Cantora.

Ponadto A ma strukture hiperboliczna w tym sensie, ze f.(z) jednostajnie rozciaga w kie-
runku N i jednostajnie Sciska w kierunku transwersalnym do N.
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Rysunek 5.11. Selenoid.

Przyklad 5.13 (Selenoid). Niech M = D? x S' = {(z,y)} bedzie pelnym torusem, gdzie
D? ={z:|z| <1} C C to dysk a S! = {y mod Z}. Przeksztalcenie jest zadane nastepujaco

1 15
fi(zy) — <4z + 5627”‘1’,234 mod Z) .

Obrazem f(M) C M bedzie torus czterokrotnie cienczy i dwukrotnie dtuzszy oraz wlozony w
M tak, ze owija sie¢ dwukrotnie wokét ‘rownika’ M przy tym lekko skrecajac (patrz Rysunek
5.11).

Oczywiscie A = (50 f" (M) jest zbiorem niezmienniczym i spetnia wymagania, ktére nato-
zylem powyzej na hiperboliczne atraktory.

Na koniec, chciatbym zauwazy¢, ze w teorii uktadéow dynamicznych trudny do rozwiazania
problem stanowia tzw. dziwne atraktory, ktére spetniaja whasno$é¢ A = (0,5 f"(U), ale nie chca
byé rownomiernie hiperboliczne. Najbardziej znane to atraktor Hénona zadany odwzorowa-
niem

(z,y) — (y +1-— aq:2,bas)

(gdzie np. a = 1.4 i b= 0.3) i atraktor Lorenza zadany polem wektorowym
T=—-ox+oy, y=-—-xz+rr—y, z=axy—bz

(gdzie np. o =10, r — 28 1 b = 8/3).

ZADANIA

Zadanie 5.14. Narysowaé f2(A).

Zadanie 5.15. Pokazaé, ze f~"(A) N A, n > 0, sklada si¢ z 2" poziomych paskéw.
Zadanie 5.16. Udowodnié, ze A ze wzoru (5.6) jest zbiorem niezmienniczym.

Zadanie 5.17. Pokazaé, ze A (z (5.6)) jest homeomorficzne z C' x C, gdzie C jest (odpo-
wiednio zdefiniowanym) zbiorem Cantora.

Zadanie 5.18. Sprawdzi¢, ze ® sprzega f z o.
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Zadanie 5.19. Udowodnié¢, ze zbiér punktéw okresowych przeksztatcenia z Przyktadu 5.12
pokrywa sie ze zbiorem punktéw o wymierych obu wspétrzednych.

Wskazéwka: Zbior { (&, %) mod Z*: p,q € N} dla ustalonego N € N jest skoniczony i nie-
zmienniczy wzgledem f. Ponadto réwnania na punkty okresowy o okresie n przyjmuja postaé
(A" — I) x = m, gdzie m = (mq1, ma) € Z2.



6. Dodatek. Podstawowe pojecia i twierdzenia teorii
RRZ

6.1. Definicje

Pod réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rozumiemy roéwnanie postaci

% =z =v(t,x), (6.1)
gdziet € I C R jest czasem rzeczywistym (I to otwarty odcinek),  nalezy do przestrzeni fazowej
(rozmaitosci) M a v jest zaleznym od czasu polem wektorowym na M, v : I x M —— T'M spelnia
v(t,z) € T, M. Czesto M = U jest podzbiorem otwartym przestrzeni euklidesowej R"; wtedy
v: I xUr— R”iméwimy o uktadzie réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Jedli v nie zalezy
od czasu, v = v(z), to réwnanie (6.1) jest réwnaniem autonomicznym (a v jest autonomicz-
nym polem wektorowym), w przeciwnym przypadku mamy do czynienia z nieautonomicznym
rownaniem. Przestrzen [ x M nazywa sie rozszerzonq przestrzeniq fazowg.

Rozwigzaniem réwnania (6.1) nazywamy dowolng rézniczkowalna krzywa ¢ : J —— M,
J C I, ktéra spelnia réwnanie p
—2 () = v(ts ().

Zagadnieniem poczgtkowym nazywamy nastepujace dwa warunki
T =wv(t,z), =z(to)= o, (6.2)

z ktorych drugi nazywa sie warunkiem poczgtkowym. Rozwigzaniem zagadnienia poczgtkowego
(6.2) nazywamy rozwiazanie
o(t) = @(t; xo, to)
réwnania (6.1), ktére ma wlasnosé ¢(tg) = wo.
Jesli ¢(t) jest rozwiazaniem uktadu (6.1), to krzywa {(¢,p(t)) : t € J} C I x M (tj. wykres

rozwiazania) nazywamy krzywq calkowq; jesli, dodatkowo, uklad (6.1) jest autonomiczny, to
krzywa {¢(t) : t € J} (tj. obraz rozwiazania) nazywamy krzywg fazowg.

Uwaga 6.1. Wprowadzajac nowy czas 7 mozemy przepisaé¢ nieautonomiczne réwnanie (6.1)

w postaci nastepujacego uktadu autonomicznego
dt dx

=1, == =t 6.3

=1, =u(t) (63)

w rozszerzonej przestrzeni fazowej. Wtedy krzywe catkowe dla réwnania (6.1) okaza sie krzywymi
fazowymi dla uktadu (6.3).

Rownanie rézniczkowe rzedu n, czyli

d"x

% - x(n) = f(t,l',l'(l), cee 75[;(”_1))7 le I? T e R’ (64)

Jako$ciowa Teoria Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych (¢) Zotadek, Uniwersytet
Warszawski, 2011.
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zastepuje sie ukladem réwnan pierwszego rzedu

3)1 = Y2, 92 =Y3,--- yn—l = Yn, yn :f(t7y1)"'7yn) (65)

przy pomocy podstawienia z = y1, 2 =y, ..., 2(®1) =y, Naturalnym warunkiem poczat-
kowym dla réwnania (6.4) jest

x(to) = w0, oW (to) = @1,..., 2 V(to) = 2. (6.6)

Zauwazmy, ze stosujac trick z Uwagi 6.1 mozemy zastapi¢ (na ogdl) nieautonomiczny uklad
(6.5) odpowiednim ukladem autonomicznym w R™*1,

Uwaga 6.2. W ksiazkach o réwnaniach rézniczkowych rozwazane sg takze rownania wwi-
ktane wzgledem pochodnej, typu

F(t,xz,z) =0, teR, zeR (6.7)

Okazuje sie, ze, jesli réwnanie F(t,z,p) = 0 da sie rozwikla¢ w otoczeniu pewnego punktu
(to, xo,po) W postaci x = g(t,p), to réwnanie (6.7) mozna przepisa¢ w postaci uktadu autono-

micznego
a. dp /
- = t y ;. — - ta
7 = 9(tp), o =p—a(tp),
gdzie 7 jest nowym ‘czasem’. Rzeczywiscie, mamy fl—f = %% = p%. Zatem, rézniczkujac

tozsamosé z(7) = g(t(7),p(7)), dostajemy warunek p = g/ 4t 4 91/7%' Jest on spelniony dla

powyzszego pola wektorowego.

Podobny uktad mozna napisa¢, gdy réwnanie F' = 0 rozwikluje si¢ wzgledem ¢, a takze gdy
x € R"i F € R". W tym skrypcie réwnania typu (6.7) nie sa badane, ale przytoczyliémy je,
aby zademonstrowaé¢ pewna uniwersalna wlasnosé autonomicznych réwnan rézniczkowych.

7 autonomicznym réwnaniem

T =v(x) (6.8)

wiaze sie pojecie potoku fazowego. Zauwazmy, ze rozwiazania ¢(t; zg,0) réwnania (6.8) z wa-
runkiem poczatkowym x(0) = z¢ zadaja rodzine odwzorowan

gt : Dt — Ma To—— SO(t, $070)a
gdzie Dy jest dziedzina odwzorowania g'. Ta rodzina powinna spetniaé¢ dwie naturalne wlasnosci

@ = id, (6.9)
glog® = g'ts. (6.10)

Wilasnoéé (6.9) to definicja warunku poczatkowego. Wlasnosé (6.10), ktéra powinna by¢ spel-
niona dla zg € Ds N (gs)_1 (Dy), oznacza, ze jesli wystartujemy w momencie czasu 0 z punktu
xo 1 dojedziemy (wzdluz rozwiazania) do punktu yp = g°(xo) a nastepnie wyzerowujemy stoper
i jedziemy z yy po czasie t, to dojedziemy do tego samego punktu, jak bysmy jechali po czasie
s t + s z xy bez zerownia stopera. Oczywiscie, tutaj istotne jest, ze v(s,yo) = v(0,30) = v(yo)
(autonomicznosé).

Rodzina {g'},.;, ¢' : Di — M, spelniajaca warunki (6.9)-(6.10) nazywa si¢ lokalnym
potokiem fazowym. Rodzina

¢t M+— M, teR,
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(globalnych) dyfeomorfizméw przestrzeni fazowej M, spelniajaca wlasnosci (6.9)—(6.10) nazywa
sie potokiem fazowym na M. Inaczej méwiagc, odwzorowanie t —— ¢' jest homomorfizmen z
grupy R do grupy Dif f(M) dyfeomorfizméw rozmaitosci M.

Przyktad 6.3. Réownanie
iP=a2+1
definiuje globalne pole wektorowe na przestrzeni rzutowej RP! = R U oo (gdzie wspolrzedna

y = 1/x w otoczniu x = oo spelnia réwnanie iy = —1 — y?). Tutal lokalny potok fazowy okazuje
sie by¢ potokiem fazowym na RP' zlozonym z przeksztalcen Mobiusa

Tgcost +sint
cost — xgsint’

Uwaga 6.4. W przypadku nieautonomicznego pola wektorowego mamy do czynienia z
2—parametrowg rodzing przeksztatcen

gt M — M

(Scidlej, z jej lokalng wersja) definiowana tak, ze g'(zo) = ¢(t;x0;s), czyli wartos¢ w chwili ¢
rozwigzania startujacego z ro w chwili s. Zachodza oczywiste tozsamosci

gi =id, glogi=gl.

6.2. Twierdzenia

Ponizej czytelnik znajdzie szereg twierdzen, ktére sa podstawowe w teorii réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych i ktore sa podane bez dowodéw. Po wiecej szczegdtow odsytam do [3],
[15].

Twierdzenie 6.5 (O istnieniu i jednoznacznoéci lokalnych rozwiazan). Zaloimy, ze pole
v(t,z) jest klasy C na zbiorze otwartym I x U C R x R™. Niech (tg,z+) € I x U.

Wtedy istnieje odcinek Iy C I, zawierajgcy moment poczgtkowy tg, oraz otoczenie Uy C U
punktu x,. takie, zZe dla dowolnego xo € Uy zagadnienie poczgtkowe & = v(t;x), x(ty) = wo
posiada dokladnie jedno rozwigzanie @(t;xo).

Ponadto odwzorowanie

(t, z0) — o(t; 20) (6.11)

jest ciggle, a w przypadku, gdy pole v(t,x) jest analityczne, to to odwzorowanie tez jest anali-
tyczne.

Przypomnimy, ze podstawowa idea dowodu tego twierdzenia polega na zastapieniu zagad-
nienia poczatkowego (6.2) réwnaniem catkowym

t
p(t;zo) = w0+ | v(t, @(s;20))ds. (6.12)

to
To réwnanie jest traktowane jako réwnanie punktu stalego ¢ = 7 () dla operatora 7 defi-
niowanego po prawej stronie rownania (6.12) dzialajacego w odpowiedniej przestrzeni Banacha
odwzorowan ¢(t,xg). Na ogdl jest to przestrzen Banacha funkcji ciagltych na Iy x Uy z norma
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supremum, przy tym warunek zwezania dla operatora 1" wynika z warunku Lipschitza wzgledem
x dla pola v(t,z). W przypadku analitycznym jako przestrzen Banacha wybiera sie przestrzen
funkcji holomorficznych w pewnym obszarze w C x C™ z norma supremum (Zadanie 6.25)

Przyktad 6.6. Réownanie

3

posiada dwa rozwiazania z tym samym warunkiem poczatkowym z(0) = 0: ¢1(t) =0dlat <0
ipi(t) = t3/2 dla t > 0 oraz @2(t) = 0. Ten standardowy przyklad pokazuje, jak wazny jest
warunk Lipschitza; tutaj on nie zachodzi w = = 0.

Twierdzenie 6.7 (O zaleznosci od warunku poczatkowego). Jesli w Twierdzeniu 6.5 zalo-
Zymy, Ze v jest klasy C?, to odwzorowanie (6.11) bedzie klasy C. Ogdlniej, jesli v jest klasy
C", 1< r< oo, to ¢ jest klasy O™ L.

Twierdzenie 6.8 (O zaleznoéci od parametréow). ! Jesli pole v zalezy dodatkowo od pa-
rametru A € V. C RF i v(t,z;\) jest klasy C™, r > 2, to rozwigzanie o(t;xo;\) jest klasy
cr—1.

W dowodach ostatnich dwoch twierdzen wykorzystuje sie waznie pojecie rownania w waria-
cjach. Rownaniem w wariacjach wzgledem warunku poczgtkowego nazywamy rownanie

J= Ay, A = 52 e0lt). (6.13)

Tutaj ¢o(t), wo(to) = xo, jest zadanym rozwiazaniem, a réwnanie (6.13) otrzymuje sie przez
podstawienie zaburzenia x = g(t) + ey(t) + O(¢?) (z matym ¢) do zagadnienia poczatkowego
(6.2) z warunkiem poczatkowym x(ty) = xo + ey 1 przyrownania wyrazéw rzedu e. Pochodna
czastkowa 0p/0(xo); rozwiazania wzgledem warunku poczatkowego otrzymuje si¢ jako rozwia-
zanie ukladu (6.13) z warunkiem poczatkowym yo = e; (gdzie (e;) to standardowa baza w
R™).

Rownaniem w wariacjach wzgledem parametru nazywamy réwnanie

. v
J= Ay +b(1), BlE) = 92 (ool Mo) (6.14)
Tutaj ¢o(t) jest wyréznionym rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego & = v(t, x, \o), z(to) =
x0, tzn. dla ustalonego parametru A = \g, i macierz A(t) jest taka sama jak w (6.13). To réwnanie
otrzymuje sie przez podstawienie x = @g(t) + ey(t) + O(e?) do zagadnienia poczatkowego & =

v(t,z; Ao + €vp), x(to) = xo, i poréwnanie wyrazéw liniowych wzgledem malego e.

W dowodach Twierdzen 6.7 i 6.8 problem sprowadza si¢ do uktadu & = v(t,z), y = g—;(t, x)y
lub do uktadu & = v(t,z;\), y = g—g(t,a:; ANy + g—i(t,x; A) i stosuje Twierdzenie 6.5 (Zadania

6.26 i 6.27).

7 powyzszych twierdzen wynikaja wazne wnioski o jakoSciowym zachowaniu si¢ rozwigzan
réwnania (6.1).

Twierdzenie 6.9 (O prostowaniu dla ukladu nieautonomicznego) . Jesli v(t,x) jest klasy
C",r>2,1 (tg,zs) € I x U CR xR", to istnieje lokalny dyfeomeorfizm

fi(tz)— (ty),

! W niektérych zrédrach (np. [13], [12]) dowodzi si¢ klasy C” zaleznosci rozwiazan od parametréw. Dla
naszych celéw klasa C"~! jest wystarczajaca, zwlaszcza, jedli uwzgledni sie prostote ponizszego szkicu dowodu
tego twierdzenia.
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z otoczenia punktu (to,xs), ktory przeprowadza uktad (6.1) w uklad

i = 0.

W  dowodzie  dyfeomeorfizm  f  jest definiowany tak, ze jesli  punkt
x = @(t; xo, to), tj. jest wartoscia rozwiazania po czasie t i z warunkiem poczatkowym x(tg) = xo,
to kladziemy y = zo (Zadanie 6.28).

Twierdzenie 6.10 (O prostowaniu dla ukladu autonomicznego) . Jesli autonomiczne pole
wektorowe v(x) jest klasy C", r > 2, na U i punkt x. € U jest taki, ze

v(zy) # 0, (6.15)

to istnieje lokalny dyfeomorfizm f : x — y z otoczenia punktu x,, ktory przeprowadza uktad
T =v(x) w uklad
ylzl7 92207‘-w yn:O

Jak mozna sie domysli¢, zmienna y; to czas t wdluz rozwiazan ¢(t; zg), ktore startuja przy
t = 0 z pewnej hiperplaszczyzny H prostopadiej do wektora v(x,). Pozostate zmienne y; po-
chodza od jakiego$ ukladu wspdlrzednych na hiperplaszczyznie H i s stale wzdluz rozwigzan
(Zadanie 6.29).

Uwaga 6.11. Powyzsze twierdzenie mozna nazwaé pierwszym twierdzeniem jakosciowej
teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych.? Méwi ono, ze lokalnie kazde pole wektorowe spel-
niajace warunek (6.15) jest takie samo z matematycznego punktu widzenia. Istotne réznice
pojawiaja sie przy badaniu zachowania globalnych rozwiazan. Warunek (6.15) implikuje pewna
prostote pola wektorowego. W pierwszym rozdziale niniejszego skryptu badamy sytuacje gdy
ten warunek jest naruszony.

Twierdzenie 6.12 (O lokalnym potoku fazowym). Dla autonomicznego pola wektorowego
v(z) klasy C", r > 2, istnieje lokalny potok fazowy {g'}, xo — g¢'(z0) (spelniajacy warunki
(6.9)-(6.10)) zadany przez rozwigzania @(t;xg) zagadnien poczatkowych & = v(x), x(0) = xo.

Oczywiscie to twierdzenie jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia o istnieniu i jed-
noznaczno$ci lokalnych rozwiazan dla uktadu (6.1) z autonomicznym polem v(z).

Twierdzenie 6.13 (O przedluzniu rozwiazan). Niech pole v(t,x) bedzie klasy C", r > 1,
w zbiorze otwarym I x U i niech F' C U bedzie zwarym podzbiorem. Wiedy dowolne lokalne
rozwigzanie @(t; xo;to) starujace z xog € F albo przedluza sie dla wszystkich czaséw to < t < oo
pozostajgc w F, albo wychodzi z F po skoriczonym czasie T(xg) > to.

Taka sama alternatywa ma miejsce dla rozwigzan o(t;xo;ty) przy t < to.

W pewnym sensie to twierdzenie jest oczywiste. Nastepujacy przyktad pokazuje, ze zatozenie
o zwartosci F' jest istotne.

Przyktad 6.14. Réwnanie

t=2? =zeR,

ma rozwiagzania ¢ = xg/(1 — txg), ktére uciekaja do nieskonczonosci po skonczonym czasie
T = 1/%0

2 W angojezycznej literaturze wystepuje ono pod nazwa ‘Flow Box Theorem’.
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6.3. Metody rozwigzywania

Ponizej przedstawiamy liste klas réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktére daja sie scatko-
wac 1 podajemy metody ich catkowania. Wszystkie rozwazane tutaj réwnania maja postaé

dy  Q(z,y)
dz  P(z,y) (6.16)

albo rownowazng postaé rownania Pfaffa
Q(z,y)dz — P(z,y)dy = 0.

Przyktad 6.15. Rownania z rozdzielonymi zmiennymi. Sa to rownania postaci

&y Q)
dr  P(y)

Oczywidcie rozwiazania sa zadane w postaci uwiklanej

| Q@iz= [ Py,

0 Yo

Przyklad 6.16. Rownania jednorodne sa postaci

d

o= f /).

Tutaj podstawienie v = £ prowadzi do réwnania z rozdzielonymi zmiennymi

du
r— = f(u) —u.
Do tej klasy mozna zaliczy¢ réwnania postaci

@_ (ax—i—by—i—a)
de " \ecx+dy+p3)’

a b
c d’#o'

Poprzez przesuniecie poczatku uktadu wspéirzednych do punktu przeciecia sie prostych ax +
by+a=01cr+dy+ 3 =0 staje sie ono ewidentnie jednorodne. Gdy ad — bc = 0 réwnanie
latwo sprowadza sie do rownania o zmiennych rozdzielonych.

Przyklad 6.17. Rownania quasi-jednorodne charakteryzuja sie niezmienniczoscig wzgledem
symetrii typu
xr— Ax, y— ANy, AeR\DO,

ktéora uogdlnia analogiczng symetrie z v = 1 dla rownania jednorodnego. Tutaj podstawienie
u = y/x" prowadzi do réwnania z rozdzielonymi zmiennymi.

Przyktad 6.18. Rownania liniowe

% — a(2)y + b(x) (6.17)

dziela si¢ na jednorodne, gdy b(x) = 0, i niejednorodne. Ogdlne rozwiazanie réwnania jednorod-
nego % = a(x)y stowarzyszonego z réwnaniem (6.17) ma postaé

Pjedn = C- epr(a:),
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gdzie A(x) jest funkcja pierwotna dla funkcji a(z). Ogélne rozwiazanie réwnania niejedno-
rodnego jest sumg ogdlnego rozwigzania réwnania jednorodnego @jeqn, i pewnego szczegdlne-
go rozwigzania .., réwnania niejednorodnego. To ostatnie rozwigzanie poszukujemy metodg
uzmienniania sta lej, tzn. w postaci

Yszex = C(x) - exp A(x).

Po podstawieniu do réwnania (6.17) dostajemy réwnanie C'(z) = e~ A@)p(x).
Ogdlne rozwiazanie ma postaé

y =04 / eAD=AG)(2)dz. (6.18)

Przyktad 6.19. Rownanie Bernoulliego

Y — o)y + )"

sprowadza sie do réwnania liniowego przez podstawienie

1-n

z=1y

Przyktad 6.20. Rownanie z czynnikiem calkujgcym ma postac

dy _Qz,y)  —-MH,

de — P(z,y) MH)’

lub
M (H.dz + H?’de) = MdH = 0.

Tutaj M = M(z,y) jest czynnikiem calkujgcym a H = H(x,y) jest calkq pierwszq réwnania,
tzn. funkcja H jest stala na krzywych calkowych réwnania, H(z,¢(x)) = const. Oczywiscie,
tutaj rozwiazania y = ¢(x) sa uwiklane w postaci réwnan

H(z,y) = h.

Naturalne jest pytanie, jak z postaci funkcji P i Q odgadnaé, czy istnieje czynnik catkujacy
i catka pierwsza. Wygodnie jest operowa¢ autonomicznym polem wektorowym

&= P(x7y)a Y= Q(xvy) (6'19)

zwigzanym z réwnaniem (6.16).
Zauwazmy, ze przypadek z M(x,y) = 1 z calka pierwsza H(x,y) odpowiada sytuacji, gdy
uklad (6.19) jest hamiltonowski z H jako funkcja Hamiltona (hamiltonianem),

&=H, y=—H,.

Oczywiscie wtedy mamy
divV = P, +Q, =0, (6.20)

tzn. dywergencja pola wektorowego V = Q0, + PJ, zeruje si¢, lub, réwnowaznie,
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(X0sYo)

d (Qdx — Pdy) = 0.

Jest to warunek konieczny dla hamiltonowskosci uktadu (6.19). Gdy divV = 0 to mozna zdefi-
niowaé funkcje H nastepujaco

Hey) = [ (Qdz— Pdy).

[(z.y)

gdzie I'(z, y) jest droga z ustalonego punktu (zg, yo) do (z,y) . Jedli obszar U C R?, w ktérym jest

zdfiniowany uktad (6.19) jest jednospdjny (kazda petla jest Sciagalna do punktu), to definicja

H(z,y) nie zalezy od wyboru drogi I' = T'(x,y) : réznica pomiedzy ta wartoscia i wartoscia

zdefiniowana dla innej drogi I' jest calka po zamknietej petli I' — I (ktéra ogranicza obszar )

z 1—formy w = Qdz— Pdy, ktéra jest zamknieta, zatem wzor Stokes’a daje §p_vw = [[, dw = 0.
Przyklad réownania

y ~y z
d (arctg? ) = d dy =0
<arc g:c) T2 W

w R?\ 0, ktére spelnia warunek (6.20), i posiada lokalna (ale nie globalng) calke pierwsza
H = arg (z + iy) pokazuje, ze zalozenie jednospdjnosci jest istotne.

Przypadek, gdy istnieje nietrywialny czynnik catkujacy M jest duzo trudniejszy. Pozwole
sobie tutaj zacytowa¢ wynik M. Singera, ktéry dotyczy przypadku, gdy P i QQ sg wielomianami.

Twierdzenie 6.21 (Singer). Jesli réwnanie (6.16) z wielomanami P i Q posiada czynnik
catkujgcy M i calke pierwszq, ktore mozna przedstawi¢ w kwadraturach, to czynnik catkujgcy
M mozna wybraé w tzw. postact Darboux

M = 9@V fO (g gy fo (2, ),

gdzie g(z,y) jest funkcjq wymierng, fj(x,y) sq wielomianami a a; € C.

Odsytam czytelnika do ksiazki [20], w ktérej mozna znalezé definicje funkceji przedstawialnych
w kwadraturach oraz dowdd twierdzenia Singera.
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6.4. Uklady i ré6wnania liniowe

Uktady liniowe réwnan rézniczkowych zwyczajnych sa uogdlnieniami réwnan (6.17) i maja
postaé
T=A(t)x+b(t), telICR, zeR" (6.21)

Réwnolegle rozpatruje si¢ liniowe rownania rézniczkowe rzedu n postaci
2™ 4 an, () 4 Hag(t)z=bt), telCR, zeR (6.22)

Wiadomo, ze rozwiazania x = ¢(t; xo;t) takich ukltadéw i réwnan przedluzaja si¢ do calego
odcinka I (Zadanie 6.40). W przypadku jednorodnym, tzn. gdy b(t) = 0, zbi6r rozwiazan tworzy
n—wymiarowg przestrzen wektorowa. Kazda baza tej przestrzeni tworzy tzw. ukltad fundamen-
talny (cpj)?:l. Taki uktad fundamentalny zadaje macierz fundamentalng F(t) = (p1,...,%n)
w przypadku ukladu (6.21) i

oo
f(t) — @1 ... (pn
(pgn—l) o SO%n—l)

w przypadku réwnania (6.22). Wyznacznik macierzy fundamentalnej nazy- wa si¢ Wronskianem
W (t) = det F(t) (6.23)

(od nazwiska polskiego matematyka J. Hoene-Wronskiego).
Ogdlne rozwiazanie ukladu jednorodnego (6.21) (z b = 0) ma postaé

p(t) =F(t)-C, (6.24)

gdzie C jest stalym wektorem (wyznaczanym z warunkéw poczatkowych); w szczegélnosci, gdy
uktad fundamentalny jest tak dobrany aby F(tg) = I, to rozwiazanie ¢(t) = F(t)xo spelnia
warunek poczatkowy ¢(tg) = z9. W przypadku jednorodnego réwnania (6.22) (z b = 0) ogdlne
rozwiazanie ma postac

So(t) = (f(t) : 0)1 = 01(,01(15) +...+ Cn@n(t)a

tzn. pierwsza sktadowa wektora stojacego po prawej stronie réwnania (6.24).

Nietrudno domysli¢ sie, ze ogélne rozwiazanie uktadu lub réwnania niejednorodnego (tj. z
b(t) # 0) jest suma ogdlnego rozwiazania réwnania jednorodnego @jedn i szczegblnego rozwia-
zania ukladu lub réwnania niejednorodnego ;... Aby rozwigzaé¢ uklad lub réwnanie niejed-
norodne, znajac macierz fundamentalna, stosujemy metode uzmienniania statych, tzn. robimy
podstawienie x = F(t) - C(t). Rozwiazujac odpowiednie réwnanie na C(t) znajdziemy ogdlne
rozwiazanie uktadu (6.21) w postaci

t
r=FH)C+ | Ft)F 1 (s)b(s)ds.
to
Oczywiscie, podstawowym problemem jest znalezienie macierzy fundamentalnej F(t).
W przypadku, gdy macierz A(t) = A w ukladzie (6.21) lub wspétczynniki a;(t) = a; w réw-
naniu (6.22) nie zaleza od czasu, méwimy o ukladzie o stalych wspétczynnikach lub o réwnaniu
o statych wspotczynnikach. W tym przypadku macierz fundamentalna ma postaé

t2
J:(t):eprt:I+At+§A2+...,
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gdzie
0 1 0 0
A 0 0 1 0
—ap —a; —ay ... —Gp_]

w przypadku réwnania.
Dla réwnania (6.21) o stalych wspélczynnikach ogdlne rozwiazanie réwnania jednorodnego
mozna otrzymaé bezposrednio z réwnania charakterystycznego

PO =N"4ap A\ . 4ap=0. (6.25)
Ma, ono postaé

Gjedn(t) = (Cro+ Crat+ ...+ Cppy_1tFr=leMt 4 .

+(CT,0 + . e + erkr_ltk"'_l)ekft? (626)

gdzie \; sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego krotnosci k;; w przypadku wystepowa-
nia par zespolonych pierwiastkéw \; = \j11 = a; + 18}, i = v/—1, odpowiednie wspdlczynniki
w sumie w (6.26) sa sprzezone, Cji1,; = Cj,1, i te dwa skladniki daja wyrazenie

Djyltleajt COS(ﬁjt) + EjJtleajt Sln(ﬁ]t)

(ze statymi D;; i Ej).

Réwniez istnieje recepta na szczegélne rozwiazanie niejednorodnego réwnania (6.22) o sta-
tych wspélczynnikach, w przypadku gdy funkcja b(t) (po prawej stronie réwnania) jest tzw.
quasi-wielomianem postaci

b(t) = etp(t). (6.27)

Tutaj p nazywa sie wykladnikiem quasi-wielomianu a p(t) jest zwyklym wielomianem stopnia m,
nazywanym stopniem quasi-wielomianu. Réwniez funkcje postaci et cos(&t)p(t) i et sin(Et)p(t)
sg odpowiednio czeéciamu rzeczywistg i urojong quasi-wielomianu z zespolonym wyktadnikiem
w=v+i.

Twierdzenie 6.22. Rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego ma postaé (6.26).

Jesli prawa strona réwnania niejednorodnego (6.22) ma postaé (6.27) i wykladnik p quasi-
wielomianu jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego (6.25) krotnosci k, to szczegdlne
rozwigzanie réownania mozna wybraé w postact quasi-wielomianuy

Pszcz = tke“tQ(t)a
gdzie q(t) jest wielomianem stopnia m = degp(t).
Nastepujace twierdzenie, pochodzace od J. Liouville’a, jest uogdlnieniem elementarnej alge-

braicznej tozsamodci
detexp A = exptrd

i ma olbrzymie zastosowanie w Jako$ciowej Teorii.

Twierdzenie 6.23 (Liouville). Wroriskian W (t) zwigzany z macierzq fundamentalng F(t)
ukladu (6.21) (wzor (6.23)) spelnia réwnanie

W =trA(t) - W.
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Dowéd sprowadza sie do policzenia granicy

[+ sA(t) — 1
[ det(I 4+ sA(1))

s—0 S

)

bo F(t +s) = (I + sA(t))F(t) + O(s?). Latwo sprawdzié, korzystajac ze standardowej definicji
wyznacznika det (I +sA) = > (-1)" [ (I + SA)j,w(j)’ ze czlony pochodzace od nietrywialnych
permutacji 7 daja wktad rzedu s?. Czlon [] (I + sA); ; = II(1 + saj;) rowna sie¢ 1+ s> aj; +
O(s?).

W przypadku gdy macierz fundamentalna F(t) spelia wlasnosé F(tg) = I, wyznacznik
Wronskiego ma naturalna interpretacje (n—wymiarowej) objetosci réwnolegloscianu rozpigtego
przez wektory f;(t) = ggo e, 1 =1,...n, gdzie gfo jest to 2—parametrowa rodzina przeksztalcen
ewolucji uktadu (ktore sa zdefiniowane w Uwadze 6.4 i ktére sg liniowe) a (e;) to standardowa
baza w R™. Inaczej moéwiac, zachodza tozsamosci

6, (V)| =W V1, ek ()] = A - Joh, (V)

, (6.28)

dla obszaru V' C R", gdzie |V| oznacza objetos¢.

Zastosujmy te obserwacje do réwnania w wariacjach wzgledem warunkéw poczatkowych
(6.13) w przypadku autonomicznego pola wektorowego & = v(z). To réwnanie w wariacjach
ma postaé¢ y = A(t)y, gdzie A(t) = %(wg(t)) jest macierza pochodnych czastkowych 0v;/0x;
sktadowych v; pola wzdluz wyréznionego rozwiazania oo (t). Latwo sprawdzi¢ tozsamosé

trA®) = 3 5 (po(t)) = dive(po(t), (6.29)

gdzie div oznacza dywergencje.

Niech V' C R"™ bedzie obszarem takim, ze rozwiazania starujace z V sa okreslone dla czaséw
pomiedzy 0 i ¢. Podzielmy obszar V' na prostokatne kostki A; o malej krawedzi € i z wyrézniony-
mi punktami z; € A;. Pod dzialaniem potoku g' te kostki przejda na nielinowe obszarki g'(A;),
ktore sa bliskie réwnoleglo$ciankom rozpietym przez wektory postaci ¢ - f;(t), gdzie kazdy wek-
tor f;(t) jest jak powyzej dla przeksztalcenia gf zwiazanego z réwnaniem w wariacjach wzdtuz
rozwiazania ¢;(t) startujacego z z;. Nastepnie sumujemy objetosci obszarkéw g¢(A;) i przecho-
dzimy do granicy z ¢ — 0, korzystajac z wlasnosci (6.28) i (6.29). W rezultacie otrzymujemy
nastepujacy wynik.
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Twierdzenie 6.24. Dla obszaru V C R™ i potoku g generowanego przez autonomiczne pole
vektorowe v(x) zachodzi tozsamosé

d - .
o7 ‘gt(V)‘ :/ divo(z)d"z.
9t (V)

W szczegdlnosci, jesli divu(z) < 0, to potok gt ma wlasnosé zmniejsznia objetosci, a jesli
divu(x) > 0, to potok ma wlasno$é rozszerzania obszaréw.

ZADANIA

|U(t7‘xl)_v(|t7x2‘
T1—To

(stala Lipschitza) dobra¢ ¢ w Iy = (to — &,t9 + €) i promienie w kulach Uy = B(z, 1) =

{lt —x«| <7} C U iB(zo,R) = {¢: Lo xUy— R":sup|e(t,xg) — xo| < R}, aby: (i) 7 :

Zadanie 6.25. W zaleznosci od stalych M = sup;. .y |v(t,z)] i L = sup
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B(xzo, R) — B(zg, R) oraz (ii) 7 bylo kontrakcja na B(zg, R). To da uzupelnienie dowodu
Twierszenia 6.5.

Zadanie 6.26. Uzupelni¢ dowody Twierdzen 6.7 i 6.8.

Wskazowka: W dowodzie Twierdzenia 6.7 rozwazyé ciag przyblizeh = = ¢ (t;x0), 2 =
¥ (t;xo) dla zagadnienia poczatkowego & = v(t;x),2 = %(t,x)z, x(to) = xo, 2(to)I, gdzie
z(t; o) przyjmuje wartosci w przestrzenie macierzy n x n. W dowodzie Twierdzenia 6.8 skorzy-
sta¢ z Twierdzenia 6.7.

Zadanie 6.27. Udowodnié, ze jesli v(t,x; \) zalezy w spos6b analityczny od zwoich argu-
mentéw, to rozwiazanie p(t;xo; \) tez jest analityczne.

Zadanie 6.28. Uzupelni¢ dowdéd Twierdzenia 6.9.
Zadanie 6.29. Uzupelni¢ dowdd twierdzenia 6.10.

Zadanie 6.30. Znalezé rozwigzanie réwnania 22 %—cos 2y = 1 spelniajace warunek y(+o00) =

Zadanie 6.31. Rozwiazaé rownanie % =4z +2y — 1.

Zadanie 6.32. Rozwigzaé rownanie az% =y — zel/*.
Zadanie 6.33. Rozwiaza¢ réwnanie % =y? —2/2%
Zadanie 6.34. Rozwigzaé réwnanie 2ydx + (z2y + 1)zdy = 0.
Zadanie 6.35. Rozwiaza¢ réwnanie zy’ — 2y = 224

Zadanie 6.36. Rozwiaza¢ réwnanie zydy = (y? + z)dz.
Zadanie 6.37. Rozwiazaé¢ nastepujace réwnanie Riccatiego 3y = 2xy — y? + 5 — 22
Wskazowka: Zgadna¢ jedno rozwiazanie.

. . 7 7 . 2 2
Zadanie 6.38. Rozwiagza¢ réwnanie % — 9"ty +1
dx 2xy

Wskazowka: Poszukaé czynnika catkujacego w postaci x®.
Zadanie 6.39. Rozwiaza¢ rownanie dz + (y* + Inz)dy = 0.

Zadanie 6.40. Rozwazmy uklad liniowy & = A(t)z + b(t), z ciaglymi A(t) i b(t) oraz z
oszacowaniami | A(t)|| < C1(t) i [b(t)| < C1(¢). Pokazaé oszacowania |4 [2I°| < 2C1(t) |of* +

20y (t) |z < Cs(t) |z|*, gdzie ostatnia nieréwnosé zachodzi dla dostatecznie duzych |z| i pewnej
ciagltej funkcji C3(t). Wywnioskowaé stad, ze rozwiazania nie moga uciec do nieskonczonosci po
skonczonym czasie.

Zadanie 6.41. Poda¢é ogélne rozwigzanie ukltadu t =x —y—z, 9=z +y, 2 =3z + z.
Zadanie 6.42. Podaé ogélne rozwiazanie ukltadu & = x — y + 1/ cost, y = 2z — y.
Zadanie 6.43. Poda¢ ogdlne rozwigzanie réwnania %x + 4z = 0.

Zadanie 6.44. Podaé ogélne rozwiazanie réwnania & + 24 + x = t(e~! — cost).

Zadanie 6.45. Dla jakich k i w réwnanie # + k%z = sinwt posiada przynajmniej jedno
okresowe rozwiazanie.
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