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Streszczenie. Jest to wyklad na temat symulacji zjawisk losowych. Obejmuje
tez wstep do metod Monte Carlo (MC), czyli algorytméw zrandomizowanych.
Symulacje komputerowe sa nie tylko prostym i skutecznym narzedziem ba-
dania proceséw losowych, ale tez znajduja zastosowania do obliczen wielkosSci
deterministycznych. Metody Monte Carlo a w szczeg6lnoéci algorytmy MCMC,
oparte na lancuchach Markowa nalezg do standardowych narzedzi obliczenio-
wych, miedzy innymi w statystyce Bayesowskiej i fizyce statystycznej. Przed-
miot jest przeznaczony dla wszystkich studentéw lubiacych rachunek prawdo-
podobienstwa, matematykow i informatykow. Powinien zachecié stuchaczy do
»zobaczenia losowosci” — przy wykorzystaniu piecknego i dostepnego za darmo
pakietu R. Wyktad jest utrzymany na elementarnym poziomie.

W pierwszej czesci wyktadu omoéwione zostana sposoby generowania zmiennych
losowych o zadanym rozkladzie prawdopodobienstwa i prostych proceséw sto-
chastycznych. Druga cze$¢ poswiecona bedzie ogdlnym zasadom konstrukeji
algorytmdéw Monte Carlo, szacowania ich doktadnosci i redukceji btedu. Sporo
miejsca zajmuja Markowowskie algorytmy Monte Carlo, MCMC.

Wersja internetowa wykladu:
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1. Wprowadzenie

1.1. Od autora

Jest kilka waznych powodow, dla ktorych warto sie zajaé¢ symulacjami stochastycznymi:

— Symulacje stochastyczne sa prostym sposobem badania zjawisk losowych.

— Scidle zwiazane z symulacjami stochastycznymi sa metody obliczeniowe nazywane ,,Mon-
te Carlo” (MC). Polegaja one na wykorzystaniu ,sztucznie generowanej” losowosci w celu
rozwiazania zadan deterministycznych. Metody MC sa proste i skuteczne. Dla pewnych
probleméw MC jest jedynym dostepnym narzedziem obliczeniowym. Dla innych problemoéw
MC jest co prawda mniej efektywne od metod numerycznych, ale za to duzo tatwiejsze!

— W moim przekonaniu symulacje stochastyczne sa wspaniala pomoca przy nauce rachunku
prawdopodobienstwa. Pozwalaja lepiej ,zrozumieé losowos¢”.

— Symulacje stochastyczne sa dostepne dla kazdego. W szczegdlnodci, ,otoczenie” R, ktore
stanowi naprawde potezne narzedzie, jest rozpowszechniane za darmo!

Jest wreszcie powod najwazniejszy:
— Symulacje stochastyczne sa §wietng zabawg!

Literatura na temat symulacji stochastycznych jest bardzo obszerna. Godna polecenia jest
ksiazka Zielinskiego i Wieczorkowskiego [23], poswiecona w calosci generatorom zmiennych lo-
sowych. Przedstawia ona bardziej szczegdlowo zagadnienia, odpowiadajace Rozdzialom 2-4
niniejszego skryptu i zawiera material, ktéry zdecydowalem sie pomingé: wytwarzanie ,liczb
losowych” o rozkladzie jednostajnym i testowanie generatoréw. Podobne zagadnienia sg przed-
stawione troche w innym stylu w monografii Ripleya [18], ktéra réwniez zawiera wstep do metod
Monte Carlo. Zaawansowane wyktady mozna znalezé w nowoczesnych monografiach Asmussena
i Glynna [2], Liu [15], Roberta i Caselli [19]. Pierwsza z nich jest zorientowana bardziej na
wyniki teoretyczne, za$ druga bardziej na zastosowania. Swietnym wstepem do metod MCMC
sa prace Geyera [7] i [8]. Teoria tancuchéw Markowa z uwzglednieniem zagadnien istotnych dla
MCMC jest przystepnie przedstawiona w ksiazce Brémaud [4]. Podstawy teoretycznej anali-
zy zrandomizowanych algorytméw (tematy poruszane w Rozdziale 15 skryptu) sa znakomicie
przedstawione w pracach Jerruma i Sinclaira [11] oraz Jerruma [12].

1.2. Przyktady

Zaczne od kilku przyktadéw zadan obliczeniowych, ktore mozna rozwiazywaé symulujac
losowos¢. Wybralem przyktady najprostsze, do zrozumienia ktérych wystarcza zdrowy rozsadek
i nie potrzeba wielkiej wiedzy.

b
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6 1. Wprowadzenie

Przyktad 1.1 (Igta Buffona, 1777). Podloga jest nieskonczona plaszczyzna, podzielona réw-
noleglymi prostymi na ,deski” szerokosci d. Rzucamy ,losowo” iglte o dlugoéci [. Elementarne
rozwazania prowadza do wniosku, ze
. . . 21
p = P(igla przetnie ktéras z prostych) = —
s
Buffon zauwazyl, ze te prosta obserwacje mozna wykorzystaé¢ do. .. obliczania liczby 7 me-
toda ,statystyczna”. Powtorzmy nasze do$wiadczenie niezaleznie n razy. Oczywiscie, mamy do
czynienia ze schematem Bernoulliego, w ktérym ,sukcesem” jest przeciecie prostej. Niech

liczba sukceséw

n — 1. . . S
liczba do$wiadczen

n
= % Z I(w i-tym do$wiadczeniu igla przecieta prosta)
i=1
Wielkosé p,, jest empirycznym odpowiednikiem prawdopodobienstwa p i powinna przyblizaé
to prawdopodobienstwo, przynajmniej dla duzych n. W takim razie, mozemy za przyblizenie
liczby 7 przyjaé
2
T od
Statystyk powiedzialby, ze zmienna losowa 7, jest estymatorem liczby w. To wszystko jest
bardzo proste, ale pare kwestii wymaga usciélenia. Jak duza ma by¢ liczba powtérzen, zeby
przyblizenie bylo odpowiednio doktadne? Ale przeciez mamy do czynienia ze ,$lepym losem”!
Czyz pech nie moze sprawié, ze mimo duzej liczby do$wiadczen przyblizenie jest kiepskie? Czy
odpowiednio dobierajac [ i d mozemy poprawi¢ doktadnosé? A moze da sie zaprojektowaé lepsze
do$wiadczenie?

Przyktad 1.2 (Sie¢ zawodnych polaczen). Niech V, & bedzie grafem skierowanym spéjnym.
Krawedzie reprezentuja ,potaczenia” pomiedzy wierzchotkami. Krawedz e € £, niezaleznie od
pozostalych, ulega awarii ze znanym prawdopodobienstwem p.. W rezultacie powstaje losowy
podzbior C' C £ sprawnych potaczen o rozkladzie prawdopodobienstwa

P(C) = Hpe H(l_pe)'

edC  ecC

Jest jasne, jak mozna symulowac to zjawisko: dla kazdej krawedzi e ,losujemy” zmienna U,
o rozkladzie réwnomiernym na [0, 1] i przyjmujemy

e C  jesli Ue < pe;
eeC jesli Ug > pe.

Powiedzmy, ze interesuje nas mozliwos¢ znalezienia Sciezki (ciagu krawedzi) wiodacej z usta-
lonego wierzchotka vy do innego wierzchotka v;. Niech

6 = P( w zbiorze C istnieje $ciezka z vy do vy).

Generujemy niezaleznie n kopii C1, ..., ), zbioru C. Nieznane prawdopodobienstwo 6 przy-
blizamy przez odpowiednik probkowy:

A~

0, = I( w zbiorze C; istnieje $ciezka z vy do vy).

1

n

S|

1



1.2. Przyklady 7

Przyktad 1.3 (Skomplikowana calka). Zal6zmy, ze Xi,...,X,, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozkladzie N(0, 1). Niech

ZauwaZmy, 7€ 7 deﬁnicji,
2l 9 —m/2 1 2
(z) // m( ) ~™/2 exp [—;lxi] dzy - - - dwp,

gdzie Q,, = {(3:1, ey Tyy) P MAX) Sk —mind, S8, :z:,} W zasadzie, jest to wiec zadanie
obliczenia calki. Jednak skomplikowany ksztalt wielowymiarowego zbioru €2, powoduje, ze za-
stosowanie standardowych metod numerycznych jest utrudnione. Z kolei symulowanie zmiennej
losowej R jest bardzo tatwe, wprost z definicji. Mozna wygenerowaé wiele niezaleznych zmien-
nych Ri,..., R, o rozkladzie takim samym jak R. Wystarczy teraz policzy¢ ile sposréd tych
zmiennych jest < x:

. 1&
Hy(z) = ” > I(R; < ).
=1

Schemat symulacyjnego obliczania prawdopodobienstwa jest taki sam jak w dwu poprzednich
przyktadach. Podobnie zreszta jak w tamtych przyktadach, podstawowy algorytm mozna znacz-
nie ulepszaé, ale dyskusje na ten temat odl6zmy na podzniej.

Przyktad 1.4 (Funkcja harmoniczna). Nastepujace zadanie jest dyskretnym odpowiednikiem
stawnego zagadnienia Dirichleta. Niech D bedzie podzbiorem kraty calkowitoliczbowej Z2.
Oznaczmy przez 0D brzeg tego zbioru, zdefiniowany nastepujaco:

(z,y) €D = (z,y) ¢ Di[(x+1,y) €D lub (x —1,y) € D
lub (z,y+1) € D lub (x,y — 1) € D].

Powiemy, ze u : DU 9D — R jest funkcja harmoniczna, jesli dla kazdego punktu (z,y) € D,

wmy) = X ),

(=",y")€d(z,y)

gdzie sumowanie rozciaga sie na 4 punkty (2/,y’) sasiadujace z (x,y), to znaczy d(x,y) =
{(.%' + 173/)7 (x - 17@/), (x7y + 1)7 (xa Y= 1)}

Mamy dang funkcje na brzegu: @ : 9D — R. Zadanie polega na skonstruowaniu jej rozszerze-
nia harmonicznego, to znaczy takiej funkcji harmonicznej u: DU 9D — R, ze u(z,y) = u(z,y)
dla (z,y) € 9D.

Wyobrazmy sobie bladzenie losowe po kracie, startujace w punkcie (z,y) € D. Formalnie
jest to cigg losowych punktéw okreslonych nastepujaco:

(X0, Y0) = (z,v);
(Xbt1, Yir1) = (Xi, Yi) + (Ekt15 Mht1)s



8 1. Wprowadzenie

gdzie (&, my) sa niezaleznymi wektorami losowymi o jednakowym rozkladzie prawdopodobien-
stwas:

P (&, 1) = (0,1)) = P (&, mi) = (0, —1))
=P (&) = (1,0) = P((&m) = (~1,0)) = %

Bladzimy tak dlugo, az natrafimy na brzeg obszaru. Formalnie, okre§lamy moment zatrzy-
mania T = min{k : (X}, Yy) € 0D}. Latwo zauwazy¢, ze funkcja

u(z,y) == Elu(Xr, Yr)[(Xo, Yo) = (z,9)]

jest rozwigzaniem zagadnienia! Istotnie, ze wzoru na prawdopodobienstwo calkowite wynika, ze

W)=~ S Ea(Xr, Yo)l(X1, Y1) = (@, 4]

(z',y")€d(z,y)

Wystarczy teraz spostrzezenie, ze rozklad zmiennej losowej u(Xr, Yr) pod warunkiem (X3,Y7) =
(2',y') jest taki sam jak pod warunkiem (Xo,Yy) = (2/,9), bo bladzenie ,rozpoczyna sie na
nowo”.

Algorytm Monte Carlo obliczania u(z,y) oparty na powyzszym spostrzezeniu zostal wyna-
leziony przez von Neumanna i wyglada nastepujaco:

— Powtérz wielokrotnie, powiedzmy n razy, niezaleznie do$wiadczenie:
,bladz startujac startujac z (z,y) az do brzegu; oblicz u(Xr, Yr)”
— Usérednij wyniki n do$wiadczen.

Dla bardziej formalnego zapisu algorytmu bede sie postugiwal pseudo-kodem, ktéry wydaje
sie zrozumialy bez dodatkowych objasnien:

Listing.

{ 'Gen’ oznacza 'Generuj’ }
U :=0;
forj=1ton
begin
(X.Y) = (0,9)
while (X,Y) e D
begin
Gen (&,1) ~U{(0,1),(0,—-1),(1,0),(—1,0)}; [ rozktad jednostajny na zbiorze 4—punktowym ]
(X,Y) = (X,Y)+ (&m)
end
U:=U+ua(X,Y)
end
U:=U/n

Przyktad 1.5 (Problem ,plecakowy”). Zalézmy, ze a = (a1, ...,an,)" jest wektorem o wspol-
rzednych naturalnych (a; € {1,2,...}) i b€ {1,2,...}. Rozwazamy wektory = = (1,...,Zm) "
o wspoélrzednych zero-jedynkowych (z; € {0,1}). Interesuje nas liczba rozwigzan nieréwnosci

m
zla= Zmiai < b,
i=1
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a wiec licznogé | X (b)| zbioru X (b) = {z € {0,1}™ : 2Ta < b}. Czytelnik domysla si¢ z pewno-
$cia, skad nazwa problemu. Dokladne obliczenie liczby rozwiazan jest trudne. Mozna sprobowaé
zastosowaé prosta metode Monte Carlo. Jesli zmienna losowa X ma rozktad jednostajny na
przestrzeni {0,1}™, to P(X € X (b)) = |X(b)|/2™. Wystarczy zatem oszacowaé to prawdopo-
dobienstwo tak jak w trzech pierwszych przykladach w tym rozdziale. Generowanie zmiennej
losowej o rozkldzie jednostajnym na przestrzeni {0,1}™ sprowadza sie do przeprowadzenia m
rzutéw monety i jest dziecinnie proste. Na czym wiec polega problem? Otdz szacowane praw-
dopodobienstwo moze by¢ astronomicznie mate. Dla, powiedzmy a = (1,..., 1)T ib=m/3,
to prawdopodobienstwo jest < e~™/18 (prosze si¢ zastanowi¢ jak uzasadnié¢ te nieréwnosé).
Przeprowadzanie ciggu doswiadczen Bernoulliego z takim prawdopodobienstwem sukcesu jest
bardzo nieefektywne — na pierwszy sukces oczekiwaé bedziemy $rednio > €™/1%, co dla duzych
m jest po prostu katastrofalne.

Metoda, ktéra naszkicuje nalezy do rodziny algorytméw MCMC (Monte Carlo opartych na
lancuchach Markowa). Algorytm jest raczej skomplikowany, ale o ile mi wiadomo jest najefek-
tywniejszym ze znanych sposobow rozwigzania zadania. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac,
ze a1 < -+ < ap. Niech by = 0 oraz b; = min{b, 7, ai}. Rozwazmy cigg zadan plecakowych
ze zmniejszajaca sie prawa strong nierownosci, rowng kolejno b = by, byy—1, - . ., b1, bg = 0. Niech
wige X (b;) = {x € {0,1}™ : "a < b;}. Zachodzi nastepujacy ,wzér teleskopowy”:

-] X (bo)|-

) X)) (X))
X=Xl = 505 ) [ bo)]

Oczywiscie, | X (bg) = 1|, a wiec mozemy uznaé, ze zadanie sprowadza sie do obliczenia ilorazéw
| X (bj—1)]/|X(b;)] (pomijamy w tym miejscu subtelnosci zwiazane z doktadnoscig obliczen). Gdy-
bysmy umieli efektywnie generowaé¢ zmienne losowe o rozkladzie jednostajnym na przestrzeni
X (bj), to moglibysmy postepowaé¢ w dobrze juz znany sposob: liczyé¢ ,sukcesy” polegajace na
wpadnieciu w zbior X (b;—1) € X (b;). Rzecz jasna, mozemy losowaé z rozkladu jednostajnego
na kostce {0,1}™ i eliminowaé¢ punkty poza zbiorem X (b;), ale w ten sposéb wpadlibySmy w
putapke, od ktérej wlasnie uciekamy: co zrobié jesli przez sito eliminacji przechodzi jedno na
> e"/18 Josowan?

Opiszemy pewne wyjscie, polegajace na zastosowaniu bladzenia losowego po zbiorze X (b;).

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy j = m, czyli b; = b. Losowy ciag punktéow X (0), X (1),..., X (n),...

generujemy rekurencyjnie w taki sposéb:

Listing.
X(0):=0;
for n =0 to oo
begin

X =X (n); [ gdzie X = (X1,...,Xm)
Gen I ~U{1,...,m}; [ losujemy indeks do zmiany ]
Y::X; Y]Zl*X[;
if YTa<bthen X(n+1):=Y
else X(n+1):=X
end
end

Zaczynamy bladzenie w punkcie 0 = (0,...,0)". Jedli w chwili n jestesmy w punkcie X,
to prébujemy przejsé do nowego punktu Y, utworzonego przez zmiane jednej, losowo wybranej
wspolrzednej punktu X (0 zamieniamy na 1 lub z 1 na 0; pozostale wspélrzedne zostawia-
my bez zmian). Jesli ,proponowany punkt Y nie wypadl” z rozwazanej przestrzeni X (b), to
przechodzimy do punktu Y. W przeciwnym wypadku stoimy w punkcie X.
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Rzecz jasna, generowane w ten sposéb zmienne losowe X (n) nie maja dokladnie rozkladu
jednostajnego ani tym bardziej nie sa niezalezne. Jednak dla duzych n zmienna X (n) ma w
przyblizeniu rozktad jednostajny:

1

P(X(n):x)am (n — o0)

dla kazdego = € X (b). Co wiecej, z prawdopodobienstwem 1 jest prawda, ze
I(X(i)=2) > —— (n — 00).
Z ()]
Innymi stowy, ciag X (n) spelnia prawo wielkich liczb — i moze by¢ uzyty do szacowania licznosci

podzbioréw przestrzeni X (b) zamiast trudnego do symulowania ciagu niezaleznych zmiennych
o rozkladzie jednostajnym.



2. Podstawy R i ¢wiczenia komputerowe

Oczekuje, ze Czytelnik uruchomil pakiet (lub ,otoczenie”, environment) R. Nie zakladam
zadnej wstepnej znajomosci tego jezyka programowania. Oczywidcie, podstaw programowania
w R mozna sie¢ nauczyé z odpowiednich zrédet. Ale prawde méwiac, prostych rzeczy mozna sie
szybko domysli¢ i zaczaé¢ zabawe natychmiast.

2.1. Poczatki

Przyktad 2.1 (Rozklad prawdopodobienstwa i prébka losowa). Wylosujmy ,,probke” éredniego
rozmiaru, powiedzmy n = 100 z rozkladu normalnego N(0, 1):
> n <- 100
> X <- rnorm(n)
> X

(aby przyjrze¢ sie funkcji rnorm, napiszmy ?rnorm). Wektor X zawiera ,realizacje” niezalez-

nych zmiennych losowych X, ..., X190. Mozemy obliczy¢ érednia X = n=! 3" | X; i wariancje
prébkowa X = (n —1)"1 3", (X; — X)?. Jakich wynikéw oczekujemy? Zobaczmy:

> mean(X)
> var(X)

Poréwnajmy kwantyl empiryczny rzedu, powiedzmy p = 1/3, z teoretycznym:
> quantile(X,p)
> gnorm(p)

Mozemy powtérzy¢ nasze ,do$wiadczenie losowe” i zobaczyé jakie sg losowe fluktuacje wy-
nikéw. Warto wykona¢ nasz mini-programik jeszcze raz, albo pare razy. Teraz sprobujmy ,,zo-
baczy¢” probke. Najlepiej tak:

> hist(X,prob=TRUE) ( prosze si¢ dowiedzieé¢ co znaczy parametr ‘prob’ ! )
> rug(X)

Mozemy latwo narysowaé¢ wykres gestosci. Funkcja obliczajaca gesto$é ¢ rozktadu N(0,1)
nazywa sie dnorm, a curve jest funkcja rysujaca wykresy.
> curve(dnorm(x),col="blue",add=TRUE)

(nawiasem moéwiac, zachecam poczgtkujgcych pRobabilistéw do oznaczania wygenerowanych
wektorow losowych duzymi literami, np. X, a deterministycznych zmiennych i wektoréw — ma-
tymi, np. x, podobnie jak na rachunku prawdopodobienstwa).

Podobnie, mozemy poréwnacé dystrybuante empiryczna z prawdziwag dystrybuanta ®. Funk-
cja obliczajaca dystrybuante empiryczna nazywa si¢ ecdf, za$ dystrybuante rozktadu N(0,1) —
pnorm.

> plot(ecdf (X))

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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> curve(pnorm(x) ,from=xmin,to=xmax,col="blue",add=TRUE)

Test Kolmogorowa-Smirnowa oblicza maksymalng odleglos¢ D = 3 |F,(x) — F(z)|, gdzie
F,, jest dystrybuanta empiryczng i F' = ®.
> ks.test(X,pnorm,exact=TRUE)

Przypomnijmy sobie z wyktadu ze statystyki, co znaczy podana przez test p-wartos$é. Jakiego
wyniku ,spodziewaliSmy sie”?

Jest teraz dobra okazja, aby pokazaé jak sie symulacyjnie bada rozklad zmiennej losowe;j.
Przypusémy, ze interesuje nas rozktad prawdopodobienstwa p-wartoéci w przeprowadzonym po-
wyzej doswiadczeniu (polegajacym na wylosowaniu probki X i przeprowadzeniu testu KS). Tak
naprawde powinnismy zna¢ odpowiedz bez zadnych doswiadczen, ale mozemy udawaé niewiedze
i symulowagé.

Przyktad 2.2 (Powtarzanie do§wiadczenia symulacyjnego). Symulacje polegaja na powtérze-
niu catego do$wiadczenia wiele razy, powiedzmy m = 10000 razy, zanotowaniu wynikéw i uzna-
niu powstatego rozktadu empirycznego za przyblizenie badanego rozktadu prawdopodobiefistwa.
Bardzo wazne jest zrozumienie réznej roli jaka pelni tu n (rozmiar prébki w pojedynczym do-
Swiadczeniu, a wiec ,parametr badanego zjawiska”) i m (liczba powtoérzen, ktéra powinna byé
mozliwie najwieksza aby zwiekszy¢ dokladnos$é badania symulacyjnego). Nastepujacy progarmik
podkresla logiczng konstrukcje powtarzanego doswiadczenia:
> m <- 10000
n <- 100

# Przygotowujemy wektory w ktdérym zapiszemy wyniki:
D <- cQO
P <- cO

for (i in 1:m)

{

X <- rnorm(n)

Test <- ks.test(X,pnorm,exact=TRUE)
D[i] <- Test$statistic

P[i] <- Test$p.value

} # koniec petli for

# Analizujemy wyniki:
hist(D, prob=TRUE)
hist (P, prob=TRUE)

V VVV V VV VYV VYV VYV VYVYVYV

Co prawda powyzszy programik spelnia swoja role, jednak struktura pakiektu R jest dosto-
sowana do innego stylu pisania programéw. Zamiast petli for zalecane jest uzywanie funkcji
ktore powtarzaja pewne operacje i postugiwanie sie, kiedykolwiek to mozliwe, calymi wektorami
a nie pojedynczymi komponentami. Ponizszy fragment kodu zastepuje petle for

> DiP <- replicate(m, ks.test(rnorm(n),pnorm,exact=TRUE)[1:2]))
>
> DiP <- t(DiP) # transpozycja macierzy utatwia ogladanie wynikéw
> D <- as.numeric((DiP)[,1]) # pierwsza kolumna macierzy
> P <- as.numeric((DiP)[,2]) # druga kolumna macierzy
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> # obiekty typu ,,list’’ przerobimy na wektory liczbowe:
> D <- as.numeric(D); P <- as.numeric(D)

Symulacje daja okazje ,namacalnego” przedstawienia twierdzen probabilistycznych (i nie
tylko twierdzen, ale takze stwierdzen, przypuszczen prawdziwych lub falszywych).

Przyktad 2.3 (Mocne Prawo Wielkich Liczb). Wylosujmy prébke z ,,jakiegos” rozkladu praw-

dopodobienstwa. Wezmy na przyktad niezalezne zmienne o rozktadzie wyktadniczym, X1,..., X, ..

Obliczmy $rednie empiryczne

Zrébmy wykres ciagu $rednich Sy/1,5%/2,...,5,/n,. ...

> nmax <- 1000 # komputerowy odpowiednik ,,n — 00’’

n <- (1:nmax)

lambda <- 2 > X <- rexp(mnmax,rate=lambda)

S <- cumsum(X) # cigg narastajgcych sum

M <- S/n # dziatania w R (np. dzielenie) sg wykonywane ,,po wspétrzednych’’
plot(n,M,type="1") # ,,zaklecie’’ type="1" powoduje narysowanie Yamanej
Teraz spébujmy podobne do$wiadczenie zrobié¢ dla zmiennych X; = 1/U; — 1, gdzie U; ~
U(0,1) (X; sa prébka z tak zwanego rozkladu Pareto).

> # potrzebujemy duzej proébki, zeby sie zorientowaé, co sig¢ dzieje...

nmax <- 100000

n <- (1:nmax)

X <= 1/runif (nmax)-1

M <- cumsum(X)/n

plot(log(n) ,M,type="1") # i zrobimy wykres w skali logarytmicznej

vV V V V V

V V V V V

Przyktad 2.4 (Centralne Twierdzenie Graniczne). CTG jest jednym ze ,slabych” twierdzen
granicznych rachunku prawdopodobienstwa, to znaczy dotyczy zbieznosci rozktadéow. Symula-
cyne ,sprawdzenie” lub ilustracja takich twierdzen wymaga powtarzania doswiadczenia wiele
razy, podobnie jak w Przykladzie 2.2. Pojedyncze do$wiadczenie polega na obliczeniu sumy

Sn = ZXZ’

gdzie X1, ..., X, jest prébka z ,jakiego§” rozktadu prawdopodobienistwa i n jest ,duze”. Wezmy
na przyklad niezalezne zmienne o rozktadzie wyktadniczym, jak w Przyktadzie 2.3.
> m <- 10000
n <- 100
lambda <- 2
S <- replicate(m, sum(rexp(n,rate=lambda)))
hist (S, prob=TRUE)
curve (dnorm(x,mean=n/lambda, sd=sqrt(n)/lambda),col="blue",add=TRUE)
# wydaje sie¢ na podstawie obrazka, ze dopasowanie jest znakomite
ks.test(S,pnorm,mean=n/lambda,sd=sqrt(n) /lambda)

V V V V V V V VvV

.Ex(2).

# ale test KoXmogorowa-Smirnowa ,,widzi’’ pewne odchylenie od rozk*adu normalnego
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Chcialtbym podkredli¢ raz jeszcze réznice pomiedzy metodologia sprawdzania ,,mocnego”
twierdzenia granicznego w Przyktadzie 2.3 i ,stabego” w Przyktadzie 2.4. W pierwszym przy-
padku chcielismy zobrazowaé zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych, a w drugim — zbiezno$¢ ciggu
rozktadow prawdopodobienstwa.

2.2. Cwiczenia

Cwiczenie 2.1. Wyjaéni¢ dlaczego w Przykladzie 2.4 nie musielismy (cho¢ moglismy) rozpa-
trywaé unormowanych zmiennych losowych

Sn —nu
Vno

gdzie p = EX; i 0% = VarX;.

Cwiczenie 2.2. W Przykladzie 2.4 znany jest dokladny rozklad prawdopodobiefistwa sumy
Sp. Co to za rozktad? Sprawdzi¢ symulacyjnie zgodnosé z tym rozktadem.

Cwiczenie 2.3. Przeprowadzié¢ podobne doswiadczenie jak w Przykladzie 2.4 (CTG), dlan =
121 X; ~ U(0,1). Skomentowaé¢ wynik.

Cwiczenie 2.4. Przeprowadzi¢ podobne doswiadczenie jak w Cwiczeniu 2.3, ale zastepujac
sume przez mediane dla n = 13 i X; ~ U(0,1). Wyprébowaé przyblizenie normalne (jesli
teoretyczna wartos¢ wariancji mediany nie jest znana, mozna zastapi¢ ja przez przyblizenie
empiryczne). Skomentowaé¢ wynik.

Cwiczenie 2.5. W Cwiczeniu 2.3, znany jest doktadny rozktad prawdopodobienstwa mediany.
Co to za rozktad? Sprawdzi¢ symulacyjnie zgodno$é¢ z tym rozkltadem. Mozna wzia¢ mniejsze,
nieparzyste n. Dlaczego nieparzyste?



3. Generowanie zmiennych losowych I. Ogéblne
metody

3.1. Przyktady

Moje wyklady ograniczaja sie do zagadnien lezacych w kompetencji rachunku prawdopodo-
bienstwa i statystyki. U podstaw symulacji stochastycznych lezy generowanie ,liczb pseudo-losowych”,
nasladujacych zachowanie zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym. Jak to sie robi, co to
jest ,,pseudo-losowos¢”, czym sie rozni od ,prawdziwej losowosci”? To sa fascynujace pytania,
ktorymi zajmuje sie: teoria liczb, teoria (chaotycznych) ukladéw dynamicznych oraz filozofia.
Dyskusja na ten temat przekracza ramy tych wykladéw. Z punktu widzenia uzytkownika, ,liczby
losowe” sg bardzo latwo dostepne, bo ich generatory sa wbhudowane w systemy komputerowe.
Przyjme pragmatyczny punkt widzenia i zaczne od nastepujacego zalozenia.

Zalozenie 3.1. Mamy do dyspozycji potencjalnie nieskonczony ciag niezaleznych zmiennych
losowych Uy, ... Uy, ... o jednakowym rozkladzie U(0,1).

W jezyku algorytmicznym: przyjmujemy, ze kazdorazowe wykonanie instrukcji zapisanej w
pseudokodzie

Listing.

Gen U ~ U(0,1)

wygeneruje kolejna (nowa) zmienna U,. Innymi slowy, zostanie wykonane nowe, niezalezne
do$wiadczenie polegajace na wylosowaniu przypadkowo wybranej liczby z przedziatu |0, 1.

Przyktad 3.1. Wykonanie pseudokodu

Listing.

fori=1to 10
begin
Gen U ~ U(0,1)
write U

end

da, powiedzmy, taki efekt:

0.32240106 0.38971803 0.35222521 0.22550039 0.04162166
0.13976025 0.16943910 0.69482111 0.28812341 0.58138865

Nawiasem méwigc, rzeczywisty kod w R, ktéry wyprodukowat nasze 10 liczb losowych byt
taki:

U <- runif(10); U

Jezyk R jest zwiezly i piekny, ale nasz pseudokod ma pewne walory dydaktyczne.

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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Zajmiemy si¢ teraz pytaniem, jak ,wyprodukowac¢” zmienne losowe o réznych rozktadach,
wykorzystujac zmienne Uy, Us, . ... W tym podrozdziale pokaze kilka przyktadéw, a w nastepnym
przedstawie rzecz nieco bardziej systematycznie.

Przyktad 3.2 (Rozklad Wykladniczy). To jest wyjatkowo latwy do generowania rozklad —
wystarczy taki algorytm:

Listing.

Gen U; X := -1 InU

Na wyjsciu, X ~ Ex(A). Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy obliczy¢ dystrybuante tej zmiennej
losowej: P(X < z) = IP’(—% logU < ) =P(U > e ) = 1 — e, Jest to najprostszy przyklad
ogoblnej metody ,odwracania dystrybuanty”, ktérej poswiece nastepny podrozdziat.

Przyktad 3.3 (Generacja rozkladu normalnego). Zmienna losowa
12
X=>U-6
i=1

ma w przyblizeniu standardowy rozkltad normalny N(0,1). Wynika to z Centralnego Twiedzenia
Granicznego (je$li uznamy, ze liczba 12 jest dostatecznie bliska oo; zauwazmy, ze EX = 0 i
VarX = 1). Oczywiscie, w czasach szybkich komputeréw ta przyblizona metoda zdecydowanie
nie jest polecana. Jest natomiast pouczajace zbada¢ (symulacyjnie!) jak dobre jest przyblizenie.
Faktycznie bardzo trudno odréznié¢ probke X, ..., X, wyprodukowana przez powyzszy algo-
rytm od prébki pochodzacej dokltadnie z rozkldu N(0, 1) (chyba, ze n jest ogromne).

Przyktad 3.4 (Algorytm Boxa-Miillera). Oto, dla por6éwnania, bardziej wsp6lczesna — i cal-
kiem dokladna metoda generowania zmiennych o rozkladzie normalnym.

Listing.

Gen Uy; © := 27U,

Gen Us; R:=+/—2InUs,,
Gen X := Rcos©; Y := Rsin©

Na wyjsciu obie zmienne X i Y maja rozktad N(0,1) i w dodatku sa niezalezne. Uzasadnienie
poprawnoéci algorytmu Boxa-Miillera opiera sie na dwu faktach: zmienna R? = X2 + Y? ma
rozktad x?(2) = Ex(1/2), za$ kat © miedzy osig i promieniem wodzacym punktu (X,Y) ma
rozktad U(0, 27).

Ciekawe, ze tatwiej jest generowaé¢ zmienne losowe normalne ,parami”.

Doswiadczenie, polegajace na wygenerowaniu zmiennych losowych X i Y powtérzytem 10000
razy. Na Rysunku 3.1 widaé¢ 10000 wylosowanych w ten sam sposob i niezaleznie punktéw
(X,Y), histogramy i gestosci brzegowe X i Y (kazda ze wspotrzednych ma rozktd N(0, 1)) oraz
histogram i gestosé R? = X2 + Y2 ( rozklad wyktadniczy Ex(1/2)).

Histogram jest ,empirycznym” (moze w obecnym kontekscie nalezaloby powiedzieé¢ ,symula-
cyjnym”) odpowiednikiem gestosci: sposréd wylosowanych wynikéw zliczane sa punkty nalezace
do poszczegdlnych przedziatow.
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Rysunek 3.1. Dwuwymiarowy rozktad normalny i rozklady brzegowe.

Przyktad 3.5 (Rozklad Poissona). Algorytm przedstawiony nizej nie jest efektywny, ale jest
prosty do zrozumienia.

Listing.

ci=e?

GenU; P:=U; N:=0
while P > ¢ do
begin Gen U; P:= PU; N := N + 1 end

Na wyjsciu N ~ Poiss(A). Istotnie, niech Ey,...,E,,... beda iid. ~ Ex(1) i S, = E1 +
-+ + E,. Wykorzystamy znany fakt, ze N = max{n : S, < A\} ma rozklad Poiss(\). Zmienne
o rozkladzie wyktadniczym przedstawiamy jako E; = —InU; — patrz Przyklad 3.2. Zamiast
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dodawaé zmienne F; mozemy mnozyé zmienne U;. Mamy N = max{n : P, > e}, gdzie
Py =Uy-Up,.

3.2. Metoda przeksztalcen

Zmienna losowa Y, ktéra ma posta¢ Y = h(X), a wiec jest pewna funkcja zmiennej X,
w naturalny sposéb ,dziedziczy” rozklad prawdopodobienstwa zgodnie z ogdlnym schematem
P(Y € ) = P(h(X) € -) = P(X € h™!(-)) (,wykropkowany” argument jest zbiorem). Przy
tym zmienne X i Y nie musza by¢ jednowymiarowe. Jesli obie zmienne maja ten sam wymiar i
przeksztatcenie h jest dyfeomorfizmem, to dobrze znany wzér wyraza gestosé rozkltadu Y przez
gesto$¢ X (Twierdzenie 5.1). Odpowiednio dobierajac funkcje h mozemy ,przetwarzaé” jedne
rozkltady prawdopodobienstwa na inne, nowe.

Prawie wszystkie algorytmy generowania zmiennych losowych zawieraja przeksztalcenia
zmiennych losowych jako czedé sktadowa. W niemal ,czystej” postaci metoda przeksztalcen
pojawita sie w algorytmie Boxa-Miillera, Przyktadzie 3.4. Najwazniejszym by¢ moze szczegdl-
nym przypadkiem metody przeksztalcen jest odwracanie dystrybuanty.

3.2.1. Odwrécenie dystrybuanty

Faktycznie, ta metoda zostata juz wykorzystana w Przykltadzie 3.2. Opiera sie ona na pro-
stym fakcie. Jezeli F' jest ciagla i $cigle rosnaca dystrybuanta, U ~ U(0,1) i X = F~Y(U),
to X = F~Y(U) ~ F. Nastepujaca definicja funkcji ,pseudo-odwrotnej” pozwala pozby¢ sie
klopotliwych zatozen.

Definicja 3.1. Jezeli F' : R — [0,1] jest dowolna dystrybuanta, to funkcje F~ :]0,1[— R
okreslamy wzorem:
F~(u) =inf{z : F(z) > u}.

Stwierdzenie 3.1. Nierdwno$é F~(u) < x jest réwnowazna u < F(x), dla dowolnych u €]0, 1]
ix €R.

Dowdd. 7 prawostronnej ciggloéci dystrybuanty F wynika, ze kres dolny w Definicji 3.1 jest
ostggany, czyli
F(F~(u)) > u.

7 drugiej strony,
F~(F(z)) =min{y : F(y > F(z)} <=,

po prostu dlatego, ze x € {y : F(y > F(z)}. Teza stwierdzenia natychmiast wynika z dwéch
nieréwnosci powyzej. O

Whniosek 3.1 (Ogélna metoda odwrécenia dystrybuanty). Jezeli U ~ U(0,1) i« X = F~(U),
to P(X < x) = F(x). W skrocie, X ~ F.

Na Rysunku 3.2 widaé¢ 20 punktéw Uy, ..., U, ktore wylosowatem z rozktadu U(0,1) (na
osi pionowej) i odpowiadajace im punkty X; = F~1(U;) (na osi poziomej). W tym przypadku,
F jest dystrybuanta rozkladu Gamma(3,1) (linia krzywa). Najwazniejszy fragment kodu w R
jest taki:

curve (pgamma (x,shape=3,rate=1), from=0,to=10) # rysowanie F
U <- runif(20); X <- qgamma(U,shape=3,rate=1)

Zauwazmy, ze ta metoda dziala réwniez dla rozkladéw dyskretnych i sprowadza sie wtedy

do metody ,joczywistej”.
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Rysunek 3.2. Odwracanie dystrybuanty.

Przyktad 3.6 (Rozklady dyskretne). Zalézmy, ze P(X =) =p;dlai=1,2,...1 > p;, = 1.
Niech sg =0, s = Zle p;. Jezeli F' jest dystrybuanta zmiennej losowej X, to

F~(u) =1 wtedy i tylko wtedy gdy s;—1 < u < s;.

Odwracanie dystrybuanty ma ogromne znaczenie teoretyczne, bo jest calkowicie ogdlna
metoda generowania dowolnych zmiennych losowych jednowymiarowych. Moze si¢ to wydaé
dziwne, ale w praktyce ta metoda jest uzywana stosunkowo rzadko, z dwoch wzgtedow:

— Obliczanie F'~ j bywa trudne i nieefektywne.
— Stosowalno$é¢ metody ogranicza sie do zmiennych losowych jednowymiarowych.
Podam dwa przyktady, w ktérych zastosowanie metody odwracanie dystrybuanty jest rozsadne

Przyktad 3.7 (Rozklad Weibulla). Z definicji, X ~ Weibull(3), jesli
F(x) =1 — exp(—z”)
dla x > 0. Odwroécenie dystrybuanty i generacja X sa tatwe:

X =(m0)Y8, U ~U(©,1).
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Przyktad 3.8 (Rozklad Cauchy’ego). Gestosé i dystrybuanta zmiennej X ~ Cauchy(0,1) sa
nastepujace:
1 1 1 1
flx) = 4 F(x) = 5 + - arctan(z).
Mozna te zmienng generowaé korzystajac z wzoru:

X = tan <7r (U—;)), U~U(0,1).

3.3. Metoda eliminacji

To jest najwazniejsza, najczeéciej stosowana i najbardziej uniwersalna metoda. Zaczne od
raczej oczywistego faktu, ktory jest w istocie probabilistycznym sformutowaniem definicji praw-
dopodobienstwa warunkowego.

Stwierdzenie 3.2. Przypusémy, ze Z = Z1,...,Zn,... jest ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozkladzie, o wartosciach w przestrzeni Z. Niech C C Z bedzie takim
zbiorem, ze P(Z € A) > 0. Niech

N =min{n: Z, € C}.
Zmienne losowe N @ Zn sq niezalezne, przy tym

P(Zy € B)=P(Z € B|Z € C) dla dowolnego B C Z,

)

za$
P(N =n)=pg" ', (n=1,2,...), gdzie p=P(ZecC).

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze
P(XyeB,N=n)=P(Z1¢C,...,Z, 1 ¢C,Z, € CNB)
=¢"'"P(ZcCNB)=q¢""P(Z c B|Z € C)p.
O

W tym Stwierdzeniu Z moze byé dowolna przestrzenia mierzalng, za§ C i B — dowolnymi
zbiorami mierzalnymi. Stwierdzenie méwi po prostu, ze prawdopodobienstwo warunkowe odpo-
wiada do$wiadczeniu losowemu powtarzanemu az do momentu speinienia warunku, przy czym
rezultaty poprzednich doswiadczen sie ignoruje (stad nazwa: eliminacja).

3.3.1. Ogéblny algorytm

Zakladamy, ze umiemy generowaé zmienne losowe o gestosci g, a chcielibySmy otrzymad
zmienng o gestosci proporcjonalnej do funkeji f. Zaktadamy, ze 0 < f < g.

Listing.

repeat
GenY ~g;
Gen U ~ U(0,1)
. fY)
until U < ——;
9(Y)
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Dowdd poprawnosci algorytmu. Na mocy Stwierdzenia 3.2, zastosowanego do zmiennych loso-
wych Z = (Y, U) wystarczy pokazaé, ze

Jp f(y)dy
PY € BIU < f(Y)/9(Y)) = 555~ (3.1)
- Jx f(y)dy
gdzie X jest przestrzenia wartosci zmiennej losowej Y (i docelowej zmiennej losowej X). Wa-
runkujemy teraz przez wartoéci zmiennej Y, otrzymujac

P(Y € B,U < / P(U Y)/gY)IY =y)g(y)dy

Bﬁ = S

SkorzystaliSmy z niezaleznosci Y i U oraz ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite. Otrzy-
malidmy licznik we wzorze (3.1). Mianownik dostaniemy zastepujac B przez X. O

Uwaga 3.1. Wazng zaleta algorytmu jest to, ze nie trzeba znaé¢ ,stalej normujacej” gestosci
f/ [ f, czyliliczby [ f.

Uwaga 3.2. W istocie X moze by¢ ogélna przestrzenia z miara u. Zeby poczué si¢ pewniej
zaloze, ze X jest przestrzenia polska i miara u jest o-skoniczona. Mozemy rozwazaé¢ gestosci i
catki wzgledem miary p — dowdd poprawosci algorytmu eliminacji nie ulega zmianie. Nie widze
wielkiego sensu w przeladowaniu notacji, mozna sie uméwié, ze symbol [ ---dx jest skrdtem
J -+ p(dx). Dociekliwy Czytelnik powinien zastanowié¢ sie, w jakiej sytuacji potrafi uzasadnié
wszystkie przejScia w dowodzie, powolujac sie na odpowiednie wtasnosci prawdopodobienstwa
warunkowego (np. twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym itp.). W kazdym razie, algo-
rytm eliminacji dziala poprawnie, gdy

— X =RY, gestosci sa wzgledem miary Lebesgue’a;

— X dyskretna, gestosci sa wzgledem miary liczacej.

Uwaga 3.3. Efektywno$é algorytmu zalezy od dobrania gestosci g tak, aby majoryzowata funkcje
f ale nie byla duzo od niej wieksza. Istotnie, liczba préb N do zaakceptowania X := Y ma
rozklad geometryczny z prawdopodobienstwem sukcesu p = [ f/ [ g, zgodnie ze Stwierdzeniem
3.2, zatem EN = 1/p. lloraz p powinien by¢ mozliwie bliski jedynki, co jest mozliwe jesli ,ksztalt
funkcji g jest podobny do f.

Zwykle metoda eliminacji stosuje siec w potaczeniu z odpowiednio dobranymi przeksztatce-
niami. Zilustrujmy to na ponizszym przyktadzie.

Przyktad 3.9 (Rozklad Beta, algorytm Bermana). Niech U i V' beda niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozkladzie jednostajnym U(0, 1). Pod warunkiem, ze U Va4 /8 ymienna losowa U
ma gesto$é fyr(u) proporcjonalng do funkeji (1 — u!/®)?. Zmienna losowa X = U ma gestosé
Ifx(z) = fu(z®)(dz®/dz) o« (1 — x)Pz~. Zatem X ma rozktad Beta(a, 3 4 1). Algorytm jest
wiec nastepujacy:

Listing.

repeat

Gen U,V

X =UYe vy .=vle
until X +Y <1
return X

Efektywnos$é tego algorytmu jest tym wieksza, im mniejsze sa parametry « i § (frakcja
zakceptowanych U jest wtedy duza). Dla ilustracji rozpatrzmy dwa przypadki.
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Rysunek 3.3. Algorytm Bermana: losowanie z rozktadu beta.

Na rysunku 3.3, po lewej stronie a = 8 = 0.5. Spoéréd n = 250 punktéw zaakceptowano
N = 197. Przerywana krzywa jest wykresem gestosci rozkladu Beta(0.5,1,5). Po prawej stronie
a =2, 8 = 3. Sposréd n = 250 punktéw zaakceptowano tylko N = 24. Tym razem wykres
pokazuje gestosé rozktadu Beta(2,4). Zaakceptowane punkty U (o gestosci fy) sa widoczne w
postaci ,kreseczek” na gérnych rysunkach. Ciagla linia jest narysowana funkcja (1 — ul/ )8

fu(u).

3.3.2. Eliminacja w R

Zasadniczy algorytm eliminacji opisany w Stwierdzeniu 3.2 i w Punkcie 3.3.1 polega na
powtarzaniu generacji tak dlugo, az zostanie spelnione kryterium akceptacji. Liczba préb jest
losowa, a rezultatem jest jedna zmienna losowa o zadanym rozktadzie. Specyfika jezyka R narzu-
ca inny sposéb przeprowadzania eliminacji. Dzialamy na wektorach, a wiec od razu produkujemy
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n niezaleznych zmiennych Xi, ..., X, o rozktadzie g, nastepnie poddajemy je wszystkie proce-
durze eliminacji. Przez sito eliminacji, powiedzmy U; < f(X;)/g(X;), przechodzi pewna czesé
zmiennych. Otrzymujemy losowg liczbe zmiennych o rozkltadzie proporcjonalnym do f. Liczba
zaakceptowanych zmiennych ma oczywiscie rozktad dwumianowy Bin(n,p) z p = [ f/ [ g. To
nie jest zbyt eleganckie. W sztuczny sposéb mozna zmusié¢ R do wyprodukowania zadanej, nie-
losowej liczby zaakceptowanych zmiennych, ale jedli nie ma specjalnej koniecznosci, lepiej tego
nie robi¢ (przymus rzadko prowadzi do pozytywnych rezultatow).

Dla przyktadu, generowanie zmiennych (X,Y) o rozkladzie jesnostajnym na kole {22 +y? <
1} moze w praktyce wygladaé tak:

> n <- 1000

> X <- runif(n,min=-1,max=1) \# generowanie z rozktadu jednostajnego na [-1,1]
> Y <- runif(n,min=-1,max=1)

> Accept <- X"2+Y"2<1 \# wektor logiczny

> X <- X[Accept]

> Y <~ Y[Acceptl]

Otrzymujemy pewna losowa liczbe (okolo 785) punktéw (X,Y) w kole jednostkowym.

3.4. Metoda kompozycji

Jest to niezwykle prosta technika generowania zmiennych losowych. Zatézmy, ze docelo-
wy rozklad jest mieszanka prostszych rozkladéw prawdopodobienstwa, czyli jego gestosé jest
kombinacja wypukla postaci

k k
f@)=> " pifilx), (pi >0, pi= 1) .
1=1 i=1

Jedli umiemy losowac z kazdej gestosci f; to mozemy uruchomié¢ dwuetapowe losowanie:

Listing.

Gen I ~p(-); { to znaczy P(I =1i) =p; }
Gen X ~ fr; { jeslii =i to uruchamiamy generator rozktadu f; }
return X

Jasne, ze na wyjsciu mamy X ~ F. W istocie jest to szczegdlny przypadek metody rozktadow
warunkowych, ktéra omowie pozniej, w Rozdziale 5.

Przyktad 3.10 (Rozklad Laplace’a). Rozklad Laplace’a (podwéjny rozklad wyktadniczy) ma
gestosé

fla) = el

Mozna go ,skomponowaé¢” z dwbdch potéowek rozktadu wyktadniczego:

Listing.

Gen W ~ Ex(\); { generujemy z rozktadu wyktadniczego }

Gen U ~ U(0,1);

if U <1/2 then X :=W else X := —W { losowo zmieniamy znak }
return X




4. Generowanie zmiennych losowych II. Specjalne
metody

4.1. Rozktady dyskretne

Jak wylosowaé zmienna losowa I o rozkladzie P(I = i) = p; majac dane py,po,...7 Me-
toda odwracanie dystrybuanty w przypadku rozkladéw dyskretnych (Przyklad 3.6) przyjmuje
nastepujaca posta¢. Obliczamy sy, So, . .., gdzie s = Zlepi. Losujemy U ~ U(0,1) i szukamy
przedziatu |s;_1, s;] w ktérym lezy U.

Przyktad 4.1 (Algorytm prymitywny). W zasadzie mozna to zrobi¢ tak:

Listing.
GenU, I:=1
while s; <Udo [ :=1+1;
return /

Problemem jest mata efektywnosé tego algorytmu. Jedno z mozliwych ulepszen polega na
bardziej ,inteligentnym” lokalizowaniu przedziatu |s;_1, s;] 3 U, na przyklad metoda bisekcji.

Przyktad 4.2 (Algorytm podzialu odcinka). Zalézmy, ze mamy rozktad prawdopodobienstwa
(pi) na przestrzeni skonczonej i liczby p; sa uporzadkowane: p; > ... > pp,.

Listing.

Gen U;
L:=0; R:=m;
repeat
I:=[(L+R)/2|;
if U >s;ythen L:=1else R:=1;
until L> R —1
return [

Przedstawie teraz pickna metode opartg na innym pomysle.

Przyktad 4.3 (Metoda ,Alias”). Przypusémy, ze mamy dwa ciagi liczb: q1,. .., gm, gdzie 0 <
g < 1 oraz a(l),...,a(m), gdzie a(i) € {1,...,m} (to sa owe ,aliasy”). Rozaptrzmy taki
algorytm:

Listing.
Gen K ~U{1,...,M};
Gen U;
if U < gi then I := K else I := o(K);
return [

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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Jest jasne, ze
, 1
PI=i)=—|a+ >, (1-q)
Jra(j)=i

Jesli mamy zadany rozklad prawdopodobienstwa (pi,...,pn) i chcemy, zeby P(I = i) =
pi, to musimy dobraé¢ odpowiednio ¢; i a(i). Mozna zawsze tak zrobié, i to na wiele réznych
sposobow. Opracowanie algorytmu dobierania wektoréw ¢ i a do zadanego p pozostawiamy jako
éwiczenie.

4.2. Schematy kombinatoryczne

4.2.1. Pobieranie prébki bez zwracania

Sposérod r obiektéw checemy wybraé losowo n tak, aby kazdy z (;) podzbioréw mial jedna-
kowe prawdopodobienstwo. Oczywiscie, mozna losowaé tak, jak ze zwracaniem, tylko odrzucaé
elementy wylosowane powtdrnie.

Przyktad 4.4 (Losowanie bez zwracania I). W tablicy ¢(1),...,c(r) zaznaczamy, ktére ele-
menty zostaly wybrane.

Listing.

for i := 1 to r do ¢(i) := false;
1:=0
repeat
repeat
Gen K ~U{1,...,r}
until ¢(K) = false;

¢(K) := true;
i=i4 1
until 7 =n

Pewnym ulepszeniem tej prymitywnej metody jest nastepujacy algorytm.

Przyktad 4.5 (Losowanie bez zwracania II). Tablica ¢(1),...,c(r) ma takie samo znaczenie
jak w poprzednim przyktadzie. Bedziemy teraz ,przeglada¢” elementy 1,...,7 po kolei, decy-
dujac o zaliczeniu do préobki kolejnego elementu zgodnie z odpowiednim prawdopodobienstwem
warunkowym. Niech ¢ oznacza liczbe wybranych, zaé ¢t — 1 - liczbe przejrzanych poprzednio
elementow.

Listing.
for i :=1 to r c(i) := false;
t:=1,2:=0
repeat

Gen U,

. n—1

if U < -1 then
begin
c(t) := true;
1:=14+1

end;

t=t+1,

until i =n
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Przyktad 4.6 (Losowanie bez zwracania III). Tablica s(1),...,s(n) bedzie teraz zawierala
numery wybieranych elementéw. Podobnie jak poprzednio, ¢ — oznacza liczbe elementéw wy-
branych, ¢ — 1 — liczbe przejrzanych.

Listing.

for i :=1 to n do s(i) := ;
fort:=n+1tordo
begin
Gen U;
if U < n/t then
begin
Gen K ~U{1,...,n};
s(K):=t
end
end

Uzasadnienie poprawnosci tego algorytmu jest rekurencyjne. Zalézmy, ze przed t-tym loso-
waniem kazda prébka wybrana ze zbioru {1,...,¢t — 1} ma prawdopodobienstwo

(t—l)l n!
n S (t—=1)--(t—n)

W kroku ¢ ta probka ,przezywa” czyli pozostaje bez zmiany z prawdopodobienstwem 1 — n/t
(jest to prawdopodobienstwo, ze prébka wylosowana ze zbioru {1,...,¢} nie zawiera elementu
t. Zatem po kroku t kazda prébka nie zawierajaca elementu ¢ ma prawdopodobienstwo

n! t—n t -
t—1)---(t-n) ¢t :<n> '

Z prawdopodobienstwem n/t ,podmieniamy” jeden z elementéw probki (losowo wybrany) na
element t. Sprawdzenie, ze kazda probka zawierajaca element ¢t ma po t-tym losowaniu jednakowe
prawdopodobienstwo — pozostawiam jako ¢wiczenie.

4.2.2. Permutacje losowe

Przez permutacje losows rozumiemy uporzadkowanie n elementéw wygenerowane zgodnie
z rozkladem jednostajnym na przestrzeni wszystkich n! mozliwych uporzadkowan. Permutacje
liczb 1,...,n zapiszemy w tablicy o(1),...,0(n). Latwo sprawdzi¢ poprawno$é¢ nastepujacego
algorytmu.

Listing.

fori:=1tondoo(i):=7;
fori:=1ton—1do
begin
Gen J ~U{i,i+1,...,n};
Swap(w (i), 7(J))
end

Funkcja Swap zamienia miejscami elementy 7 (i) i w(J).
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4.3. Specjalne metody eliminacji

4.3.1. Iloraz zmiennych réwnomiernych

Szczegdlnie czesto stosowany jest specjalny przypadek metody eliminacji, znany jako algo-
rytm ,ilorazu zmiennych réwnomiernych” (Ratio of Uniforms). Zaczniemy od prostego przy-
ktadu, ktéry wyjasni te nazwe.

Przyktad 4.7 (Rozklad Cauchy’ego). Metoda eliminacji z prostokata [0, 1] x [—1, 1] otrzymu-
jemy zmienna losowa (U, V) o rozkladzie jednostajnym na pétkolu {(u,v) : u > 0,u? +v2 < 1}.
Kat ® pomiedzy osia pozioma i punktem (U, V') ma, oczywiscie, rozktad U(—m, 7).

Listing.

repeat
Gen U ~ U(0,1);
Gen V ~U(-1,1)
until U?2 + V2 <1
X :=V/U

Na wyjséciu X ~ Cauchy, bo

1 1 1 1
PX<z)=P(V<z2U)= ;@ + 3= - arctan(z) + 3

Ogdlny algorytm metody ,ilorazu réwnomiernych” oparty jest na nastepujacym fakcie.

Stwierdzenie 4.1. Zaléimy o funkcji h: R — R, ze
h(z) > 0, /h(a;)d:z: < 0.

Niech zbior Cy, C R? bedzie okreslony nastepujgco:

h(Z)} 1Cyl < oc.

Miara Lebesgue’a (pole) tego zbioru jest skoriczone, |Ch| < 00, a zatem mozna mowié o rozkladzie
jednostajnym U(Cp,).

Jezeli (U, V) ~ U(Cp) i« X = V/U, to X ma gestosé proporcjonalng do funkcji h (X ~
h/[h).

Dowdd. ,Pole figury” C}, jest réwne

|Ch|://dudv— // ududa

Chn 0<u</A(

o Vh(z
/ 2 / x)dr < oo
0

N

C’n:{(u,v):0<u

-]

—00

Dokonali$my tu zamiany zmiennych:

(u,v) — (u,m: Z)
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Jakobian tego przeksztalcenia jest réwny

o(u,z) o 1 0)_1
o(u,v) det (v/u2 1/u> o

W podobny sposéb, na mocy znanego wzoru na gestos¢ przeksztalconych zmiennych losowych
obliczamy laczna gestosé (U, X):

fux(u,z) =ufyy(u,ux) na zbiorze {0 <u < y/h(x)}.

Stad dostajemy gestos¢ brzegows X:

O]

Zeby wylosowaé (U, V) ~ U(Cy) stosuje sie zazwyczaj eliminacje z prostokata. Uzyteczne
jest nastepujace oszacowanie bokow tego prostokata.

Stwierdzenie 4.2. Jesli funkcje h(z) i x2h(z) sq ograniczone, wtedy

C%»g m7a]x w77b+L

by = [suplz?h(z)], b_ = — [sup|x?h(z)].
x>0 <0

gdzie

Dowdéd. Jesli (u,v) € Cp, to oczywiscie 0 < u < /h(v/u) < \/sup, h(z). Zalézmy dodatkowo, ze
v > 01 przejdzmy do zmiennych (v, z), gdzie x = v/u. Nieréwnosé u < /h(v/u) jest r6wnowazna
v? < 2%h(x). Poniewaz x > 0, wiec dostajemy v? < bi. Dla v < 0 mamy analogicznie v? <
b2. O

Ogélny algorytm RU jest nastepujacy:

Listing.

repeat

Gen Uy, Us;

U:=aUy; Vi=b_+ (by —b_)Us
until (U, V) € Cy;

1%
X ==
U

Przyktad 4.8 (Rozklad normalny). Niech

h(x) = exp <—;$2) :

1 2 2
Ch = {(u,v) 0 <u<exp (—4;)} = {22 < —4lnu}.

Zauwazmy, ze a = 1 1 by = —b_ = V2e~ 1. Otrzymujemy nastepujacy algorytm:

Wtedy
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Listing.
repeat
Gen Ul, Ug
U:=Uy; Vi=+v2e1(2U; — 1);
\%4

X = U
until X2 < —4lnU

4.3.2. Gestosci przedstawione szeregami

Ciekawe, ze mozna skonstruowaé doktadne algorytmy eliminacji bez koniecznosci doktadnego
obliczania docelowej gestosci f. Podstawowy pomyst jest nastepujacy. Niech f, podobnie jak
poprzednio, bedzie funkcja proporcjonalna do gestoséci (nie jest potrzebna stala normujaca) i
f < g. Zalézmy, ze mamy dwa ciagi funkcji, przyblizajace f z dotu i z gory:

n<f<fo o= f o f (n—00)

Jesli umiemy ewaluowac funkcje f, i fn to mozemy uruchomié nastepujacy algorytm:

Listing.

repeat
GenY ~g;
Gen U;
W :=Ug(Y);
repeat
n:=n-+1;
if W < fu(Y) then
begirTX ;=Y return X; stop end
until W > f,,(Y)
until FALSE

Zbieznoéé¢ przyblizen dolnych i gérnych do funkcji f gwarantuje, ze ten algorytm na pewno sie
kiedy$ zatrzyma. Fakt, ze na wyjsciu X ~ f/ [ f jest widoczny.
Ponizszy algorytm jest znany jako metoda szeregéw zbieznych. Zakladamy, ze

flx) =) an(w),
i=1

przy czym reszty tego szeregu umiemy oszacowacé z gory przez znane funkcje,
oo
Z an(x) < Tn+1(33)-
i=n-+1

Pseudo-kod algorytmu jest taki:

Listing.

repeat
GenY ~g;
Gen U,

W :=Ug(Y);
s:=0;
n:=0;
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repeat

n:=n+1;

s:=s8+ an(Y);

until |s — W| > r,11(Y);
until W < s;
return X

Rzecz jasna, w tym algorytmie zmienna s przybiera kolejno wartosci rowne sumom czasciowym

szeregu, sp(z) = 321 ai(z).
Metoda szeregéw naprzemiennych jest dostosowana do sytuacji gdy

fl@) =g(2) Y _(=1)"an(z) = g(2) [1 — a1(2) + az(z) — az(2) .. ],
i=0
gdzie 1 = ap(z) > a1(z) > az(x) > --- > 0. Wiadomo, ze w takiej sytuacji sumy czeSciowe

przyblizaja sume szeregu na przemian z nadmiarem i z niedomiarem. Ten fakt wykorzystuje
algorytm szeregdéw naprzemiennych:

Listing.

repeat

GenY ~g;

Gen U;

W:=Ug(Y);

5:=0;

n :=0;
repeat
n:=n+1; { n nieparzyste }
s:=s+a,(Y);
if U > s then begin X :=Y; return X; stop end
n:=n+1; { n parzyste }

s:=s5—a,(Y);
until U > s;
until FALSE

Przyktad 4.9. Rozklad Kolmogorowa-Smirnowa ma dystrybuante

Flz)= 3 (~1)%e™™, (z>0)

i gestosé

oo
f(z)=38 Z(—l)"“n%e*%%z, (x >0).
n=1
Mozemy zastosowaé¢ metode szeregéw naprzemiennych, ktadac
g(x) = Age= 2" (x >0)

oraz
an(r) =n“xe”



5. Generowanie zmiennych losowych III. Rozktady
wielowymiarowe

5.1. Ogodlne metody

Wiele sposréd ogdlnych metod generowania zmiennych losowych jest catkowicie niezaleznych
od wymiaru. W szczegdlnosci, metody eliminacji, kompozycji i przeksztalcen sa z powodzeniem
stosowane do generowania zmiennych losowych wielowymiarowych. Wyjatek stanowi ,najbar-
dziej ogdlna” metoda odwracania dystrybuanty, ktéra nie ma naturalnego odpowiednika dla
wymiaru wiekszego niz 1.

5.1.1. Metoda rozktadéw warunkowych

Jest to wtasciwie jedyna metoda ,w zasadniczy sposéb wielowymiarowa”. Opiera si¢ na
przedstawieniu gestosci tacznej zmiennych losowych X7, ..., X4 jako iloczynu gestosci brzegowej
i gestosci warunkowych (wzér tancuchowy):

@, @e,. . xq) = fan) f(aalzr) f(@s]or, @2) - flzalz, ... wa).
Wynika stad nastepujacy algorytm:

Listing.

for i :=1to d do
Gen Xi ~ f(‘Xh .. 7Xi—1)

Przyktad 5.1 (Wielowymiarowy rozklad normalny). Ograniczymy si¢ do zmiennych losowych
X1, X5 pochodzacych z rozktadu dwuwymiarowego N(0,0, 0%, 03, p) o gestosci

1 [ 1 (az% T1T9 n x%)}
exp | — ——— (== — 2p=—= + Z= ).
2mo109v/1 — p? P 2(1 — p?) \o? palag o3

Jak wiadomo (mozna to sprawdzi¢ elementarnym rachunkiem),

f(xh‘TQ) =

1 2
f(xl) = \/%0_1 exp l_02‘| ’

S . {_ o (wa- pale)z]
2ro9/1 — p? 203(1 — p?) o1 )

To znaczy, ze N(0,07) jest rozkladem brzegowym X oraz

g9
N(p—x1,05(1 — p%))
o1

f(zalz1) =

jest rozkladem warunkowym Xs dla X7 = x1. Algorytm jst wiec nastepujacy.

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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Listing.

Gen Xl,XQ ~ 1\1(07 1)
X1 = 0'1X1

Xo :=p(oa/01) X1 + 024/1 — p2Xs

Rozklad N(0,0,1,1,1.5,0.8165)

x2

-2
!

-4

—4 -2 0 2

X1

Rysunek 5.1. Probka z dwuwymiarowego rozktadu normalnego, poziomice gestosci i funkcja
regresji xo = E(X2| X1 = 21).

Efekt dzialania powyzszego algorytmu widaé¢ na Rysunku 5.1. W tym konkretnym przykta-
dzie X; ma rozklad brzegowy N(0, 1), zas X2 ma rozklad warunkowy N(X7,0.5). Zauwazmy, ze
Var Xy = 1.5 1 Cov(X7, X2) = 1. Prosta x9 = x1 jest wykresem funkcji regresji E(Xs| X7 = 21)
i jest przedstawiona na wykresie. Pokazane sa tez poziomice gestosci (elipsy). Warto zwrdcié
uwage, ze funkcja regresji nie pokrywa sie ze wspdlng osia tych elips. Dlaczego? Jak obliczy¢
0§?

Uogdlnienie na przypadek rozktadu normalnego N(p1, ui2, 0%, 03, p), z niezerowymi $rednimi,
jest banalne. Uogélnienie na wyzsze wymiary tez nie jest skomplikowane. Okazuje sie jednak,
ze metoda rozktadéw warunkowych dla rozkladéw normalnych prowadzi to do algorytmu iden-
tycznego jak otrzymany metoda przeksztalcen.

5.1.2. Metoda przeksztalcen

Podstawa jest nastepujace twierdzenie o przeksztalcaniu gestosci.
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Twierdzenie 5.1. Zaloimy, ze X jest d-wymiarowq zmienng losowq o warto$ciach w
otwartym zbiorze A C RY. Jezeli
X ~ f(z)

ih:A—R? jest dyfeomorfizmem, to

5

Y =h(X)~g(y) = f(h(v))

Przyktad 5.2 (Wielowymiarowy rozklad normalny). Rozwazmy niezalezne zmienne losowe
Z1y...,Zq ~ N(0,1). Wektor Z = (Z1,...,7Z;) ma d-wymiarowy rozklad normalny N(0,7) o
gestosci

f(2) = 2m) Y2 exp [—;ZTZ’ .

Jezeli teraz R jest nieosobliwa macierza (d x d) to przeksztalcenie z — x = Rz jest dyfeomor-
fizmem z jakobianem det R. Z Twierdzenia 5.1 wynika, ze wektor losowy X = RZ ma rozktad
normalny o gestosci

fx(z) = (27)"Y%(det R) "2 exp [—;xTE_lx] ,

dzie ¥ = RR". Innymi stowy, X ~ N(0,%). Algorytm generacji jest oczywisty:
g

Listing.

Gen Z ~ N(0,1)
X :=RZ

Jedli dana jest macierz kowariancji % wektora X, to przed uruchomieniem algorytmu trzeba
znalezé taka macierz R, zeby ¥ = RR'. Istnicje wiele takich macierzy, ale najlepiej skorzystaé
z rozkladu Choleskiego i wybra¢ macirz tréjkatna.

5.2. Kilka waznych przyktadéw

Rozmaitych rozktadéw wielowymiarowych jest wiecej, niz gwiazd na niebie — a wérdd nich
tyle przyktadow ciekawych i waznych! Musiatem wybraé¢ zaledwie kilka z nich. Rzecz jasna,
wybratem te, ktére mi sie szczegdlnie podobaja.

5.2.1. Rozklady sferyczne i eliptyczne

Najwazniejszy, by¢ moze, przyklad to wielowymiarowy rozklad normalny, oméwiony juz w
5.2. Rozpatrzymy teraz rozklady jednostajne na kuli

Bl={zeR?: |z]>< 1}

i sferze

Sl = {z e RY: |z)? = 1}.
Oczywicie, x| oznacza norme euklidesowa, |z = (27 +- - +22)1/2 = (2Tx)!/2. Rozklad U(B%)
ma po prostu stala gestosé wzgledem d-wymiarowej miary Lebesgue’a na kuli. Rozktad U(S9~1)
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ma stala gestos¢ wzgledem (d — 1)-wymiarowej miary ,powierzchniowej” na sferze. Oba te
rozktady sg niezmiennicze wzgledem obrotéw (liniowych przeksztatcen ortogonalnych) R?. Takie
rozktady nazywamy sferycznie symetrycznymsi lub krocej: sferycznymi. Zauwazmy, ze zmienng
losowa o rozkladzie U(S?~1) mozemy interpretowaé jako losowo wybrany kierunek w przestrzeni
d — 1-wymiarowej. Algorytmy ,poszukiwan losowych” czesto wymagaja generowania takich
losowych kierunkéw.
Rozklady jednostajne na kuli i sferze sa blisko ze soba zwiazane.
— JedliV =(V1,...,Vy) ~UBY i R=|V]| to
Vv ( i Vay

Y=—=
R R R

Latwo tez zauwazy¢, ze R jest zmienna losowa o rozkladzie P(R < r) = r® niezalezna od Y.
— Jedli Y ~ U(S%1) i R jest niezalezng zmienna losowa o rozkladzie P(R < r) = r? to
V = RY = (RY3,...,RV;) ~ U(B%).
Zmienng R tatwo wygenerowa¢ metoda odwracania dystrybuanty.
Najprostszy wydaje sie algorytm eliminacji:

) ~ US4,

d

Listing.

repeat
Gen Vi, ..., Vi~ U(0,1)
until RZ=VZ+...+ V2 <1

Na wyjéciu otrzymujemy, zgodnie z zagdaniem
V =(V,...,Vy) ~U(BY).

W istocie, doktadnie ta metoda, dla d = 2, byla czescia algorytmu biegunowego Marsaglii.
Problem w tym, ze w wyzszych wymiarach efektywnosc eliminacji gwaltownie maleje. Praw-
dopodobienstwo akceptacji jest réwne stosunkowi ,objetosci” kuli B¢ do kostki -1, 1]d. Ze
znanego wzoru na objeto$¢ kuli d-wymiarowej wynika, ze
|Bd’ 27I'd/2 1 7Td/2
24 " dD(d/2) 24 d24-1T(d/2)
Zbieznosé do zera jest bardzo szybka. Dla duzego d kula jest znikoma czeScig opisanej na niej
kostki.
Inna metoda, ktéra z powodzeniem stosuje sie dla d = 2 jest zwiazana ze wspotrzednymi

—d—oo 0.

biegunowymi:

Listing.

Gen ® ~ U(0, 27);

Y1 :=cos ®; Y, :=sin P,
Gen U; R :=U;

%] 2:Y1'R; Vo :=Y5- R,

Na wyjéciu (Y1,Y2) ~ St i (V1,Va) ~ B2 Jest to czeéé algorytmu Boxa-Miillera. Uogdlnie-
nie na przypadek d > 2 nie jest jednak ani proste, ani efektywne. Mechaniczne zastapienie,
wspolrzednych biegunowych przez wspoétrzedne sferyczne (dla, powiedzmy d = 3) prowadzi do
niepoprawnych wynikéw. Popatrzmy na punkty produkowane przez nastepujacy algorytm:

Listing.

Gen ® ~ U(0,27); ¥ ~ U (—g g)
Y1 :=cos®cosV¥; Ys:=sin®PcosV¥; Y3=sinV
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Widok z plaszczyzny rownika

Widok ze strony biguna

Y3

Polsfera z boku

Y3
0.5 1.0 1.5 20
1

0.0

-0.5
I

-1.0

-1.5

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 05

Rysunek 5.2. Niepoprawne i poprawne generowanie z rozktadu jednostajnego na sferze.

Efekt dziatania algorytmu ,wspdirzednych sferycznych” jest widoczny na trzech poczatko-
wych obrazkach na Rysunku 5.2. Gérny lewy rysunek przedstawia punkty widoczne ,z plasz-
czyzny réwnika”, czyli (Y7,Y3). Gorny prawy — te same punkty widziane ,znad bieguna”,

czyli (Y1,Y2). Dolny lewy — gérna polsfere widziana ,skosnie”, czyli (Ya,Ys'), gdzie Y

V/2Y3 + v/2Y;. Dla poréwnania, na ostatnim rysunku po prawej stronie u dotu — punkty wylo-

sowane rzeczywiscie z rozktadu U(S?) przy pomocy poprawnego algorytmu podanego nizej.

Listing.

Gen Zy,...,Z4 ~N(0,1);
R:: (Z12+...+Z§)1/2,

Y, :=Z/R,...,Yy = Z4/R;
GenU; R:=UY%
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Vi=Y1-R,...,Vg:=Y; R,

Na wyjsciu Y ~ U(S?1) i V ~ U(B%). Jak widaé, algorytm polega na normowaniu punktéw
wylosowanych ze sferycznie symetrycznego rozktadu normalnego. Jest prosty, efektywny i godny
polecenia.

Przyklad 5.3 (Wielowymiarowe rozklady Studenta). Niech Z = (Z1,...,Z4)" bedzie wek-
torem losowym o rozkladzie N(0,I), za$§ R? — niezalezna zmienna losowa o rozktadzie x2(n).
Wektor

(Zy,...,Z9)"

VR?/n

ma, z definicji, Sferyczny rozklad t-Studenta z n stopniami swobody. Gestosé tego rozkladu (z
dokladnoscia do stalej normujacej) jest réwna

(Yi,....,Y) " =

—(n+d)/2 —(n—+d)/2

f) = fly1,...,ya) o [1+;(ny)

1
= [1 + = y|?
n

W przypadku jednowymiarowym, a wiec przyjmujac d = 1, otrzymujemy dobrze znane rozklady
t-Studenta z n stopniami swobody o gestosci

1

f(y) X (1 + y2/n)(n+1)/2

W szczegdlnym przypadku, biorac za liczbe stopni swobody n = 1, otrzymujemy rozktady
Cauchy’ego. Na przyktad, dwuwymiarowy rozktad Cauchy’ego ma taka gestosé:

1
e

f(y1,y2) o (

Uzytecznym uogolnieniem rozktadéw sferycznych sa rozklady eliptyczne. Sa one okreslone w
nastepujacy sposob. Niech 3 bedzie macierza symetryczng i nieosbliwa. Nazwijmy uogélnionym
obrotem przeksztalcenie liniowe, ktére zachowuje uogélniona norme |z|y-1 = (xTEfla:)l/ 2,
Rozklad jest z definicji eliptycznie konturowany lub krocej eliptyczny, gdy jest niezmienniczy
wzgledem uogdlnionych obrotéw (dla ustalonej macierzy X).

5.2.2. Rozklady Dirichleta

Definicja 5.1. Méwimy, ze n-wymiarowa zmienna losowa X ma rozklad Dirichleta,
X =(X1,...,Xp) ~Dir(a,...,an)

jesli X3 +---+ X, =11 zmienne Xy,...,X,_1 maja gestosc

Dlon+- - +an) o1 n—1—1 ~1
P ) = T a1 e (mmmeae)
Parametry o, ..., a, moga byé¢ dowolnymi liczbami dodatnimi.

Uwaga 5.1. Rozktady Dirichleta dla d = 2 sa to w istocie rozktady beta:

X1 ~ Beta(aq, a2) wtedy i tylko wtedy, gdy (X1, X2) ~ Dir(aq, a2)
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Whniosek 5.1. Jesli Uy, ..., U,—1 s¢ niezaleznymi zmiennymi o jednakowym rozkiadzie jedno-
stajnym U(0,1) ¢
Ul:n <...< Un—l:n—l

oznaczajq statystyki pozycyjne, to spacje
Xi = Uzn - Ui—l:m Xn =1~ Un—l:n

maga rozklad Dir(1,...,1).

Twierdzenie 5.2. Jesli Y1,...,Y, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
gamma,
Y; ~ Gamma(w;)

iS=Yi+ - +Y, to

(X1,...,Xp) = <};,,> ~ Dir(ay,...,an).

Wektor losowy X jest niezaleiny od S.

Dowdd. Obliczymy taczng gesto$é¢ zmiennych losowych S, X1, ..., X,,_1. Ze wzoru na przeksztal-
cenie gestosci wynika, ze

J9.X1, X1 (8,71, Tn1) = v (218, .., 28)
1 1 01, -, Yn)
o (218)* 1 te ™15 | (x,8)% le7¥ns
(w15) (ns) (8,21, .. Tp_1)
o< a:(fl_l oaonThgenttan—lgzs

poniewaz jakobian przeksztalcenia odwrotnego jest réwny s”~!. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze

a1—1 an—1 __ 1)
x{" -z = Dir,

st tan—la=s — Gamma.

O]

Whniosek 5.2. Dia niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie wyktadniczym,
Yi,..., Y, ~ Ex(1),
jesi S=Y1+---4Y, to

Y, Y, .
(X1,...,Xn) = <5}S) ~ Dir(1,...,1)

7 5.11 5.2 wynika, ze nastepujace dwa algorytmy:

Listing.

Gen U17...,Un,1;
Sort (U17 .. -aUn71)§ Uy = 0; U, =1,
Xi=U; = Ui
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oraz

Listing.

Gen Y1,....Y, ~ Ex(1)
S=Y1+---+Y,
Xi :}/Z/S

daja te same wyniki.

Wiele ciekawych wlasnosci rozkladéw Dirichleta wynika niemal natychmiast z 5.2 (choé
nie tak tatwo wyprowadzi¢ je postugujac si¢ gestoscia 5.2). Mam na mysli przede wszystkim
zasadniczg wlasnosé ,grupowania zmiennych”.

Whniosek 5.3. Rozwazmy rozbicie zbioru indeksow na sume roztgcznych podzbiorow:

k
{17 7n} = U Ij
j=1
Jezeli (X1,...,Xy) ~ Dir(ay,...,an) i rozwazymy ,zgrupowane zmienne”
S; = Z Xi,

icl;
to wektor tych zmiennych ma tez rozklad Dirichleta,

(Sl, .. ,Sk) ~ Dir(ﬁl, e ,ﬁk),

gdzie

Bi=Y o
iE]j
Co wigcej, kazdy z wektoréw (X;/S;)ier; ma rozktad Dirichleta Dir(c;)ier, @ wszystkie te wektory
sq niezalezne od (S1,...,Sk).
Przyktad 5.4. Wniosek 5.3 razem z 5.1 pozwala szybko generowaé¢ wybrane statystyki pozy-
cyjne. Na przyktad taczny rozklad dwoéch statystyk pozycyjnych z rozkladu jednostajnego jest
wyznaczony przez rozktad trzech ,zgrupowanych spacji”:

(Uk:n—la Ul:n—l - Uk:n—la 1- Ul:n—l) ~ DII‘(]{?,Z - k‘, n— l)

Przyktad 5.5 (Rozklad dwumianowy). Aby wygenerowaé zmienna o rozkladzie dwumianowym
Bin(n, p) wystarczy rozpoznaé¢ miedzy ktérymi statystykami pozycyjnymi z rozktadu U(0, 1) lezy
liczba p. Nie musimy w tym celu generowaé wszystkich staystyk pozycyjnych, mozemy wybieraé
,hajbardziej prawdopodobne”. W polaczeniu 5.4 daje to nastepujacy algorytm.

Listing.

k:=mn;0:=p, X :=0;
repeat
i=|1+k6];
Gen V ~ Beta(i, k + 1 —i);
if 0 <V then
begin 0 :=0/V; k:=i—1 end
else
begin X =X +i;0=00-V)/1-V), k:=k—iend

until k =0
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Metoda generowania zmiennych o rozktadzie Dirichleta opiera sie na nastepujacym fakcie,
ktory jest w istocie szczegdlnym przypadkiem ,reguly grupowania” 5.3.

Whniosek 5.4. Jesli (X1,...,X,) ~ Dir(aq,...,an) i, dla k =1,...,n, okreslimy S, = X1 +
<-4+ X to zmienne

Sl SQ Sn—l
Y1 =— =—,..., Y, = —
1 SQ Sg’ ) Sn

sq niezalezne i
Y ~ Beta(ai + -+ + ag, ag41)-

Odwrotnie, jesli zmienne Y1,...,Y, sq¢ niezalezne i kaZda z nich ma rozklad beta, to wektor
(X4,...,X,) ma rozklad Dirichleta.

Oczywiscie, jesli wygenerujemy niezalezne zmienne Y7, ..., Y, o rozkladach beta, to zmienne
X1,..., X, tatwo odzyskaé¢” przy pomocy wzordw:

Xn = 1_Yn—1

Zp-1 = (1 - Yn—Q)Yn—l

Zy=(1-Y1)Ys--- Y, 4
Z1=Y"1Yo - Y1

Powyzsze réwnania okreslaja algorytm generowania zmiennych o rozkladzie Dir(aq, ..., ay).



6. Symulowanie proceséw stochastycznych I.

Pelny tytutl tego rozdzialu powinien brzmieé ,Symulacje Niektérych Proceséw Stochastycz-
nych, Bardzo Subiektywnie Wybranych Spoéréd Mnéstwa Innych”. Nie bede szczegétowo ttuma-
czyl, skad pochodzi méj subiektywny wybor. Zrezygnowalem z proby przedstawienia proceséw
z czasem cigglym i réwnoczesnie ciagla przestrzenia stanéw, bo to temat oddzielny i obszerny.

6.1. Stacjonarne procesy Gaussowskie

Ograniczymy sie do dwéch klas proceséw, czesto uzywanych do modelowania réznych zja-
wisk. Beda to procesy z czasem dyskretnym i przestrzenia stanéw R, to znaczy ciagi (zaleznych)
zmiennych losowych X, X1,..., Xy, ... o warto$ciach rzeczywistych. Niech ... , W_1, Wy, W1, ...
bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie N(0,v?) (wygodnie
poshuzy¢ sie tutaj ciagiem indeksowanym wszystkimi liczbami catkowitymi).

Definicja 6.1. Proces ruchomych $rednich rzedu ¢, w skrécie MA(q) jest okreslony réwna-
niem

Xn:/Blwn—1+"'+ﬁan—q, (nzo,l,...)7
gdzie B1, ..., B4 jest ustalonym ciggiem wspoétczynnikéw.

Sposéb generowania takiego procesu jest oczywisty i wynika wprost z definicji. Co wiecej
widaé, ze proces MA(q) jest stacjonarny, to znaczy laczny rozklad prawdopodobienistwa zmien-
nych Xo, X1,...,X, jest taki sam jak zmiennych X, Xx+1,..., Xp+n-1, dla dowolnych n i k.
Intuicyjnie, proces nie zmienia sie po ,,przesunieciu czasu” o k jednostek.

Definicja 6.2. Proces autoregresji rzedu p, w skrécie AR(p) jest okreslony réwnaniem reku-
rencyjnym
Xp=a1Xp 1+ +0pXy_p+ Wy, (n=p,p+1,...),

gdzie o, ..., o, jest ustalonym ciggiem wspotczynnikow.

Procesy autoregresji wydaja sie bardzo odpowiednie do modelowania ,szeregéw czasowych”:
stan uktadu w chwili n zalezy od stanéw przesztych i dotatkowo jeszcze od przypadku. Procesy
AR(1), w szczegdlnosei sa tancuchami Markowa. Spos6b generowania proceséw AR(p) jest tez
bezposrednio widoczny z definicji. Pojawia si¢ jednak pewien problem. Jak znalezé Xy, ..., X, 1
na poczatku algorytmu w taki sposob, zeby proces byl stacjonarny? Jest to o tyle istotne, ze
rzeczywiste procesy (na przyklad czeregi czasowe w zastosowaniach ekonomicznych) specjalisci
uznaja za stacjonarne, przynajmniej w przyblizeniu.

Rozwazmy dla wygody oznaczen podwdjnie nieskonczony proces

o, X1, X0, X,
spelniajacy réwnanie autoregresji rzedu p. Zalézmy, ze ten proces jest stacjonarny i wektor

Xo, ..., Xp—1 rozklad normalny, N(0, ). Stacjonarnoé¢ implikuje, ze elementy macierzy > mu-
sza by¢ postaci Cov(X;, X;) = a2pi_]~. Mamy przy tym p_x = pg, co moze by¢ traktowane jako

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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wygodna konwencja (po to wlasnie ,rozszerzamy” proces w obie strony). Zastosowanie réwnania
definiujacego autoregresje prowadzi do wniosku, ze

o?pr = Cov(Xo, Xi) = Cov(Xo, a1 X1 + - + apXp_p + Wp)

= olonpy-1 + olagpy_o -+ UQ%Pk—p'
Podobnie,

o’ = Val"(X()) = COV(Xo,OélX_l + -+ OépX_p + Wo)

= 02a1p1 + 02a2p2 +---+ U2appp + 1)2,

gdzie v? = Var(Wp). Otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan na wspétezynniki autokorelacji
Pk:
p1 =01 +agpr +agp2+ ...+ Qppp_1,
p2 =a1p1 +ag+azpr + ...+ appp—2, (6.1)

ey

Pp = Q1pp—1 + a2pp—2o + azp2 + ...+ ayp,

Mozna pokazaé, ze ten ten uklad ma rozwiazanie, jesli wielomian charakterystyczny A(z) =
1 —ajz — ... — apzP nie ma zer w kole {|z| < 1}. Ponadto mamy réwnanie na wariancje
stacjonarna:

2 v?

= 6.2
1—prag —... —appp (6:2)

g

Metoda generowania stacjonarnego procesu AR(p), Xo, X1,..., Xp, ... jest nastepujaca. Znajdu-
jemy rozwiazanie ukladu réwnan (6.1), wariancje obliczamy ze wzoru (6.2) i tworzymy macierz
Y = (6%pi—j)i j=o,..p—1. Generujemy wektor losowy (Xo, X1,...,Xp—1) ~ N(0,%) i dalej gene-
rujemy rekurencyjnie X, X;,11,... uzywajac rownania autoregresji. Aby sie przekona¢, ze tak
generowany proces jest stacjonarny, wystarczy sprawdzi¢ ze identyczne sa rozklady wektorow
(Xo, Xl, oo ,Xp_l) i (Xl,XQ, N ,Xp). Mamy

X1
Xp Qp oo . ..o prl Wp

Niech R oznacza ,duza macierz” w tym wzorze . 7Z wlasnosci wielowymiarowych rozktadow
normalnych wynika, ze wystarczy sprawdzi¢ rownosé

0
¥ = RERT + 0
0

oo o o
o -
(Y]

v

Macierz ¥ zostata tak wybrana, ze ta réwnos¢ jest spelniona.
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6.2. Procesy Poissona

6.2.1. Jednorodny proces Poissona na poélprostej

Definicja 6.3. Rozwazmy niezalezne zmienne losowe W7y, ... Wi, ... o jednakowym rozktadzie
wyktadniczym, X; ~ Ex(\) i utwérzmy kolejne sumy

To=0, T =W, To =W +Ws, ..., Ty =Wi+---+ Wy, ...

Niech, dla t > 0,
N(t) = max{k : T} < t}.

Rodzine zmiennych losowych N(t) nazywamy procesem Poissona.

Proces Poissona dobrze jest wyobrazaé sobie jako losowy zbior punktéw na polprostej:
{Th,Ts,...,Tk,...}. Zmienna N(t) oznacza liczbe punktéw, ktére ,wpadly” w odcinek |0, ¢].
Wygodnie bedzie uzywaé¢ symbolu

N(s,t) = N(t) — N(s)
dla oznaczenia liczby punktéw, ktore ,wpadly” w odcinek Js, t].

Stwierdzenie 6.1. Jesli N(t) jest procesem Poissona, to

oy (A)F
P(N(t)=k)=e A(k!).

Dowdd. Zauwazmy, ze
T ~ Gammal(k, A).

Wobec tego ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite wynika, ze
P(N(t) = k) =P(T} <t,Tyy1 > t)

= /Ot P(TkJrl > t‘Tk = 3)ka(S) ds

t
= /0 P(Wyt1 >t —s|T, = s) fr.(s) ds

_/te—)\(t—s))‘ksk—le—/\sds
0 L'(k)

PR A /t Fldg — oM Nt (/\t)k'
0

(k) (k—1'k k!

Oczywiscie EN(t) = At. Liczba

jest nazywana intensywnoscig procesu.

Stwierdzenie 6.2. Jesli
O<t) <to< - <ty <o,

to zmienne losowe N (t1), N(t1,t2),... sq¢ niezalezne i kazda z nich ma rozklad Poissona:

N(ti_l, ti> ~ POiSS()\(ti — tz’—l))-
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Dowdd. Pokazemy, ze warunkowo, dla N(t;) = k, ciag zmiennych losowych
Tev1 — 1, Wgyo, Wiys..., jestiid ~ EX()\)

Wiynika to z wlasnosci braku pamieci rozktadu wykladniczego. W istocie, dla ustalonych N (t1) =
ki Sk = s mamy

]P)(Tk_H — 1t > t|N(t1) =k, 1 = S)
P Tk+1 — 11 > t|Tk = S,Tk+1 > tl)

(
= P(WkJrl >t 41— S‘Wk+1 >t — S)
P( AL

Wk+1 > t) =e

Fakt, ze zmienne Wy o, Wi 3. .. sa niezalezne od zdarzenia N (t1) = k jest oczywisty. Pokaza-
liSmy w ten sposéb, ze losowy zbiér punktéow {Txy1 — t1, Tk+2 — t1,...} ma (warunkowo, dla
N(t1) = k) taki sam rozklad prawdopodobienstwa, jak {T%,T5,...}. Proces Poissona obserwo-
wany od momentu ty jest kopig wyjsciowego procesu. Wynika stad w szczegdlnosci, ze zmienna
losowa N (t2,t1) jest niezalezna od N(t1) i N(t2,t1) ~ Poiss(A(t2 — t1)). Dalsza cze$¢ dowodu
przebiega analogicznie i ja pominiemy. O

Metoda generowania procesu Poisson oparta na Definicji 6.3 jest raczej oczywista. Zauwazmy
jednak, ze nie jest to jedyna metoda. Inny sposéb generowania (i inny sposéb patrzenia na proces
Poissona) jest zwiazany z nastepujacym faktem.

Stwierdzenie 6.3. Warunkowo, dla N(t) = n, cigg zmiennych losowych
Ty,...,T,
ma rozklad taki sam, jak ciqg statystyk pozycyinych
Utiny -, Unin

z rozktadu U(0,t).

Dowod. 7 Wniosku 5.1 wynika, ze warunkowo, dla T;, = s,

<W1,...,m>~m(1,...,1).

S S N——
n

Innymi stowy wektor losowy (71, ...,7T,—1) ma taki rozklad, jak n — 1 statystyk pozycyjnych z
U(0,s).
Obliczmy warunkowa gesto$¢ zmiennej losowej T,,, jesli N(t) = n:

P(N(t) = n|T;, = ) fr,(s)

f1,(s|N(t) = n) =

P(N(t) = n)
_ P(Wn—i-l >1— S)an <3>
P(N =n)

e—)\(t—s) ()\n/(n _ 1)!)871—16—)\5
O !

nsn—l

tn
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A zatem warunkowo, dla N(t) = n, zmienna losowa T}, /t ma rozklad Beta(n, 1) i w konsekwencji
(przypomnijmy sobie algorytm generowania zmiennych o rozktadzie Dirichleta)

~ Dir(1,...,1).
——
n+1

(W W =T
t Tt ot

Innymi stowy wektor losowy (71,...,T,—1,T,) ma taki rozklad, jak n statystyk pozycyjnych z
U(0,t). O

Wiynika stad nastepujacy sposéb generowania procesu Poissona na przedziale [0, t].

Listing.

Gen N ~ Poiss(At)

for i =1 to N do Gen U; ~ U(0,1);
Sort (Uy,...,Un)

(Tl,...,TN) = (Ul:N;~~aUN:N)

Co wazniejsze, Stwierdzenia 6.1, 6.2 i1 6.3 wskazuja, jak powinny wyglada¢ uogélnienia proce-
su Poissona i jak generowaé takie ogdlniejsze procesy. Zanim tym sie zajmiemy, zrébmy dygresje
i podajmy twierdzenie charakteryzujace ,zwykly” proces Poissona. Nie jest ono bezposrednio
uzywane w symulacjach, ale wprowadza pewien wazny sposéb okreslania proceséw, ktory utatwia
zrozumienie tancuchéw Markowa z czasem ciaglym i jest bardzo uzyteczny w probabilistycznym
modelowaniu zjawisk.

Twierdzenie 6.1. Zaldzmy, Ze (N(t) : t > 0) jest procesem o wartoSciach w
{0,1,2,...}, stacjonarnych i niezaleznych przyrostach (to znaczy N(t) — N(s) jest nie-
zalezne od (N(u),u < 8) @ ma rozklad zalezny tylko od t — s dla dowolnych 0 < s <t)
oraz, ze trajektorie N (t) sq prawostronnie cigglymi funkcjami majgcymi lewostronne
granice (prawie na pewno). Jezeli N(0) = 0 i spelnione sq nastepujgce warunki:

(i) hmw =\

t—0 t
P(N(t) > 2
(i) PI%((t)/):O’

to N(+) jest jednorodnym procesem Poissona z intensywnoscig A

Bardzo prosto mozna zauwazy¢, ze proces Poissona (N(t) : ¢ > 0) o intensywnosci A ma
wlasnosci wymienione w Twierdzeniu 6.1. Ciekawe jest, ze te wlasnoéci w petni charakteryzujg
proces Poissona.

Dowdd Tw. 6.1 — szkic. Pokazemy tylko, ze

At)"
palt) == BV (1) = m) = OO

Najpierw zajmiemy sie funkcja po(t) = P(N(¢) = 0). Z niezaleznosci i jednorodnosci przyrostéw

wynika tozsamo$é

po(t +h) = po(h)po(t).
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Stad

po(t + h}z —po(t) _ po(h})l - 1p0(t) = |- pléh) - Eghpi(h) po(h).

Przejdzmy do granicy z h — 0 i skorzystajmy z wlasnosci (i) i (ii). Dostajemy proste réwnanie
rézniczkowe:
po(t) = —Apo(t).
Rozwiazanie tego réwnania z warunkiem poczatkowym pg(0) = 1 jest funkcja
po(t) =e

Bardzo podobnie obliczamy kolejne funkcje p,,. Postepujemy rekurencyjnie: zaktadamy, ze zna-
my p,—1 i uktadamy réwnanie rézniczkowe dla funkcji p,,. Podobnie jak poprzednio,

Pult 4 1) = pu(®)p0(h) + s (Op1(B) 3" pus (D),
1=2

a zatem

Pt 1) =) o) =y ) TS,
=2

Korzystajac z wlasnosci (i) 1 (ii) otrzymujemy réwnanie

Pl (t) = =Apn(t) + Apn_1(t).

To réwnanie mozna rozwiaza¢ metoda uzmiennienia stalej: poszukujemy rozwiazania postaci
pu(t) = c(t)e™. Zakladamy przy tym indukcyjnie, ze p,_1(t) = (\t)""te ™ /(n — 1)! i mamy
oczywisty warunek poczatkowy p,(0) = 0. Stad juz tatwo dostaé¢ dowodzony wzoér na py,.

Na koniec zauwazmy, ze z postaci funkcji pg tatwo wywnioskowaé¢ jaki ma rozklad zmienna
Ty = inf{t : N(t) > 0}. Istotnie, P(T} > t) = P(N(t) = 0) = po(t) = e M. O

Wilasnosci (i) i (i), w polaczeniu z jednorodnoscia przyrostéw mozna przepisa¢ w nastepu-
jacej sugestywnej formie:

P(N(t + h) = n+ 1[N(t) = n) = Ah + o(h),

P(N(t+h)=n|N({t)=n)=1-Ah+o(h), h\,0. (6:3)

Jest to o tyle wazne, ze w podobnym jezyku latwo formulowaé zatozenia o ogdlniejszych pro-
cesach, na przyktad tak zwanych procesach urodzin i $mierci. Wrocimy do tego przy okazji
omawiania tancuchéw Markowa.

6.2.2. Niejednorodne procesy Poissona w przestrzeni

Naturalne uogdélnienia procesu Poissona polegaja na tym, ze rozwaza sie losowe zbiory punk-
téw w przestrzeni o dowolnym wymiarze i dopuszcza sie rézna intensywnosé pojawiania sie
punktow w réznych rejonach przestrzeni. Niech X bedzie przestrzenia polska. Czytelnik, ktéry
nie lubi abstrakcji moze zatozy¢, ze X C R%.

Musimy najpierw wprowadzi¢ odpowiednie oznaczenia. Rozwazmy ciag wektoréw losowych
w X:

X, X, ...

(moze to by¢ ciag skonczony lub nie, liczba tych wektoréw moze by¢ zmienna losowa). Niech,
dla AC X,
N(A)=#{i: X; € A}
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oznacza liczbe wektoréw, ktére ,wpadly do zbioru A” (przy tym dopuszczamy wartosé N(A) =
oo 1 umawiamy sie liczy¢é powtarzajace sie wektory tyle razy, ile razy wystepuja w ciagu).
Niech teraz p bedzie miara na (o-ciele borelowskich podzbioréw) przestrzeni X'.

Definicja 6.4. N(-) jest procesem Poissona z miara intensywnosci p, jesli

— dla parami roztacznych zbioréw A, ..., A; C X, odpowiadajace im zmienne losowe N (A1), ...

s niezalezne;

A n
— P(N(A) =n) = e_“(A)(i'), dla kazdego A C X takiego, ze p(A) < ocoidlan =0,1,....
n!

Z elementarnych wtasnosci rozktadu Poissona wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 6.1. Rozwazymy rozbicie zbioru A o skoriczonej mierze intensywnosci, p(A) < oo,
na roztgezng sume A = Ay U--- U Ag. Wtedy

P(N(A1) =ny, ..., N(Ag) = ng|N(A4) =n)
n!
= ————u(A)™ - p(A)™, (g =n).
nyi- Nk

Jesli natomiast p(A) = oo to latwo zauwazyé¢, ze N(A) = oo z prawdopodobienstwem 1.

7 Definicji 6.4 i Wniosku 6.1 natychmiast wynika nastepujacy algorytm generowania procesu
Poissona. Zalézmy, ze interesuje nas ,fragment” procesu w zbiorze A C X o skonczonej mierze
intensywnoéci. W praktyce zawsze symulacje musza sie do takiego fragmentu ograniczaé. Za-
uwazmy, ze unormowana miara yu(-)/u(A) jest rozktadem prawdopodobienstwa (zmienna losowa
X ma ten rozklad, jesli P(X € B) = u(B)/u(A), dla B C A).

Listing.

Gen N ~ Poiss(p(A))
for i =1to N do Gen X; ~ u(-)/u(A)

Nalezy rozumieé, ze formalnie definiujemy N(B) = #{i : X; € B} dla B C A, w istocie
jednak za realizacje procesu uwazamy zbiér punktéw {Xi,..., Xy} C A (,zapominamy” o
uporzadkowaniu punktéw). Widaé, ze to jest proste uogdlnienie analogicznego algorytmu dla
»zwyklego” procesu Poissona, podanego wczesniej.

Mozna réwniez rozbi¢ zbiér A na roztaczna sume A = Ay U--- U Ay i generowaé niezaleznie
fragmenty procesu w kazdej czeéci A;.

Przyktad 6.1. Jednorodny proces Poissona na kole B2 = {22 +y? < 1} mozna wygenerowaé w
nastepujacy sposob. Powiedzmy, ze intensywnos¢ (punktéw na jednostke pola) jest A, to znaczy
w(B) = A|B|, gdzie |B| jest polem (miara Lebesgue’a) zbioru B.

Najpierw generujemy N ~ Poiss(A7), nastepnie punkty (X1,Y1),...,(Xn, Yy) niezaleznie
z rozktadu U(B?). To wszystko.

Ciekawszy jest nastepny przyktad.

Przyktad 6.2 (Jednorodny proces Poissona w przestrzeni prostych). Prosta na plaszczyznie
mozna sparametryzowaé¢ podajac kat ¢ € [0,2n] jako tworzy prostopadla do prostej z osia
poziomy oraz odlegtoéé¢ r > 0 prostej od poczatku ukladu. Kazda prosta jest wiec opisana przez
pare liczb (p, r) czyli punkt przestrzeni £ = [0, 27[x [0, oo[. Jedli teraz wygenerujemy jednorodny
proces Poissona na tej przestrzeni, to znaczy proces o intensywnosci u(B) = A|B|, B C L, to
mozna sie spodziewaé¢ zbioru ,losowo potozonych prostych”. To wida¢ na Rysunku 6.1. W
istocie, wybér parametryzacji zapewnia, ze rozklad prawdopodobienstwa procesu nie zalezy od
wyboru uktadu wspétrzednych. Dowdd, czy nawet precyzyjne sformutowanie tego stwierdzenia
przekracza ramy tego skryptu. Intuicyjnie chodzi o to, ze na obrazku ,nie ma wyréznionego



6.2. Procesy Poissona 47

Rysunek 6.1. Proces Poissona w przestrzeni prostych.

kierunku ani wyréznionego punktu”. Nie mozna sensownie zdefiniowa¢ pojecia ,,losowej prostej”
ale kazdy przyzna, ze proces Poissona o ktérym mowa mozna uznaé za uscislenie intuicyjnie
rozumianego pojecia ,losowego zbioru prostych”.

Ciekawe, ze podstawowe metody generowania zmiennych losowych maja swoje odpowiedniki
dla proceséw Poissona. Role rozktadu prawdopodobienstwa przejnuje miara intensywnosci.

Przykltad 6.3 (Odwracanie dystrybuanty). Dla miary intensywno$ci A\ na przestrzeni jedno-
wymiarowej mozna zdefiniowaé dystrybuante tej miary. Dla uproszczenia rozwazmy przestrzen
X = [0,00[ i zalozymy, ze kazdy zbiér ograniczony ma miare skoniczona. Niech A(t) = A([0, t]).
Funkcje A : [0, oo[— [0, co[ nazwiemy dystrybuanta. Jest ona niemalejaca, prawostronnie ciagla,
ale granica w nieskonczonosci A(oo) = limg_,oo A(x) moze by¢ dowolnym elementem z [0, o).
Dla procesu Poissona na [0, co[ wygodnie wrécié¢ do prostszych oznaczen, piszac N(t) = N([0,¢])
jak we wczeéniej rozpatrywanym przypadku jednorodnym.

Niech J(t) bedzie jednorodnym procesem Poissona na [0, 00| z intensywnoscia réwna 1.
Wtedy

N(t) = J(A@®)

jest niejednorodnym procesem Poissona z miara intensywnoéci A. W istocie, jesli 0 < t1 < to <
-+ to N(t1), N(t2)—N(t1),...saniezalezne i maja rozklady odpowiednio Poiss(A(t1)), Poiss(A(t2)—
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A(t1)),. ... Zauwazmy, ze jesli Ry < Rp < --- oznaczaja punkty skoku procesu J(-) to N(t) =
max{k : R < A(t)} = max{k : A~ (Ry) < t}, gdzie A~ jest uogdlniona funkcja odwrotna do
dystrybuanty. Wobec tego punktami skoku procesu N sa T, = A~ (Ry). Algorytm jest taki:

Listing.

Gen N ~ Poiss(A(t));
fori:=1to N do Gen R; ~ U(0,A(t)); T;:=A(R;)

PomineliSmy tu sortowanie skokéw i zalozyliSmy, ze symulacje ograniczamy do odcinka [0, ¢].

Przyktad 6.4 (Przerzedzanie). To jest odpowiednik metody eliminacji. Zalézmy, ze mamy
dwie miary intensywnosci: p o gestosci m i X o gestosci I. To znaczy, ze A(B) = [gl(z)dz i
u(B) = [gm(x)dz dla dowolnego zbioru B C X. Zalézmy, ze I(z) < m(z) i przypusémy, ze
umiemy generowaé proces Poissona o intensywnosci p. Niech X1,..., Xy beda punktami tego
procesu w zborze A o skonczonej mierze p (wiemy, ze N ~ Poiss(u(A)). Punkt X; akceptujemy
z prawdopodobienstwem (X;)/m(X;) (pozostawiamy w zbiorze) lub odrzucamy (usuwamy ze
zbioru) z prawdopodobienstwem 1—1(X;)/m(X;). Liczba pozostawionych punktéw L ma rozklad
Poiss(A(A)), za$ kazdy z tych punktéw ma rozklad o gestosci I(x)/A(A), gdzie A(A) = [, [(z)dz.
Te punkty tworza proces Poissona z miara intensywnosci .

Listing.

Gen X = {Xy,..., XN} ~ Poiss(u(+));
fori:=1to N Gen U; ~ U(0,1);
return X = {X{,..., X} ~ Poiss(A(+))

Przyktad 6.5 (Superpozycja). To jest z kolei odpowiednik metody kompozycji. Metoda opiera
sie na nastepujacym prostym fakcie. Jezeli Ni(+), ..., Ni(+) sa niezaleznymi procesami Poissona z
miarami intensywnosci odpowiednio py(+),. .., ux(:), to N(-) = >, N;(+) jest procesem Poissona
z intensywnoscia p(-) = >, pi(+). Dodawanie nalezy tu rozumie¢ w dostaowny sposéb, to znaczy
N(A) jest okreslone jako Y, N;(A) dla kazdego zbioru A. Jesli utozsamimy procesy z losowymi
zbiorami punktéw to odpowiada temu operacja brania sumy mnogosciowej (zlaczenia zbioréw).

Niech Xj1,..., X; n; beda punktami j-tego procesu w zborze A o skoniczonej mierze p;.
Listing.
X =0;
for j:=1to k do
begin
Gen X; = {Xj1,..., XN, } ~ Poiss(u;(-));
X:=XUX;;
end

return X = {X{,..., X} ~ Poiss(u(-))
{ mamy tu N=3%,N; }

Wygodnie jest utozsamiaé procesy Poissona z losowymi zbiorami punktow, jak uczyniliSmy w
ostatnich przykladach (i mniej jawnie w wielu miejscach wezeéniej). Te zbiory mozna rozumie¢ w
zwyklym sensie, dodawadé, odejmowac tak jak w teorii mnogosci pod warunkiem, ze ich elementy
sie nie powtarzajg. W praktyce mamy najczeéciej do czynienia z intensywnosciami, ktére maja
gestodci ,,w zwyklym sensie”, czyli wzgledem miary Lebesgue’a. Wtedy, z prawdopodobienstwem
1, punkty procesu Poissona nie powtarzaja sie.



7. Symulowanie proceséw stochastycznych 11I.
Procesy Markowa

7.1. Czas dyskretny, przestrzen dyskretna

Zacznijmy od najprostszej sytuacji. Rozwazmy skonczony zbiér X, ktory bedziemy nazywali
przestrzeniqg standw. Czasem wygodnie przyjaé, ze X = {1,2,...,d}. Jest to tylko umowne
ponumerowanie stanéw.

Definicja 7.1. (i) Ciag Xo, X1,..., X, ... zmiennych losowych o wartoéciach w X nazywamy
lancuchem Markowa, jesli dla kazdego n = 1,2,... i dla kazdego ciagu xg,x1,...,Zn, Tni1
punktéw przestrzeni X,

P(Xnt1 = Tpp1| X = n, X1 = 21, ..., X1 = 21, Xo = 20)
= ]P)(Xn—l—l = xn—i—l’Xn = fl?n),

(o ile tylko P(X,, = xp, Xpno1 = Tp—1,...,X1 = 21, X0 = x0) > 0, czyli prawdopodobiefistwo
warunkowe w tym wzorze ma sens).
(ii) Lanicuch Markowa nazywamy jednorodnym, jesli dla dowolnych stanéw z i y i kazdego
n mozemy napisac
P(Xnt1 = y|Xy, = 2) = P(z,y),
to znaczy prawdopodobienstwo warunkowe w powyzszym wzorze zalezy tylko od z i y, ale nie
zalezy od n.

Jedli X, = x, to méwimy, ze taficuch w chwili n znajduje sie w stanie x € X. Warunek (i) w
Definicji 7.1 znaczy tyle, ze przyszta ewolucja tancucha zalezy od stanu obecnego, ale nie zalezy
od przesztosci. Lancuch jest jednorodny, jedli prawo ewolucji tanicucha nie zmienia sie w czasie.
W dalszym ciagu rozpatrywaé bedziemy gltéwnie tancuchy jednorodne. Macierz

P1,1) - P(Ly) --- P(1,d)
P=(P,g)yyex = | Pl1) - Pley) - P(e,d)
P(1) - P(dy) - P(d.d)

nazywamy macierzq (prawdopodobienstw) przejscia tanicucha. Jest to macierz stochastyczna,
to znaczy P(z,y) > 0 dla dowolnych stanéw z,y € X oraz -, P(z,y) = 1 dla kazdego = € X'
Jedli ¢(x) = P(Xo = z), to wektor wierszowy

q" = (q(1),...,q(x),...,q(d))
nazywamy rozkliadem poczgtkowym lancucha (oczywiscie, Y, q(x) = 1). Jest jasne, ze
IP)(XO = I’O,Xl =Tl .- 7X7’L—1 - .’En_l,Xn - .’L'n)

= q(x0) P(w0, 1) -+ P(wn_1, ). (7.1)

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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Ten wzér okresla jednoznacznie taczny rozklad prawdopodobienstwa zmiennych Xg, X1,..., Xn,. ..

i moze by¢ przyjety za definicje jednorodnego tancucha Markowa. W tym sensie mozemy utozsa-
mié¢ lancuch z parg (q, P): taczny rozklad prawdopodobienstwa jest wyznaczony przez podanie
rozkladu poczatkowego i macierzy przejscia.

Opiszemy teraz bardzo ogélna konstrukcje, ktéra jest podstawa algorytméw generujacych

tancuchy Markowa. Wyobrazmy sobie, jak zwykle, ze mamy do dyspozycji ciag U = Uy, Uy, ..., Uy, ...

Hliczb losowych”, produkowanych przez komputerowy generator, czyli z teoretycznego punk-
tu widzenia ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie, U(0,1). Niech
¢:[0,1] > Xiv: X x][0,1] — X beda takimi funkcjami, ze

P(y(U) =) =q(x) dlakazdego =z € X,

7.2
P(¢p(z,U) =y) = P(x,y) dla dowolnych z,y € X. (72)

Jedli okreslimy Xy, Xq,...,X,,... rekurencyjnie w nastepujacy sposob:
XO = ¢<U0)7 Xn+1 = ¢ (Xna Un—H) ) (7'3)

to jest jasne, ze tak otrzymany ciag zmiennych losowych jest tancuchem Markowa z rozkladem
poczatkowym ¢ i macierza przejscia P.
Na zakoniczenie tego podrozdziatu zrébmy kilka prostych uwag.

— Wszystko, co w tym podrozdziale zostalo powiedziane mozna niemal mechanicznie uogdlnié
na przypadek nieskonczonej ale przeliczalnej przestrzeni X.

— Mozna sobie wyobrazaé, ze dla ustalonego x, zbiér {u : ¢(x,u) = y} jest odcinkiem dlugosci
P(z,y), ale nie musimy tego zada¢. Nie jest istotne, ze zmienne U; maja rozktad U(0, 1).
Moglibyémy zatozy¢, ze sa okreslone na do$¢ dowolnej przestrzeni U. Istotne jest, ze te
zmienne sa niezalezne, maja jednakowy rozklad i zachodzi wzér (7.2). W praktyce bardzo
czesto do zrealizowania jednego ,kroku” tancucha Markowa generujemy wiecej niz jedna
Hliczbe losowa”.

7.2. Czas dyskretny, przestrzen ciggta

Przypadek ciagtej lub raczej ogédlnej przestrzeni standéw jest w istocie rownie prosty, tyl-
ko oznaczenia trzeba troche zmieni¢ i sumy zamieni¢ na catki. Dla prostoty przyjmijmy, ze
X C RY. Ponizej sformutujemy definicje w taki sposéb, zeby podkresli¢ analogie do przypadku
dyskretnego i pominiemy subtelnosci teoretyczne. Zwréémy tylko uwage, ze prawdopodobien-
stwo warunkowe nie moze tu by¢ zdefiniowane tak elementarnie jak w Definicji 7.1, bo zdarzenie
warunkujace moze mie¢ prawdopodobienstwo zero.

Definicja 7.2. (i) Ciag Xo, X1,...,Xn, ... zmiennych losowych o wartoéciach w X nazywamy
lancuchem Markowa, jesli dla kazdego n = 1,2, ..., dla kazdego ciagu xg, x1, . . ., , punktéow
przestrzeni X oraz dowolnego (borelowskiego ) zbioru B C X,

P(Xnt1 € Bl Xy = 2n, X1 = Tp1, ..., X1 = 21, Xo = 20)
=P(X,t1 € B| X, = zp),
(dla prawie wszystkich punktéw (xy,, zp—1,...,21,20)).
(ii) Lafcuch Markowa nazywamy jednorodnym, jesli dla dowolnego zbioru B C X i kazdego

n mozemy napisac
P(X,41 € B|X,, =z) = P(z, B)

(dla prawie wszystkich punktéow x).
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Funkcja P(-,-), ktérej argumentami sa punkt x i zbiér B, jest nazywana jgdrem przejscia.
Wazne dla nas jest to, ze dla ustalonego = € X, jadro P(x,-) rozwazane jako funkcja zbioru jest
rozktadem prawdopodobienstwa. W wielu przyktadach jest to rozklad zadany przez gestosé,

P(z,B) = /Bp(w,y)dy-

Wtedy odpowiednikiem wzoru (7.1) jest nastepujacy wzér na laczna gestodé:

(20, 21, .- Tn—1,Zn) = q(x0)p(x0, 1) - - - P(Tn—1,Tn), (7.4)

gdzie q(-) jest gestoscia rozktadu poczatkowego, zas p(x;, xiy1) = p(xit1]x;) jest gestodcia wa-
runkowa. SformutowaliSmy Definicje 7.2 nieco ogdlniej gtéwnie dlatego, ze w symulacjach wazna
role odgrywaja tancuchy dla ktérych prawdopodobienstwo przejécia nie ma gestosci. Przykta-
dem moze by¢ tancuch, ktory z niezerowym prawdopodobienstwem potrafi ,sta¢ w miejscu”, to
znaczy P(z,{z}) =: a(z) > 0, i ma prawdopodobienstwo przejscia postaci, powiedzmy

P(e,B) = a(@)l(z € B) + (1 - a(a)) [ plx.y)dy.

Lancuch Markowa na ogdlnej przestrzeni standéw mozna rekurencyjnie generowaé w spo-
s6b opisany wzorem (7.3), to znaczy Xo = ¥(Up) i Xpt1 = ¢ (X, Upy1) dla ciagu ii.d.
Uo, Ui, ..., Up,... z rozktadu U(0,1). Niech Q(-) oznacza rozklad poczatkowy. Funkcje ¢ i ¢
muszg spelnia¢ warunki

P(y(U) € B) =Q(B) dla kazdego (mierzalnego) B C X, (75)

P(¢(z,U) € B) = P(z,B) dla dowolnych x € X, B C X. '

Roéznica miedzy (7.2) i (7.5) jest tylko taka, ze w ogdlnej sytuacji rozklady prawdopodo-

bienstwa zmiennych losowych ¢(U) i ¢(x,U), czyli odpowiednio Q(-) i P(z,-) nie musza by¢

dyskretne. Ale mozna zastosowaé¢ w zasadzie kazda metode generacji zmiennych o zadanym
rozkladzie, przy czym ten zadany rozkltad zalezy od =x.

7.3. Czas ciagly, przestrzen dyskretna

Rozwazmy proces stochastyczny (X (¢),t > 0), czyli rodzine zmiennych losowych o warto-
Sciach w skoniczonej przestrzeni stanow X, indeksowana przez parameter ¢, ktory interpretujemy
jako ciggly czas. Pojedyncze stany oznaczamy przez x,y,z,... € X lub podobnie. Zalézmy,
ze trajektorie sa prawostronnie ciaglymi funkcjami majacymi lewostronne granice (prawie na
pewno).

Definicja 7.3. (i) Méwimy, ze X (¢) jest procesem Markowa, jedli dla dowolnych z,y € X
oraz s,t > 0,

P(X(s+t)=ylX(s)=2,X(u),0<u<s)=P(X(t+s)=y|X(s) =x).

(ii) Proces Markowa nazywamy jednorodnym, jesli dla dowolnych stanéw z i y i kazdego
t i s mozemy napisaé
P(X(s+1t) =y|X(s) = 2) = P'(z,y),

to znaczy prawdopodobienstwo warunkowe w powyzszym wzorze zalezy tylko od z, y i t, ale nie
zalezy od s.
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Sens zalozenia (i) jest taki sam jak w Definicji 7.1. Zadamy mianowicie, zeby zmienna X (t+s)
byla warunowo niezalezna od zmiennych X (u),0 < u < s pod warunkiem zdarzenia X (s) = x.
Oczywiscie, P'(z,y) jest prawdopodobieristwem przejécia w ciggu czasu t. Rozklad poczatkowy
oznaczymy przez q(xz) = P(X(0) = z). Poniewaz X jest skonczona, ¢ moze byé przedstawiony
jako wektor a P! jako macierz.

Odpowiednikiem macierzy przejécia jest macierz intensywnosci przejsé zdefiniowana naste-

pujaco.
1

gdzie I = PV jest macierza identyczno$ciowa. Mozna udowodnié, ze granice istnieja. Tak wiec
Q = %Pth:o i PP = I +hQ + o(h) przy h \, 0. Innymi stowy, Q(z,y) jest rzeczywiécie
sintensywnoscia skokéw z z do y” (na jednostke czasu). Mamy wzér analogiczny do (6.3):

x)
x)

Zauwazmy, ze mamy >, Q(z,y) = 0. Wspomnijmy jeszcze mimochodem, ze macierze przej-
$cia wyrazaja sie przez macierz intensywnosci () przy pomocy ,macierzowej funkcji wyktadni-
czej”: P! = exp[tQ]. Dla uproszczenia notacji, niech Q(r) = —Q(z,z) = > oytz Q(7,y) oznacza
“intensywnos¢ wszystkich skokéw ze stanu x”.

7 tego co zostalo powiedziane latwo sie domysli¢, ze generowanie procesu Markowa mozna
zorganizowa¢ podobnie jak dla procesu Poissona, poprzez czasy skokéw. Niech 0 < T < Th <
-o- < T, < -+ beda kolejnymi momentami skokdw,

P(X(t+ h) = y|X(1)
P (X(t+h) =z X(t)

hQ(z,y) + ofh) dla & £ ;
14+ hQ(x,x) +o(h), h\,0.

Ty =inf{t >0: X(t) # X(0)};
Toi1 =inf{t > T, : X(t) # X(Tn)}.

Jesli X(T,,) = z, to czas oczekiwania na nastepny skok, Wy, 11 = T,,11 — T, zalezy tylko od x
i ma rozklad wykladniczy z parametrem Q(z). W szczegélnosci, mamy E (W,1| X (T,,) = x) =
1/Q(x). Jesli obserwujemy proces w momentach skokéw, czyli skupimy uwage na ciagu X, =
X (T},) to otrzymujemy lancuch Markowa z czasem dyskretnym, nazywany czasem ,szkieletem”.
Jego prawdopodobienstwa przejécia sa takie:

P(z,y) = P(Xnp1 =yl Xy = 2) =

{gz@,y)/cz(x) jesli @ # y; (76)

jesli x = y.
Oczywiscie, cala trajektoria procesu X (t) jest w pelni wyznaczona przez momenty skokdéw
Ty,...,Ty,... i kolejne stany lancucha szkieletowego chain X (0) = Xo, X1,...,X5,.... Po

prostu, X (t) = X,dlaT, <t< T,+1. Nastepujacy algorytm formalizuje opisany powyzej
sposéb generacji.

Listing.

Gen Xo ~q(-);
TO = 0;
for i :=1 to oo do
begin
Gen W; ~ Ex(Q(Xi_1));
T =T, 1+ Wi
Gen X; ~ P(Xi,l, )i P dane wzorem powyzej }
end
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Rzecz jasna, w praktyce trzeba ustali¢ sobie skonczony horyzont czasowy h i przerwaé symulacje
gdy T; > h. Zauwazmy, ze ten algorytm bez zadnych modyfikacji nadaje si¢ do symulowania
procesu Markowa na nieskoniczoniej ale przeliczalnej przestrzeni standéw, na przyktad X =
{0,1,2,...}.

Czasami warto zmodyfikowaé algorytm w nastepujacy sposob. Generowanie procesu Marko-
wa mozna rozbi¢ na dwie fazy: najpierw wygenerowaé ,potencjalne czasy skokow” a nastepnie
symulowaé ,szkielet”, ktéry bedzie skakal wylacznie w poprzednio otrzymanych momentach (ale
nie koniecznie we wszystkich sposréd nich). Opiszemy dokladniej te konstrukeje, ktéra bazuje
na wtasnosciach procesu Poissona. Wyobrazmy sobie najpierw, ze dla kazdego stanu = € X
symulujemy niezaleznie jednorodny proces Poissona R* o punktach skoku RY < --- < Rf < ---
przy czym ten proces ma intensywno$é¢ Q(x). Jesli teraz, w drugiej fazie X, = X(T;—) = =,
to za nastepny moment skoku wybierzemy najblizszy punkt procesu R* na prawo od T;_1,
czyli T; = min{R} : R} > T;_1}. Z wlasnosci procesu Poissona (patrz Stwierdzenie 6.2 i jego
dow6d) wynika, ze zmienna T; — T;_; ma rozklad wykladniczy z parametrem Q(x) i metoda
jest poprawna. Naprawde nie ma nawet potrzeby generowania wszystkich proceséw Poissona
R*. Warto postuzyé¢ sie metoda przerzedzania i najpierw wygenerowaé jeden proces o dosta-
tecznie duzej intensywnosci a nastepnie ,,w miare potrzeby” go przerzedzaé¢. Niech R* bedzie
procesem Poissona o intensywnosci Q* > max, Q(z) i oznaczmy jego punkty skokéw przez
{Ry < -+ < Ry < ---}. Jedli w drugiej fazie algorytmu mamy X(R;_1) = z w pewnym
momencie R;_1 € R*, to zaczynamy przerzedza¢ proces R* w taki sposéb, aby otrzymadé proces
o intensywnosci Q(z) < @Q*. Dla kazdego punktu R;, j > ¢ powinni$my rzuci¢ monety i z
prawdopodobienstwem (1—Q(z))/Q* ten punkt usunaé. Ale jesli usuniemy punkt R; to znaczy,
ze w tym punkcie nie ma skoku, czyli X (R;) = x. Jesli punkt R; zostawimy, to wykonujemy skok,
losujac kolejny stan z prawdopodobienstwem 15(90, -). W rezultacie, stan X (R;) jest wylosowany
z rozktadu prawdopodobienstwa

Pla.y) = {Q(%y)/Q* jesli @ # y; (7.7)

1-Q(x)/Q* jeshiz=uy.

Niech X,, = X(R;) bedzie ,nadmiarowym szkieletem” procesu. Jest to tancuch Markowa, ktéry
(w odréznieniu od ,cienszego szkieletu” Xn) mozZe w jednym kroku pozosta¢ w tym samym
stanie i ma prawdopodobienstwa przejécia P(X,, = y|X,_1 = z) = P(z,y).

Odpowiada temu nastepujacy dwufazowy algorytm.

— Fazal

Listing.
Gen R ~ Poiss(Q*) { proces Poissona }
— Faza Il

Listing.
Gen Xy ~ q(-);

for i := 1 to oo do Gen X; ~ P(X;_1, - ); { P dane wzorem powyzej }

Algorytm jest bardzo podobny do metody wynalezionej przez Gillespie’go do symulowania
wielowymiarowych proceséw urodzin i $mierci (gtéwnie w zastosowaniach do chemii). Te procesy
maja najczesciej przestrzen stanéw postaci X = {0,1,2,...}%; stanem ukladu jest uktad liczb
x = (x(1),...,2(d)), gdzie x(i) jest liczba osobnikéw (na przyklad czastek) typu i. Przestrzen
jest nieskonczona, ale wigksza czes¢ rozwazan przenosi sie bez trudu. Pojawia sie tylko problem
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w ostatnim algorytmie jesli max, Q(xz) = oo, czego nie mozna wykluczyé. Zeby sobie z tym
poradzié¢, mozna wzia¢ Q* dostatecznie duze, zeby ,na ogdl” wystarczalo, a w mato prawdopo-
dobnym przypadku zawitania do stanu x z Q(x) > Q* przerzucaé sie na pierwszy, jednofazowy
algorym.



8. Algorytmy Monte Carlo I. Obliczanie catek

Duza czegs$¢ zastosowan metod MC wiaze si¢ z obliczaniem calek lub sum. Typowe zadanie
polega na obliczeniu wartosci oczekiwanej

0= E.f(X) = /X f(@)n(da

gdzie X jest zmienng losowa o rozkladzie prawdopodobienstwa 7 na przestrzeni X, zas f : X —
R. Zazwyczaj X jest podzbiorem wielowymiarowej przestrzeni euklidesowej lub jest zbiorem
skonficzonym ale bardzo licznym (na przyklad zbiorem pewnych obiektéw kombinatorycznych).
Jedli X C R? i rozklad 7 jest opisany przez gesto$é p to calka okredlajaca warto$é oczekiwana
jest zwykla catkg Lebesgue’a. W tym przypadku zatem mozemy napisaé

6 — /X Flz)p(a)de

Roéwnie wazny w zastosowaniach jest przypadek dyskretnej przestrzeni X. Jesli p(z) = P(X =

x), to
0="> flx)p(x)
zeX

W dalszym ciagu tego rozdziatu utozsamiamy rozktad = z funkcja p. Zwréémy uwage, ze przed-

stawiamy tu 0 jako wartosé¢ oczekiwang tylko dla wygody oznaczen; w istocie kazda catka, suma,

(a takze prawdopodobienstwo zdarzenia losowego) jest wartoscia oczekiwana.

Na pierwszy rzut oka nie wida¢ czym polega problem! Sumowanie wykonuje kazdy kalkulator,
calki si¢ sprawnie oblicza numerycznie. Ale nie zawsze. Metody MC przydaja sie w sytuacjach
gdy spotyka sie z nastepujacymi trudnosciami (lub przynajmniej ktéras$ z nich).

— Przestrzen X jest ogromna. To znaczy wymiar d jest bardzo duzy lub skoficzona przestrzen
zawiera astronomicznie duzg liczbe punktéw.

— Rozktad prawdopodobienstwa 7 jest ,skupiony” w malej czeSci ogromnej przestrzeni X.

— Nie ma podstaw do zakladania, ze funkcja f jest w jakimkolwiek sensie ,gladka” (co jest
warunkiem stosowania standardowych numerycznych metod catkowania).

— Gestos¢ p rozktadu 7 jest znana tylko z doktadnoscia do statlej normujacej. Innymi stowy,
umiemy obliczaé p'(xz) = Zp(x) ale nie znamy stalej Z = [p/(z)dz. Czsem zadanie polega
wlasnie na obliczeni tej stalej (Z jest nazwane ,funkcja podzialu” lub suma statystyczna).
Prosta metoda MC (po angielsku nazywana bardziej brutalnie: Crude Monte Carlo, czyli

CMC) nasuwa si¢ sama. Nalezy wygenerowaé n niezaleznych zmiennych losowych Xi,..., X, o

jednakowym rozktadzie 7 i za estymator wartoséci oczekiwanej wziaé Srednig z probki,

An — QCMC Z f

Mocne Prawo Wielkich Liczb gwarantuje, ze 6, — 0 prawie na pewno, gdy n — oco. W termino-
logii statystycznej, 0, jest mocno zgodnym estymatorem obliczanej wielkosci. Zadanie wydaje
sie rozwigzane. Sa jednak dwa zasadnicze klopoty.

— Estymator 0, skonstruowany metoda CMC moze sie zbliza¢ do 6 przerazajaco wolno.

— Co robi¢, jesli nie umiemy losowaé z rozktadu =?

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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8.1. Losowanie istotne

Zadziwiajaco skutecznym sposobem na oba przedstawione wyzej klopoty jest losowanie
istotne (Importance Sampling, w skrécie 1S). Przypusémy, ze umiemy losowaé z rozkladu o
gestodci ¢. Zauwazmy, ze

p(x) p(X)
9:/— z)q(x)dr = E,—= f(X) = E;w(X) f(X),
[ 8 @)atw)de = 25 1(5) = Eqo(X)£(X)
gdzie w(z) = p(x)/q(x). Piszemy tu wzory dla calek ale oczywiscie dla sum jest tak samo. Niech
X1,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie g,
=5 = sz (8.1)
gdzie
p(Xi)
(%) q(Xi)

traktujemy jako wagi wylosowanych punktéw X;. Z tego co wyzej powiedzieliSmy wynika, ze
Eqén = 0 oraz 0, — 0 prawie na pewno, gdy n — oco. Mamy wiec estymator nieobcigZony
i zgodny. Milczaco zalozylidmy, ze q(X;) > 0 w kazdym wylosowanym punkcie, czyli, ze {x :
p(z) > 0} C {z: ¢(x) > 0}. Z tym zwykle nie ma wielkiego klopotu. Ponadto musimy zalozy¢, ze
umiemy obliczaé¢ funkcje w w kazdym wylosowanym punkcie. Jesli znamy tylko p'(x) = Zp(x) a
nie znamy stalej Z to jest klopot. Mozemy tylko obliczy¢ W] = p/(X;)/q(X;) = ZW,. Uzywamy
zatem nieco innej postaci estymatora IS, mianowicie

i — gs2 _ Lima Wif (Xi)
n — - .
" Sica Wi
Ten estymator wyglada dziwnie, bo w mianowniku wystepuje estymator jedynk:i ale chodzi o

to, ze we wzorze (8.2) w przeciwienstwie do (8.1) mozemy zastapi¢ W; przez W/, bo nieznany
czynnik Z skraca sie. Mozemy jeszcze zapisaé nasz estymator w zgrabnej formie

(8.2)

0152 Z W f

gdzie W; = W; / >_; Wj sa unormowanymi wagami. Trzeba jednak pamigtac, ze to ,unormo-
wanie” polega na podzieleniu wag przez zmienng losowa. W rezultacie estymator IS2 jest ob-
cigzony. Jest jednak mocno zgodny, bo licznik we wzorze (8.2) po podzieleniu przez n zmierza
do 6 a mianownik do 1, prawie na pewno. Estymator IS2 jest znacznie czesciej uzywany niz
IS1. Oprécz uniezaleznienia sie od statej normujacej, jest jeszcze inny powdd. Okazuje sie, ze
(pomimo obciazenia) estymator IS2 moze by¢ bardziej efektywny. Sens tego pojecia wyjasnimy w
nastepnym podrozdziale. Zaréwno dobor przyktadéw jak i ogdlny tok rozwazan jest zapozyczony
z monografii Liu [15].

8.2. Efektywnosé estymatoréow MC

Naturalne jest zadanie, aby estymator byt mocno zgodny, 6, — 0 prawie na pewno przy
n — 00. Znaczy to, ze zblizymy sie dowolnie blisko aproksymowanej wielkoéci, gdy tylko do-
statecznie dlugo przedhuzamy symulacje. Chcielibysmy jednak wiedzieé¢ cos konkretniejszego,
oszacowadl jak szybko blgd aproksymacyi 6, —0 maleje do zera i jakie n wystarczy do osiagniecia
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wystarczajacej doktadnosci. Przedstawimy teraz najprostsze i najczesciej stosowane w praktyce
podejscie, oparte na tzw. asymptotycznej wariancji i konstrukcji asymptotycznych przedziatéw
ufnosci. W typowej sytuacji estymator 6,, ma nastepujaca wlasnosé, nazywana asymptotyczng
normalnosciq:

vn (én - 9) — N(0,0?), (n — o0)

w sensie zbieznosci wedtug rozktadu. W konsekwencji, dla ustalonej liczby a > 0,
P (|é o< Z") LB(2) = B(—2) = 20(z) =1,  (n— o)
n ~ ﬁ - b )

gdzie ® jest dystrybuanta rozktadu N(0,1). Czesto nie znamy asymptotycznej wariancji o* ale
umiemy skonstruowaé jej zgodny estymator 62. Dla ustalonej ,,matej” dodatniej liczby o tatwo
dobra¢ kwantyl rozkladu normalnego z = z1_,/» tak, zeby 20(z)—1=1—a. Typowo a = 0.05
iz=20975 = 1.9600 ~ 2. Otrzymujemy

P<|én—9|<21_a/26n>—>1—a. n — oo.
vn

Ten wzor interpretuje sie¢ w praktyce tak: estymator 6,, ma blad nie przekraczajacy z6,/v/n z
prawdopodobienstwem okoto 1 — a. W zargonie statystycznym 1 — « jest nazywane asympto-
tycznym poziomem ufnosci.

Chociaz opisame powyzej podejécie ma swoje stabe strony, to prowadzi do prostego kryte-
rium poréwnywania estymatoréw. Przypusémy, Ze mamy dwa estymatory é}l i é,lll, oba asymp-
totycznie normalne, o asymptotycznej wariancji O'I i O'H odpowiednio Przypusémy dalej, ze dla
obliczenia pierwszego z tych estymatoréw generujemy n? punktéw, za$ dla drugiego n?. Bledy
obu estymatoréw na tym mym poziomie istotnosci sg ograniczone przez, odpowiednio, zoy//n1
i zor/y/nn. Przyréwnujac te wyrazenia do siebie dochodzimy do wniosku, Ze oba estymatory
osiagaja podobna doktadnosé, jesli ny/ni = o /of. Liczbe

2
eff (0. 01)) = 24
of

nazywamy wzgledng efektywnoscig (asymptotyczna). Czasami dobrze jest wybra¢ za ,naturalny
punkt odniesienia” estymator CMC i zdefiniowaé efektywno$c estymatora 0,, 0 asymptotycznej
wariancji o2 jako )
eff (0) = eff (9, 05M) = 7.

Moéwi sie tez, ze jesli wygenerujemy probke n punktéw i obliczymy 6, to sefektywna licznosé
prébki” (ESS, czyli effective sample size) jest n/eff (én) Tyle bowiem nalezaloby wygenerowaé
punktow stosujac CMC, zeby osiagnaé¢ podobna doktadnosé.

Asymptotyczna normalno$é prostego estymatora CMC wynika wprost z Centralnego Twier-
dzenia Granicznego (CTG). Istotnie, jesli generujemy niezaleznie X7,..., X, o jednakowym
rozkladzie 7, to

i (65— 0) -

%\

U
S NOoBye), (0 o0,

gdzie
(f(x) = ) p()da.

—

U%MC = Var, f(X) =
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Zupelnie podobnie, dla losowania istotnego w formie (8.1) otrzymujemy asymptotyczna nor-
malnosé i przy tym

(f(X)p(X) = 0g(X))?
q(X)?

_ / (f (@)p(z) — Oq(x))? d
q(z)

ofsy = Vargu(X)f(X) = Eq

xX.

Z tego wzorku widaé, ze estymator moze mieé¢ wariancje zero jesli g(x) o« f(x)p(x). Niestety, zeby
obliczyé q(x) potrzebna jest znajomosé wspolezynnika proporcjonalnosci, ktéry jest réwny. . . 6.
Nie wszystko jednak stracone. Pozostaje wazna regula heurystyczna:

Gestosé q(x) nalezy tak dobierad, aby jej ,ksztalt” byl zblizony do funkcji f(x)p(x).

Dla drugiej wersji losowania istotnego, (8.2), asymptotyczna normalno$¢ wynika z nastepu-
jacych rozwazan:

R —= S (Wif (X3) — OW;)
_ 7
\/ﬁ (91182 - 0) - 1 n WZ

- N(Ov 01282>7 (TL - OO):

n £«i=1

gdzie

oty = Varw(X)(f(X) — 6)
= Var,w(X) f(X) — 20Cov,(w(X),w(X)f(X)) + 6*Var,w(X)
= oty + 0 [—2Cov,(w(X), w(X) (X)) + OVar,w(X)] .

Wyrazenie w kwadratowym nawiasie moze by¢ ujemne, jedli jest duza dodatnia korelacja zmien-
nych w(X) i w(X)f(X). W tej sytuacji estymator IS2 jest lepszy od IS1. Okazuje sie wiec
rzecz na pozoér paradoksalna: dzielenie przez estymator jedynki moze poprawié estymator. Poza
tym oba estymatory IS1 i IS2 moga mie¢ mniejsza (asymptotyczna) wariancje, niz CMC. Jesli
efektywnosé jest wicksza niz 100%, to uzywa sie czasem okreSlenia ,estymator superefektywny”.

Jedli interesuje nas obliczenie wartosci oczekiwanej dla wielu réznych funkcji f, to warto
wprowadzi¢ uniwersalny, niezalezny of f wskaznik efektywnosci. Nieztym takim wskaznikiem
jest Var,w(X). Istotnie, ,odchylenie %" pomiedzy gestoécig instrumentalna p i docelowa p,
jest okreslone ponizszym wzorem:

2 _ .2 _ (Q(JU)—P@?))Q -
X" =x"(¢,p) /q(x) d

e (M) =PV
=E, (12 F) =B (- w)
= Var,w(X).

Niestety, to ,,odchylenie” nie jest odlegloscia, bo nie spelnia warunku symetrii. Niemniej widac,
ze male wartosci Varyw(X) $wiadcza o bliskodci ¢ i p. Zauwazmy, jeszcze, ze Varyw(X) jest
wariancja asymptotyczna estymatora IS1 dla funkcji f(z) = 1.

Zgodnym estymatorem wielkosci x? jest

1 & (W, —W)?
22 = Z( )"

n—ll.:1 W2

Dzielenie przez n — 1 (a nie n) wynika z tradycji. Dzielenie przez W2 powoduje, ze estymator
nie wymaga znajomosci czynnika normujacego gestosé p. Jest to w istocie estymator typu IS2.
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Estymator typu IS1 jest réwny po prostu 3_(1—W;)?/n, ale mozna go stosowaé tylko gdy znamy
czynnik normujacy.

Wprowadzmy teraz bardziej formalnie pojecie wazonej prébki. Niech (X, W) bedzie para
zmiennych losowych o wartosciach w X x [0, 00[. Jesli rozklad brzegowy X ma gestosé g zas
docelowa gestosé jest postaci p(z) = p'(x)/Z to zadamy aby

P(z)

q(x)

dla prawie wszystkich z. Mowimy wtedy, ze probka jest dopasowana do rozkiadu p. Idea jest
taka jak w losowaniu istotnym IS2: dopasowanie gwarantuje, ze dla kazdej funkcji f mamy
E,f(X)W = ZE, f(X). Nie jest konieczne, aby W bylo deterministyczng funkcja X. Pozosta-
wiamy sobie mozliwo$é generowania wag losowo.

Stata normujaca Z jest na ogél nieznana, a wiec waga W jest okreslona z dokladnoscia do
proporcjonalnosci. W poprzednich podrozdziatach dla podkreslenia opatrywaliémy takie nie-
unormowane wagi znaczkiem ,prim” ale teraz to pomijamy. Gdy generujemy ciag wazonych
zmiennych losowych (X;, W;),..., (X, W,), to oczywiScie wymaga sie aby E(W;|X; = z) =
Zp(z)/q(z), gdzie stala Z musi by¢ jednakowa dla wszystkich ¢ = 1,...,n. Jesli zalozy sie
niezalezno$é par (X;, W;), to zgodno$¢ i asymptotyczng normalno$é estymatora HALSQ danego
réwnaniem (8.2) wykazuje sie¢ tak samo jak poprzednio. Asymptotyczna wariancja jest réw-
na Z 2Var,W(f(X) — 0); czynnik Z~2 pojawia sie dlatego, Zze operujemy nieunormowanymi
wagami.

Jest jednak duzo ciekawych zastosowan, w ktorych punkty X; sa zalezne. Wtedy nawet
zgodnosé estymatora 0?182 nie jest automatyczna. Asymptotyczna normalno$é moze zachodzi¢ z
graniczng wariancjg zupelnie inna niz w przypadku niezaleznym lub nie zachodzi¢ wcale.

E(W|X =) =

8.3. Wazona eliminacja

Interesujace jest powiazanie idei eliminacji z wazeniem préobek. Czysta metoda eliminacji
pracuje w sytuacji, gdy gestos¢ ,instrumentalna” majoryzuje funkcje proporcjonalng do gestosci
docelowej, czyli Zp(x) = p'(z) < q(z). Jedli ten warunek nie jest spelniony, to mozna naprawié
odpowiednio wazgc wylosowana prébke. Dokladniej, algorytm wazonej eliminacji (Rejection
Control, w skrécie RC) jest nastepujacy.

Listing.

repeat
GenY ~g;
W= (V) q(Y);
if W <1 then
begin
W .=1,
Gen U ~ U(0,1)
end:;
until (W >1or U < W)
X =Y

Dowdd poprawnosci algorytmu. Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo akceptacji Y w tym algo-
rytmie jest réwne a(Y), gdzie

a(z) = P@ Nal@) Z/g)) el () < e
q(x) 1 jesli p/(z) > q(x).
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Rozklad X na wyjsciu algorytmu ma zatem gestos$é o< p/'(z) A g(x). Waga W = w(Y') jest wiec
,2dopasowana” do rozkladu p w sensie zdefiniowanym w poprzednim podrozdziale, bo

jesli p'(x) < q(x);

IR
MO W na) T\ et f0) > ).

O]

Zauwazmy jeszcze, jak nalezy modyfikowaé wagi w RC, jesli na wejéciu mamy probke wazona, do-
pasowana do p. Jezeli punkt Y, pochodzacy z rozkladu ¢, ma na wejsciu wage Wy = p/'(Y)/q(Y),
to na wyjsciu zaakceptowany punkt X = Y ma rozklad o p'(x) A ¢(z) i powinien mie¢ wage
Wx =p'(Y)/(@'(Y)Nq(Y)). Widaé stad, ze

Wx

W=y

gdzie a(-) jest napisanym wyzej prawdopodobienstwem akceptacji w RC.

Przyktad 8.1 (Nie-samo-przecinajace sie btadzenia). Po angielsku nazywaja sie Self Avoiding
Walks, w skrocie SAW. Niech Z? bedzie d-wymiarowsa krata catkowitoliczbows. Méwimy, ze ciag
s=(0=so,81,...,5) punktéw kraty jest SAW-em jesli
— kazde dwa kolejne punkty s;—1 i s; sasiaduja ze soba, czyli réznia sie o £1 na dokladnie
jednej wspdbirzednej,
— zadne dwa punkty nie zajmuja tego samego miejsca, czyli s; # s; dla i # j.
Zbiér wszystkich SAW-6w o k ogniwach w Z¢ oznaczymy SAW%, a dla d i k ustalonych w skrécie
SAW. Przyklad s € SAW% wida¢ na rysunku. Natychmiast nasuwa sie bardzo proste pytanie:
— Jak policzyé SAW-y, czyli obliczyé L = Ly 4 = |[SAWY|?
Zainteresujmy sie teraz ,losowo wybranym SAW-em”. Rozumiemy przez to zmienna losows
S o rozkladzie jednostajnym w zbiorze SAWY, czyli taka, ze P(S = s) = 1/Li 4 dla kazdego
5 € SAWY. W skrécie, S ~ U(SAW). Niech §(sy) oznacza odlegloéé euklidesows kofica SAW-a,
czyli punktu s, od poczatku, czyli punktu 0. Na przyktad dla lancuszka widocznego na rysunku
mamy 6(s15) = v/5. Mozna zadaé sobie pytanie, jaka jest éredni kwadrat takiej odlegltosci, czyli
— Jak obliczy¢ 62 = 63, = E6(Sk)?, przy zalozeniu, 7e S ~ U(SAW)?

Mozna zastosowaé prostg metode MC, czyli eliminacje. Niech WALK% oznacza zbior wszyst-
kich ,bladzen”, czyli ciagbw s = (0 = sg,s1,...,8;) niekonieczne spelniajacych warunek
»si # 85 dla i # j7. Oczywiscie \WALKZ[ = (2d)* i metoda generowania ,losowego bladze-
nia” (z rozkladu U(WALK)) jest bardzo prosta: kolejno losujemy pojedyncze kroki, wybierajac
zawsze jedng z 2d mozliwosci. Zeby otrzymaé ,losowy SAW”, stosujemy eliminacje. Ten sposéb
pozwala w zasadzie estymowaé 02 (przez usrednianie dlugoéci zaakceptowanych btadzen) oraz
SAW /WALK (przez zanotowanie frakcji akceptowanych bladzen). Niestety, metoda jest bardzo
nieefektywna, bo dla duzych k prawdopodobienstwo akceptacji szybko zbliza sie do zera.

Metoda ,,wzrostu” zaproponowana przez Rosenbluthéw polega na losowaniu kolejnych kro-
kéw bladzenia sposérdd ,dopuszczalnych punktéw”, to znaczy punktéow wczesniej nie odwie-
dzonych. W kazdym kroku, z wyjatkiem pierwszego mamy co najwyzej 2d — 1 mozliwoéci. W
bladzeniu widocznym na rysunku kolejne kroki wybieraliSmy sposdrod:

4,3,3,3, 2,3,2,2, 3,2,3,3, 2,1,3,2

mozliwych. Nasz SAW zostal zatem wylosowany z prawdopodobienstwem
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-3 ] -1 0 1 2 3
X
Rysunek 8.1. Przyklad SAW-a.
Powiedzmy ogdélniej, ze przy budowaniu SAW-a s = (0 = sg, s1,. .., Sx) mamy kolejno

ni :2d,n2,...,nk

mozliwosci (nie jest przy tym wykluczone, ze w pewnym kroku nie mamy Zadnej mozliwosci,
n; = 0). Uzywajac terminologii i oznaczen zwiazanych z losowaniem istotnym powiemy, ze

jest gestoscia instrumentalna dla s € SAW, gestosé docelowa jest stala, réwna p(s) = 1/7,
zatem funkcja podziatu jest po prostu liczba SAW-6w: Z = [SAW|. Wagi przypisujemy zgodnie
ze wzorem w(s) = ny - ng - - - ny (jedli wygenerowanie SAW-a si¢ nie udato, n; = 0 dla pewnego
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Rysunek 8.2. Generowanie SAW-a metods ,wzrostu”.

i, to waga jest zero). Niech teraz S(1),...,S(n) beda niezaleznymi bladzeniami losowanymi
metoda Rosenbluthéw. Zgodnie z ogdlnymi zasadami losowania istotnego,

2 w(S(1))o(S(7))
2 w(S(7))

Zw(S(z)) jest estymatorem |SAW/|.

Nalezy przy tym wwzgledniadé w tych wzorach bladzenia o wadze zero, czyli ,nieudane SAW-y”.

jest estymatorem 62,

Przyktad 8.2 (Prawdopodobienstwo ruiny i wykladnicza zamiana miary). Rozpatrzymy naj-
prostszy model procesu opisujacego straty i przychody w ubezpieczeniowej ,teorii ryzyka”. Niech
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Y1,Ys, ... beda zmiennymi losowymi oznaczajacymi straty netto (straty — przychody) towarzy-
stwa ubezpieczeniowego w kolejnych okresach czasu. Zalozymy (co jest duzym uproszczeniem),
ze te zmienne sg niezalezne i maja jednakowy rozklad o gestosci p(y). Tak zwana ,nadwyzka
ubezpieczyciela” na koniec n-go roku jest réwna

n
=1

gdzie u jest rezerwg poczatkowa. Interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajacego
na tym, ze u— S, < 0 dla pewnego n. Méwimy wtedy (znowu w duzym uproszczeniu) o ,ruinie
ubezpieczyciela”. Wygodnie jest przyja¢ nastepujace oznaczenia i konwencje. Zmienna losowa

R {min{n :Sp > wu}  jedli takie n istnieje;

00 jesli S, < u dla wszystkich n

oznacza czas oczekiwania na ruine, przy czym jesli ruina nigdy nie nastapi to ten czas uzna-
jemy za nieskonczony. Przy takiej umowie, prawdopodobienstwo ruiny mozemy zapisaé jako
1 = Pp(R < 00). Wskaznik p przy symbolu wartosci oczekiwanej przypomina, ze chodzi tu o
soryginalny” proces, dla ktérego Y; ~ p.

Obliczenie v analitycznie jest mozliwe tylko w bardzo specjalnych przykladach. Motody
numeryczne istnieja, ale tez nie sg tatwe. Pokazemy sposob obliczania ¢ metoda Monte Carlo,
ktoéry stanowi jeden z najpiekniejszych, klasycznych, przykladéw losowania istotnego. Przyj-
miemy bardzo rozsadne zatozenie, ze E,Y; < 0. Funkcje tworzqcg momenty, ktéra odpowiada
gestosci p okreslamy wzorem

o0

My(t) = Epe™ = / p(y)dy.
— 0o
Zalozymy, ze ta funkcja przyjmuje wartosci skoficzone przynajmniej w pewnym otoczeniu zera
i istnieje takie r > 0, ze
My(t) = 1.

Liczba r jest nazywana wspdtczynnikiem dopasowania i odgrywa tu kluczowa role.
Metoda wyktadniczej zamiany miary jest specjalnym przypadkiem losowania istotnego. Zeby
okresli¢ instrumentalny rozktad prawdopodobienstwa, potézmy

q(y) = e"p(y).

Z definicji wspétczynnika dopasowania wynika, ze ¢ jest gestoscia prawdopodobienstwa, to zna-
czy [q(y)dy = 1. Generuje sie ciag Y7,Ya,... jednakowo rozlozonych zmiennych losowych o
gestosci ¢g. Dla utworzonego w ten sposéb instrumentalnego procesu” uzywaé bedziemy symboli
P, i Ey. Zauwazmy, ze

E,Y; = / yq(y)dy = / ye"p(y)dy

=3 /e’”yp dy

= M, (r) >0,

poniewaz funkcja tworzaca momenty My (-) jest wypukta, M, (0) < 0 i My(0) = My(r) = 1.
Po zamianie miary, proces u — S, na mocy Prawa Wielkich Liczb zmierza prawie na pewno
do minus nieskonczonodci, a zatem ruina nastepuje z prawdopodobienstwem jeden, P,(R <
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o0) = 1. Pokazemy, jak wyrazi¢ prstwo ruiny dla oryginalnego procesu w terminach procesu
instrumentalnego. Niech

Ro={Wi,- - yyn) yi <u..o 14+ Yno1 SU YL+ F Yn1 + Yn > ul,

Innymi stowy, zdarzenie { R = n} zachodzi gdy (Y1,...,Y},) € R,,. Mamy zatem

Pp(R =n) = //R p(y1) - p(yn)dyr - dyn
= //R e "q(yr) e q(yn)dyr - - dyn
= //R e I g y1) - q(yn)dys -~ dyn
=E,e" " I(R = n).

Wezmy sume powyzszych réwnoéci dla n = 1,2,... i skorzystajmy z faktu, ze Y ;2 Py(R =
n) = 1. Dochodzimy do wzoru

P,(R < o0) = Eqexp{—rSgr} = e "“E exp{—r(Sg —u)}. (8.3)
Ten fakt jest podstawa algorytmu Monte Carlo:

Listing.

¥ := 0; [ 1 bedzie estymatorem prawdopodobiefistwa ruiny ]

form:=1to k do

begin
n:=0;5:=0;
repeat
GenY ~¢q; S:=5+Y,;
until S > u;
Z:=exp{—r(S—w)}; b=+ Z
end
b i= e

Algorytm jest prosty i efektywny. Troche to zadziwiajace, ze w celu obliczenia prawdopodo-
biefistwa ruiny generuje si¢ proces dla ktérego ruina jest pewna. Po chwili zastanowienia mozna
jednak zauwazy¢, ze wyktadnicza zamiana miary realizuje podstawowsa idee losowania istotnego:
rozklad instrumentalny ,nasladuje” proces docelowy ograniczony do zdarzenia {R < oo}.

Ciekawe, ze wykladnicza zamiana miary nie tylko jest technikg Monte Carlo, ale jest tez
technika dowodzenia twierdzen! Aby sie o tym przekonaé, zauwazmy, ze ,,po drodze” udowodni-
li$my nieréwno$¢ ¢ < e™™ (wynika to z podstawowego wzoru (8.3) gdyz exp{—r(Sg—u)} < 1).
Jest to stawna nierownos¢ Lundberga i wcale nie jest ona oczywista.



9. Algorytmy Monte Carlo II. Redukcja wariancji

W tym rozdziale omowie niektére metody redukceji wariancji dla klasycznych algorytmoéw
Monte Carlo, w ktorych losujemy probki niezaleznie, z jednakowego rozktadu. Wiemy, ze dla
takich algorytméw wariancja estymatora zachowuje si¢ jak const/n. Jedyne, co mozemy zrobié
— to konstruowacé takie algorytmy, dla ktorych stata ,const” jest mozliwie mata. Najwazniej-
szg z tych metod faktycznie juz poznaliSmy: jest to losowanie istotne, oméwione w Rozdziale
8. Odpowiedni wybor ,rozktadu instrumentalnego” moze zmniejszy¢ wariancje. . . setki tysiecy
razy! Istnieje jeszcze kilka innych, bardzo skutecznych technik. Do podstawowych naleza: loso-
wanie warstwowe, metoda zmiennych kontrolnych, metoda zmiennych antytetycznych. Mozliwe
sg niezliczone modyfikacje i kombinacje tych metod. Material zawarty w tym rozdziale jest w
duzym stopniu zaczerpniety z monografii Ripleya [18].

9.1. Losowanie warstwowe

Tak jak w poprzednim rozdziale, zedanie polega na obliczeniu wielkosci

0= E.f(X)= /X f(@)(z)dz,

gdzie rozktad prawdopodobienistwa i jego gesto$é¢ dla uproszczenia oznaczamy tym samym sym-
bolem 7. Losowanie warstwowe polega na tym, ze rozbijamy przestrzen X na sume k roz-
tacznych podzbioréw (warstw),

k
X = UAh, AhﬂAg:Q) (h;ég),
h=1

i losujemy k niezaleznych probek, po jednej z kazdej warstwy. Niech 7, bedzie gestostoscia
rozkladu warunkowego zmiennej X przy X € Ay, czyli

7h(x) = 725?]1(33 € Ayp), gdzie pp =w(Ap) = /Ah m(x)dx.

Widaé¢ natychmiast, ze [ 7 (z)de = 7(X € B|X € Aj). Rozbijamy teraz calke, ktéra chcemy
obliczy¢:

0= x)mp(x)dx.
zh:ph/f()h()

Mozemy uzy¢ nastepujacego estymatora warstwowego:

np
o =" Ph > f(Xni), (9.1)
n Thoi
gdzie
Xnts- oo s Xhny, ~iid Thy

b

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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jest prébka rozmiaru nj, wylosowana z h-tej warstwy (h = 1,...,k). Jest to estymator nieob-
cigzony,
~ p2
Vargsts =y " Lhy2 (9.2)
noth

gdzie 07 = Var,(f(X)|z € Ap).
Poréwnajmy estymator warstwowy (9.1) ze ,zwyklym” estymatorem

. 1
MO = =3 f(X).
n -
=1
opartym na jednej prébce
X1, Xp ~ija T
Oczywiscie
A 1
VarSMC = ~ 42,
n

gdzie 02 = Var, f(X). Zeby poréwnanie bylo ,uczciwe” rozwazmy prébke licznogci n = 3, ny,.
Jedli decydujemy sie na sumaryczng licznosé préobki n, to mozemy w rézny sposéb ,rozdzieli¢”
to n pomiedzy warstwami. To sie nazywa alokacja probki.

Stwierdzenie 9.1 (Alokacja proporcjonalna). Jezeli n, = ppn dlan=1,...,k, to
Varfstrs = E tha,% < l0'2 = VarfSMC,

Dowdd. Wyrazenie na wariancje wynika znatychmiast z podstawienia np, = ppn w ogdlnym
wzorze (9.2). Nieréwno$é wynika z nastepujacej tozsamosci:

o® = puoj + Y pu(0n — 0), (9-3)
I h

gdzie 0, = [ f(x)mp(x)de = Er(f(X)|X € Ap). Jest to klasyczny wzér na dekompozycje
wariancji na ,wariancje wewnatrz warstw” (pierwszy skladnik w (9.3)) i ,wariancje pomiedzy
warstwami” (drugi sktadnik w (9.3)). Zdefiniujemy zmienna losowa H jako ,numer warstwy do
ktorej wpada X ~ 77, czyli {H = h} = {X € A,}. Mozemy teraz wzér (9.3) przepisa¢ w dobrze
znanej postaci

Var f(X) = EVar(f(X)|H) + VarE(f(X)|H).
O

Wzér (9.3) podpowiada, jak dzieli¢ przestrzen na warstwy. Najwiekszy zysk w poréwnaniu
z losowaniem nie-warstwowym jest wtedy, gdy ,wariancja miedzywarstwowa” jest duzo wicksza
od ,wewnatrzwarstwowej” Warstwy nalezy wigc wybieraé¢ tak, zeby funkcja 7(c) f(z) byla moz-
liwie bliska stalej na kazdym zbiorze A, i réznila sie jak najbardziej pomiedzy poszczegdlnymi
zbiorami.

Stwierdzenie 9.1 pokazuje, ze zawsze zyskujemy na losowaniu warstwowym, jesli zastosuje-
my najprostszg, proporcjonalng alokacje. Okazuje sie, ze nie jest to alokacja najlepsza. Jerzy
Splawa-Neyman odkryt prosta regute wyznaczania alokacji optymalnej. Wychodzimy od wzoru
(9.2) i staramy sie zoptymalizowaé prawa strone przy warunku n = Y, nj. Poszukujemy zatem
rozwigzania zadania

2
Zp—hazzmin! (Znh—n:O) (9.4)
n h
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(wzgledem zmiennych ny). Zastosujmy metode mnoznikéw Lagrange’a. Szukamy minimum
2
Pr 2 .
L= oi + A np —n) = min ! 9.5
Dok A =) (9.5)

Obliczamy pochodng i przyrownujemy do zera:

0 P2
—L=—-"ts2rr=0. 9.6
ony, n,zl h (9.6)

Stad natychmiast otrzymujemy rozwiazanie: nj < oppp.

Stwierdzenie 9.2 (Alokacja optymalna, J. Neyman). Estymator warstwowy ma najmniejszq
wartancje jesli alokacja n losowanych punktéw jest dana wzorem

OhPh

np = ———
Zg ngg’

ZignorowaliSmy tutaj niewygodne wymaganie, ze licznosci prébek nj, musza by¢ catkowite.
Gdyby to wziaé¢ pod uwage, rozwiazanie staloby sie skomplikowane, a zysk praktyczny z tego
bylby znikomy. W praktyce rozwiazanie neymanowskie zaokragla si¢ do liczb catkowitych i
koniec. Wazniejszy jest inny problem. Zeby wyznaczy¢ alokacje optymalna, trzeba znaé nie tylko
prawdopodobiefistwa py, ale i wariancje warstwowe a%. W praktyce czesto oplaca si¢ wylosowad
wstepne probki, na podstawie ktorych estymuje sie wariancje 0}21. Dopiero potem alokuje sie
duza, robocza prébke rozmiaru n, ktora jest wykorzystana do obliczania docelowej calki.

9.2. Zmienne kontrolne

Idea zmiennych kontrolnych polega na rozbiciu docelowej catki (warto$ci oczekiwanej) na
dwa sktadniki, z ktérych jeden umiemy obliczy¢ analitycznie. Metode Monte Carlo stosujemy
do drugiego sktadnika. Przedstawmy wielkos¢ obliczana w postaci

6 —E, f(X) = /X F(2)r(z)de = /X [f(2) — k(z)]n(2)dz + /X k() (z)da.

Dazymy do tego, zeby calka funkcji k£ byla obliczona analitycznie (lub numerycznie) a réznica
f — k byta mozliwie bliska statej, bo wtedy wariancja metody Monte Carlo jest mata. Funkcje
k lub zmienng losowa k(X) nazywamy zmienng kontrolna.

Dla uproszczenia polézmy Y = f(X), gdzie X ~ 7. Przypuéémy, ze zmiennej kontrolnej
bedziemy szuka¢ posréd kombinacji liniowych funkcji k1, ..., kq o znanych catkach. Niech Z; =
ki(X)iZ = (Z1,...,Z4)". Przy tym stale pamigtajmy, ze X ~ 7 i bedziemy pomijaé indeks 7
przy wartosciach oczekiwanych i wariancjach. Zatem

d
k(z) = Bikj(x).
=1

Innymi stowy poszukujemy wektora wspétezynnikéw 3 = (B, ..., [H4)" ktéry minimalizuje wa-
riancje Var(Y — 81 Z). Wykorzystamy nastepujacy standardowy wynik z teorii regresji liniowe;.

Stwierdzenie 9.3. Niech Y i Z bedqg zmiennymi losowymi o skoniczonych drugich momentach,
wymiary odpowiednio 1 ¢ d. Zaktadamy dodatkowo odwracalno$é macierzy wariancji-kowariancyi
VAR(Z). Kowariancje pomiedzy Y i Z traktujemy jako wektor wierszowy i oznaczamy przez
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COV (Y, Z) Sposréd zmiennych losowych postaci Y — 31 Z, najmniejszq wariancje otrzymujemy
dla
Bl =COV(Y,Z)VAR(Z)™ L.

Ta najmniejsza warto$é wariancyi jest rowna
Var(Y — 3] Z) = VarY — COV(Y, Z)VAR(Z)~'COV(Z,Y).

Przepiszmy tem wynik w bardziej sugestywnej formie. Niech VarY = o2. Mozna pokazadé,
ze (3, maksymalizuje korelacje pomiedzy Y i 37 Z. Napiszmy

-1
Oy.z = max corr(Y, 8" Z) = corr(Y, 8] Z) = \/COV(Y; Z)VA\P/{(? COV(Z, Y).
ar

Niech teraz éflon“ bedzie estymatorem zmiennych kontrolnych. To znaczy, ze losujemy prébke
Xl,...,XnNW,

. 1

Ot = = > 2(Yi = 5] Zi) + Bl .
gdzie Z,' = (Zn, ..., Zin) = (f1(Xi),..., fa(Xi)), za$ u; = Ef;(X) sa obliczone analitycznie
lub numerycznie = (p1,...,p1q) . Wariancja estymatora jest wyrazona wzorem

- 1
Vart)"" = 502(1 —0%.2);

co nalezy poréwnaé z wariancjg o2/n ,zwyklego” estymatora.

Zrobmy podobng uwage, jak w poprzednim podrozdziale. Optymalny wybdr wspdtezynni-
kéw regresji wymaga znajomosci wariancji i kowariancji, ktérych obliczenie moze by¢ ... (i jest
zazwyczaj!) trudniejsze niz wyjsciowe zadanie obliczenia wartosci oczekiwanej. Niemniej, mozna
najpierw wylosowaé¢ wstepng probke, wyestymowaé potrzebne wariancje i kowariancje (nawet
niezbyt dokladnie) po to, zeby dla duzej, roboczej prébki skonstruowaé dobre zmienne kontrolne.

Wspomnijmy na koniec, ze dobieranie zmiennej kontrolnej metoda regresji liniowej nie jest
jedynym sposobem. W konkretnych przykladach mozna spotkaé najrézniejsze, bardzo pomysto-
we konstrukcje, realizujace podstawowa idee zmiennych kontrolnych.

9.3. Zmienne antytetyczne

Przypusémy, ze estymujemy wielko$é 6§ = E f(X). Jesli mamy dwie zmienne losowe X i X’
o jednakowym rozkladzie 7 ale nie zakladamy ich niezaleznosci, to
X+ fX) _1

Var DI — Dvar () 1+ com(£(3), £(X))] = %ﬁu o).

Jedli o = corr(f(X), f(X')) < 0, to wariancja w powyzszym wzorze jest mniejsza niz o2 /2, czyli
mniejsza niz w przypadku niezaleznosci X i X’. To sugeruje, zeby zamiast losowaé niezaleznie n
zmiennych Xi,..., X, wygenerowaé pary zmiennych ujemnie skorelowanych. Zalézmy, ze n =
2k i mamy k niezaleznych par (X1, X1),. .., (Xk, X}.), a wiec lacznie n zmiennych. Poréwnajmy
wariancje ,zwyklego” estymatora éSMC i estymatora éznt wykorzystujacego ujemne skorelowanie
par:

n 2
IO = IS p). VardMC = T
n = n
nant 1 o2 / nant 02
Op " = EZ[f(Xz‘) = f(XD], Vart,™ = ;(1 +0).
i=1



9.8. Zmienne antytetyczne 69

Wariancja estymatora éf{nt jest tym mniejsza, im o blizsze —1 (im bardziej ujemnie skorelowane
sa pary). Standardowym sposobem generowania ujemnie skorelowanych par jest odwracanie
dystrybuanty z uzyciem ,odwréconych loczb losowych”.

Stwierdzenie 9.4. Jesli h :]0,1]— R jest funkcjg monotoniczng rézng od stalej, fol h(u)?du <
oo i U ~U(0,1), to
Cov(h(U),h(1 -U)) < 0.

Dowdd. Bez straty ogélnosci zaldézmy, ze h jest niemalejaca. Niech p = Eh(U) = fol h(u)du i
t =sup{u : h(l —u) > p}. Latwo zauwazy¢, ze 0 < t < 1. Zauwazmy, ze

Cov(h(U),h(1 = U)) = ER(U)[h(1 = U) — 4
1
= [ h@ih(1 =) — pldu
_ /t h(w)[h(1 = u) — pldu + /1 h(w)[h(1 = u) — pldu
0 t
t 1
< /0 () [h(1 = u) — pldu +/t () [h(1 = u) — pldu

1
:h(t)/ (1 = u) — p)du = 0,
0
poniewaz dla 0 < <t mamy h(l —u) —p>0idlat <wu <1 mamy h(l —u)—p>0. O

Przypomnijmy, ze dla dowolnej dystrybuanty G okreslamy uogdlniong funkcje odwrotna G~
nastepujacym wzorem:
G~ (u) = inf{z: G(x) > u}.
Natychmiast wnioskujemy ze Stwierdzenia 9.4, ze Cov(G~(U),G~(1 —U)) < 0. W ten sposéb
mozemy produkowaé ujemnie skorelowane pary zmiennych o zadanej dystrybuancie. Okazuje
sie, ze sg to najbardziej ujemnie skorelowane pary. Jesli X ~ G i X' ~ G, to

Cov(X, X") > Cov(G™(U),G™(1 - U)).

Powyzszy fakt ma oczywiste znaczenie z punktu widzenia metod Monte Carlo. Udowodnimy
ogolniejsze twierdzenie.

Twierdzenie 9.1. Jefeli X ~ F, Y ~ G oraz EX? < 00, EY? < 0 to

Cov(F~(U),G~(1 - U)) < Cov(X,Y) < Cov(F~(U),G~(U)).

Twierdzenie 9.2 wynika z trzech ponizszych faktéw. Kazdy z nich jest sam w sobie interesu-
jacy. Zaczniemy od stawnego wyniku Frecheta.

Twierdzenie 9.2 (Ograniczenia Frecheta). Jezeli P(X < x) = F(z), P(Y < z) =
G(y) oraz P(X < z,Y < y) = H(xz,y) oznaczajg, odpowiednio, dystrybuanty brzegowe
oraz tgczng dystrybuante dwdch zmiennych losowych to

max (0, F(z) + G(y) — 1) < H(z,y) < min(F(z),G(y)).

Istniejg rozktady tgczne o brzegowych F i G, dla ktorych jest osiggane ograniczenie
dolne i ograniczenie gorne.
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Dowdd. Ograniczenie gérne wynika z oczywistych nieréwnoéci

P(X < 2,Y <y) <P(X < z) = F(z),
P(X <z,Y <y) <PY <y)=G(y).

VA

Ograniczenie dolne jest réwnie proste:

P(X <a,Y <y) =P
> P(

r)—P(X <z,Y >y)

X
X<z)=PY >y)=F(z) - [1-Gy)]

//\//\

O]

Pozostalta do pokazania osiggalnosé. Nastepujacy lemat jest jednym z pieckniejszych przykta-
dow ,symulacyjnego punktu widzenia” w rachunku prawdopodobienstwa.

Lemat 9.1. Jesli U ~ U(0,1) to

P(F~(U) < z,G~(U)

y) = min(F(z), G(y));
P(F~(U)<z,G (1-U)<y

<
< y) = max(0, F(z) + G(y) — 1).
Dowdd. Pierwsza réwnosé jest oczywista:
P(F-(U)<z,G (U)<y)=PU < F(z),U <G(y))
= min(F(z),G(y)).

Druga rownosé tez jest oczywista:

P(F(U)<z,G (1-U)<y)=PU<F(x),1-U <G(y))
=P(1-G(y) <U < F(x))
= max(0, F(z) — [1 — G(y)]).

O

Glebokie twierdzenie Frecheta sktada sie wiec z kilku do$¢ oczywistych spostrzezen. Zeby
udowodni¢ Twierdzenie 9.1 potrzeba jeszcze jednego ciekawego lematu.

Lemat 9.2. Niech F(z), G(y) i H(x,y) oznaczajg, odpowiednio, dystrybuanty brzegowe oraz
laczng dystrybuante zmiennych losowych X i Y. Jesli EX? < 0o, EY? < 00 to

Cov(X,Y) = / / [H(z,y) — F(2)F(y)|dzdy.

Dowdd. Niech (X1,Y7) 1 (X2,Y2) beda niezaleznymi parami o jednakowym rozkladzie takim jak
para (X,Y). Wtedy

QCOV(X Y) XQ)(}/l YQ)
= E// <) = I(Xe < 2)][I(Y: <y) — 1Yz < y)ldady
— [ Bl < 2) - 106 < D)1V < y) ~ 1Y < )ldady

= //[P(Xl <z,Y1<y) +P(X2<2,Y2<y
—P(Xy <z,Y2 <y) — P(X2 <z,Y1 <y)ldzdy

. / / 2P(X < z,Y < y) — 2P(X < 2)P(Y < y)]dzdy.



10. Markowowskie Monte Carlo I. Wprowadzenie

10.1. Co to jest MCMC ?

W pewnych sytuacjach okazuje sie, ze wygenerowanie zmiennej losowej X z interesujacego
nas rozkladu prawdopodobienstwa 7 jest praktycznie niemozliwe. Wyobrazmy sobie, ze 7 jest
bardzo skomplikowanym rozkladem na ,,ogromnej”, wielowymiarowej przestrzeni X. Zazwycza]j
ten rozklad jest dany poprzez podanie funkcji proporcjonalnej do gestosci, p' o p, ale bez
znajomosci stalej normujacej 1/ [p'. Przy tym ,ogromna’ przestrzei X moze by¢ zbiorem
skoniczonym (ale bardzo licznym) za$ rozklad m moze by¢. .. jednostajny, o gestosci p oc 1. Jesli
jednak nosnik rozkltadu U(X) jest bardzo ,skomplikowanym” zbiorem, to metody typu elimi-
nacji/akceptacji moga zawies¢. Wlasnie z takim przypadkiem spotkali$my si¢ juz we wstepnym
Rozdziale 1, w Przyktadzie 1.5. Naszkicowany tam algorytm jest przedstawicielem metod, ktory-
mi obecnie zajmiemy si¢ dokladniej, czyli algorytméw MCMC. Ten skrét oznacza Markov Chain
Monte Carlo, czyli po polsku algorytmy MC wykorzystujace tancuchy Markowa. Podstawowa
idea jest taka: jesli nie umiemy generowaé¢ zmiennej losowej X o rozkladzie m to zadowolimy
sie generowaniem ciggu zmiennych losowych Xg, X1,..., X, ..., ktéry w pewnym sensie zbliza
sie, zmierza do rozktadu 7. Podobnie jak w cytowanym przyktadzie ,plecakowym” cigg X, ma
charakter ,losowego btadzenia” po przestrzeni X.

To wszystko co dotychczas powiedzieliémy jest bardzo niekonkretne i wymaga uscislenia. W
moich wyktadach Sciste przedstawienie tych zagadnien bedzie mozliwe tylko w ograniczonym za-
kresie. W obecnym rozdziale skupie sie na gtéwnych ideach MCMC. Nastepnie, w Rozdziatach
11 i 12 przedstawie podstawowe algorytmy i kilka motywujacych przyktadéw, pokaze wyniki
symulacji, ale niemal nic nie udowodnie. Sprobuje to cze$ciowo naprawi¢ w Rozdziatach 14 i
15, ktore w catosci beda poswiecone tancuchom Markowa i algorytmom MCMC na skoficzonej
przestrzeni X. W tej uproszczonej sytuacji podam dowody (a przynajmniej szkice dowodow)
podstawowych twierdzen. Zastosowania MCMC w przypadku ,ciaglej” przestrzeni X' (powiedz-
my, X C R?) sa przynajmniej réwnie wazne i w gruncie rzeczy bardzo podobne. Zobaczymy to na
paru przyktadach. Algorytmy MCMC pracujace na przestrzeni ciaglej sa w zasadzie takie same
jak te w przypadku przestrzeni skonczonej, ale ich analiza robi sie trudniejsza, wymaga wiecej
abstrakcyjnej matematyki — i w rezultacie wykracza poza zakres mojego skryptu. Ogranicze sie
w tej materii do kilku skromnych uwag. Bardziej systematyczne, a przy tym dosé przystepne
przedstawienie ogélnej teorii mozna znalezé w [20] lub [17].

10.2. Lancuchy Markowa

Klasyczne metody MCMC, jak sama nazwa wskazuje, opieraja si¢ na generowaniu tancucha
Markowa. Co prawda, rozwijaja sie obecnie bardziej wyrafinowane metody MCMC (zwane ad-
aptacyjnymi), ktére wykorzystuja procesy niejednorodne a nawet nie-markowowskie. Na razie
ograniczymy sie do rozpatrzenia sytuacji, gdy generowany ciag zmiennych losowych X,, jest
jednorodnym taricuchem Markowa na przestrzeni X'. Jedli X jest zbiorem skoniczonym, mozemy

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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postugiwaé sie Definicjg 7.1, w ogdlnym przypadku — Definicjg 7.2. Przypomnijmy oznaczenie
prawdopodobienstw przej$cia tancucha: dla x € X oraz B C X,

P(X,+1 € B| X, =) = P(x, B).
W przypadku przestrzeni skonczonej wygodniej postugiwaé sie macierzq przejscia o elementach
P(X,11 =y| X, =) = P(z,y).

Metoda generowania tancuchéw Markowa jest do$é oczywista i sprowadza sie do wzoréw (7.2)
w przypadku skonczonym i (7.5) w przypadku ogélnym.

10.2.1. Rozklad stacjonarny

Niech 7 oznacza docelowy rozklad prawdopodobienstwa. Chcemy tak generowaé lancuch
X, czyli tak wybraé¢ prawdopodobienstwa przejscia P, aby uzyskaé zbiezno$é¢ do rozktadu .
Sprébujemy uscislié co to znaczy, w jakim sensie rozumiemy zbieznosc.

Definicja 10.1. Méwimy, ze 7 jest rozkladem stacjonarnym (lub rozkladem réwnowagi)
tancucha Markowa o prawdopodobienstwach przejscia P, jesli dla kazdego (mierzalnego) zbioru
B C X mamy

7(B) = /X (dz)P(z, B).

W przypadku skoniczonej przestrzeni X rownowazne sformutowanie jest takie: dla kazdego
stanu y,

w(y) = Y w(x)P(x,y).

zeX

Jedli rozklad poczatkowy jest rozkladem stacjonarnym, P(Xy € -) = 7(+), to mamy P(X,, € -) =
7(-) dla kazdego n. Co wiecej, w takiej sytuacji taczny rozktad zmiennych X,,, X, 11, ... jest taki
sam, jak rozktad zmiennych Xy, X1, . ... Mowimy, ze tancuch jest w polozeniu réwnowagi lub, ze
jest procesem stacjonarnym. To uzasadnia nazwe rozktadu stacjonarnego. Oczywiscie, tancuchy
generowane przez algorytmy MCMC nie sa w stanie réwnowagi, bo z zalozenia nie umiemy
wygenerowaé¢ Xy ~ w. Generujemy X, z pewnego innego rozkladu £, nazywanego rozkladem
poczatkowym. Gdy zajdzie potrzeba, zeby uwidoczni¢ zaleznosé od rozkladu poczatkowego,
bedziemy uzywali oznaczeit Pg(---) i E¢(- - - ). Przewaznie start jest po prostu deterministyczny,
czyli € jest rozkladem skupionym w pewnym punkcie z € X. Piszemy wtedy P, (--+) i Ey(-- ).

Jedli 7 jest rozktadem stacjonarnym, to przy pewnych dodatkowych zatozeniach uzyskuje si¢
tak zwane Slabe Twierdzenie Ergodyczne (STE). Jego teza jest zbiezno$é rozkladéw prawdopo-
dobienstwa zmiennych losowych X,, do m w nastepujacym sensie: dla dowolnego (mierzalnego)
zbioru B C X i dowolnego rozktadu poczatkowego £ mamy

Pe(X,, € B) — 7(B) (n — o0). (10.1)
Dla skoniczonej przestrzeni X rownowazne jest stwierdzenie, ze dla kazdego y € X,
Pe(Xn =y) = m(y)  (n—o0).

Pewna wersje STE dla skonczonej przestrzeni X udowodnimy w nastepnym rozdziale (Twier-
dzenie 14.5). Na razie poprzestanmy na nastepujacym prostym spostrzezeniu.
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Uwaga 10.1. Jezeli zachodzi teza STE dla pewnego rozkladu granicznego 7o, czyli P"(x, B) —
Too(B) dla dowolnych x € X, B C X, to 7 jest rozkladem stacjonarnym. W istocie, wystarczy
przejsé do granicy w réwnosci

P"Hl(w,B) = fP"(a:,df)P(z,B)
Too(B) [ moo(dz)P(2, B).

Co wiecej, T jest jedynym rozkladem stacjonarnym.

Uwaga 10.2. W teorii tanicuchéw Markowa rozwaza si¢ rézne pojecia zbieznoéci rozktadow.
Zauwazmy, ze w powyzej przytoczonej tezie STE oraz w Uwadze 10.1 mamy do czynienia z
silniejszym rodzajem zbieznosci, niz poznana na rachunku prawdopodobienstwa zbieznos¢ staba
(wedlug rozkladu), oznaczana —.

10.2.2. Twierdzenia graniczne dla lancuchéw Markowa

Naszkicujemy podstawowe twierdzenia graniczne dla tancuchéw Markowa. Dokladniejsze
sformutowania i dowody pojawig sie w nastepnym rozdziale i beda ograniczone do przypadku
skoniczonej przestrzeni X. Bardziej dociekliwych Czytelnikéw musze odestaé do przegladowych
prac [20, 13].

Sformulujemy najpierw odpowiednik Mocnego Prawa Wielkich Liczb (PWL) dla lancuchéw
Markowa. Rozwazmy funkcje f : X — R. Wartosé oczekiwana funkcji f wzgledem rozktadu =
jest okreslona jako caltka

E.f = /X f(@)n(dz).

Jezeli rozklad m ma gestosé p wzgledem miary Lebesgue’a to jest to ,zwyczajna catka”,

Edf = [ Sapla)de.
W przypadku dyskretnej przestrzeni X jest to suma

E.f =) flx)n(z).

TEX

Jedli zalozmy 7 jest rozkladem stacjonarnym tancucha Markowa X,,, to mozemy oczekiwaé, ze
zachodzi zbiezno$¢ $rednich do granicznej wartosci oczekiwanej,

1 n—1

SN S —Eef (n— o) (102)
i=0
z prawdopodobienstwem 1. W istocie, mozna udowodnié¢ (10.2) przy pewnych dodatkowych za-
tozeniach. Méwimy wtedy, ze zachodzi PWL lub Mocne Twierdzenie Ergodyczne. Ze wzgledu na
zastosowania MCMC, wymagamy aby (10.2) zachodzilo dla dowolnego rozkladu poczgtkowego &
(a nie dla & = , czyli dla taficucha stacjonarnego). Jedna z wersji PWL dla tancuch6w Markowa
przedstawimy, wraz z pigknym i prostym dowodem, w Rozdziale 14 rozdziale (Twierdzenie 14.3).
Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG) dla lancuchéw Markowa ma teze nastepujacej po-
staci. Dla dowolnego rozktadu poczatkowego £ zachodzi zbieznosé wedtug rozktadu:

n—1
\}ﬁ (Z[f(Xi) - Ewﬂ) — N(0,0%(f)) (n— o0). (10.3)
=0
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Liczba 02,(f), zwana asymptotyczng wariancja, nie zalezy od rozkladu poczatkowego &, zale-
zy za$ od macierzy przejécia P i funkcji f. Ponadto mozna udowodnié¢ nastepujacy fakt: dla
dowolnego rozktadu poczatkowego &,

n—1
%Varg (Z f(Xi)> — a2 (f). (10.4)
=0

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach, asymptotyczna wariancje mozna wyrazi¢ w terminach
,Stacjonarnych kowariancji” jak nastepuje. Mamy

02() = Vars f(X0) 423 Cova(f(X0), F(Xa). (10.5)

n=1

gdzie Var, i Cov, oznaczaja, oczywiscie, wariancje i kowariancje obliczona przy zalozeniu, ze
tancuch jest stacjonarny. Niech

o?(f) =Var, f(Xo);
o?(f)pn(f) =Covz [f(X0), f(Xn)],

Przyjmijmy jeszcze, ze pn(f) = p—n(f). To okreslenie jest naturalne bo lancuch stacjonarny
mozna ,przedtuzyé¢ wstecz”. Wzér (10.5) mozna przepisaé tak:

oo oo
o) = a*(f) (1 +2) pn(f)> =a’(f) D palf):
n=1 n=-—00
Pézniej pojawi sie kilka innych wzoréw na asymptotyczng wariancje.

W tym miejscu chce podkredlié réznice miedzy stacjonarng wariancja o?(f) = Vargf =
Var, f(X,) i asymptotyczng wariancja o2,(f). W wiekszoéci zastosowan kowariancje we wzorze
(10.5) sa dodatnie (zmienne losowe f(Xp) i f(Xx) sa dodatnio skorelowane). W rezultacie o2 (f)
jest duzo wieksza od o2(f). To jest cena, ktéra ptacimy za uzywanie taficucha Markowa zamiast
ciagu zmiennych niezaleznych, jak w Rozdziale 8.

Zauwazmy, ze algorytmy Monte Carlo przewaznie maja za zadanie obliczy¢ pewng wartosé
oczekiwang, a wiec wielko$¢ postaci 8 = E;f. Jesli potrafimy generowaé tancuch Markowa
zbiezny do m, to naturalnym estymatorem E . f jest

I
—

n

A~

Sl
Il
o

i
Mozemy tezy PWL oraz CTG zapisa¢ w skrécie tak:

én —p.n. 0 (n — OO),
Vi (B = 0) —a N(0,02(f)), (n— o0).

PWL gwarantuje zgodnosé estymatora, a wiec w pewnym sensie poprawnosé¢ metody. Jest to,
rzecz jasna, zaledwie wstep do dokladniejszej analizy algorytmu. Zauwazmy, ze CTG moze
stuzyé¢ do budowania asymptotycznych przedzialéw ufnosci dla estymowanej wielkosci 6: jesli
przyjmiemy poziom ufnosci 1 — « i dobierzemy odpowiedni kwantyl 2z rozkladu normalnego, to

20as(f)
NLD
Oczywiscie, ®(z) oznacza to dystrybuante rozktadu N(0,1) i ¢(z) = 1 — /2. Potrzebne jest
jeszcze oszacowanie asymptotycznej wariancji o2(f), co nie jest wcale tatwe. Co wiecej, CTG
nie daje zadnej informacji o tym, dla jakich n przyblizenie rozktadem normalnym jest rozsadne.

Jim P (]én -0 < ) =®(2) —P(—2)=1—qu
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Graniczne zachowanie wariancji estymatora 6, wyjasnia wzoér (10.4). Uzupelnijmy to (po-
mijajac chwilowo uzasadnienie) opisem granicznego zachowania obcigzZenia: przy n — oo,

Vare (6,) = %ags( f)+o (:L) ,

Eéén—ezo(l).

n

Oczywiscie, naturalng miarg jakosci estymatora jest blgd Sredniokwadratowy (BSK). Ponie-
waz BSK jest suma wariancji i kwadratu obciazenia to, przynajmniej w granicy dla n — oo,
wariancja ma dominujacy wplyw, zas obcigzenie staje sie zaniedbywalne:

A 2 1, 1
Be (0, - 0)" = Lo2 () +o (5 ) (10.6)

Powtézmy jednak zastrzezenie dotyczace wszystkich wynikéw zawartych w tym podrozdziale,
Wzér (10.6) tylko sugeruje pewne przyblizenie interesujacej nas wielkosci.

Stawne i wazne twierdzenia graniczne sformulowane w tym podrozdziale nie sa, niestety,
catkowicie zadowalajacym narzedziem analizy algorytméw Monte Carlo. Algorytmy wykorzy-
stujace tancuchy Markowa sa uzyteczne wtedy, gdy osiagaja wystarczajaca doktadnosé dla licz-
by krokéw n znikomo malej w poréwnaniu z rozmiarem przestrzeni standéw. W przeciwnym
przypadku mozna po prostu deterministycznie ,,przejrzeé wszystkie stany” i dokladnie obliczyé
interesujaca nas wielkos¢.

Niemniej, twierdzenia graniczne sg interesujace z jakosciowego punktu widzenia. Ponadto,
wazne dla nas oszacowania dotyczace zachowania tancucha w skornczonym czasie mozna poréw-
naé¢ z wielko$ciami granicznymi, aby oceni¢ ich jakosé.



11. Markowowskie Monte Carlo II. Podstawowe
algorytmy

11.1. Odwracalnosé

Najwazniejsze algorytmy MCMC sa oparte na idei odwracalnosci tancucha Markowa.

Definicja 11.1. Lancuch o jadrze P jest odwracalny wzgledem rozkladu prawdopodobienstwa
m, jesli dla dowolnych A, B C X mamy

/Aﬂ(dx)P(x,B):/Bﬂ(dy)P(y,A).

W skrécie,
m(dz)P(z, dy) = 7(dy) P(y, dz).

Odwracalnosé¢ implikuje, ze rozklad m jest stacjonarny. jest to dlatego wazne, ze sprawdzanie
odwracalnodci jest stosunkowo tatwe.

Twierdzenie 11.1. Jesli m(dz)P(z,dy) = n(dy)P(y,dx) to 7P = P.
Dowéd. mP(B) = [, m(dz)P(x,B) = [zn(dy)P(y, X) = [gm(dy) = w(B). O

11.2. Algorytm Metropolisa-Hastingsa

To jest pierwszy historycznie i weiaz najwazniejszy algorytm MCMC. Zaktadamy, ze umiemy
generowa¢ tancuch Markowa z pewnym jadrem ¢q. Pomyst Metropolisa polega na tym, zeby
zmodyfikowaé ten lancuch wprowadzajac specjalnie dobrang regute akceptacji w taki sposéb,
zeby wymusié zbieznos¢ do zadanego rozktadu w. W dalszym ciggu systematycznie utozsamiamy
rozktady prawdopodobiefistwa z ich gestosciami, aby nie mnozyé¢ oznaczen. Mamy zatem:

— Rozklad docelowy: 7(dz) = m(z)dz.
— Rozktad ,propozycji”: q(z,dy) = q(z,y)dy.
— Regula akceptacji:
a(z,y) = TWW )

r(@)az,y)

Algorytm Metropolisa-Hastingsa (MH) interpretujemy jako ,bladzenie losowe” zgodnie z
jadrem przejécia q, zmodyfikowane poprzez odrzucanie niektérych ruchdéw, przy czym reguta
akceptacji/odrzucania zalezy w specjalny sposéb od 7. Pojedynczy krok algorytmu jest naste-

pujacy.

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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Listing.

function KrokMH (x)
Gen y ~ qlx,-); | propozycia |
Gen U ~ U(0,1)
if U > a(z,y)} then
begin
y :=x; { ruch odrzucony z pr—stwem 1 — a(z,y) }
end
KrokMH =y

Graficznie to mozna przedstawi¢ w takiej postaci.

e Xy g =y X =a

Xp =zar[dlar[dl]q,y ~ q(v,-)ar [dr]
Lancuch Markowa powstaje zgodnie z nastepujacym schematem:

Listing.

Gen Xg ~ mp; { start }

forn:=1to
begin
X, := KrokMH(X,,—1) { krok }
end

Oczywista jest analogia z podstawowa metoda eliminacji. Zasadnicza réznica polega na tym, ze
w algorytmie MH nie ,odrzucamy” zmiennej losowej, tylko ,odrzucamy propozycje ruchu” — i
stoimy w miejscu.

Jadro przejscia M-H jest nastepujace:

P@.B) = [ dya(e.y)a(e.y)+ 1 e B) | dyaan)i - a(.y).

Dla przestrzeni skonczonej, jadro tancucha MH redukuje sie do macierzy prawdopodobien-
stwprzejscia. Wzor jest w tym przypadku bardzo prosty: dla x # vy,

P(z,y) = q(z, y)a(z,y).
Twierdzenie 11.2. Jgdro przejscia MH jest odwracalne wzgledem .

Dowdd. Ograniczmy sie do przestrzeni skoniczonej, zeby nie komplikowaé¢ oznaczen. W ogdlnym
przypadku dowdd jest w zasadzie taki sam, tylko napisy staja sie mniej czytelne. Niech (bez
straty ogdlnosci)

~—

a(z,y) = mw)aly, ¥) <1, a(y,z) = 1.

Wtedy
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Uwagi historyczne:

— Metropolis w 1953 zaproponowal algorytm, w ktérym zaktada si¢ symetrie rozktadu propo-
zycii, q(x,y) = q(y, x). Warto zauwazyé, ze wtedy tancuch odpowiadajacy ¢ (btadzenie bez
eliminacji ruchéw) ma rozklad stacjonarny jednostajny. Regula akceptacji przybiera postaé

(z,y) F(SU)/\L

— Hastings w 1970 uogolnit rozwazania na przypadek niesymetrycznego q.

Uwaga wazna:
— Algorytm MH wymaga znajomoéci gestosé m tylko z doktadnoscia do proporcjonalnoéci, bez
stalej normujacej.

11.3. Prébnik Gibbsa

Drugim podstawowym algorytmem MCMC jest prébnik Gibbsa (PG) (Gibbs Sampler, GS).
Zalozmy, ze przestrzen na ktérej zyje docelowy rozklad w ma strukture produktows: X =
Hle X;. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

— Jedli X o x = (2;) to z_; = ()4 wektor z pominigta i-ta wspéhrzedna.
— Rozklad docelowy (gestosé): m(dx) = m(z)dz.
— Pelne rozktady warunkowe (full conditionals):

m(wilr_i) =
Maty krok PG jest zmiana i-tej wspélrzednej (wylosowaniem nowej wartosci z rozktadu warun-
kowego):

= (1, .y Tiye .o, Xq)
!
Gen y; ~ 7(:|z—;)
!
Y = (21, Yiy- o, Tq)-

Prawdopodobienstwo przejscia matego kroku PG (w przypadku przestrzeni skonczonej) jest
takie:

Pi(z,y) = m(yilz—i)l(z—; = y-i).
Twierdzenie 11.3. Maly krok PG jest m-odwracalny.

Dowdd. Niech xz_; = y_;. Wtedy

(skorzystalismy z symetrii). O
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Oczywiscie, trzeba jeszcze zadbaé o to, zeby tancuch generowany przez PG byl nieprzywie-
dlny. Trzeba zmienia¢ wszystkie wspdirzedne, nie tylko jedna. Istnieja dwie zasadnicze odmiany
préobnika Gibbsa, réznigce sie spoobem wyboru wspélrzednych do zmiany.

— Losowy wybér wspélrzednych, ,,LosPG”.
— Systematyczny wyboér wspdétrzednych, , SystemPG”.
Losowy PG. Wybieramy wspélrzedna i-ta z prawdopodobienstwem c(i). .

Listing.

function LosPG(x)
Gen i ~ ¢(+);
Gen y; :=w(-|x—;); { zmieniamy i—ta wspdtrzedna }
y—; := x—;; { wszystkie inne wspétrzedne pozostawiamy bez zmian }

LosPG =y

Jadro przejscia w ,,duzym” kroku losowego PG jest takie:
P=> c(i)p,
i=1

LosPG jest odwracalny.
Systematyczny PG. Wspbélrzedne sa zmieniane w porzadku cyklicznym.

Listing.

function SystemPG(z)
begin
Gen y; ~ 7w(|za,...,zq);
Gen yo ~ w(:|y1, 23, .., Ta);

Gen Ya ~ ﬂ-("yl? .. ayd—l);
SystemPG ==y
end

Jadro przejscia w ,,duzym” kroku systematycznego PGjest nastepujace.
P=PPF P

Systematyczny PG nie jest odwracalny. Ale jest m-stacjonarny, bo nPi Py --- Py = .

Przy projektowaniu konkretnych realizacji PG pojawia sie szereg probleméw, waznych za-
réwno z praktycznego jak i teoretycznego punktu widzenia. Jak wybraé rozktad ¢(-) w losowym
PG? Jest raczej jasne, ze niektore wspotrzedne powinny byé zmieniane czesciej, a inne rza-
dziej. Jak dobraé kolejnosé¢ wspdtrzednych w systematycznym PG? Czy ta kolejno$¢ ma wpltyw
na tempo zbieznosci tancucha. Wreszczie, w wielu przyktadach mozna zmieniaé¢ cale ,bloki”
wspotrzednych na raz.

Systematyczny PG jest uwazany za bardziej efektywny i czeSciej stosowany w praktyce. Z
drugiej strony jest trudniejszy do analizy teoretycznej, niz losowy PG.
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Rysunek 11.1. Trajektoria probnika Gibbsa w przestrzeni dwuwymiarowej.
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Chmurka punktow wygenerowanych przez prébnik Gibbsa.



12. Markowowskie Monte Carlo III. Przyklady
zastosowan

12.1. Statystyka bayesowska

Algorytmy MCMC zrewolucjonizowaly statystyke bayesowska. Stworzyly mozliwosé oblicza-
nia (w przyblizeniu) rozkladéw a posteriori w sytuacji, gdy dokladne, analityczne wyrazenia
sa niedostepne. W ten sposob statystycy uwolnili sie od koniecznos$éi uzywania nadmiernie
uproszczonych modeli. Zaczeli $miato budowaé modele coraz bardziej realistyczne, zwykle o
strukturze hierarchicznej. Przedstawie to na jednym dosé¢ typowym przyktadzie, opartym na
pracy [21]. Inne przyklady i doskonaly wstep do tematyki zastosowan MCMC mozna znalezé w
pracy Geyera [7].

12.1.1. Hierarchiczny model klasyfikacji

Przyktad 12.1 (Statystyka malych obszaréw). Zacznijmy od opisania problemu tak zwanych
,malych obszaréw”, ktory jest do$¢ wazny w dziedzinie badan reprezentacyjnych, czyli w tak
zwanej ,statystyce oficjalnej”. Wyobrazmy sobie, ze w celu zbadania kondycji przedsiebiorstw
losuje sie probke, ktora liczy (powiedzmy) 3500 przedsiebiorstw z calego kraju. Na podstawie
tej losowej probki mozna do$é wiarygodnie szacowaé (estymowad) pewne parametry opisuja-
ce populacje przedsigbiorstw w kraju. Czy jednak mozna z rozsadna dokldnoscia oszacowaé
sprzedaz w powiecie garwolinskim? W Polsce mamy ponad 350 powiatow. Na jeden powiat
przypada érednio 10 przedsigbiorstw wybranych do prébki. Male obszary to pod-populacje w
ktorych rozmiar prébki nie jest wystarczajacy, aby zastosowaé ,zwykle” estymatory (Srednie z
prébki). Podejécie bayesowskie pozwala ,pozyczaé informacje” z innych obszaréw. Zaklada sie,
ze 7z kazdym malym obszarem zwiazany jest nieznany parametr, ktory staramy sie estymowac.
Obserwacje pochodzace z okreslonego obszaru maja rozktad prawdopodobienstwa zalezny od
odpowiadajacego temu obszarowi parameru. Parametry, zgodnie z filozofia bayesowska, trak-
tuje sie jak zmienne losowe. W najprostszej wersji taki model jest zbudowany w nastepujacy
sposéb.

Model bayesowski

— ij ~ N(6;,0?) — badana cecha dla j-tej wylosowanej jednostki i-tego obszaru, (j = 1,...,n;),
(1=1,...,k),

— 6; ~ N(u,v?) — interesujaca nas $rednia w i-tym obszarze,

— u — Srednia w calej populacji.

Ciekawe, ze ten sam model pojawia si¢ w réznych innych zastosowanianich, na przyklad w

matematyce ubezpieczeniowej. Przytoczymy klasyczny rezultat dotyczacy tego modelu, aby
wyjasni¢ na czym polega wspomniane ,,pozyczanie informacji”.

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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Estymator bayesowski

W modelu przedstawionym powyzej, fatwo obliczy¢ estymator bayesowski (przy kwadratowej
funkcji straty), czyli wartosé oczekiwana a posteriori. Nastepujacy wzér jest bardzo dobrze znany
specjalistom od malych obszaréw i aktuariuszom.

0; = B(0ily) = z@i + (1 — ) vt
- . T — 2)u, = .
i ilY iYi i) b i ’I’LiUZ T o2

Estymator bayesowski dla i-tego obszaru jest srednia wazona g (estymatora opartego na danych
z tego obszaru) i wielko$ci p, ktéra opisuje cala populacje, a nie tylko i-ty obszar. Niestety, proste
estymator napisany powyzej zalezy od parametrow u, o i v, ktére w praktyce sa nieznane i ktére
trzeba estymowaé. Konsekwentnie bayesowskie podejscie polega na traktowaniu réwniez tych
parametréw jako zmiennych losowych, czyli natozeniu na nie rozkladéw a priori. Powstaje w
ten sposob model hierarchiczny.

Hierarchiczny model bayesowski

Uzupehijmy rozpatrywany powyzej model, dobudowujac ,,wyzsze pietra” hierarchii. potrak-
tujemy mianowicie parametry rozkltadéw a priori: p, o i v jako zmienne losowe i wyspecyfiku-
jemy ich rozklady a priori.

— yij ~ N(0;,0?),

— O~ N(M7U2)a

— B N<m7 72)7

— 072 ~ Gamma(p, \),
— v~ 2 ~ Gammal(q, k).

Zakladamy przy tym, ze u, o 1 v sa a priori niezalezne (niestety, sa one zalezne a posteriori).
Na szczycie hierarchii mamy ,hiperparametry” m, 7, p, A, ¢, K, o ktérych musimy zaltozy¢, ze
sg znanymi liczbami.

Laczny rozkltad prawdopodobienstwa wszystkich zmiennych losowych w modelu ma postaé

2

p(y,0, 1,02, v72) = p(ylo, o~ *)p(Blp, v )p()p(o™)p(v?).

We wzorze powyzej i w dalej traktujemy (troche nieformalnie) o=2 i v™2 jako pojedyncze sym-

bole nowych zmiennych, zeby nie mnozy¢ oznaczen. Rozklad prawdopodobienistwa a posterior:
jest wiec taki:

2

p(y, 0, 1,072, 072)

_9 .
vl = p(y)

p(0,p,0”

To jest rozktad ,docelowy” m, na przestrzeni X = R¥3, ze nieznana stata normujaca 1/p(y).
Cho¢ wyglada na papierze do$¢ prosto, ale obliczenie rozkltadéw brzegowych, wartosci oczeki-

wanych i innych charakterystyk jest, tagodnie méwiac, trudne.
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12.1.2. Prébnik Gibbsa w modelu hierarchicznym

Rozklady warunkowe poszczegdlnych wspotrzednych sa proste i tatwe do generowania. Moz-
na te rozktady ,odczyta¢” uwaznie patrzac na rozktad taczny:

_2 k n;
p(ea M7U727 UﬁQ‘y) X ( )n/2 eXp {_ Z Z y’LJ i }

=1 j=1

U_2 k
(v exp {—2 > (6~ M)Q}

i=1

oo

(o72)1 1exp{ ko 2}
(v 2P Lexp{—v 2}

Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie rozkladem warunkowym zmiennej v~2. Kolorem niebieskim
oznaczyliémy te czynniki lacznej gestosci, ktére zawieraja v—2. Pozostale, czarne czynniki trak-
tujemy jako stale. Stad widaé, jak wyglada rozklad warunkowy v =2, przynajmniej z doktadno-
$cig do proporcjonalnodci:

p(v 2|y, 0, 1, 072) o (v )R/ FP]

1 k
- exp {— (2 Z(Gl — )+ )\> U_2}.
i=1

Jest to zatem rozklad Gamma(k/2 +p, % 1 (8; — 11)?/2 + \). Zupekie podobnie rozpoznajemy
inne (pelne) rozklady warunkowe:

l\')\w

TR0 ).
+q,% ZZ?JW 0;)? )

11]1

2 2 2,2
ply, 0,072 02 ~N< L o+ ——m,——— ],

MM—A

v 2y, 0, u,072  ~ Gamma (

|3

oy, 0,072 ~ Gamma (

kT2 + 02 kT2 + 027 k12 + 02

TL’U2 0'2 U20'2

0:ly.0_; -2 5,72 OUN i
ily, 0oty 0% v (m}2+02yz+an—i-az'u’nUz—i-a?)’

gdzie, rzecz jasna, n = Y.n;, 0 = 3, 0;/k i 0_; = (Og)rzi. Zwréémy uwage, ze wspolrzedne
wektora 6 sa warunkowo niezalezne (pelny rozklad warunkowy 6; nie zalezy od 6_;). Dzieki
temy mozemy w prébniku Gibbsa potraktowaé € jako calty ,blok” wspoélrzadnych i zmieniaé
Hha raz’.

Prébnik Gibbsa ma w tym modelu przestrzen stanéw X sktadajaca sie z punktéw x =
(0, 1, 072,072) € R¥3. Reguta przejicia prébnika w wersji systematycznej (duzy krok ,Sys-

temPG”),
(9,,&,0‘_2,1}_2> — (0,/1, 0‘_2,1}_2),

Xt Xi11

jest ztozona z nastepujacych ,matych krokéw”:
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— Wrylosuj v=2 ~ p(v=2ly, 0, u,0 2 ) = Gammaf(...),
— Wylosuj 072 ~ p(a =2y, 0, u, v™%) = Gamma(...),
— Wylosuj . ~p(p |y,0, o 207%) = N(..),
— Wylosuj 0 ~p(0 |y, po 2v72) = N(..).
Lancuch Markowa jest zbiezny do rozkladu a posteriori:

X — 7I-() = p(ev Hy 0_2’ U_2|y)'

Najbardziej interesujace sa w tym hierarchicznym modelu zmienne 6; (pozostale zmienne
mozna uznaé za ,parametry zklécajace). Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie zmienna 61 (po-
wiedzmy, wartoscia Srednia w pierwszym malym obszarze). Estymator bayesowski jest to
wartos¢ oczekiwana a posteriori tej zmiennej:

E(6:]y) = / -/91p(9,u, o2, v 2|y)dlsy - - - dfpdpdo—2dv 2.
Aproksymacja MCMC interesujacej nas wielkosSci sa Srednie wzdtuz trajektorii tancucha:
01(X0),01(X1),...,01(Xy),...
gdzie 0 (x) = 61 dla x = (01,...,0k, p,0 2, 0v72).

w —
N —
=
= < —
o —
I I I I [ I
0 200 400 600 800 1000
step
CD pa—
aJ —
2
— # -
o —
| [ I | I |
0 200 400 600 800 1000
step

Rysunek 12.1. Trajektorie zmiennej v~2 dla dwéch punktéw startowych.

Na Rysunku 12.1 pokazane sa dwie przykladowe trajektorie wspétrzednej v=2 dla PG po-
ruszajacego sie po przestrzeni k + 3 = 1003 wymiarowej (model uwzgledniajacy 1000 matych
obszaréw). Dwie trajektorie odpowiadaja dwum réznym punktom startowym. Dla innych zmien-
nych rysunki wygladaja bardzo podobnie. Uderzajace jest to, jak szybko trajektoria zdaje sie
sosiagac” rozklad stacjonarny, przynajmniej wizualnie. Na Rysunku 12.2 pokazane sg kolejne

skumulowane” $rednie dla tych samych dwéch trajektorii zmiennej v—2.
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Rysuneck 12.2. Skumulowane érednie zmiennej v~2 dla dwéch punktéw startowych.

12.2. Estymatory najwiekszej wiarogodnosci

Metody MCMC w polaczeniu z idea losowania istotnego (Rozdzial 8) znajduja zastosowanie
réwniez w statystyce ,czestosciowej”, czyli nie-bayesowskiej. Pokaze przyktad, w ktérym oblicza
sie meodami Monte carlo estymator najwiekszej wiarogodno$ci.

12.2.1. Model auto-logistyczny

Niech z = (z1,...,x4) bedzie wektorem (konfiguracja) binarnych zmiennych losowych na
przestrzeni X = {0, 1}¢. Rozwazmy nastepujacy rozktad Gibbsa:

) d
po(z) = 700 eXP{ > 9@'3'901‘901'} :

,j=1

Role parametru gra macierz (6;;). Zakltad sie, ze jest to maciezrz symetryczna . Stata normujaca
Z(0) =Y ,cx €Xp {szzl Hijxixj} jest typowo (dla duzych d) niemoZliwa do obliczenia. Stanowi
to, jak dalej zobaczymy, powazny problem dla statystykow.

Przyklad 12.2 (Statystyka przestrzenna). W zastosowaniach ,przestrzennych” indeks i €
{1,...,d} interpretuje sie jako ,miejsce”. Zbiér miejsc wyposazony jest w strukture grafu.
Krawedzie tacza miejsca ,sasiadujace”. Piszemy ¢ ~ j. Tego typu modele moga opisywaé na
przyktad rozprzestrzenianie sie choréb lub wystepowanie pewnych gatunkéw. Wartosc z; = 1
oznacza obecno$é¢ gatunku lub wystepowanie choroby w miejscu ¢. Najprostszy model zakta-
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da, ze kazda zmienna x; zalezy tylko od swoich ,sasiadéw” i to w podobny sposéb w calym
rozpatrywanym obszarze. W takim modelu mamy tylko dwa parametry 6 = (g, 0;):

0 igtji#J;
Oij =01 i~ j;

Oy i=13j.
Parametr thg opisuje ,sktonno$é¢” pojedynczej zmiennej do przyjmowania wartosci 1, zas para-
metr 0 odpowiada za zalezno$é od zmiennych sasiadujacych (zakaznos$¢ choroby, powiedzmy).
W typowej dla statystyki przestrzennej sytuacji, rozpatruje si¢ nawet dziesiatki tysiecy ,,miejsc”.
Stala Z(6) jest wtedy suma niewyobrazalnie wielu (doktadnie 2¢) sktadnikéw.
Prébnik Gibbsa w modelu auto-logistycznym

»Pelne” rozklady warunkowe (full conditionals) sa w modelu auto-logistycznym bardzo pro-

ste:
d
exp | i + 2 Oij;
=1

i

po(xi=1]2_;) = )
d
1+ exp (9“ + Z gij-rj)
j=1

J#i

gdzie x_; = (xj,j # 1). Zatem:

— Symulowanie x ~ py jest latwe za pomoca prébnika Gibbsa (PG):
z1 ~ py(z1]2_1),
xo ~ po(z2|T_2), ...

Aproksymacja wiarogodnosci

Estymator najwiekszej wiarogodno$ci obliczany metoda Monte Carlo zostal zaproponowany
w pracy Geyer and Thopmpson (1992, JRSS). Rozwazmy bardziej ogélna wyktadnicza rodzine
rozkladéw prawdopodobienstwas:

(@) = 5 0 [0 T(@)]

gdzie T'(x) jest wektorem statystyk dostatecznych. Rozklady autologistyczne tworza rodzine
wykladnicza. Wystarczy 0 ustawi¢ w wektor, statystykami T'(x) sa x; i x;x;. Logarytm wiaro-
godnosci L(0) = log pg(x) jest dany pozornie prostym wzorem:

L(#) =0"T(z) —log Z(h).

Klopot jest ze stala normujaca Z(6), ktéra w bardziej skomplikowanych modelach jest trudna
lub wrecz niemozliwa do obliczenia. Wspomnielismy, ze tak wilasnie jest dla typowych modeli
autologistycznych. Istnieje jednak prosty sposéb aproksymacji statej Z(6) metoda MC. Istotnie,
wybierzmy (w zasadzie dowolny) punkt 6, i zauwazmy, ze

Z(0) =3 exp [eTT(g;)} =3 exp [(9 - 9*)TT(x)] exp [aj T(x)] .
Pozwala to wyrazi¢ wielkos$é Z(0)/Z(0.) jako warto$é oczekiwana wzgledem rozkladu py, :
20)/2(0.) =Y exp [(0 — 0.) T()| po. ()

= By, exp (0 - 0.) " T(x)].
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Powyzsze rozwazania nie sa niczym nowym: to jest po prostu przedstawiony w Rozdziale 8
schemat losowania istotnego, w specjalnym przypadku rodziny wykladniczej. Jesli celem jest
maksymalizacja wiarogodnosci Z(#), to nieznana stala Z(6,) zupelnie nie przeszkadza (bo in-
teresujaca nas funkcje wiarygodnosci wystarczy znaé¢ z dokladnoscia do stalej).

Jesli umiemy generowaé zmienne losowe o rozktadzie py, , to sposéb przyblizonego obliczania
Z (0) jest w zasadzie oczywisty. Generujemy probke MC: z. (k) ~ pg,, k = 1,...,n, gdzie 0, jest
w zasadzie dowolne, zas n, jest mozliwie najwieksze. Obliczamy

2(0))2(0.) = ni S exp [(6— 0.) T (k)]
* k=1

Aproksymacja logarytmu wiarogodnosci polega na wstawieniu Z(0) w miejsce Z(6) we wzorze

na L(0) = logpg(x):

Lyic(0) = 07T (x) — log i exp[(6 — 6.) T T(x4(k))] +const.
k=1

przyblizenie MC Z(0)

Pozostaje wiele szczegdtéw do dopracowania. Umiemy obliczaé wiarogodnosé jako funkcje 6, ale
trzeba jeszcze znalezé maksimum tej funkeji. Dobor 6, nie wplywa na poprawnos¢ rozumowania
ale moze mie¢ zasadniczy wplyw na efektywnosé algorytmu. Nie bedziemy sie w to zaglebiac.
Wspomnimy tylko, jak omawiana metoda jest zwigzana z markowowskimi metodami Monte
Carlo, MCMC. Wr6émy do rozkladu auto-logistycznego. Jak losowaé prébke z tego rozktadu?
Tu przychodzi z pomoca prébnik Gibbsa. W rzeczy samej, mamy do czynienia z kolejna aprok-
symacja: PG jest tylko przyblizonym algorytmem generowania z rozktadu pyg,_, ktére to losowanie
pozwala oblicza¢ wiarogodnos¢ w przyblizeniu. Momo wszystko, metody MCMC oferuja pewne
wyjécie lepsze niz bezradne rozlozenie rak.
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13.1. Definicje

Niech (S, ) bedzie nieskierowanym grafem. Wyobrazmy sobie, ze elementy s € S reprezen-
tuja ,miejsca” w przestrzeni lub na plaszczyznie, za$ krawedzie grafu tacza miejsca ,sasiaduja-
ce” ze soba. Taka interpretacja jest zwiazana z zastosowaniami do statystyki ,przestrzennej” i
przetwarzania obrazéw. Model, ktéry przedstawimy ma réwniez zupelnie inne interpretacje, ale
pozostaniemy przy sugestywnej terminologii ,,przestrzennej”:

— § — zbidr miejsc,
— {s,t} € £ — miejsca s i t sasiaduja — bedziemy wtedy pisaé s ~ t,
— Ot ={s: s ~t} — zbiér sasiadéw miejsca t.
Niech A ={1,...,1} bedzie skonczonym zbiorem. Powiedzmy, ze elementy a € A sa ,kolorami”
ktére moga by¢ przypisane elementom zbioru §. Konfiguracja nazywamy dowolna funkcje x :
S — A. Bedziemy moéwié ze x5 = z(s) jest s-ta wspélrzedna konfiguracji x i stosowaé oznaczenia
podobne jak dla wektorow:

x=(zs) =(r5:5€S8).

W zadaniach przetwarzania obrazow, miejsca sg pikslami na ekranie i konfiguracje utozsamiamy
z ich pokolorowaniem, a wiec z cyfrowg reprezentacjg obrazu. Zbiér A gra role ,palety koloréw”.
Niekiedy zalozenie o skonczonosci zbioru A staje sie niewygodne. Dla czarno-szaro-bialych
obrazéw ,pomalowanych” réznymi odcieniami szarosci, wygodnie przyjaé, ze A = [0,1] lub
A = [0, 00[. Tego typu modyfikacje sa do$¢ oczywiste i nie bede sie nad tym zatrzymywal. Dla
ustalenia uwagi, wzory w tym podrozdziale dotycza przypadku skonczonego zbioru ,koloréw”.
Przestrzenia konfiguracji jest zbiér X = AS. Dla konfiguracji = i miejsca ¢, niech
— vy =(xs:5#t) = (vs:5 €S\ {t}) — konfiguracja z pominieta t-ta wspotrzedna,
— 1z = (x5 : s € Ot) — konfiguracja ograniczona do sasiadéw miejsca t.

Jedli H: X - Rif( > 0 to rozkltadem Gibbsa nazywamy rozktad prawdopodobienstwa
na przestrzeni konfiguracji dany wzorem

1
mg(x) = exp|—0H(z)].
3(x) = g XPl-BH(z)
Ze wzgledu na inspiracje pochodzace z fizyki statystycznej, funkcje H nazywamy energia, G jest
(z dokladnoscia do stalej) odwrotnoscia temperatury. Stala normujaca wyraza sie wzorem

Z(B) =Y exp[-BH ()].

reX

i jest typowo niemoZzliwa do obliczenia.

Oczywiscie, kazdy rozktad prawdopodobienstwa m na X’ dale sie zapisaé jako rozktad Gibbsa,
jesli potozyé H(x) = —logm(x), f = 1 1 umownie przyjaé, ze —log0 = oo (czyli konfiguracje
niemozliwe maja nieskoniczona energie). Nie o to jednak chodzi. Ciekawe sa rozklady Gibbsa, dla
ktorych fukcja energii ma specjalng postaé zwigzang z topologia grafu ,sasiedztw”. Ograniczymy

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.



90 183. Markowowskie Monte Carlo IV. Pola losowe

sie do waznej podklasy markowowskich p6l losowych (MPL), mianowicie do sytuacji gdy energia
jest suma ,oddzialywan” lub ,interakcji” miedzy parami miejsc sgsiadujacych i sktadnikow
zaleznych od pojedynczych miejsc. Dokladniej, zatozymy ze

H(z) = Z V(zs, xe) + Z Us(zs), (13.1)

s~t S

dla pewnych funkcji V' : AxA — RiUs: A — R. Funkcja V (x4, x¢) opisuje ,,potencjal interakcji
pomiedzy sit”, za$ Us(a) jest wielkoScia zwiazana z ,tendencja miejsca s do przybrania koloru
a. Zwr6émy uwage, ze potencjal V' jest jednorodny (V' (a,b) zalezy tylko od ,koloréw” a,b € A
ale nie od miejsc), za$ Ug(a) moze zaleze¢ zar6wno od a € A jak i od s € S. W modelach fizyki
statystycznej zazwyczaj Ug(a) = U(a) jest jednorodnym ,oddzialywaniem zewnetrznym” ale w
modelach rekonstrukcji obrazéw nie mozna tego zakltadac.

Przyktad 13.1 (Model Pottsa). Niech A bedzie zbiorem skoficzonym i

H(x) = JZJI(:US # Ty).

s~t

Ta funkcja opisuje ,tendencje sasiednich miejsc do przybierania tego samego koloru”. Jedli J > 0
to preferowane sg konfiguracje ztozone z duzych, jednobarwnych plam.

13.2. Generowanie markowowskich pdl losowych

Uzytecznos¢ MPL w réznorodnych zastosowaniach zwigzana jest z istnieniem efektywnych
algorytméw symulacyjnych. Wszystko opiera sie na probniku Gibbsa i nastepujacym prostym
fakcie.

Twierdzenie 13.1 (Pelne rozklady warunkowe dla MPL). Jezeli mg jest rozkladem
Gibbsa z energig dang wzorem (13.1), to

m3(@s|v—s) = mp(xs|Tas) = exp [—BH,(x)],

1
Z(B)
gdzie

Hs(l‘) = Z V($S7xt) + U(x8)7
teos
Zs(B) = Ypen €xXp[Hs(Tgmss). Symbol zq.s oznacza konfiguracje powstaly z x przez
wpisanie koloru a w miejscu s.
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Dowdd. Skorzystamy z elementarnej definicji prawdopodobienstwa warunkowego (ponizej pisze-
my 7g(-) = m(-), bo parametr 3 jest ustalony):

@) nl)
m(x_s) %:W(xaws)

_ exp—fH(z)
B Za €Xp _ﬂH(xaws)

exp _/6 < Z V(x& xt) + Z V(th,a,’w) + Us(xs) + Z Ut(%ﬁ))
tit~s tw, t#£s,W#S t#s

m(xs|lx_s) =

Za:exp - ( > Via,z) + > V(ze, v0) + Us(a) + 3 Ut(fUt)>

tit~s tw t#£s,w#s t#s

exp —3 ( > V(xs, ) + US(QJS)>

_ t:it~s
Sexp—pf (“Z V(a,z) + Us(a))
a ir~s
_ €xXp _ﬁHS ('T)
Zs(P)
Poniewaz otrzymany wynik zalezy tylko od x4 1 xys, wiec m(zs|x_s) = m(zs|xss). Ten wniosek
jest pewng forma wlasnosci Markowa. O
Zauwazmy, ze obliczenie Hy(x) jest tatwe, bo suma Y, 5, - - - zawiera tylko tyle sktadnikow,
ile jest sasiadéw miejsca s. Obliczenie Z,(3) tez jest latwe, bo suma ), -+ zawiera tylko

[ = |A] skladnikéw. Ale nawet nie musimy obliczaé¢ stalej normujacej Z4(3) zeby generowaé z
rozkltadu

m(xs = alrys) x exp — 3 <Z V(a,xt) + Us(a)> . (13.2)

Na tym opiera sie implementacja probnika Gibbsa. Wersje PG z ,systemstycznym przegladem
miejsc” mozna zapisaé tak:

Listing.

for s € S do
begin
Gen a ~ m(zs = -|zas);
T = Tgems

end

Faktycznie juz ten algorytm spotkaliSmy w Podrozdziale 12.2, dla szczegdlnego przypadku mo-
delu auto-logistycznego.

13.3. Rekonstrukcja obrazéw

Bayesowski model rekonstrukcji obrazéw zostal zaproponowany w pracy Gemana i Gema-
na w 1987 roku. Potem zdobyl duza popularnoéé i odniést wiele sukceséw. Model taczy idee
zaczerpniete ze statystyki bayesowskiej i fizyki statystycznej. Cyfrowa reprezentacje obrazu utoz-
samiamy z konfiguracja koloréw na wierzcholkach grafu, czyli z elementem przestrzeni X = A,
zdefiniowanej w Podrozdziale 13.1. Przyjmijmy, ze ,idealny obraz”, czyli to co chcieliby$my
zrekonstruowaé jest konfiguracja « € X. Niestety, obraz jest ,zaklécony” lub ,zaszumiony”.
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Mozemy tylko obserwowaé konfiguracje y reprezentujaca zakidécony obraz. Zbior koloréw w
obrazie y nie musi by¢ identyczny jak w obrazie . Powiedzmy, ze y € J = I'S. Wazne jest to,
ze znieksztalcenie modelujemy probabilistycznie przy pomocy rodziny rozkladéw warunkowych
f(ylz). Dodatkowo zakladamy, ze obraz = pojawia si¢ losowo, zgodnie z rozkladem prawdopo-
dobienistwa 7(x). Innymi slowy, ,idealny” obraz x oraz ,znieksztalcony” obraz y traktujemy
jako realizacje zmiennych losowych X : Q - X iY :Q — ),

m(x) =P(X =x),  [flylz) =P =y[X ==z).

W ten sposob buduje sie statystyczny model bayesowski, w ktorym

— Y jest obserwowang zmienng losowa,

— x jest nieznanym parametrem traktowanym jako zmienna losowa X.

Oczywidcie, 7 gra role rozktadu a priori, zas f jest wiarogodnoscia. By¢ moze uzycie literki x na
oznaczenie parametru jest niezgodne z tradycyjnymi oznaczeniami statystycznymi, ale z drugiej
strony jest wygodne. Wzér Bayesa mowi, ze rozktad a posteriori jest nastepujacy.

my (@) = B(X = alY = y) o f(ylo)m (o).

Pomyst Gemana i Gemana polegal na tym, zeby modelowaé rozktad a priori m jako MPL.
Zalézmy, ze 7 jest rozkladem Gibbsa,

m(x) o< exp (—H (z)), (13.3)
gdzie
H(x) = JZ V(zs,xt). (13.4)

Energia ,a priori” zawiera tu tylko skladniki reprezentujace oddziatywania miedzy parami
miejsc sasiednich. Funkcja V(a,b) zazwyczaj ma najmniejsza warto$¢ dla a = b i ro$nie wraz
z ,odlegloécia” miedzy a i b (jakkolwiek te odlegloéé zdefiniujemy). W ten sposéb ,nagradza”
konfiguracje w ktérych sasiedznie miejsca sa podobnie pokolorowane. Im wiekszy parametr
J > 0, tym bardziej prawdopodobne sa obrazy zawierajace jednolite plamy koloréw.

Trzeba jeszcze zalozyé cos o ,wiarogodnoéci” f. Dla uproszczenia opisze tylko najprostszy
model, w ktérym kolor ys na obserwowanym obrazie zalezy tylko od koloru z na obrazie ideal-
nym. Intuicyjnie znaczy to, ze ,zaszumienie” ma Scile lokalny charakter. Matematycznie znaczy
to, ze

flyle) =TT f(wslzs)

(pozwole sobie na odrobing niescistosci aby uniknaé¢ nowego symbolu na oznaczenie f(ys|xs)).
Zapiszemy teraz ,wiarogodno$é” f w postaci zlogarytmowanej. Jesli polozymy — log f(ys|zs) =
Us(zs) pamietajac, ze y jest w $wiecie bayesowskim ustalone, to otrzymujemy nastepujacy wzor:

my(x) o< exp (—Hy(x)), (13.5)
gdzie
Hy(xz) = JZ V(xs, zt) — Zlog f(ys|zs). (13.6)

Okazuje sie zatem, ze rozklad a posteriori ma podobng posta¢ do rozktadu a priori. Tez jest
rozktadem Gibbsa, a réznica polega tylko na dodaniu sktadnikéw reprezentujacych oddziatywa-
nia zewnetrzne Us(zs) = — log f(ys|zs). Pamietajmy przy tym, ze y jest w Swiecie bayesowskim
ustalone. W modelu rekonstrukcji obrazow ,oddzialywania zewnetrzne” zaleza od y i ,wymu-
szaja podobienstwo” rekonstruowanego obrazu do obserwacji. Z kolei ,joddziatlywania miedzy
parami” sa odpowiedzialne za wygladzenie obrazu. Lepiej to wyjasnimy na przykladzie.
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Przyktad 13.2 (Losowe ,przeklamanie koloru” i wygladzanie Pottsa). Zalézmy, ze A =
{1,...,1} jest naprawde paleta koloréw, na przyklad

A = {Czerwony, Niebieski, , }.

Przypu$émy, ze mechanizm losowego ,,przeklamania” polega na tym, ze w kazdym pikslu, kolor
obecny w idealnym obrazie x jest z prawdopodobienstwem 1 — £ niezmieniony, a z prawdopo-
dobienstwem e zmienia sie na losowo wybrany inny kolor. Tak wiec zaréwno x jak i y naleza do
tej samej przestrzeni AS,

1—¢ dla ys = xs;

fys|zs) = {6/0 —1) dlays # xs.

Mozna za rozklad a priori przyja¢ rozktad Pottsa z Przyktadu 13.1. Rozklad a posteriori ma
funkcje energii dana nastepujacym wzorem (z J > 0):

Hy(z) = Jzﬂ(xs # Tp) — Z [log(1 — e)l(zs = ys) +log(e/(l — 1))I(zs # ys)] -

s~ s

Pierwszy skladnik w tym wzorze pochodzi od rozkladu a priori (z modelu Pottsa) i ,nagra-
dza” konfiguracje w ktorych duzo sasiednich punktéow jest pomalowanych na ten sam kolor.
Powoduje to, ze obrazy x sktadajace sie z jednolotych duzych ,plam” sa preferowane. Drugi
sktadnik pochodzi od obserwowanegj konfiguracji y i jest najmniejszy dla z = y. Powoduje
to, ze obrazy x malo sie rézniace od y sa bardziej prawdopodobne. Rozktad a posteriori jest
pewnym kompromisem pomiedzy tymi dwoma konkurujacymi sktadnikami. Parametr J jest
swaga’ pierwszego skladnika i dlatego odgrywa role ,parametru wygladzajacego”. Im wigksze
J tym odtwarzany obraz bedzie bardziej regularny (a tym mnie bedzie staral si¢ upodobnié¢ do
y). I odwrotnie, mate J powoduje $ciSlejsze dopasowanie x do y ale mniejsza ,regularno$é” x.

Jeszcze lepiej to samo widaé na przykladzie tak zwanego ,,szumu gaussowskiego”.

Przyktad 13.3 (Addytywny szum gaussowski). Zalézmy, ze x jest konfiguracja ,pozioméw
szarosci” czyli, powiedzmy, A C [0, co[. Mechanizm losowego ,zaszumienia” polega na tym, ze
zamiast poziomu szaroéci x5 obserwujemy ys ~ N(x4, 02). Innymi stowy,

1
202

Flonle) o exp |~ (0 2.2

Przestrzenig obserwaowanych konfiguracji y jest tutaj (formalnie) RS (faktycznie, raczej [0, oo[®).
Rozklad a posteriori ma funkcje energii dana nastepujacym wzorem:

Hy(z) =J Y V(s #x) + % > (ys — x5)°

s~t

Jedli rozpatrujemy model ze skoniczona liczbg poziomoéw szarosci dla konfiguracji « to mozna
pierwszy sktadnik okresli¢ tak jak w poprzednim przykladzie, czyli zapozyczy¢ z modelu Pottsa.
Bardziej naturalne jest okreslenie V'(a,b) w taki sposéb, aby wigksze réznice pomiedzy pozio-
mami a i b byly silniej karane. parametr J jest, jak poprzednio, odpowiedzialny zaa stopien
wygladzenia.



14. Markowowskie Monte Carlo V. Elementarna
teoria tancuchow Markowa

14.1. Podstawowe okreslenia i oznaczenia

W tym rozdziale rozwazamy jednorodny tancuch Markowa Xg, Xi,...,X,,... na skoniczo-
nej przestrzeni stanéw X = {1,...,d}. Bedziemy postugiwaé¢ sic wygodna i zwiezla notacja
wektorowo-macierzowa. Macierz przejscia o wymiarach d x d oznaczamy P = (P(z,y)) ryeX
Rozklad poczatkowy utozsamiamy z wektorem wierszowym &' = (£(1),...,&(2),...,£(d)). W
dalszym ciggu, méwiac o tancuchu Markowa, bedziemy mieli na my$li ustalong macierz przejécia
P i dowolnie wybrany rozklad poczatkowy &. Przyjmujemy oznaczenie P¢(-). W szczeg6lnosci,
P.(-) = P(:|Xo = z), dla € X. Analogicznie bedziemy oznaczali wartos¢ oczekiwang: E¢ lub
E,. Zauwazmy, ze P(X,12 = y|X, = 2) = 3., P(x,2)P(2,y) = P?(z,y). Ogblniej, macierz
przejscia w m krokach jest m-ta potega macierzy P:

P(Xn4m = y|Xp = ) = P"(2,y).
Rozklad brzegowy zmiennej losowej X, jest wektorem & P™:
P(X, =2) = (' P")(2).

7 macierzg stochastyczna P zwiazany jest graf skierowany opisujacy mozliwe przejscia tan-
cucha. Jest to graf (X, £), gdzie zbiorem wierzcholkéw jest przestrzen stanéw, zas$ € C X' x X jest
zbiorem takich par (z,y), ze P(x,y) > 0. Pojecia, o ktérych teraz bedziemy méwié, sa zwiazane
tylko ze struktura grafu, czyli z potozeniem niezerowych elementéw macierzy przejscia.

Mowimy, ze stan y jest osiggalny ze stanu z, jeSli x = y lub istnieje liczba naturalna n >
1 i ciag stanéw = = xo, 21,22, ...,Tn_1,Tn = y taki, ze P(x;—1,z;) > 0dlai = 1,...,n.
Roéwnowaznie, P"(x,y) > 0 dla pewnego n > 0. Bedziemy stosowali oznaczenie ,x — y”.

Stany x i y komunikujq sie, co zapiszemy ,x < y”, jesli x — y iy — x.

Stan z jest istotny, jesli dla kazdego y takiego, ze *+ — y mamy y — z. W przeciwnym
razie stan x nazywamy nieistotnym. Stan x jest wiec nieistotny, jesli istnieje stan y do ktérego
mozna przej$¢ z x, ale nie mozna wréoci¢ do x. Zbiér stanéw istotnych oznaczymy przez C, zas
zbiér standéw nieistotnych przez 7. Zbiér C jest (dla tancucha o skoficzonej przestrzeni stanéw)
zawsze niepusty. Zbiér 7 moze by¢ pusty.

Jedli x < y dla dowolnych =,y € X, czyli wszystkie stany komunikuja sie, to tancuch
nazywamy nieprzywiedinym. Oczywiscie, wszystkie stany lancucha nieprzywiedlnego sg istotne,
X = C. Lancuch nieprzywiedlny nazywamy nieokresowym, jesli dla dowolnych x,y € X istnieje
no takie, ze dla kazdego n > ng mamy P"(x,y). Wspomnijmy, Ze przyjeta przez nas definicja
nieokresowosci bywa formulowana w nieco inny, ale réwnowazny sposéb. Dla naszych potrzeb
wystarczy nastepujace proste spostrzezenie: jesli lancuch jest nieprzywiedlny i P(z,z) > 0 dla
przynajmniej jednego stanu x, to tancuch jest nieokresowy. Latwo zauwazy¢, ze dla tancucha
nieprzywiedlnego i nieokresowego, dla dostatecznie duzych n macierz P™ ma wszystkie elementy
niezerowe. Wynika to z faktu, ze rozwazamy tancuchy ze skonczona przestrzenia stanéw.

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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Jedli x «— y dla dowolnych z,y € C, czyli wszystkie stany istotne komunikuja sie, to tancuch
nazywamy jednoklasowym. Lancuch jednoklasowy moze mieé¢ niepusty zbiér stanéw nieistotnych
7. Lancuch jednoklasowy mozemy ,przerobi¢” na nieprzywiedlny jesli ograniczymy przestrzen
do stanéw istotnych. Macierz Pc = (P(,y)syec) jest, jak tatwo widzie¢, stochastyczna.

Interesuja nas gléwnie tancuchy, ktére ,zmierzaja w kierunku potozenia réwnowagi”. Aby
uscidli¢ co to znaczy ,rownowaga”, przypomnijmy pojecie stacjonarnosci. Rozklad 7 jest sta-
cjonarny jesli dla kazdego stanu y,

m(y) =Y w(x)P(z,y).

T

W notacji macierzowej: 7' = 7' P. Stad oczywiscie wynika, ze 7| = 7' P™.

Ponizszy prosty fakt mozna uzasadni¢ na wiele sposobéw. W nastepnym podrozdziale przy-
toczymy, wraz z dowodem, piekne twierdzenie Kaca (Twierdzenie 14.2), ktére implikuje Twier-
dzenie 14.1.

Twierdzenie 14.1. Jesli tancuch Markowa jest nieprzywiediny, to istnieje dokladnie
jeden rozklad stacjonarny w, przy tym w(x) > 0 dla kazdego x € X .

7 Twierdzenia 14.1 tatwo wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 14.1. Jesli laricuch Markowa jest jednoklasowy, to istnieje dokladnie jeden rozkiad
stacjonarny w, przy tym w(x) > 0 dla kazdego x € C, czyli dla wszystkich standw istotnych oraz
m(x) =0 dla kazdego x € T, czyli dla stanow nieistotnych.

Uwaga 14.1. Podkredlmy stale obowigzujace w tym rozdziale zalozenie, ze przestrzen standw jest
skoriczona. To zatozenie jest istotne w Twierdzeniu 14.1 i to samo dotyczy dalszych rozwazan.
Istnieja co prawda odpowiedniki sformutowanych tu twierdzen dla przypadku ogdlnej przestrze-
ni stanéw (nieskoficzonej, a nawet ,ciaglej” takiej jak R?) ale wymagaja one dodatkowych,
nielatwych do sprawdzenia zalozen. Przystepny i bardzo elegancki wyktad teorii tancuchow
Markowa na ogélnej przestrzeni stanéw mozna znalezé w pracy Nummelina [17]. Przegladowy
artykul Robertsa i Rosenthala [20] zawiera duzo dodatkowych informacji na ten temat. Obie
cytowane prace koncentruja sie na tych wtasnosciach tancuchéw, ktore sa istotne z punktu wi-
dzenia algorytméw Monte Carlo. Z kolei piekna ksiazka Brémaud [4] ogranicza sie do przestrzeni
dyskretnych (skonczonych lub przeliczalnych).

14.2. Regeneracja

Przedstawimy w tym podrozdziale konstrukcje, ktéra prowadzi do tatwch i eleganckich do-
woddow twierdzen granicznych. Podstawowa idea jest nastepujaca. Wyrdznia sie jeden ustalony
stan, powiedzmy z € X. W kazdym momencie wpadniecia w z, nastepuje ,,odnowienie” i dalsza
ewolucja tancucha jest niezalezna od przesztosci.

Niech, dla z € X,

T? = min{n > 0: X,, = z}. (14.1)

Przyjmujemy przy tym naturalng konwencje: T? = oo, jesli X,, # z dla kazdego n > 1.
Zmienna losowa T jest wiec czasem pierwszego dojécia do stanu z. Jedli zalozymy, ze tancuch
startuje z punktu z, to T jest czasem pierwszego powrotu.



96 14. Markowowskie Monte Carlo V. Elementarna teoria {ancuchéw Markowa

Lemat 14.1. Jezeli tanicuch jest nieprzywiedlny, to istniejg stale c ¢ v < 1 takie, zZe dla dowol-
nego rozktadu poczgtkowego &,

Pe(T% > n) < ™.

Dowdd. Dla uproszczenia przyjmijmy dodatkowe zaltozenie, ze tancuch jest nieokresowy. Wtedy
dla dostatecznie duzych k wszystkie elementy macierzy P* sa niezerowe. Ustalmy k i znajdzmy
liczbe § > 0 taka, ze P*(x,2) > § dla wszystkich = (jest to mozliwe, bo laficuch ma skoficzona
liczbe stanéw). Dla dowolnego n, dobierzmy takie m, ze mk < n < (m + 1)k. Mamy wéwczas

P{(Ty > n) < Pg(Ty > mk)
<IP)f(‘XvO 7527Xk3 #zv"'aka: #Z)
= Z f(xg)Pk(xo,xl)"'Pk(xm—lyxm)

Z’Q#Z,%l#Z,...,IEm;&Z

<AL-8)" < e,

dlay=(1-8€YrFic=(1-6)"L
W przypadku tancucha okresowego dowdd nieco sie komplikuje i, choé nie jest trudny, zo-
stanie pominiety. O

Wnhiosek 14.2. Dla laricucha nieprzywiedinego mamy Pe(T* < 00) = 1, co wigcej ET# < oo,
co wiecej Eg(Tz)k < 00 dla dowolnego k, a nawet E¢ exp(AT?) < oo przynajmniej dla pewnych
dostatecznie malych wartosci A > 0 (w istocie dla X < —log~y).

Podamy teraz bardzo ciekawa interpretacje rozktadu stacjonarnego, wykazujac przy okazji
jego istnienie (Twierdzenie 14.1). Ustalmy dowolnie wybrany stan z. Udowodnimy, ze $redni
czas, spedzony przez tancuch w stanie y pomiedzy wyjéciem z z i pierwszym powrotem do z
jest proporcjonalny do 7(y), prawdopodobiefistwa stacjonarnego.

Twierdzenie 14.2 (Kaca). Zalézmy, ze laricuch jest nieprzywiedlny. Ustalmy z € X
1 zdefiniugmy miare o wzorem

T7—-1 e
aly) =E, Y I(X;=y)=E. > I(X; =y).
1=0 =1

Wiedy:
(i) Miara o jest stacjonarna, czyli o' P = a.
(ii) Miara « jest skoniczona, a(X) =E,(T?) =m < oo.
(111) Unormowana miara oo/m = 7 jest jedynym rozkladem stacjonarnym.

Dowdéd. Dla uproszczenia bedziemy pisali 7% =T, P, =P i E, = E. Zauwazmy, ze

T— [e's)
afz) =E Z:lll(Xi =z)=E> I(X;==T >1i)
=0 =0

=Y P(X; =T >1i).
=0
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Udowodnimy teraz (i). Jesli y # z, to

Za(m)P(m,y) = ZZP(Xi =uz,T > 1)P(x,y)

T z =0
= ZZP(Xi =uxz,T > 1i)P(z,y)
=0 T
=Y PXimi=y.T>i+1)=> P(X;=y,T >1i)
1=0 =1
= a(y),

poniewaz P(Xo =y) =0, bo P(Xy = z) = 1. Dla y = z mamy z kolei

Za(:r)P(:n, z) = ZiP(Xi =uz,T > 1i)P(z,z2)

T T =0
o
=Y > P(X;==,T >i)P(z,z2)
=0 T
oo o0
=Y P(Xjp1=2T=i+1)=> P(T=1i)
=0 =1

—1=a(2),

co konczy dowdd (i).
Czgs¢ (ii) jest latwa. Ro6wnosé

a(X) = Za(y) =ET

wynika wprost z definicji miary a. Fakt, ze m = ET < oo jest wnioskiem z Lematu 14.1.
Punkt (iii): istnienie rozkladu stacjonarnego

a(y)
w(y) = —=.
(y) =
jest natychmiastowym wnioskiem z (i) i (ii). Jednoznacznos$é rozkladu stacjonarnego dla jest
nietrudna do bezposéredniego udowodnienia. Pozostawiamy to jako ¢wiczenie. W najbardziej
interesujacym nas przypadku tancucha nieokresowego, jednoznacznosé wyniknie tez ze Stabego
Twierdzenia Ergodycznego, ktére udowodnimy w nastepnym podrozdziale. O

Odnotujmy wazny wniosek wynikajacy z powyzszego twierdzenia:

1
E,(T%)

(z) =

Zjawisko odnowienia, czyli regeneracji pozwala sprowadzi¢ badanie tancuchéw Markowa do
rozpatrywania niezaleznych zmiennych losowych, a wigc do bardzo prostej i dobrze znanej sy-
tuacji. Aby wyjasni¢ to blizej, zauwazmy nastepujaca oczywista réwno$é. Na mocy wiasnosci
Markowa i jednorodnosci,

P(Xpt1 =21,..., Xpip = z|T? =n)

P(Xpy1 =21, ., Xpgr = 21| Xy = 2)
= IPZ(Xl =T1y.-. ,Xk = xk)
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Zatem warunkowo, dla T% = n, tancuch ,regeneruje si¢ w momencie n” i zaczyna si¢ zachowywadé
doktadnie tak, jak tancuch ktéry wystartowal z punktu z w chwili 0. Niezaleznie od przesztosci!
Poniewaz z jest ustalone, bedziemy odtad pomijali gérny indeks przy T = T7. Zdefiniujmy
kolejne momenty odnowienia, czyli czasy odwiedzin stanu z:

T =Ty =min{n >0: X, =z},
T = min{n > Ty_; : X,, = z}.

Momenty 0 < T1 < --- < T} < --- dzielg trajektorie tancucha na nastepujace ,losowe wyciecz-
ki”, czyli losowej dlugoéci ciagi zmiennych losowych:
X0y s Xmy—1, Xmyyoo s X1, Xoyy oo, Xy,

T To—-T1 T5-T»
T T
XVT1 =z XT2 =z .
Wycieczka zaczyna si¢ w punkcie z i konczy tuz przed powrotem do z. Oznaczmy k-ta

wycieczke symbolem Zj:

—_
—
—

[1]

1= (Xo,..., Xr-1,T),
k = (XTk_17 s 7XTk—17Tk - Tk*l)

[1]

Z tego, co powiedzielidmy wczedniej wynika, ze wszystkie ,wycieczki” sa niezalezne. Co wiecej
wycieczki Z maja ten sam rozklad, z wyjatkiem by¢ moze poczatkowej, czyli Z;. Jesli rozktad
poczatkowy jest skupiony w punkcie z, to réwniez wycieczka =Z; ma ten sam rozklad (0 jest
wtedy momentem odnowienia).

Podejscie regeneracyjne, czyli rozbicie tancucha na niezalezne wycieczki prowadzi do tadnych
i tatwych dowodéw PWL i CTG dla tancuchéw Markowa. Sformultujemy najpierw pewna wersje
Mocnego Prawa Wielkich Liczb. Rozwazmy funkcje f o wartodciach rzeczywistych, okreslong na
przestrzeni stanéw. Przypomnijmy, ze Erf = > cy () f(z).

Twierdzenie 14.3 (Mocne Twierdzenie Ergodyczne). Jesli X,, jest nieprzywiedinym
tancuchem Markowa, to dla dowolnego rozktadu poczgtkowego £ i kazdej funkcji f :

X — R,
ln—l

S f(Xn) — Eof  (n— )

320

z prawdopodobienstwem 1.

Dowdd. Zdefiniujmy sumy blokowe:

T-1
Eo(f) = Y f(Xa),
i=0
Thp1—1
()= Y f(X)).
=Ty,
Niech N(n) = max{k : Ty < n}, czyli Ty(,) jest ostatnia regeneracja przed momentem n:

0,...,T1—1, Tl, ...... 5 TN(n),...,TL, ---aTN(n)+1_17 TN(n)+17"'
T T T T
X =z X =z ) X =z



14.2. Regeneracja 99

Oczywiscie,

TN(n) <n< TN(n)+1- (14.2)
Wiemy, ze E,T = m < co. Poniewaz T}, jest suma k niezaleznych zmiennych losowych (dlugosci
wycieczek) to wnioskujemy, ze T)/k — m z prawdopodobienstwem 1, na mocy zwyklego Prawa
Wielkich Liczb. Rzecz jasna, tak samo Ty /k — m. Podzielmy nier6wno$¢ (14.2) stronami przez
N (n) i przejdzmy do granicy (korzystajac z tego, ze N(n) — oo prawie na pewno). Twierdzenie
o trzech ciagach pozwala wywnioskowad, ze

N(n) 1

— — p.n.
n m

Zatézmy teraz, ze f > 0 i powtérzmy bardzo podobne rozumowanie dla sum

N(n) n—1 N(n)+1
YOEN) <SS (N = F(X) < Y B (14.3)
Jj=1 =0 j=1

Po lewej i po prawej stronie mamy sumy niezaleznych sktadnikéow =;(f). Korzystamy z PWL
dla niezaleznych zmiennych, dzielimy (14.3) stronami przez N(n) i przejchodzimy do granicy.

Otrzymujemy
Sn(f)

N(n)

- EZE(f) p.n.

a wiec

) B2 L5 00y 50) = S e) o

Ostatnia réwnos$¢ wynika z Twierdzenia Kaca. Przypomnijmy, ze a(z) jest ,Srednim czasem
spedzonym w stanie " podczas pojedynczej wycieczki.

Jedli funkcja f nie jest nieujemna, to mozemy zastosowaé rozklad f = f*— f~ i wykorzystaé
juz udowodniony wynik. O

Na podobnej idei oparty jest ,regeneracyjny” dowdd Centralnego Twierdzenia Granicznego
(istnieja tez zupelnie inne dowody).

Twierdzenie 14.4 (Centralne Twierdzenie Graniczne). Jesli X,, jest taricuchem nie-
przywiedlnym, to dla dowolnego rozkladu poczgtkowego & i kazdej funkcji f: X — R,

n—1
;ﬁ (Z[fm) - wa]> —aN(0,0%(f), (n— o).
1=0

Ponadto, dla dowolnego rozkladu poczgtkowego & zachodzi wzoér (10.4), czyli
(1/n)Vare 3025 f(Xi) — 0a(f) pray n — oo.

Szkic dowodu. Troche wiecej jest tu technicznych zawitosci niz w dowodzie PWL, wobec tego
zdecydowaltem sie pominaé szczegoly. W istocie, przedstawie tylko bardzo pobieznie gtéwna
idee. Bez straty ogdlnoéci zatézmy, ze 7' f = 0. Tak jak w dowodzie PWL, sume S,(f) =
Z?;Ol (X;) przyblizamy suma niezaleznych skladnikéw, ktére odpowiadaja catkowitym wy-
cieczkom: S, (f) ~ STN(H)(f) = Z;V:(?) Z;(f). Ze zwyklego CTG dla niezaleznych zmiennych o
jednakowym rozktadzie otrzymujemy

k
\}E S "Ei(f) —a N(0, Var,E(f)).

Jj=1
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Jesli ,podstawimy” w miejsce k zmienna losowa N(n) i wykorzystamy fakt, ze N(n) ~ n/m
(PWL gwarantuje, ze N(n)/n — 1/m), to nie powinien dziwi¢ nastepujacy wniosek:

L
NG

W ten sposob ,otrzymujemy” teze. O

Sn(f) —a N(0, Var,Z(f)/m).

Przytoczony powyzej rozumowanie daje ciekawe przedstawienie asymptotycznej wariancji:
oo (f) = Var.Z(f)/E.T. (14.4)

Istnieje wiele wyrazen na asymptotyczng wariancje, przy tym rézne wzory wymagaja réznych
zatozen. Najbardziej znany jest wzor (10.5). Sformulujemy w jawny sposéb potrzebne zaloze-
nia, i przepiszemy ten wzér w postaci macierzowej. Najpierw musimy wprowadzi¢ jeszcze pare
nowych oznaczen. Wygodnie bedzie utozsamié¢ funkcje f z wektorem kolumnowym

f(1)
r=|
f(d)
Niech

II = diag(7(1),...,7(d)),

gdzie m oznacza, jak zwykle, rozktad stacjonarny. Mozemy teraz napisac

Erf(Xo) =) m(2)f(z)=n"f

T

oraz
Vary f(Xo) = Er f*(Xo) — [ Exf(Xo) ]?
=fIf— ffan’ f
= fII(I —1x")f.
Podobnie,

Coval f(Xo), f(Xn) ] = Ex| f(X0)f(Xm) | = [Exf(Xo) |?
=f'IP"f— flor' f
= f'oP" —1x")f.
W powyzszym wzorze, I jest macierza identycznoéciowa, 1 oznacza kolumne jedynek. Latwo
sprawdzié¢, ze P" — 1| = (P — 1x")" dla n > 0 (ale nie dla n = 0). Jeéli P jest macierza

przejscia nieprzywiedlnego i nieokresowego tancucha Markowa, to P — 1n'T — 0 przy n — oo
na mocy Stabego Twierdzenia Ergodycznego. Stad wynika zbiezno$é nastepujacych szeregdw:

A= i(P" —1z"),
n=0
Z=Y(P-1xTy=(I-Pt+1x") "
n=0

Macierz Z nazywamy macierzq fundamentalng. Poniewaz PO —17" = I—1r" za§ (P—17")0 =1
wiec Z = A+ 17",
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Stwierdzenie 14.1 (Asymptotyczna wariancja). Jesli taricuch jest nieprzywiediny i nieokreso-
wy, to zachodzi wzor (10.5), czyli

o2 (f) = o*(f) Z pn(f),

gdzie 7%(f) = Vary f(Xo) i pn(f) = corry [f(Xo), f(Xn)], W postaci macierzowej asymptotyczna
Wariancja wyraza sie nastepujqco

oX(f)=f"@NZ —nn" —1)f = fT2HA + 7| —1I) .

a

Szkic dowodu. Zalézmy, ze rozkladem poczatkowym jest 7 i skorzystamy ze stacjonarnosci tan-
cucha:

1 n—1 1 n—1 92 n—1n—1
S (07000 = 5 Vare (00 + 2 30 5 Cone 000,10
i=0 i=0 1=0 j=1i

n—1
= Var. f(X0) +2 Y " Coval£(X0). (X))
k=1

— Var, f(Xo) + 2 i Covr(f(Xo), f(Xk)), (n— 00).
k=1

Poprawno$é przejscia do granicy w ostatniej linijce wynika z elementarnego faktu, ze dla dowol-
nego ciggu liczbowego a,, mamy lim,, 22;11 ”T_kak =Y 9o ak, o ile szereg po prawej stronie
rownosci jest zbiezny. To za$, przy zalozeniu nieprzywiedlnosci i nieokresowosci, wynika ze STE
(skorzystaliémy juz z tego faktu uzasadniajac poprawnos¢ definicji Z i A).

PokazaliSmy w ten sposéb, ze (1/n)Var, Z;‘;Ol (X;) zmierza do granicy, ktora jest rowna
prawej stronie wzoru (10.5). Pominiemy uzasadnienie, ze mozna zastapi¢ rozklad stacjonarny 7
przez dowolny rozklad poczatkowy & oraz ze wzoér (10.5) definiuje te sama wielko$¢ co (14.4).

Macierzowe wyrazenia o2, (f) wynikaja ze wzoréw na kowariancje oraz z okreélenia macierzy

AiZ. O

Zauwazmy, ze ani CTG ani PWL nie wymagaly zalozenia o nieokresowosci ale w 14.1 to
zalozenie jest potrzebne.

Jak widaé, asymptotyczna wariancja wyraza sie¢ w postaci formy kwadratowej o2,(f) =
fTCf o wspétezynnikach

— r(@)(z = y),
— (@) Z(w,y) + Z(y,2)(y) — 7(x)n(y) — w(2)I(z = y).

Okazuje sie, ze ,asymptotyczne obigzenie” estymatora 0,, = (1/n) "5 f(X;) wartodci ocze-
kiwanej § = E,f mozna napisa¢ w postaci formy dwuliniowej &' Af, gdzie € jest rozkladem

poczatkowym. Podsumowujac,
. 1 1
Varg(0,) = ~fT'Cf+o () ,
n n
A 1 T 1
Eelp, —0f = —§ Af +o(—).
n n

Uzasadnienie drugiej czedci powyzszego wzoru pozostawiam jako ¢wiczenie. Stad z tatwoscia
otrzymujemy wazny wzor (10.6) z Rozdzialu 10 (wyrazenie na blad sredniokwadratowy).
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14.3. Lancuchy sprzezone i zbieznos$¢ rozkladow

Dowdéd Stabego Twierdzenia Ergodycznego, ktéry przedstawimy, opiera sie na tak zwanym
sprzeganiu (ang. coupling), czyli metodzie ,dwdch czastek”. Ta metoda, jak sie okaze, nie tylko
pozwala udowodni¢ zbiezno$¢ rozktadéw prawdopodobienistwa, ale daje w wielu przypadkach
bardzo dobre oszacowania szybkosci zbieznosci.

14.3.1. Odlegloéé pelnego wahania

Najpierw zajmiemy sie okreéleniem odleglosci miedzy rozkladami. Dla naszych celéw naj-
bardziej przydatna bedzie nastepujaca metryka. Niech v i A beda dwoma rozktadami prawdopo-
dobienstwa na skonczonej przestrzeni X. Odlegtos¢ petnego wahania pomiedzy v i A okreslamy
wzorem

v = Xllew = max (A4) = A(A)! (14.5)

Jak zwykle, mozemy utozsamié¢ rozklad prawdopodobienistwa na X z funkcjg, przypisujaca
prawdopodobienstwa pojedynczym punktom x € X. Zauwazmy, ze

v =Ml = 5 3 Iv(a) = A@)] (14.6)
zeX

Istotnie, poniewaz rozpatrujemy dwie miary probabilistyczne, dla ktérych v(X) = A(X) = 1,
wiec [v=A|| = v(B)—=A(B) dla B = {z : v(z) > A(z)}. Ale ), cp(v(z)—A(x)) = ZreX\B(A(m’)—
V(@) = 3 Yaex [V(x) = A(2)].

Dla zmiennej losowej X : Q@ — X napis X ~ v bedzie oznaczal fakt, ze X ma rozklad
prawdopodobienstwa v, czyli P(X = z) = v(x),

Lemat 14.2. Jezeli X,Y : Q — X sq dwiema zmiennymi losowymi okreslonymi na tej samej
przestrzeni probabilistycznej i X ~v 1Y ~ X, to

v = Allow < P(X £ ).

Dowdd. Niech d =P(X #Y'). Dla dowolnego A C X mamy
V(A)=P(X e A) <KPY cA)+PX#Y)=AA) +d.

Symetrycznie, v(A) < A(A) + d. Zatem ||v — M|ty < d. O

Interesujace jest, ze Lemat 14.2 daje sie, w pewnym sensie, odwroci¢. Co prawda, to nie
bedzie potrzebne w dowodzie Stabego Twioerdzenia Ergodycznego, ale p6zniej okaze sie bardzo
pomocne.

Lemat 14.3. Jezeli v © A sq rozkladami prawdopodobienstwa na X, to istniejg zmienne losowe
X 1Y okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej, takie, ze X ~v 1Y ~ X\ i

I = Alow = P(X #Y),

Dowdd. Niech ||[v — M|ty = d. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze X i Y sa zmiennymi
losowymi okreslonymi na przestrzeni probabilistycznej Q2 = X' x X. Nalezy podaé {gczny rozktad
zmiennych losowych X 1Y, czyli miarg probabilistyczna x na X' x X taka, ze 3-, x(z,y) = v(z),
2aX(@y) = Ay) 1 X x(z,2) =1-d.

Niech
v(z) dlazxz e A;

X(z,x) = min (v(z), A\(z)) = {)\(x) dla z € B
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gdzie A={z:v(zx) < Nx)} i B={z:v(z) > \z)}.
Mamy oczywiscie d = 1 — > x(z,x) 1 jest jasne, ze tabelka lacznego rozkladu x(z,y) =
P(X = 2,Y = y) musi by¢ postaci macierzy blokowej

€A { Dy 0

ve8{ G Dg |
—~
yeA yeB

gdzie D 4 i Dp sg macierzami diagonalnymi. Pozostaje tylko odpowiednio ,rozmiesci¢ pozo-
stala mase prawdopodobienstwa” d w macierzy G. Mozemy na przyktad przyjaé, dla x € B i
yeA,

X(9) = 5 () = A@) (Aw) ~ 1().

Mamy wtedy >, c 4 x(z,y) = v(x) — A(z), wieec 3o, x(@,y) = v(z) dla z € B i podobnie
e x(x,y) = A(z) dla y € A. Okreslony przez nas rozklad laczny x ma wiec mase 1 — d na
przekatnej i zadane rozklady brzegowe. O

14.3.2. Sprzeganie

Rozwazmy ,podwdjny” lancuch Markowa (X, X! ) na przestrzeni stanéw X x X. Przypu-
$¢my, ze kazda z dwéch ,wspoétrzednych”, oddzielnie rozpatrywana, jest taficuchem o macierzy
przejscia P. Mowiac dokladniej, zaktadamy, ze

]P) (Xn+1 = y’X’:H-l = y,‘Xn = ZC,)(;1 = xlaXn—l)X;@_la e ,XO,X(/))
= P((z,2"), (v,9),

gdzie macierz przejécia P podwdjnego tancucha spelnia nastepujace warunki:

ZP((Lx/), (y7y/)) = P(x,y) dla kazdego a2’
y/

_ (14.7)
> P((z,2'), (y.y)) = P(«',y) dla kazdego .
Yy
Wida¢, ze Xg, X1,...,X,,... jest tancuchem Markowa z prawdopodobienstwami przejscia
P i to samo mozna powiedzie¢ o X{, X7,...,X],.... Zalézmy ponadto, ze od momentu, gdy

oba tancuchy sie spotkaja, dalej ,,poruszaja si¢” juz razem. Innymi stowy,

5 P(z,y) jesliy=y,
P((x)$)7 (yvy/)) = c 1 ’
0 jesliy # 4.

Nazwiemy konstrukcje takiej pary sprzeganiem tahcuchéw (bardziej znany jest angielski termin
coupling).
Oznaczmy przez T' moment spotkania sie tancuchow:

T =min{n >0: X, = X, }. (14.8)
Podstawowa role odgrywa nastepujace spostrzezenie:

IP(Xn € ) = P(Xn € llow < P(Xn # X1,) = P(T > ).
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Jedli teraz tancuch X! ,wystartuje” z rozkladu stacjonarnego, czyli Xo ~ 7w to X,, ~ 7 dla

n »
kazdego n i otrzymujemy

IP(X, € ) — 7()|lew < P(T > n). (14.9)

Aby udowodnié zbiezno$é¢ P(X,, € -) — 7(-) wystarczy skonstruowaé pare lancuchéw sprze-
zonych, ktére sie spotkaja z prawdopodobienstwem 1: P(T' < co) = 1. Mozemy teraz udowodnié
(10.1), przynajmniej dla tancuchéw na skonczonej przestrzeni stanéw.

Twierdzenie 14.5 (Stabe Twierdzenie Ergodyczne). Jesli tanicuch Markowa na skori-
czonej przestrzeni stanow jest nieprzywiedlny i nieokresowy, to

IB(X, € ) = 7()llew — 0.

Dowdd. Rozwazmy pare tancuchéw sprzezonych, ktore poruszaja sie niezaleznie az do momentu
spotkania.
P(z,y)P(2',y") jesli x # o,
P((z,2"), (y,y)) = { P(z,y) jesliz =a2"iy=1, (14.10)
0 jeSliz=2"1y#9.

Zeby pokazaé, ze P(T < 0o0) = 1 wystarczy zauwazy¢, ze do przed momentem spotkania, tancuch
podwdjny ewoluuje zgodnie z prawdopodobienstwami przejscia

P((x,2'), (y,9")) = P(x,y)P(z',y").

Lancuch odpowiadajacy P jest nieprzywiedlny. Istotnie, mozemy znalez¢ takie ng, ze dla n > ng
wszystkie elementy macierzy P" sa niezerowe. Stad P"((z,2), (y,y')) = P™(z,y)P™(z',y') > 0
dla dowolnych z,2',y,y’. Wystarczy teraz powolaé¢ sic na Wniosek 14.2: podwdjny lancuch z
prawdopodobienstwem 1 predzej czy pdzniej dojdzie do kazdego punktu przestrzeni X x X, a
zatem musi doj$¢ do ,przekatnej” {(z,z):x € X}. O

Uwaga 14.2. W dowodzie Twierdzenia 14.5 wykorzystaliémy w istotny sposéb nieokresowosé
macierzy przejscia P (dla pojedynczego lancucha), choé to moglo nie byé¢ wyraznie widoczne.
Jedli P jest nieprzywiedlna ale okresowa, wtedy P jest nieprzywiedlna. Na przyktad, niech

X ={0,1} i
01
P=Q 0.

Wtedy, oczywiscie, P*((0,0),(0,1)) = 0 bo P"(0,0) = 0 dla nieparzystych n za$ P™(0,1) = 0
dla parzystych n.

Ten sam trywialny przyktad pokazuje, ze dla tancuchéow okresowych teza Stabego Twierdze-
nia Ergodycznego nie jest prawdziwa.

W istocie, przytoczony przez nas dowdd Twierdzenia 14.5 daje nieco wiecej, niz tylko zbiez-
nosé¢ rozktadéw. Z Wniosku 14.2 wynika, ze

IP(Xn € ) =7()lew <"

dla pewnych stalych ¢ < oo i v < 1. Dla naszych celéw takie ogdlnikowe stwierdzenie nie
jest wystarczajace. Skupimy sie na przyktadach lancuchéw uzywanych w algorytmach MCMC,
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dla ktérych znajdziemy jawne oszacowania, z konkretnymi stalymi. Zobaczymy, ze uzycie nie-
zaleznych kopii tancucha w dowodzie Twierdzenia 14.5, wzér (14.10) jest konstrukcja dalece
nieoptymalng. W wielu przyktadach istnieja tancuchy sprzezone znacznie szybciej ,,zmierzajace
do spotkania”.

Przyktad 14.1 (Bladzenie po kostce). Niech X = {0,1}" i 7 = U(X), czyli n(z) = 1/2" dla
kazdego x. Rozwazmy tancuch Markowa X, ktorego krok polega na wylosowaniu jednej, loso-
wo wybranej wspélrzednej z rozkladu (1/2,1/2) na zbiorze {0, 1} i pozostawieniu pozostalych
wspolrzednych bez zmian. Formalnie,

L
P(z,y) = o5 > Iw—i =y—).
=1

Jest to zatem ,losowe bladzenie” wzdluz krawedzi n-wymiarowej kostki lub inaczej prébnik
Gibbsa. Rzecz jasna, dokladne genrowanie z rozktadu jednostajnego na kostce jest tatwe i nie
ptrzebujemy do tego tancuchéw Markowa, ale nie o to teraz chodzi. Chcemy zilustrowaé jak
metoda sprzegania pozwala oszacowaé szybkosé zbieznosci tancucha na mozliwie prostym przy-
ktadzie. Skonstruujmy pare tancuchéw sprzezonych w taki sposob: wybieramy wspotrzedna 4
oraz losujemy jej nowa warto$é¢ z rozkladu (1/2,1/2) po czym zmieniamy w ten sam sposéb
obie kopie. Formalnie,

d
_ 1
P((z,2"), (y,9)) = 2d > Ma—i=y-ina s =y 0y =)

i=1
Jest jasne, ze to jest poprawny coupling (sprzeganie), to znaczy spelnione sa réwnania (14.10).
Spotkanie obu kopii nastapi najpozniej w momencie gdy kazda ze wspdirzednych zostanie wy-
brana przynajmniej raz. Zatem

P(T > n) < (1—611)71.

Nie trudno wyobrazié¢ sobie, ze dla niezaleznego couplingu okre$lonego wzorem (14.10), czasu
oczekiwania na spotkanie obu kopii jest na ogét duzo, duzo dtuzszy.



15. Markowowskie Monte Carlo VI. Oszacowania
dokladnosci

W tym rozdziale zajmiemy si¢ problemem oszacowania btedu markowowskich algorytmoéw
Monte Carlo. W odroéznieniu od wstepnych rozwazan w Rozdziale 10, beda nas interesowaly
Sciste nieréwnoéci, a nie oceny oparte na twierdzeniach granicznych. Skupimy sie na rozkltadzie
spektralnym macierzy przejécia. Jest to najbardziej znana i zapewne najskuteczniejsza metoda
otrzymywania dobrych oszacowan, przynajmniej dla tancuchéw odwracalnych na przestrzeni
skonczone;j.

15.1. Reprezentacja spektralna macierzy odwracalnej

Rozwazmy tancuch nieprzywiedlny i odwracalny z macierza przejscia P i rozkladem stacjo-
narnym 7 . Zakladamy wiec, ze dla dowolnych z,y € X spelniona jest zaleznoéé

m(z)P(z,y) = 7(y)P(y, x).

Niech
m(1) 0 0
0 72 0
IT = diag(m) = ) :
0 0 7(d)

Warunek odwracalnoéci mozemy zapisaé¢ w postaci IIP = PTII. Wyposazmy przestrzen R?
w iloczyn skalarny

(f.9)r=fTg=>_ f(x)g(x)m(x),

gdzie f,g € R traktujemy jak wektory kolumnowe. Oczywiscie, norma funkcji f jest zdefinio-
wana wzorem || f||lx2 = (f, f)». Macierz P traktujemy jako operator dzialajacy z lewej strony
na funkcje, z prawej strony na rozklady prawdopodobiefnistwa. Zgodnie z regutami mnozenia
macierzy i wektoréw, wzory na Pf i &' P s nastepujace:

Pf(x)=> Plz,y)fly), £ Ply) =) &x)P(x,y).
Yy x

Odwracalno$é P implikuje
(f,Pg)x = f'TIPg = f'P'Tlg = g'TIPf = (Pf,g)r.

Znaczy to, ze P jest macierza operatora samosprzezonego wzgledem iloczynu skalarnego (-, ).
W skrocie powiemy, ze P jest m-samosprzezona. Wartosci wlasne P sg rzeczywiste i zawarte w
przedziale [—1, 1]. Uporzadkujmy je w kolejnosci malejacej:

1=X> N2> Xg1 2 —1.

Symulacje stochastyczne i metody Monte Carlo (©) W.Niemiro, Uniwersytet Warszawski, 2013.
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Wiadomo, ze A\g = 1 jest pojedyncza wartoscia wlasna. Jesli tancuch jest nieokresowy, to
Ad—1 > —1. Niech
A= diag(l, )\1, ce ,)\d_l).

Reprezentacja spektralna macierzy P jest nastepujaca:
P=VAVII,
gdzie
VIV =1

lub, réwnowaznie, VV 'II = I. Zauwazmy, ze kolumny macierzy
V= (1,’[)1, PN ,’Ud_l)

sg prawostronnymi wektorami wtasnymi macierzy P tworzacymi baze m-ortonormalna. Mamy
wiec Pv; = Av; (oczywiscie, vg = 1 jest tu wektorem jedynek) oraz

(Vi Vj) e = viTij =1(: = j).

Lewostronne wektory wlasne P (zapisane wierszowo) sa postaci v;' II: mamy v,/ TIP = \;v;'TI.
W szezegblnosci, vy IT = ' . Zapiszmy reprezentacje spektralng P w bardziej jawnej formie:

P = Z)\ivivz-TH,

120

przy tym
Z viviTH =1

>0
Zauwazmy jeszcze, ze pierwszy (lub raczej - zerowy) skladnik jest macierza stabilna (o jedna-

kowych wierszach):
vovg I = 17"

Reprezentacja spektralna prowadzi do zgrabnych wyrazen na potegi macierzy. Latwo zauwazy¢,
ze P" = VA"V I, czyli

P =" N T = 17" + > Ao 11 (15.1)

i>0 i>1

Wiemy, ze wszystkie wartosci wlasne \; z wyjatkiem zerowej (A9 = 1) oraz, by¢é moze, ostatniej
(Ag—1 = —1) sa co do modulu mniejsze niz 1. Jezeli wiec \y—1 > —1, to wszystkie skladniki
sumy we wzorze (15.1) z wyjatkiem poczatkowego zmierzaja do zera i w rezultacie

P > 1r"  (n— ).

Jest to nic innego jak teza Stabego Twierdzenia Ergodycznego (Twierdzenie 14.5), otrzymana
zupelnie inng metoda, przy zalozeniu odwracalnosci. Mozna pokazaé, ze warunek A\g_1 > —1
jest réwnowazny nieokresowosci, i jest konieczny (jesli A\y—1 = —1 to lancuch ma okres 2).
Nastepujacy lemat bedzie podstawa dalszych rozwazan i umozliwi ,przerobienie” STE na
jawne wyniki. Zdefiniujmy
A= max()\l, ’)\d—1| )

Zalézmy, ze tancuch jest nieokresowy, wiec A < 1. Pokazemy, ze operator P ograniczony do
podprzestrzeni {f : f L 1} C R? ortogonalnej do funkcji stalych jest zwezajacy, ze statg A < 1.

Lemat 15.1. Jezeli (f,1)r =0 to |Pfl= < Al f]|=-
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Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze

(Pf,Pf)e={(f, P*f)n
= fIma f+ 13 Mo T1f
=1

=Y A, f)2

1>1
<SAN " (g, f)2
i1

= )‘2n<f7 f>

Korzystamy tu z faktu, ze P jest samosprzezony, ze wzoru (15.1) i z tego, ze fII1 = 0. O

15.1.1. Oszacowanie szybkosSci zbieznoSci

Przejdzmy teraz do jawnych oszacowan szybkosci zbieznosci w STE. Wyniki zawarte z tym
podrozdziale pochodza z pracy Diaconisa i Strooka [5]. Dla rozkladu prawdopodobienstwa er

definiujemy ,0dleglo$é” x? od rozkladu stacjonarnego wzorem

r) — T 2
X2(W’€):Z(£( ) ( )) :(ST*WT)H_I(QL*W).

P m(x)

Ta ,odlegto$é” nie ma wlasnosci symetrii, wiec nie jest metryka, ale to nie przeszkadza. Istotna
jest interpretacja x2 jako ,odstepstwa od stacjonarnoéci”. Wykorzystamy podejécie spektralne,
w szczegblnoscei Lemat 15.1. Niech y = /2.

Stwierdzenie 15.1 (Diaconis i Strook). Jesli laricuch odwracalny, nieprzywiediny i nieokresowy
ma rozklad poczgtkowy &, to

x(m, P"¢) < A"x(m,§).

Dowéd. Zastosujmy Lemat 15.1 do wektora II71(¢ — ) ktéry, jak latwo zauwazyé, jest prosto-
padty do 1. Otrzymujemy

X(m, P€) = [P (E — )|l < A™ITH(E — )| = A"X(7, €).

Whniosek 15.1. Dla tancucha o rozkladzie poczgtkowym skupionym w punkcie x,

(o n 1_7((‘,1”) A"
xX(m, Pz, ) <A™y @) S =l

Istotnie, mamy jeszcze jedno wyrazenie na ,,odlegloéé” y?: dla dowolnego rozkladu &,
Xo(m€) =¢' Mg~ 1.

Wystarczy teraz podstawié¢ &(y) = I(y = x), aby otrzymaé x? = 1/x(z) — 1.

15.1.2. Oszacowanie normy pelnego wahania

Istnieje prosta nieréwno$é pomiedzy normg pelnego wahania i ,,odleglodcia” x?:

x(m,§)-

N

l 67l =53 &)~ () | <
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Wynika to z nastepujacego rachunku:

| §(2) ~ (@) | :
a2 = LS\ 7T |
tle-rI2 (%3 i >)
z) —m(x) )?
< E (&) — (@) ) g m(x) [ Cauchy-Schwarz |

g m(z) 7
= X*(m,€).
Stad natychmiast otrzymujemy wniosek
1 1—m(x) A"
P, = <= A < .
H n(‘rv ) m Htv A 2 W(m) X 9 W(m)

15.1.3. Oszacowanie obcigzenia estymatora

Rozwazmy zadanie obliczania wartosci oczekiwanej § = E,f = 7' f dla pewnej funkcji f.
Niech f = f — 17| f oznacza ,scentrowany” funkcje f. Natychmiast wida¢, ze f L 1 i mozemy
zastosowa¢ Lemat 15.1. Stad juz tylko maty krok do oszacowania réznicy miedzy wartoscia
oczekiwang E¢ f(X,) = TP f i wartoécia stacjonarna 6.

Stwierdzenie 15.2. Jesli {aricuch jest odwracalny, nieprzywiediny, nieokresowy i ma rozklad
poczgtkowy &, to

| Eef(Xn) =0 [ < X'X(m,&)o(f),
gdzie a*(f) = || f||? jest wariancjq stacjonarng funkcji f.
Dowdd. Mamy

‘Eéf(Xn)_H ‘

| (€T =P f|=| (T —a")P"f |
(I HE—7), P"f)r |
|

< ('€= m)lx |P"Flx [ Cauchy-Schwarz
< x(m ON|| I« [ Lemat 15.1 |.
O
Rozwazmy teraz naturalny estymator
. 1 t+n—1
et,n = - Z f(X’L)
L

Jest to srednia wzdluz trajektorii tanicucha, dlugosci n i ,,op6zniona” o t. Idea jest jasna: igno-
rujemy poczatkowy odcinek trajektorii dtugosci ¢ (tak zwany okres burn-in) aby daé¢ tancuchowi
czas na zblizenie od rozkladu stacjonarnego. P6zniej obliczmy srednig. W ten sposob redukujemy
obciazenie. Precyzuje to nastepujacy wniosek.

Whniosek 15.2. Dla dowolnego n mamy
t

T &alf).

Wynika to z nieréwnosci tréjkata i wzoru na sume szeregu geometrycznego:

‘ Efét,n —0 ‘ <

t+n—1 00
| Eefrn — 0 1< D | Bef(Xa) =6 | <D Nx(m,&a(f).
1=t i=t
Zwrdéémy uwage, ze obciazenie maleje w tempie geometrycznym przy t — oo ale zachowuje sia
zaledwie jak O(1/n) przy ustalonym ¢t i n — oo (poniewaz poczatkowe wyrazy sumy maja na
obciazenie wplyw dominujacy).
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15.2. Oszacowanie btedu $redniokwadratowego estymatora

Oszacowanie btedu sredniokwadratowego (BSK) estymatora MCMC jest znaczne trudniejsze
i subtelniejsze, niz obciazenia.

15.2.1. Asymptotyczna wariancja

Zacznijmy od wyprowadzenia kolejnego wzoru na asymptotyczna wariancje. Przypomnijmy,
ze zgodnie ze Stwierdzeniem 14.1,

o (f)=frcf,
gdzie

C=MQ2Z—-I-1r")=20Z -1 — 71"
—TI(2A—T+1n") =2lA - + 7|

Skorzystajmy z reprezentacji spektralnej macierzy P:

0‘ 0
N -0
P-1r" =Y nwwjui=v| |7 v
> Sl - :
010 - A1

Z definicji macierzy A i wzoru (15.1), poniewaz » oo g AP = 1/(1 — \;), wiec

0‘ 0

A=y =v| | v
n=0 S A =A)
0
Wreszcie, poniewaz 2/(1 — X;)) — 1= (1+ X;)/(1 — )\;), wiec

0‘ 0

M2A—1+1a") =TIV v
(T+X)/(T=X)

0

Zauwazmy teraz, ze wektor a = V 'IIf zawiera wspolrzedne wektora f w bazie ON zlozonej z
prawych wektoréw wlasnych: o = v, IIf = ( v;, f )r. Udowodniliémy w ten sposéb nastepujacy
fakt.

Stwierdzenie 15.3. Dla {ancucha odwracalnego, wzor na asymptotyczng wariancje przybiera
postaé

14+
2 2 i
O-as(f)zzail_ka

i1

<.

gdzie a;; = viTHf = (v )

Wynika stad wazna nieréwnosc.
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Whniosek 15.3. Dla lancucha odwracalnego mamy nastepujgce oszacowanie asymptotycznej
wariancyi:

o2 (f) < T

2
<)

gdzie \1 jest najwickszq wartoscig wlasng mniejszq od 1, a o(f) jest wariancjq stacjonarng.

Istotnie,
14X 14+
2 Z 2 i Z 2
Uas(f) < o < a5
i>1 L= 1-M i>1
a latwo widzie¢, ze 37, a? = ||fl|2 = o?(f). Zwréémy uwage, ze we Wniosku 15.3 wystepuje

A1, a nie A = max(A1,|Ag—1|) (najwieksza co do modulu warto$é wlasna mniejsza od 1).
Na zakoniczenie przytocze jeszcze kilka sugestywnych wzoréw.

Uwaga 15.1. Macierz L = I — P jest nazywana laplasjanem. Zauwazmy, ze

L= Z(l - Az) Uﬂ};rH.

i>1

Poniewaz

A:Zﬁ 'Ul"UiTH,

uzasadnia to interpretacje macierzy A jako ,uogdlnionej odwrotnosci” laplasjanu.

Dorzuémy przy okazji jeszcze jedno wyrazenie na asymptotyczna wariancje:

oas(f) = (fy QA=T+1x")f )o = (f, Af Ju+ (Afs [ )a—>(f):
Jedlin' f =0, to o?(f) = Varyf = ( f, f )x i ostatni wzér mozemy przepisa¢ w postaci

s (o o (ol AT )
o2 (f) = o*(f) (2< i 1)

15.2.2. Oszacowanie BSK

Wyniki w tym podrozdziale zostaly otrzymane przez Aldousa [1]. Pomyst polega na tym,
zeby najpierw otrzymaé nier6wnosé dla tancucha stacjonarnego, a potem postara¢ sie o uogol-
nienie dla lancucha o dowolnym rozkltadzie poczatkowym. Przypomnijmy oznaczenia 0 = E f,

én = E?:_ol (Xq).

Stwierdzenie 15.4 (Aldous, 1987). Dla dla lancucha nieprzywiedinego, odwracalnego i stacjo-
narnego, MSE; mozna oszacowaé w nastepujgcy sposcb:

gdzie A= max (A1, 0), zas A\ jest najwiekszq wartoscig wlasng mniejszq od 1.
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Dowod. Korzystamy ze stacjonarnosci i z rozktadu spektralnego macierzy P.

=0
n—1 n—1 n—1
- % Z Eﬂf(Xz)2 + ) Z Z Eﬂf(Xz)f(XJ)
ns iz =0 j=it1
n—1
= B f(X0) (0~ WEF(X0)f(X0) k=i i
k=1
1 - 92 n—1
= ﬁ<f> >7T+ B) Z(n_k)<fapkf>ﬂ
k=1
1 - - 92 n—1 - 9
= Det o5 2 (= k) 3 N {vi, f)n
k=1 i>1
n—1
= LT Pt X o 102 Y (- B
i>1 k=1
n—1
< %az(f) + = Z Wi, P23 (n — k)AF [pomijamy skladniki dla A\; < 0]
>?>10 k=1
L 5 2 5o k
<Lop)+ 2ot Y- mA
k=1
n—1
<)+ o) Y M
k=1
) 220\ 1 5, 1+
< 22(p) (1+ 1_x> = 202

Zwrdéémy uwage na miejsce, w ktérym pomijamy sktadniki odpowiadajace ujemnym wartosciom
wlasnym. Uzasadnienie jest takie, ze dla , A\; < 0, sktadniki sumy Zz;ll(n —k)AF s3 naprzemian
ujemne i dodatnie, o malejacych wartoéciach bezwzglednych. Stad wynika, ze Zz;% (n—k)A\F <0
i mozna te sume w nieréwnoéci opusci¢. Jest to ciekawe zjawisko: ujemne warto$ci wtasne
pomagajg, zmniejszaja btad! Dzialaja podobnie jak zmienne antytetyczne. O

Niech teraz FE(x) oznacza blad sredniokwadratowy dla tancucha startujacego z punktu z €
X

en(x) = Eu (0, — 0)2.
Rozpatrzmy tancuch o rozkladzie poczatkowym &. Niech

1 t+n—1

Oun =~ > F(X).
i=t

bedzie érednig dtugosci n obliczany po odrzuceniu ¢ poczatkowych zmiennych.

Stwierdzenie 15.5. Dla dla tanicucha nieprzywiedinego, odwracalnego startujgcego z dowolnego
rozktadu £, MSE¢ mozna oszacowaé w nastepujgcy sposob:

el — 0 < T20%(f) + Nx(m, &) me | (@)

gdzie X = max(\1,0) i A = max(A, [Ag_1]).
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Dowdd. Na mocy Stwierdzen 15.4 i 15.2 mamy

A~

Ee(Orn — 0)* = Been(Xy) < Enen + [Eeen(Xy) — Ereyl

l02 L+ T
ke SRRCETR
L) + N, € e | a)
bo en(y) < maxy ‘f(x)‘27 a wige o(en) < max, ’.f(w)|2 O

Nier6éwnosé podane przez Aldousa w cytowanej pracy byla nieco inna.

Stwierdzenie 15.6 (Aldous, 1987). Dla dla laricucha nieprzywiedinego, odwracalnego startu-
Jacego z dowolnego rozktadu & mamy nastepujgce oszacowanie bledu MSE;:

. MY 14X,
Ee(0r — 1 = )
¢(0rn — 0)* < ( + o ) i (f)

gdzie ™" = min, 7(z).

Dowdd. Istotnie, zalézmy, ze tancuch startuje z deterministycznie wybranego punktu x € X,
czyli € = P(x,-). Jesli otrzymamy oszacowanie niezalezne od x, dowdd bedzie zakonczony.

th— ZPt:Uyen

—Zthyen :Zpt(g;,y y)en(y)

. 7(W)
t

< (1 + f) > w(W)en(y) = (1 + A) MSE;.
* Y T«

i zastosujmy Stwierdzenie 15.4. Wykorzystali$my tu nieréwnosé P!(x,y)/m(y) < 1+ A/, ktéra
wynika z rozktadu spektralnego:

P'(z,y)

=PI Y(z,y) = 1] P'IT !

™(y) ’
d d—1

=1, )\gvivjly =1+1] Z /\fviv;ly

i=1

|
—

~
Il
o

d—1
<THAD 1 v 1]
=1

d—1 d—1
<14+ At\l Z(llvi)Q\J > (wil))?

i=1 =1

)\t

A
BN oN=n R

W powyzszym wzorze symbol 1; oznacza wektor (0,...,0,1,0,...,0), gdzie jedynka stoi na
z-tym miejscu. SkorzystaliSmy z nieréwnosci Schwarza. O
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