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1. Wprowadzenie do systeméw decyzyjnych

1.1. Wprowadzenie do systeméw decyzyjnych

1.1.1. Elementy systeméw decyzyjnych
Whprowadzenie do teorii uczenia sie

Kto sie uczy?
Ograniczymy si¢ do programéw komputerowych zwanych ” algorytmami uczgcymsi sie”.

Czego sie uczy?

— pojeé: — np. odrdznienie “krzesel” od innych mebli.

— mnieznanych urzadzen — np. uzywanie VCR

— nieznanych $rodowisk — np. nowe miasto

— procesOw — np. pieczenie ciasta

— rodzin podobnych wzorcéw — np. rozp. mowy, twarzy lub pisma.
— funkcji: (np. funkcje boolowskie)

Wymagania
skutecznosé, efektywnodé, ...

Kazdy “uczen” powinien mieé¢ zdolno$¢ uogdlnienia, t.j. zdolnos¢ rozpoznawania réznych
obiektow tego samego pojecia.

Np. jesli uczymy sie funkcji, to wazne jest aby “algorytm uczenia sie” mie ograniczal

sie do jednej konkretnej funkcji. Zgdamy aby “modele uczenia” dzialaly skutecznie na

klasach funkcyi.

Uczen moze pozyskaé¢ informacje o dziedzinie poprzez:

1. Przykltady: Uczen dostaje pozytywne i/lub negatywne przyklady. Przyklady moga by¢
zdobywane w sposob:
a) losowy: wedlug pewnego znanego lub nieznanego rozktadu;

b) arbitralny;
c) zlosliwy: (np. przez kontrolera, ktéry chcialby wykryé sytuacje, kiedy algorytm zachowuje sie najgorzej);

d) specjalny przez zyczliwego nauczyciela: (np., starajacego utatwiaé¢ proces uczenia sig)
2. Zapytania: uczen zdobywa informacje o dziedzinie przez zadawanie nauczycielowi zapytan.
3. Eksperymentowanie: aktywne uczenie sie.

— Podejscie indukcyjne: wnioskowanie na podstawie skonczonego zbioru obserwacji;
— Np. Pokazaé, ze dla kazdego n € N

n(n+1)(2n+1)
6

12422+ .. +n%=
— Jakie prawa rzadza w podejsciu uczenia indukcyjnego?

Szukamy teorii pozwalajacej na oszacowanie

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.



6 1. Wprowadzenie do systemow decyzyjnych

— Prawdopodobienstwa wyuczenia si¢ pojec;

— Liczby niezbednych przyktadéw treningowych;
— Zlozonodci przestrzeni hipotez;

— Skutecznosci aproksymacji;

— Jako$¢ reprezentacji danych treningowych;

Skad wiemy, czy uczen sie nauczyl lub jak dobrze sie nauczyt?
— Miara jakosci wsadowa (ang. off-line, batch) i miara interaktywna (ang. on-line, interactive).
— Jakos¢ opisu vs. jako$¢ predykcji
— Skutecznosé: obliczona na podstawie bledu klasyfikacji, doktadnosci opisu ...
— Efektywnosé uczenia: wymagana jest wielomianowa ztozonosé obliczeniowa.

— Zaldézmy, ze chcemy nauczy¢ sie pojecia ”czlowieka o sredniej budowie ciala”. Dane — czyli
osoby — sg reprezentowane przez punkty (wzrost(cm),waga(Kg)) i sa etykietowane przez +
dla pozytywnych przyktadéw i — dla negatywnych.
— Dodatkowa wiedza: szukane pojecie mozna wyrazi¢ za pomoca PROSTOKATA
— Na przyklad dany jest etykietowany zbidr:
((84,184),+), ((70,170),+), ((75,163), —), ((80, 180), +), ((81,195), —), ((63,191), —), ((77,187),—),
((68,168),+)
— Znajdz etykiete ((79,183,7)

Rowazany problem mozemy zdefiniowa¢ problem nastepujaco:

— Cel: Znalezé¢ w R2 prostokat R o bokach réwnolegltych do osi.

— WejScie: Zbior zawierajacy przyklady w postaci punktéw ((z,y), +/—). Punkty z tego zbio-
ru zostaly wygenerowane losowo.

— Woyjscie: Hipotetyczny prostokat R’ bedacy “’dobra aproksymacja” R.

— Dodatkowe wymagania: Algorytm powinien by¢ efektywny (ze wzgledu na zlozonosé
obliczeniowa) i powinien uzywaé do uczenia jak najmniejszej liczby przykladow .

Przy ustalonych zbiorach pojeé¢ C (dotyczacych obiektéw ze zbioru X - skonczonego lub nie)
oraz hipotez H rozwazamy nastepujacy problem

— Dane:
— skonczona prébka D obiektéw xq,...,x.,, € X wraz z wartosciami pewnej funkcji ¢ ze
zbioru C na tych obiektach;
— Szukane:
— hipoteza h € H bedaca dobra aproksymacja pojecia c.
— Zadania:
— dobra jakos¢ aproksymacji
— szybki czas dziatania.

— Uczenie pdélosi (lub dyskretyzacji):
X =% C=H={[\x):acR}
— Uczenie hiperptlaszczyzny:
X=R"  H={fupw,w, : ®" — {0, 1}}

gdzie fug,.. wn(T1, s Tn) = sgn(wo + wix1 + ... + wpy).
— Uczenie jednomianéw Boolowskich:

X ={0,1}"  ¢:{0,1}" — {0,1};

H = M,, = zbiér jednomianéw Boolowskich o n zmiennych.
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Niech
— X — zbidr wszystkich obiektow.
— Q = (X, u) — przestrzen probabilistyczna okre$lona na X.
Blad hipotezy h € H wzgledem pojecia ¢ (funkeji docelowej):

era(h,c) = erhy(h) = pfe € X|h() # o(x)}

Pytanie: Dane jest pojecie ¢, hipoteza h i zbiér przykladéw D. Jak oszacowaé rzeczywisty blad
hipotezy h na podstawie jej bledu er}, na zbiorze D?

Odp.: Jesli przyktady z D sa wybrane zgodnie z miara prawdopodobienstwa p niezaleznie od
tej hipotezy i niezaleznie od siebie nawzajem oraz |D| > 30, to
— najbardziej prawdopodobna wartoscia erq(c, h) jest erf,,
— z prawdopodobienstwem (1 — ¢)

c c eTCD(l — 67’%)
lerg —erp| < s o

Systemy informacyjne i tablice decyzyjne

— Teoria zbioréw przyblizonych zostala wprowadzona w latach 80-tych przez prof. Zdzistawa
Pawlaka.
— Gléwnym celem jest dostarczanie narzedzi dla problemu aproksymacji pojeé (zbioréw).
— Zastosowania w systemach decyzyjnych:
— Redukcja danych, selekcja waznych atrybutow
— Generowanie regut decyzyjnych
— Odkrywanie wzorcéw z danych: szablony, reguly asocjacyjne
— Odkrywanie zaleznosci w danych

Przyktad
Pacjent | Wiek | Pte¢ | Chol. | ECG | Rytm serca | Chory?
p1 53 M 203 hyp 155 Tak
D2 60 M 185 hyp 155 Tak
3 40 M 199 norm 178 Nie
D4 46 K 243 norm 144 Nie
s 62 F 294 norm 162 Nie
De 43 M 177 hyp 120 Tak
p7 76 K 197 abnorm 116 Nie
D8 62 M 267 norm 99 Tak
Do 57 M 274 norm 88 Tak
P10 72 M 200 abnorm 100 Nie

Tablica decyzyjna
Jest to struktura S = (U, AU {dec}), gdzie
— U jest zbiorem obiektéw:

U= {ul, ...,un};

— A jest zbiorem atrybutéw postaci
aj : U — Vj;

— dec jest specjalnym atrybutem zwanym decyzja

dec: U — {1,...,d}.
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Tablica decyzyjna powstaje ze zwyklych tablic danych poprzez sprecyzowanie:

— Atrybutéw (nazwanych warunkowymi): cechy, ktérych wartosci na obiektach sa do-

stepne, np. pomiary, parametry, dane osobowe, ...

— Decyzji (atrybut decyzyjny):, t.j. cecha “ukryta” zwiazana z pewna znana cze$ciowo

wiedza o pewnym pojeciu:

— Decyzja jest znana tylko dla obiektéw z (treningowej) tablicy decyzyjnej;

— Jest podana przez eksperta (np. lekarza) lub na podstawie pézniejszych obserwacji (np.
ocena gieldy);

— Chcemy podaé¢ metode jej wyznaczania dla dowolnych obiektéw na podstawie wartosci
atrybutéw warunkowych na tych obiektach.

Przedstawiona tablica decyzyjna zawiera:

— 8 obiektéw bedacych opisami pacjentéw

— 3 atrybuty: Headache Muscle pain, Temp.

— Decyzje stwierdzaca czy pacjent jest przezigbiony czy tez nie. lub nie

Bdl glowy  BO6l migsni  Temp.

Grypa

pl Tak
p2 Tak
p3 Tak
p4 Nie
pd Nie
p6 Nie
p7 Nie
p8 Nie

Tak
Tak
Tak
Tak
Nie
Tak
Tak
Nie

N
H
VH
N
H
VH
H
vVH

Nie
Tak
Tak
Nie
Nie
Tak
Tak
Nie

Dane sa obiekty z,y € U i zbidr atrybutéw B C A, méwimy, ze
x,y sg rozrdéznialne przez B wtw, gdy istnieje a € B taki, ze a(z) # a(y);
x,y sa nierozréznialne przez B, jesli one sa identyczne na B, tzn. a(z) = a(y) dla kazdego

a € B;

[x] B = zbidér obiektéw nierozréznialnych z x przez B.

Dla kazdych obiektow z, y:
— albo [z]p = [y]5;
— albo [z]p N [y]p = 0.

Relacja

x INDp y := x,y sa nierozréznialne przez B

jest relacja réwnowaznosci.
— Kazdy zbidr atrybutéw B C A wyznacza podzial zbioru obiektéw na klasy nierozréznialnosci.

Dla B = {Blgowy, Blmini}

— obiekty pl, p2, p3 sa nierozréznialne;
— 53 3 klasy nierozréznialnoéci relacji IN Dp:

— [pl]p = {p1,p2,p3}

— [p4lB = {p4, p6,p7}

— [p5ls = {p5,p8}
U | Bdl glowy BO6l migsni Temp. | Grypa
pl Tak Tak N Nie
p2 Tak Tak H Tak
p3 Tak Tak VH Tak
p4 Nie Tak N Nie
pd Nie Nie H Nie
p6 Nie Tak VH Tak
p7 Nie Tak H Tak
p8 Nie Nie VH Nie
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Aproksymacja pojec

f(x)

Aproksymacja funkcji

Sztuczna sie¢ neuronowa;
Twierdzenie Kolmogorowa;
Modele sieci.

‘a a a a--é_‘_:‘_q::};_;_' uu u uu Data  x(i)
A U label  t(u)

Aproksymacja pojec

Uczenie indukcyjne;
COLT;
Metody uczenia sie.

Whnioskowanie aproksymacyjne

Whioskowanie rozmyte;
Whnioskowanie Boolowskie, teoria zbioréw przyblizonych;
Inne: wnioskowanie Bayesowskie, sieci przekonan, ...

Klasyfikatory (algorytmy klasyfikujace) i metody oceny klasyfikatoréw
Metody rozumowania Boolowskiego

Teoria zbioréow przyblizonych

Reguly decyzyjne, drzewo decyzyjne i lasy decyzyjne

Klasyfikatory Bayesowskie

Sieci neuronowe

COLT: Obliczeniowa Teoria Uczenia sie

Metody przygotowywania danych

SVM: Maszyna wektorow podpierajacych

Metody wzmacniania klasyfikatoréw (ang. Boosting)
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Nie ma nic za darmo czyli “Non Free Lunch Theorem?”

— Zmalez¢ optimum nieznanej funkcji f : S — W (f € F), gdzie S, W sa skonczonymi zbiorami.
— Dgzialanie algorytmu przeszukiwania A dla funkcji f jest identyfikowane z wektorem:

Va(f,t) = ((s1, f(51)), (s2, f(52)), -0y (51, f(51)))

— Ocena algorytmu: M : {V4(f,t)|A, f,t} — R. Np.

M(VA(f> t)) = ie{[{r}in }{Z|f(31) = fmax}

IR}

— Warunek NFL: Dla dowolnej funkcji M, i dla dowolnych algorytméw A, A’

> MVa(f.181) = Y M(Va(f,18D)

fer fer

— F jest zamknieta wzgledem permutacji: dla dowolnej funkcji f € F i dowolnej per-
mutacji ¢ € Perm(S) mamy of € F

Twierdzenie o NFL
— Zachodzi rOwnowazno$cé

NFL < F jest zamknieta wzgledem permutacji.

— Prawdopodobienstwo wylosowania niepustej klasy funkcji zamknietej wzg. permutacji wy-
nosi:
(IsH+wi-1

1S| ) -1
21—

— Algorytm £ dobrze si¢ uczy pojecia c jedli erg, jest maty.
— Niech P(X) = {c: X — {0,1}}.
Czy mozna stwierdzi¢ wiedzieé, ze algorytm £1 wyuczy sie wszystkich pojeé¢ z P(X) lepiej
niz algorytm £97
— ”No Free Lunch theorem” (Wolpert, Schaffer) w wersji probleméw uczenia sie glosi, ze:
— Zaden algorytm nie moze byé najlepszy w wyuczeniu wszystkich pojeé.
— Kazdy algorytm jest najlepszy dla takiej samej liczby pojeé
— Ale interesuje nas tylko pewna klasa probleméw czyli klasa pojeé C C P(X)
— Whiosek: Nalezy znalezé odpowiedni algorytm do kazdego problemu.

1.1.2. Sprawy organizacyjne

— Obecnosé: 20%
— Projekt: 40%
— Egzamin: 40%



2. Problem klasyfikacji i klasyfikatory

2.1. Problem klasyfikacji i klasyfikatory

2.1.1. Wprowadzenie

— Zalozenie: Dany jest skonczony zbiér obiektéw T = {z1,...,x,}. Ten zbiér nazywamy
zbiorem treningowym
— Kazdy obiekt (rekord) jest opisany wektorem informacyjnym, sktadajacym sie z wartosci
pochodzacych z dziedziny pewnych atrybutéw warunkowych.
— Wyrézniony jest jeden atrybut, zwany tez atrybutem decyzyjnym

i — ((Ti1, ..., k), d;)

— Cel: wyznaczy¢ klase decyzyjna, do ktérej nalezy nowy nieznany dotad obiekt.
— Jak? Znalez¢ zalezno$é (najlepiej funkcyjna) miedzy atrybutem decyzyjnym a atrybutami
warunkowymi.

1. Tworzenie modelu: opisywanie klas decyzyjnych
— Klasa decyzyjna = zbior obiektéw majacych taka sama warto$é na atrybucie decyzyjnym
— Klasyfikator: algorytm okreslenia klasy decyzyjnej obiektow za pomoca ich wartosci na
atrybutach warunkowych.
— Klasyfikatory moga by¢ opisane za pomoca formut logicznych, drzew decyzyjnych lub
formutl matematycznych.
2. Korzystanie z modelu do przypisanie nowym nieznanym obiektom ich klasy decyzyjne.

Problem: Jak ocenia¢ model?

— Wiele probleméw decyzyjnych mozna opisaé¢ jako problem klasyfikacji
— DSS (Decision Support System) jest systemem komputerowym dostarczajacym narzedzia do
rozwiazywania probleméw klasyfikacji.
Wejscie: Zbiér treningowy
Wyjscie: Klasyfikator(y)
— Wymagania:
— Szybkoé¢ podejmowania decyzji, skalowalnosé
— Skutecznosé
— Racjonalnosé¢
— Mozliwo$¢ wspolpracy z ekspertem: doradztwo, adaptacja, negocjacja, adopcja wiedzy
eksperskiej, ...

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.



12 2. Problem klasyfikacji i klasyfikatory

Tid Refund Marital Taxable Class

Status Income

Zbior
treningowy

Yes Single 125K No
No Married 100K No
No Single 70K No
Yes Married 120K No
No Divorced 95K Yes
No Married | 60K No Uczenie klasyfikatoréw
Yes Divorced 220K No
No Single 85K Yes
No Married 75K No

08 No Single 90K Yes

© o0 N oo o B~ W N P

Klasyfikacja/
Podejmowanie decyzji

Zbior

testowy

| Krithi czas treningu diugi

Lazy Eager

1. Uczeniasie: Brak. Nie generuje sie modelu (hipotezy)

dla tunkcji docelowe

2. Klasyfikacja: Odpowiedz jest kombinowanabezposrednio
ze danych treningowych

1. Uczenie sie: Buduje sie pelny model opisujacy funkcje docelujaca
2. Klasyfikacja: Odpowiedzjest oparte na generowanym modelu

2.1.2. Przeglad metod klasyfikacji

Metody oparte o przyklady

— Sa to metody leniwej klasyfikacji, ktore opdzniaja proces przetwarzania danych az do mo-
mentu kiedy pojawi sie nowy obiekt do klasyfikowania
— Typowe metody:
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¢ k-nearest neighbor approach

* Przyklady treningowe sa przedstawione jako punkty w metrycznej przestrzeni.
¢ Locally weighted regression

* Konstruuje lokalne aproksymacje poje¢
o Case-based reasoning

x  Korzysta z symbolicznych reprezentacji i metod wnioskowania w oparciu o baze wie-
dzy

algorytm najblizszych sasiadéw

Input: Tablica decyzyjna D, nowy obiekt z,

Output: Klasa decyzyjna, do ktérej nalezy x4 (czyli Dec(xy))

Krok 1: Szukaj w zbiorze D, k najblizej polozonych obiektéw R(zq) = {1, 22, ..., T}
Krok 2: Wyznacz klase dla x, na podstawie Dec(x1), Dec(z2), ..., Dec(zy)




14

2. Problem klasyfikacji 1 klasyfikatory

Unseen Instance

.r"-' -
F

ey
— -
F LY —
] | ]
! :

)

s —
4

Najczesciej wykorzystany dla danych z atrybutami numerycznymi
Wymagania:

— 7Zbior treningowy

— Funkcja odlegtosci miedzy obiektami

— Warto$¢ parametru k, liczba rozpatrywanych sasiadéw
Podczas klasyfikacji:

— Woyznaczanie k najblizszych sasiadow

— Wyznaczenie klasy decyzyjnej nowego obiektu na podstawie klas decyzyjnych najbliz-

szych sasiadow (np. przez glosowanie).

Jest to przyktad metody leniwej, gdyz

— Nie buduje jawnego modelu wiedzy

— Proces klasyfikacji moze by¢ czasochtonny

Jedli k jest za mata, klasyfikator bedzie wrazliwa na drobne szumy w danych
Jesdli k jest zbyt duza:
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— Woysoka ztozono$é obliczeniowa
— Otoczenia moga zawiera¢ obiekty z innych klas
— Algorytm k-NN dla ciagtej decyzji
— Wiystarczy obliczy¢ $rednia z decyzji najblizszych sasiadow

— Problem skalowania atrybutéw
— Np. opis czlowieka:
— (Wzrost [m], Waga [kg], Klasa)
— Wozrost odchyla si¢ od 1.5 m do 1.85 m
— Waga moze mie¢ warto$é¢ od 45 kg do 120 kg
Odlegtosé euklidesowa jest bardziej wrazliwa na réznice wag niz réznice wzrostu.
— Przeklenstwo wymiaréw
— Moze produkowaé¢ wyniki niezgodne z intuicja (np. klasyfikacji dokumentéw)
— Rozwiazanie: Normalizacja
— Sasiedzi wazeni wzgledem odlegtodc
1

— Whplyw sasiada z; na obiekt testowy x4 jest wazony przez w; = ———
d? (:Cq ) xl)

— Blizsi sasiedzi maja wiekszy wplyw

Whnioskowanie Bayesowskie

— Dany jest zbiér treningowy D, prawdopodobienistwo posteriori hipotezy h — P(h|D) — mozna
liczyé¢ wzorem Bayesa.

P(D[h)P(h)

P(HID) = =55

— MAP (maximum posteriori) hypothesis

harap = arg max P(h|D) = arg r]?e%(P(DM)P(h)

— Trudnosci: ta metoda wymaga znajomosci wielu rozktadéw prawdopodobienstw =—> wysoki
koszt obliczeniowy



16 2. Problem klasyfikacji i klasyfikatory

(e) 5. Uehil, 2003

Thomas Bayes
(1702-1761)

'Pr A,e)
T
Plh)Pre, )

Pce)

— Kilasyfikacja obiektu opisanego przez x

x|dec = ¢) - P(dec = c)
P(x)

P(dec = c|x) = il

— P(x) jest wspélna dla wszystkich hipotez;

— P(dec = ¢) — czesto$¢ wystepowania klasy ¢;

— Znalez¢é c tak, ze P(dec = c|x) bylo maksymalne, czyli, aby P(x|dec = ¢) - P(dec = ¢) bylo
maksymalne;

— Problem: obliczenie P(x|dec = ¢) jest czasochlonne!
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Wéwcezas

— Czyli

P(:L’l,..

— Naiwne zalozenie: atrybuty sa warunkowo niezalezne!

k

P(dec = c|x) ~ P(dec = ¢) H P(zildec = ¢)-

i=1

To zalozenie znacznie obniza ztozonosé obliczeniowy.

Qutlook  Temperature  Humidity Windy  Class M

sunny hot high false N - -

sunny hot high true N P(sunny|p)=2/9 P(sunny|n)=3/5

overcast  hot high false p P(overcastlp)=4/9 | P(overcast|n)=0

rain mild high false P P(rain|p) = 3/9 P(rain[n)= 2/5

rain cool normal false P

rain cool normal true N

overcast  cool normal  true P P(hot|p)=2/9 P(hot|n)=2/5

sunny . mid hgh - false N pimilg|p)= 419 P(mildIn)= 215

sunny cool normal false P

rain mild normal  false P P(coollp)=3/9 P(cooln)=1/5

sunny mild normal true P

overcast mild high true P : - : =

overcast hot normal  false P Plhighlp)=3/% Plhighin)= 45

rain mild high true N P(normal|p)=6/9 P(normalln)=2/5
P(p) =914 P(true|p)=3/9 P(true|n)=3/5
P(n) = 5/14 P(false|p) = 6/9 P(false|n) = 2/5

— Nowy obiekt x = (rain, hot, high, false)

P(X|p)AP(p) = P(rain|p)AP(hot|p) AP(high|p)AP(false|p) AP(p) = 0.010582
P(X|n)AP(n) = P(rain|n)AP(hot|n)AP(high|n)AP(falseln)AP(n) = 0.018286

— X jest klasyfikowany do klasy n (don’t play)

— Zalozenie o niezaleznosci:
— ... powoduje, ze obliczenia staje si¢ mozliwe
— ... optymalny klasyfikator o ile ono jest prawdziwe
— ... ale warunek bardzo rzadko spelniony w praktyce (atrybuty sa czesto korelowane).
— Proéby pokonania te ograniczenia:
— Sieci Bayesowskie, ktére taczg metody wnioskowania Bayesowskiego z zaleznosciami
miedzy atrybutami
— Drzewa decyzyjne, ktore przeprowadzaja dedukcyjne kroki na pojedynczych atrybu-
tach, poczawszy od najwazniejszego

— Sieci Bayesowskie dopuszczaja “warunkows niezaleznos¢” podzbioréw zmiennych.

— Jest to graficzny model zaleznosci przyczynowo-skutkowych

— Naive Bayes jest szczegdlnym przypadkiem sieci Bayesowskiej (jakim?)

— Problemy zwiazane uczeniem sieci Bayesowskich:
— Prypadek najtatwiejszy: zaréwno struktura sieci, jak i wszystkie zmienne sa znane.
— Znana jest struktura, ale brakuje rozktadéw zmiennych.
— Nawet struktura sieci nie jest z géry zadana.
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o o Zmienne Age, Occupationi Income majq
@ wplyw na to czy klient kupuje produkt
o Jesli klient kupuje produkt to jego
@ zdinteresowanie kupnem ubezpieczenia

jest niezalezne od Age, Occupation,

Income.
0 Zatem
P(Age, Occ, Inc, Buy, Ins ) =
Interested m = P(Age)P(Occ)P(Inc)
Insurance P(Buy|Age.Occ.Inc)P(Int|Buy)

Ogoélna formuta
P(x1,...,2|C) = [1F, P(zi|parent(z;), C)
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3.1. Metody oceny klasyfikatorow
3.1.1. Skuteczno$é predykcji

Blad klasyfikacji
liczba bledow

Blqd klasyfikacji =

liczba obiektow testowych

gdzie:

— Sukces: gdy obiekt jest prawidlowo klasyfikowany

— Blgd: gdy obiekt jest zle klasyfikowany

— Blagd klasyfikacji (lub odsetka bledéw podczas klasyfikacji) powinien byé wyznaczony na
losowych i nieznanych danych.

— Sa dwa rodzaje bledu:

Actual Value
(as confirmed by experiment)

positives negatives
0 T
R ¢ TP FP
© o [ True False
> £ [ 3 S
_— Positive Positive
Q £
= T o
gy ¢ FN TN
o - © False True
a o Negative Negative

— W “systemach uczacych sie”: minimalizujemy FP+FN lub miare skutecznosci (ang. Accu-
racy) (ACC):

ACC = (TP+TN)/(TP+ FP+TN + FN)
— W marketingu: maksymalizujemy TP.
— Podzial zbioru danych na cze$¢ treningowa i testowa;

— Uczenie lub poszukiwanie modelu
— Ocena klasyfikatora

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Decyzjajest znana

Dane treningowe

+0 [ [+

Uczenie modelu

l
= [

— Niektére metody uczenia dziataja w dwoch etapach:
— Etap 1: Buduje strukture
— Etap 2: Optymalizuje parametry

\ Predykcja

Uwaga:
Nie uzywaj danych testowych do budowy klasyfikatoréw!

— Wiasciwa procedura powinna zawieraé¢ 3 zbiory: treningowe, walidacyjne i testowe
— Dane walidacyjne uzywane sa do optymalizacji parametréw

Decyzja jest znana
- - D o Konstrukcja
H — o =—=|Dane treningowe .
- — modelu
= + l'
Uczenie modelu
Ocena
l _ Predykcja
+
=l— /3 -
/=S +
y y +
n _ | Ostateczna
E > AR >, | ocenamodelu
Dane testowe Model koncowy -

3.1.2. Przedzial ufnoSci miar ocen

— Przyktad: S = 750 sukcesow w N = 1000 prébach
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— Estymowana skutecznosé: 75%

— Jak bliska jest ta estymacja do prawdziwej skutecznosci p?

— Odp: z 80% pewnosci mozemy twierdzi¢, ze p € [73.2,76.7]
— Inny przyktad: S=75 i N=100

— Estymowana skuteczno$é: 75%;

— p €[69.1,80.1] z 80% pewnosci.

— Rozpatrujemy rozklad Bernoulliego: p, p(1 — p)
— Oczekiwany odsetek sukcesu w N prébach: f = S/N
— Warto$¢ oczekiwana i wariancja dla f:

p,p(1 —p)/N

— Dla duzych N, zm.l. f ma rozktad zblizony do rozkladu normalnego;

— [z < X < z] nazywamy przedzialem ufnosci na poziomie ¢% dla zm.l. X o zerowej wartosci

oczekiwanej wtw:
P[-2< X <z]=¢

— Dla rozkladu symetrycznego mamy:

Pr[X = z] Z

/\ 0.1% 3.09
0.5% 2.58

1% 2.33

5% 1.65

10% 1.28

20% 0.84

| 40% 0.25

-1 0 1 1.65
Pr[-1.65 < X <1.65]=90%

Dla zmiennej X o rozkladzie N(0,1)

— Warto$é oczekiwana i wariancje dla f: p,p(1 — p)/N
— Normalizacja zm. f:
f-p

p(1—p)/N
— Mamy réwnanie na p:

Pr (—z <

— Rozwiazanie dla p: p € [p1, p2], gdzie

2 2 2
fivEa/k-F+dm
P12 = 2
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3.1.3. Metody walidacji danych

Ogdlna zasada:
— Im wigkszy zbior treningowy, tym lepszy jest klasyfikator
— Im wigkszy jest zbiér testowy, tym lepiej mozna aproksymowaé btad klasyfikacji.

Praktyczna rada:
Kiedy proces oceniania sie zakonczy, wszystkie dane moga by¢ wykorzystywane do skonstru-
owania ostatecznego klasyfikatora

— Walidacja krzyzowa nie pozwala na wielokrotne testowanie tego samego obiektu
— Krok 1: Podzial zbioru danych na k réwnych podzbioréw
— Krok 2: Testowanie kazdego podzbioru uzywajac pozostatych jako zbiér treningowy
— To si¢ nazywa k-CV = k-fold cross-validation
— Zwykle obiekty sa przetasowane przed dokonaniem podziatu.
— Bledy wszystkich iteracji sa usrednione, aby otrzymaé btad globalny.

Losowy podzial zbioru danych na k grup

Zatrzymamy jedna grupe do testu a reszty

uzywamy do treningu

- I H
Powtarzamy \

— Standardowa metoda ocena klasyfikatoréw: 10-krotna walidacja krzyzowa
— Liczba 10 zostata wyznaczona w wyniku wielu do$wiadczen.
— Walidacja pozwala na zmniejszenie dhugosci przedziatu ufnosci
— Jeszcze lepsza metoda oszacowania parametréw:
Walidacja z powtdrzeniami!

— Leave-one-out: przypadek szczegdlny walidacji krzyzowej
Liczba grup = liczba przyktadow
— Dla n obiektéw budujemy klasyfikator n razy
— Najlepiej ocenia klasyfikatora
— Obliczeniowo kosztowna metoda (wyjatek: kNN)
— Bootstraping: prébkuje ze zwracaniem, zeby stworzy¢ rézne zbiory treningowe i testowe
— Proébkuje ze zwracaniem n razy
— Woybrane obiekty tworza zbiér treningowy
— Reszta — zbidr testowy.
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3.1.4. Krzywy Lift i ROC

Miara “sensitivity” lub “true positive rate” (TPR)
TPR=TP/(TP + FN)

czasem nazywa si¢ tez “recall” lub “hit rate”.

Specificity (SPC) lub True Negative Rate SPC = TN/(FP +TN)
false positive rate (FPR): FPR = FP/(FP+TN)=1—- FPC
positive predictive value (PPV) lub precision: PPV = TP/(TP + FP)
negative predictive value (NPV): NPV =TN/(T'N + FN)

false discovery rate (FDR): FDR = FP/(FP + TP)

Matthew’s correlation coefficient (MCC)

TP xTN—-FPxFN

MCC = \/(TP+FN)(TP+FP)(FN+TN)(FP+TN)

F1 score: F1 =2TP/[(TP+ FN)+ (I'P + FP)| lub

1 1

1 _ recall precision
F1 2
Wynik (przynaleznosc do klasy Y)
_ zwracany przez (niektore) klasyfikator
No |Score |Target |CustID |Age _
3 tratienia wsrod
1 057 |7 1AS | pierwszych 5% listy
2 0.95 |N 1024 | ‘ _
— Jesli klasa Y liczy
> 094 |Y —— 2478 15 obiektow, to
4 093 Yt 3820 e piervvsza 5 juz
5 092 |N 4897 | ... obeymuje 3/15=20%
tey klasy
99 |0.11 |N 2734
100 [0.06 |N 2422

Funkcje

p - parametr okre$lajacy poczatek listy rankingowej

CPH - (ang. Cumulative Percentage Hit)

CPH (p) = czesé klasy docelowej znajdujaca sie wsrod p% pierwszych obiektéw z listy ran-
kingowej.

zysk (ang. lift): Lift(p) = CPH(p)/p

Trafienie lub true positive rate: TPR(p) = TP/(TP + FN)

Odsetek falszywych alarméw FPR(p) = FP/(FP +TN)
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Wyréznione krzywy
— Gain chart:
Ox:p
Oy : CPH(p)
— Lift chart:
Ozx:p
Oy : Lift(p)
— ROC (receiver operating characteristic):
Oz : FPR(p)
Oy : TPR(p)
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Zbiory przyblizone

4.1. Zbiory przyblizone

4.1.1. Wprowadzenie do teorii zbioréw przyblizonych

Systemy informacyjne i tablice decyzyjne

Teoria zbioréw przyblizonych zostata wprowadzona w latach 80-tych przez prof. Zdzistawa
Pawlaka.

Gléwnym celem jest dostarczanie narzedzi dla problemu aproksymacji pojeé (zbioréw).
Zastosowania w systemach decyzyjnych:

— Redukcja danych, selekcja waznych atrybutow;

— Generowanie regut decyzyjnych;

— Odkrywanie wzorcéw z danych: szablony, reguly asocjacyjne;

— Odkrywanie zaleznosci w danych.

Definicja
Jest to para S = (U, A), gdzie

U — skonczony niepusty zbiér obiektéw (ang. cases, states, patients, observations ...);
A — skonczony, niepusty zbior atrybutéw. Kazdy a € A odpowiada pewnej funkcjia : U — V,
zwanej wartosciowaniem, gdzie V, jest nazwana dziedzing atrybutu a.

Dla B C A, definiujemy
B-sygnatura obiektu x € U (ang. B-information vector) jako

infp(z) ={(a,a(z)) : a € B}
Zbiér sygnatur wzgledem B o obiektach z U (ang. B-information set):
INF(S) ={infp(z) :x € U}

Tablica decyzyjna powstaje ze zwyklych tablic danych poprzez sprecyzowanie:

Atrybutéw (nazwanych warunkowymi): cechy, ktérych wartosci na obiektach sa do-

stepne, np. pomiary, parametry, dane osobowe, ...

Decyzji (atrybut decyzyjny):, t.j. cecha “ukryta” zwiazana z pewna znana cze$ciowo

wiedzg o pewnym pojeciu:

— Decyzja jest znana tylko dla obiektéw z (treningowej) tablicy decyzyjnej;

— Jest podana przez eksperta (np. lekarza) lub na podstawie pdzniejszych obserwacji (np.
ocena gietdy);

— Chcemy podaé metode jej wyznaczania dla dowolnych obiektéw na podstawie wartosci
atrybutéw warunkowych na tych obiektach.

Przedstawiona tablica decyzyjna zawiera:

8 obiektéw bedacych opisami pacjentow

3 atrybuty: Headache Muscle pain, Temp.

— Decyzje stwierdzaca czy pacjent jest przeziebiony czy tez nie. lub nie

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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U | Bol glowy Bél miesni  Temp. | Grypa
pl Tak Tak N Nie
p2 Tak Tak H Tak
p3 Tak Tak VH Tak
p4 Nie Tak N Nie
p5 Nie Nie H Nie
p6 Nie Tak VH Tak
p7 Nie Tak H Tak
p8 Nie Nie VH Nie

Dane sa obiekty z,y € U i zbior atrybutéw B C A, méwimy, ze
x,y sa rozroznialne przez B wtw, gdy istnieje a € B taki, ze a(z) # a(y);
x,y sa nierozrdéznialne przez B, jesli one sa identyczne na B, tzn. a(z) = a(y) dla kazdego

a € B;

[x]p = zbidr obiektéw nierozréznialnych z x przez B.

Dla kazdych obiektow x, y:
— albo [z]|p = [y]B;
— albo [z]p N [y]p = 0.

Relacja

x INDp y := x,y sa nierozréznialne przez B

jest relacja réwnowaznosci.
— Kazdy zbidr atrybutéw B C A wyznacza podzial zbioru obiektéw na klasy nierozréznialnosci.

Dla B = {Blgowy, Blmini}

— obiekty pl, p2, p3 sa nierozrdznialne;
— 53 3 klasy nierozréznialnoéci relacji IN Dp:

— [p4]p = {p4,p6, p7}

— [p5]B = {p5, p8}
U | Bdl glowy BO6l migsni Temp. | Grypa
pl Tak Tak N Nie
p2 Tak Tak H Tak
p3 Tak Tak VH Tak
p4 Nie Tak N Nie
pd Nie Nie H Nie
p6 Nie Tak VH Tak
p7 Nie Tak H Tak
p8 Nie Nie VH Nie

— Kazdy zbiér obiektéw X (np. klasa decyzyjna, pojecie) moze by¢ opisany za pomoca atry-

butéw ze zbioru B dokiadnie lub w przyblizeniu

— doktadny opis: jesli X jest suma pewnych klas nierozréznialnosci definiowanych przez B
(ZBIORY DOKLADNE)

— prayblizony opis: w przeciwnym przypadku (ZBIORY PRZYBLIZONE)

— W obu przypadkach X moze by¢ opisany przez 2 “dokladne zbiory” zwane dolng i gbérna
aproksymacja zbioru X

B(X)={z:[z]pCc X} BX)={z:[z]pnX #0}

— Obszar brzegowy (ang. B-boundary region) pojecia X zawiera obiekty, dla ktérych nie mo-
zemy jednoznacznie zdecydowaé czy naleza one do X czy nie na podstawie atrybutow z

B
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— Obszar wewnetrzny (ang. B-inside region of X) zawiera obiekty, ktére mozemy pewnie kla-
syfikowac jako elementy pojecia X majac do dyspozycji atrybuty z B.

— Zbiér jest przyblizony (ang. rough set) jesli obszar brzegowy jest niepusty, w przeciwnym
przypadku zbiér jest nazwany dokladny (ang. crisp set).

Niech B = {a1,a2}

IND(B) = {{1, 2}, (sunny, hot)
{3,13}, (overcast, hot)
{4,10, 14}, (rainy, mild)
{5,6}, (rainy, cool)
{8,11}, (sunny, mild)

{73, {9}, {12}}

Chcemy aproksymowaé pojecie definiowane przez klas¢ decyzyjng (play=no)

X = CLASSn, = {1,2,6,8,14}

Aproksymacje pojecia X:

LB(X) = {112}
Up(X)=1{1,2,5,6,8,11,4,10,14}

Regula pewna:

If B(z) = (sunny, hot) then d(z) = no
A laq as as a4 d
ID|outlook temp. hum. windy |play
1 |sunny hot high FALSE| no
2 |[sunny hot high TRUE | no
3 |overcast hot high  FALSE]| yes
4 |rainy  mild high FALSE]| yes
5 |rainy  cool normal FALSE| yes
6 |rainy  cool normal TRUE | no
7 |overcast cool normal TRUE | yes
8 |[sunny mild high FALSE| no
9 |[sunny cool normal FALSE| yes
10|rainy ~ mild normal FALSE| yes
11|sunny mild normal TRUE | yes
12|overcast mild high  TRUE | yes
13|overcast hot normal FALSE]| yes
14|rainy ~ mild high TRUE | no

Reguly przyblizone:

If B(z) = (rainy, cool) then d(z) = no
If B(z) = (rainy, mild) then d(x) = no
If B(z) = (sunny, mild) then d(z) = no
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Jako$é aproksymacji (ang. accuracy of approximation)
_ [BX)|

s (X) = 5x))

— 0<ap(X)<1
— Jesli ap(X) =1, to zbiér X jest dokladnie definiowany przez B;
— Jedli ap(X) < 1, to zbiér X jest aproksymacyjnie definiowany przez B;

Redukty

— W systemach decyzyjnych, nie wszystkie atrybuty sa potrzebne do procesie podejmowania
decyzji;

— Chcemy wybraé pewne podzbiory atrybutéw niezbednych do tego celu;

— Redukty to minimalne podzbiory atrybutéow zachowujacych charakterystyke catego zbioru
atrybutéw.

— W teorii zbioréw przyblizonych, istnieja co najmniej 2 pojecia reduktéw: informacyjne i
decyzyjne.

Definicja reduktu informacyjnego
Zbior atrybutéw B C A nazywamy reduktem tablicy decyzyjnej A wtw, gdy
— B zachowuje rozréznialno$¢ zbioru A:
t.j. dla dowolnych obiektéw z,y € U,
jesli x,y sa rozrdznialne przez A, to sg réwniez rozréznialne przez B
— B jest niezredukowalny:
tzn. zaden wladciwy podzbiér B nie zachowuje rozréznialnosci zbioru A (t.j., B jest mini-
malny pod wzgledem rozréznialnosci)

Definicja reduktu decyzyjnego
Zbiér atrybutéw B C A nazywamy reduktem tablicy A wtw, gdy
— B zachowuje rozréznialno$é zbioru A wzgledem decyzji dec:
t.j. dla dowolnych obiektéw x,y € U,
jesli dec(z) # dec(y) i x,y sa rozréznialne przez A, to sa réwniez rozréznialne przez B
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— B jest niezredukowalny:
tzn. zaden wlasciwy podzbiér B nie zachowuje rozréznialnosci zbioru A (B jest minimalny
pod wzgledem rozréznialnosci)

— RED(S) = zbiér wszystkich reduktéw tablicy decyzyjnej S;
— Jesli S = (U, AU {dec}) i |A] =n to

IRED(S)| < (n/2>

— rdzen: zbior atrybutéw bedacych we wszystkich reduktach

K= () B

BERED(S)

— Znalez¢ rdzen danej tablicy decyzyjnej;
— Znalez¢ jakis redukt;

— Znalez¢ kroétkie redukty;

— Zmalez¢ dtugie redukty.

4.1.2. Zlozonosé problemu szukania reduktow

Problem najkroétszego reduktu

Dane: Tablica decyzyjna S = (U, AU {dec});

Szukane: “najkrétszy redukt tablicy decyzyjnej S”, tzn. taki redukt decyzyjny B € RED(S, dec),
ze

VXeRED(S dec) | Bl < |X]

Twierdzenie
Problem szukania najkrétszego reduktu jest NP-zupeliny.

— Ogoélnie musimy pokazaé, ze jaki$ znany NP-zupelny problem jest “latwiejszy” od pro-
blemu najkrotszego reduktu;

— Wybierzmy problem minimalnego pokrycia wierzchotkami:
“Dany jest graf G = (V, E). Znalez¢ minimalny zbioér wierzcholtkéw X C V o takiej wlasnosci,
ze kazda krawedz z E posiada co najmniej jeden z koncow w X.”

— Wielomianowa transformacja:

S( ) Qvy Qvy Qvg Aoy Qyg a”
z 0 0 ©0 0 0o
Ue, 1 1 0 0 o0 |1
w, | 1 0 0 1 0 |1
U, | 0 1 0 0 1 |1
w, | 0 1 0 1 o0 |1
w, | 1 0 1 0 0 |1
U | 0 0 1 0 1 |1

— Mozna tez pokazaé, ze problem najkrétszego reduktu jest “tatwiejszy” niz znany problem
“Minimal Hitting Set” (minimalny zbiér przecinajacy?)
— Dane: Zbiér S i rodzina jego podzbioréw {S1, Se, ..., Sp}. Zbiér X C S nazywamy zbid-

rem przecinajacym, jesli X ma niepuste przeciecie z kazdym ze zbioréw Si, 5o, ..., .5,.

— Szukane: minimalny zbiér przecinajacy.

— Te problemy sg obliczeniowo réwnowazne!
Czyli kazdy algorytm dla jednego problemu mozna przeksztalcié¢ w czasie wielomianowym na
odpowiedni algorytmu dla drugiego problemu, ktéry posiada te same cechy zlozonosciowe.



5. Wnioskowanie Boolowskie w obliczaniu reduktow
i regul decyzyjnych

5.1. Wnioskowanie Boolowskie w obliczaniu reduktéw i regul decyzyjnych

5.1.1. Metody wnioskowan Boolowskich w szukaniu reduktéow

Algebry Boola

Algebra Boola Jest to struktura algebraiczna
B=(B,+,-0,1)

spelniajaca nastepujace aksjomaty
- Przemienno$¢:
(a+b)=(b+a)oraz (a-b)=(b-a)
- Rozdzielnoéé:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c), oraz a+(b-c)=(a+b):(a+c)
- Elementy neutralne:
a+0=aoraza-1=a
- Istnienie elementu komplementarnego:
a+a=1landa-a=0
*) Czasem negacja jest dodana do sygnatury algebry Boola.
1. Algebra zbioréw: P(X) = (2%X,u,n, —, 0, X);
Rachunek zdan
({zdania logiczne}, V, A, =, L, T)

3. Binarna algebra Boola By = ({0,1},+,+,0,1) to jest najmniejsza, ale najwazniejsza algebra
Boola w zastosowaniu.

rT|yl|lzty|zr-y
010 0 0 o
01 1 0 0] 1
110 1 0 110
1)1 1 1
Przyktady zastosowan:
— projektowanie uktadéw scalonych;
— rachunek zdan.
Laczno$é (ang. Associative law): (t4+y)+z=z+y+z)oraz (z-y)-z2=2-(y-2)
Idempotence: r+x=x oraz x-x=x(dual)
Dzialania z 0 i 1: x+1=1 oraz z-0=0(dual)
Pochtanienie (ang. Absorption laws):  (y-z)+x =2 oraz (y+z) v =x(dual)
Inwolocja (ang. Involution laws): (T) ==

Prawa DeMorgana (ang. DeMorgan’s laws):

(z+y)=—z- -~y oraz —(x-y)=-x+ y(dual)

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Prawa konsensusu (ang. Consensus laws):

(x+y) - (T+2)-(y+2)=(2+y) (T+2) oraz
(@-y)+ (@ 2)+(y-2)=(x-b)+(T-2)

Zasada dualnosci: Kazda algebraiczna réwno$é pozostaje prawdziwa jesli zamieniamy operatory -+ na
-, -na +, Ona 1 oraz 1 na 0.

Funkcje Boolowskie i wnioskowanie Boolowskie

— Kazde odwzorowanie f : {0,1}" — {0, 1} nazywamy (zupelna) funkcja Boolowska.
— Funkcje Boolowskie = formuly Boolowskie:
— Stale, zmienne, operatory -, + oraz .
— Literaly, mintermy (jednomiany), maxtermy, ...
— Kanoniczna postaé dyzjunkeyjna (DNF), np. f = zyz + 27z + Tyz + zyz;
— Kanoniczna postaé¢ koniunkcyjna (CNF), np. f = (z +y + 2)(T + y)
— Term t = z;,...x;,, Tj,...T;, nazywamy implikantem funkcji f jesli
Vacfoay» tla)=1= f(a)=1
— Implikant pierwszy: jest to implikant, ktéry przestaje nim by¢ po usunieciu dowolnego
literatu.
— Kanoniczna posta¢ Blake’a: kazda funkcje Boolowska mozna przedstawié¢ jako sume
wszystkich jej imlikantow pierwszych:
f:tl—i-tg—i-...—i-tk

Wiele formul reprezentuje te sama funkcje;
o1 = xyZ + xYz + TYz + Y2
po=(x+y+2)T+y+2)(c+y+z2)(z+y+73)
¢3 =xy + 22+ Yz

zyz jest implikantem

zy jest implikantem pierwszym

— O R OO OR
——_ 0 O = = O Ol
=== O OO Ol
—= == O = OO O

— Niech < oznacza relacje cze$ciowego porzadku w {0, 1}"
— Funkcja f jest monotoniczna (niemalejaca) wtw, gdy dla kazdych x,y € {0,1}" jesli x <y
to f(x) < f(y)

— monotoniczne funkcje Boolowskie mozna zapisaé¢ bez uzycia negacji.

— term | f' = x;, - zj,... - x;, | nazywamy implikantem pierwszym funkeji monotonicznej f jesli

— f(x) < f(x) dla kazdego wektora x (jest implikantem)
— kazda funkcja wigksza od f’ nie jest implikantem
— Np. funkcja

f(w1,$2,$3) = (xl + 1‘2)(1'2 + $3)

posiada 2 implikanty pierwsze: fi = x9 1 fo = 1 A 3
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problem optymalizacji = » | funkcja Boolowska f;
Modelowanie
i Redukcja
Konstrukcja
: . Dedukcja T . .
Rozwigzania dla 7 | «—— | implikanty pierwsze f,

Modelowanie: Kodowanie problemu za pomoca uktadu réwnan Boolowskich;

Redukcja: Sprowadzenie ukladu réwnan do pojedynczego réwnania postaci f =0 lub f=1
Konstrukcja: Znalezienie wszystkich implikantéw pierwszych funkcji f (konstrukcja kanonicznej
postaci Blake’a);

Dedukcja: Zastosowanie pewnej sekwencji wnioskowan transformujacych implikanty pierwsze do
rozwiazan problemu.

Problem:

A, B,C, D are considering going to a party. Social constrains:
If A goes than B won’t go and C will;

If B and D go, then either A or C (but not both) will go

If C goes and B does not, then D will go but A will not.

Problem modeling;:

A— BAC e A(B+0O) =
IRV BD(AC-FE) =0
..ew»EC(A-i-b) =0

After reduction:

f=A(B+C)+ BD(AC + AC)+ BC(A+ D) =0
Blake Canonical form: f = BCD + BCD + A =0
Facts:

BD — C
C —BvVvVD
A—0

Reasoning: (theorem proving)
e.g., show that
”nobody can go alone.”

Problem SAT: czy rownanie

flxy,.xy) =1
posiada rozwiazanie?
SAT odgrywa wazna role w teorii ztozonosci (twierdzenie Cooka, dowodzenie NP-zupelosci
Kazdy SAT-solver moze by¢ uzywany do rozwiazywania problemu planowania.
Blocks world problem: Po redukcji formuta boolowska nadal zawiera O(tk?) zmiennych i
O(tk3) klauzuli (k,t - liczby blokéw i krokéw).
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— Np. Dla k£ =15, t = 14, mamy 3016 zmiennych i 50457 klausuli

& — - S
B E
A D

Planing (scheduling) problem P

encoding

k 4

boolean function fp

heuristics

SAT or MAXSAT for fp

decoding

k

solution for P

1. Konstrukcja funkcji odréznialnoéei:
— Zmienne boolowskie: atrybuty a, ..., ag;
— Klauzula:

Gup = \/{a € A:a(u) #a(v)}
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— Funkcja rozréznialnosci:

fg(al,

,ag) = A

x,y€U:dec(z)#dec(y)

¢m7y(a1, ceey ak)

2. przeksztalcenie funkcji rozréznialnosci do postaci DNF
3. kazdy implikant pierwszy odpowiada jednemu reduktowi;

Hurt. | Jako$é¢ obstugi | Jakosé towaru | Obok autostrady? | Centrum? | decyzja
1D al as as aa dec
1 dobra dobra nie nie strata
2 dobra dobra nie tak strata
3 bdb dobra nie nie zysk
4 slaba super nie nie zysk
5 slaba niska tak nie zysk
6 slaba niska tak tak strata
7 bdb niska tak tak zysk
8 dobra super nie nie strata
9 dobra niska tak nie zysk
10 slaba super tak nie zysk
11 dobra super tak tak zysk
12 bdb super nie tak zysk
13 bdb dobra tak nie ?
14 slaba super nie tak ?
M || 1 l 2 l 6 l 8 |
3 ai ai,aq a1,a2,a3,a4 ai,a
4 ai, a2 ai,az, a4 az,a3,aq ai
5 ai,az,as ai,az,as3, a4 aq ai,az,as3
7 a1,0a2,a3,04 ai,az,as ai a1,0a2,a3,04
9 az,as az,a3, a4 ai,aq az,as
10 ai,az,as ai,az,a3, a4 az, a4 ai,as
11 a2, a3, a4 az,as ai, a2 as, a4
12 ai,az,aq ai,az ai,az,as ai,aq
f = (a1)(a1Vas)(ar Va)lar Vas VasVag)(ar VasVag)
(a2 Vaz VvV O¢4)(011 V as V a3)(a4)(a2 Vv 043)(042 Vv a4)
(041 \Y 043)(043 Vv a4)(041 Vag V Oc4)
f = (041>(041 V Oz4)(0¢1 V 042)(051 VasVagV 044)(041 V ag V 044)

(042 VasV a4)(a1 V ag V ag)(a4)(a2 vV 043)(0z2 V Ct4)

(061 V 053)(&3 vV 044)(041 V ag V 064)

— usuwanie alternatyw regula pochianiania (t.j. p A (pV q) = p):

— sprowadzanie funkcji f z postaci CNF (koniunkcja alternatyw) do postaci DNF (alternatywa

— Kazdy skladnik jest reduktem! Zatem mamy 2 redukty: Ry = {A1, A2, As} 1 Ry = {A1, A3, Ay}

koniunkcji)

f=

;=

(o) (a) (a2 V as)

Q1040 V o0




5.1. Wnioskowanie Boolowskie w obliczaniu reduktow ¢ requl decyzyjnych 35

Heurystyka Johnsona

Atrybut jest wazniejszy jesli czeSciej wystepuje w klauzulach;

Selekcja: W kazdym kroku wybierzmy atrybut, ktéry najczesciej wystepuje w funkeji roz-
réznialnosci;

Usuwanie: Usuwamy z tej funkcji te klauzule, ktére zawieraja wybrany atrybut;
Powtarzamy Selekcja i Usuwanie dopdéty, poki funkcja rozréznialnosci zawiera jeszcze jakas
klazule.

N

Heurystyka Johnsona
Zmnalez¢é atrybut, ktéry wystepuje najczesciej w macierzy rozréznialnosci;
Usuwnaé¢ wszystkie pola zawierajace wybrany atrybut;

Powtarzamy kroki 1 i 2 dopdki wszystkie pola macierzy sa puste.
8

M| 1 l 2 l 6 l

3 ai ai, a4 ai,az,a3,a4 ai,a

4 ai,as ai,az,a4 ag,as,aq al

5 ai,az,as ai,az,as,aq a4 ai,az,as
7 ai,az,as,aq ai,az,as al ai,a2,as,aq
9 az,as az,as,aq ai,aq az, a3
10 a,az,as a,az,as,aq az, a4 ai,as
11 az,as,aq ag,as ai, a2 as, a4
12 al,az,aq ai,az al,az,as ai, a4

W macierzy nierozréznialnosci z poprzedniego przyktadu
a1 - wystepuje 23 razy a2 - wystepuje 23 razy
a3 - wystepuje 18 razy as - wystepuje 16 razy
Jesli wybieramy a1, to po usunieciu pol zawierajgcych a1 zostato 9 niepustych pdl macierzy nierozréznialnosci. Wsrod
nich:
a2 - wystepuje 7 razy a3 - wystepuje 7 razy as - wystepuje 6 razy
Jesli wybieramy tym razem ag to zostaly 2 niepuste pola i wsréd nich ag jest zdecydowanym faworytem.
Mozemy dostaé w ten sposéb redukt: R1 = {a1,a2,a4}.

Niech X = {(u,v) € U?: dec(u) # dec(v)};

Niech Sy, = {(u,v) € X : a;(u) # a;(v) };

Niech C* C A bedzie minimalnym reduktem, lecz C' = {ay, ..., ax} bedzie reduktem znale-
zionym przez heurystyke Johnsona;

Zalézmy, ze HEURYSTYKA JOHNSONA musi placi¢ 1zt za kazdym razem, gdy dodalta a; do
C.

Rozl6zmy ten koszt tym elementom, ktére zostalty po raz pierwszy pokryte przez zbiér S,
Niech ¢, = koszt ponoszony przez x. Jesli x jest pokryty po raz pierwszy przez a;, to

1
S, — (Sa, U.nU Sy, )|

Cy

HEURYSTYKA JOHNSONA ponosi taczny koszt = |C|. Mamy

Cl= <> Y

zeX aceC* xe8,

Gdybyémy pokazali, ze dla dowolnego altrybutu a € A

Z €z S H(|Sa‘)

IES&

gdzie H(n) = 3", 1

i1 7, Wowczas mozemy oszacowaé dalej:

C1< Y. D) @ <|C']- H(max{[S, : a € Al})

acCx x€S,
<|C7- H(IX]) < [C7] - In(]X] + 1)
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Lemat:
Dla dowolnego altrybutu a € A

Z ¢z < H(|Sa|)

TES,

DowOb:
— Niech u; = [Sq — (Sq; U ... U S, )|, mamy:

uyp = 1Sq| = .. Zuim1 > up > . 2> u = 0;

gdzie k jest najmniejszym indeksem t., ze S, = Sq, U ... U S,

— Zatem
a 1
e =) (U1 —w)-
xgs:a ; ‘Saz - (5(11 U U Sai—l)’
k 1 i
< 2 (im1 = i) - < ) (H (ui1) = H(wi)) = H(|5)
1=0 i—1 i=0

Inne heurystyki

— ILP (Integer Linear Program)
— Symulowane wyzarzanie (simulated annealing)
— Algorytmy genetyczne

— SAT solver
— 777

Dana jest funkcja f : {0,1}" — {0,1} zapisana w postaci CNF za pomoca zmiennych
T1y.eey Ty
1. Utwoérz nowe zmienne {yi, ..., y2,} odpowiadajace literalom x1,77, ..., Tn, Tn;
2. Dla kazdej zmiennej x;, utwérzmy nieréwnosé yo; 1 + y2; < 1
3. Zamien kazda klausule w; = (I;, V... V lini) na nier6wnos¢ y;, + ... + Yin, 2 1
4. Utwoérzmy uktad nieréwnoéci z poprzednich punktow:

Ay >Db

5. Zagadnienie programowania liniowego liczb catkowitych (ILP) jest definiowane jako problem
szukania

n
minz Y;  przy ograniczeniu: Ay > b.
i=1

5.1.2. Systemy decyzyjne oparte o zbiory przyblizone

Reguly decyzyjne
Dla danego zbioru atrybutéw A definiujemy jezyk deskryptoréow jako tréjke

‘C(A) = (Dv {\/a N, _‘}7 F)

gdzie
— D jest zbiorem deskryptorow

D={(a=v):a€ Aand v € Val,};
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— {V, A, —} jest zbiorem standardowych operatoréw logicznych;
— F jest zbiorem formut logicznych zbudowanych na deskryptorach z D.
— Dla kazdego zbioru atrybutéw B C A oznaczamy:
D|p ={(a=v):a € B and v € Val,}, czyli zbiér deskryptoréw obcietych do B.

F|p zbiér formul zbudowanych na D|p.
Semantyka:

Niech S = (U, A) bedzie tablica informacyjna. Kazda formula ¢ € F, jest (semantycznie)
skojarzona ze zbiorem [[¢]]s zawierajacym obiekty spelniajace ¢.
Formalnie mozemy indukcyjnie definiowaé semantyke jak nastepujaco:

[[(a=v)]]ls={z €U :alx) =v} (5.1)
[[61V 2l]s = [[P1l]s U [[¢2])s (5.2)
[[61 A d2]]s = [[o1l]s N [[@2]s (5.3)

[=¢lls = U\ [[¢l)s (5.4)

Kazda formula ¢ moze byé¢ charakteryzowana przez:
— length(¢) = liczba deskryptoréw w ¢;
— support(p) = |[[¢]]s| = liczba obiektéw spelniajacych formule

Definicja regul decyzyjnych Niech S = {U, A U {dec}} bedzie tablica decyzyjna. Regula
decyzyjna dla S nazywamy formuly postaci:

¢=06

gdzie p € F4 10 € Fge.

Formute ¢ nazywamy poprzednikiem (lub zalozeniem) reguly r, a § nazywamy nastepnikiem
(lub teza) reguty r.

Oznaczamy poprzednik i nastepnik reguly r przez prev(r) oraz cons(r).

Reguty atomowa: Sa to reguly postaci:

r=(a;; =v1)A...A(a;, =vm) = (dec = k) (5.5)

Kazda reguta decyzyjna r postaci (5.5) moze by¢ charakteryzowana nastepujacymi cechami:
length(r) = liczba deskryptoréw wystepujacych w zalozeniu
reguly r
[r] = nosnik reguly r, czyli zbioér obiektéow z U spel-
niajacych zalozenie reguly r
support(r) = liczba obiektéw z U spelniajacych zalozenie
regulyr: support(r) = card([r])

confidence(r) = wiarygodno$é reguly r: confidence(r) =
|[r]INDECY|
r]|
Méwimy, ze reguta r jest niesprzeczna z A jeli

confidence(r) =1

Minimalne niesprzeczne reguly: Niech S = (U, A U {dec}) bedzie dana tablica decyzyjna.
Niesprzeczna regule
(aiy =v1) Ao A(ag,, = v) = (dec = k)

nazywamy minimalng niesprzeczng requtq decyzyjng jesli usuniecie ktéregokolwiek z deskrypto-
réw spowoduje, ze regula przestaje by¢ niesprzezcna z S.
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Regulowe systemy decyzyjne

Klasyfikatory regutowe dzialajg w trzech fazach:
1. Faza treningu: Generuje pewien zbiér regut RULES(A) z danej tablicy decyzyjnej A.

Faza selekcji regul: Szuka w RULES(A) tych regul, ktore sa wspierane przez obiekt x. Ozna-

czamy zbidr tych regul przez MatchRules(A,x).

3. Faza klasyfikacji: wyznacza klasedecyzyjna dla = za pomoca regul z MatchRules(A, x) we-

dtug nastepujacego schematu:

a) Jedli MatchRules(A,x) jest pusty: odpowiedz dla x jest “NIEWIEM" tzn. nie mamy

podstaw, aby klasyfikowa¢ obiekt = do ktérejkolwiek z klas;
b) Jesli MatchRules(A, x) zawiera tylko obiekty z k-tej klasy: wowczas dec(x) = k;

c) Jesli MatchRules(A, z) zawiera reguly dla réznych klas decyzyjnych: wéwcezas decyzja
dla x okreslimy za pomoca pewnego, ustalonego schematu glosowania miedzy regutami

z MatchRules(A, ).

Szukanie minimalnych regul decyzyjnych

— Kazda reguta powstaje poprzez skracanie opisu jakiego$ obiektu.
— Redukty lokalne
— Te same heurystyki dla reduktéw decyzyjnych.

Hurt. | Jako$é¢ obstugi | Jakosé towaru | Obok autostrady? | Centrum? | decyzja
1D al as as aq dec
1 dobra dobra nie nie strata
2 dobra dobra nie tak strata
3 bdb dobra nie nie zysk
4 slaba super nie nie zysk
5 slaba niska tak nie zysk
6 slaba niska tak tak strata
7 bdb niska tak tak zysk
8 dobra super nie nie strata
9 dobra niska tak nie zysk
10 slaba super tak nie zysk
11 dobra super tak tak zysk
12 bdb super nie tak zysk
13 bdb dobra, tak nie ?
14 slaba super nie tak ?
M | 1 2 | 6 8 |
3 a1 al, a4 a,as,as, ay ay, a2
4 ai, a2 ai, a2, a4 az,as, a4 ai
5 a1,0a2,a3 a1,0a2,a3,0a4 a4 a1,az2,a3
7 ai,a2,das, a4 ai,az,as a1 ai,a2,das, a4
9 a2,a3 a2,03, a4 ai, a4 az,as
10 ai,az,as ai,a2,as3,0a4 a2, a4 ai,as
11 a2,03, 04 a2, a3 a1, az a3, a4
12 a1,a2,a4 a1, a2 ai, az, as a1, 04
fus = (a1)(a1Vas) g VarVasVa)(ogVa) =
Reguty:

(a1 =bdb) = dec = zysk
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M| 1 | 2 | 6 | 8

3 ay ai,aq ai,a2,as,aq ai, a2

4 ai,as ai,az,aq a2,as, a4 ai

5 ai,az,as ai,az,as,aq a4 ai,az,as
7 ai,az,as,aq ai,az,as ai ai,az,as,aq
9 az,as az,as, a4 ai, a4 az,as

10 al,az,as ai,a2,as,aq az, a4 ai,as

11 az,as,aq az,as ai,az as, a4

12 ai,az,aq ai, a2 ai,az,as ai,aq

fug =

Reguty:
— (a1 = dobra) A (as
— (a1 = dobra) A (aq

(041 V 042)(051)(041 V ag V 053)(041 VasVagV 054)(052 \Y ag)

(041 V 043)(043 V a4)(a1 vV 054)

a1 <O¢2 V ag)(ag V 044) = q1a3 V a1y

= nie) = dec = strata
= super) A (aqg = nie) = dec = strata
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6.1. Metoda drzew decyzyjnych

6.1.1. Wprowadzenie

Definicje

— Jest to struktura drzewiasta, w ktorej
— wezly wewnetrzne zawieraja testy na wartoéciach atrybutéw
— 7 kazdego wezta wewnetrznego wychodzi tyle gatezi, ile jest mozliwych wynikéw testu
w tym wezle;
— liScie zawieraja decyzje o klasyfikacji obiektéw
— Drzewo decyzyjne koduje program zawierajacy same instrukcje warunkowe

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Funkcje testu

x | outlook | Temperature | humidity | wind || play(x)
1 sunny hot high weak no
2 sunny hot high strong no
3 overcast hot high weak yes
4 rain mild high weak yes
5 rain cold normal weak yes
6 rain cold normal strong no
7 | overcast cold normal strong yes
8 sunny mild high weak no
9 sunny cold normal weak yes
10 rain mild normal weak yes
11 sunny mild normal strong yes
12 | overcast mild high strong yes
13 | overcast hot normal weak yes
14 rain mild high strong no

Wyrézniamy 2 klasy funkcji testow
— Testy operuja na warto$ciach pojedynczego atrybutu (ang. univariate tree):

t:V, — Ry
— Testy bedace kombinacja wartosci kilku atrybutéw (ang. multivariate tree):
T Vo, X Vg X ooo X Vg, — Ry

gdzie
— Va : dziedzina atrybutu a;
— Rt : zbiér mozliwych wynikéw testu;

— Dla atrybutéw nominalnych a; oraz obiektu x:
— test tozsamosciowy: t(x) — a;(x)

AP 1 if (a;(z) = v)
— test rownosciowy: t(z) = .
0 otherwise
s 1 if (a eV
— test przynaleznosciowy: t(z) = if (a (:c) )
0 otherwise
— Dla atrybutéw o wartosciach ciagtych:

— test nieréwnosciowy: t(z) = if (ai(z) > ¢)

= dzie ¢ jest wartosci
0 otherwise, i.e., (a;(x) < ¢) s ) ¢

progowsg lub cieciem

Optymalne drzewo

— Jakosé drzewa ocenia si¢
— za pomocg rozmiaru: im drzewo jest mniejsze, tym lepsze
— mala liczba weztéw,
— mala wysokosé, lub
— mala liczba lidci;
— za pomoca doktadnosci klasyfikacji na zbiorze treningowym
— za pomoca dokltadnosci klasyfikacji na zbiorze testowym
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— Na przyktad:

Q(T) = a-size(T) + B - accuracy(T, P)

gdzie o, 8 sa liczbami rzeczywistymi
size(.) jest rozmiarem drzewa
accuracy(.,.) jest jakoscia klasyfikacji

Problem konstrukcji drzew optymalnych: Dane sa:
— tablica decyzyjna S
— zbiér funkcji testow TEST,
— kryterium jakosci @
Szukane: drzewo decyzyjne T o najwyzszej jakosci Q(T).

— Dla wiekszoéci parametréw, problem szukania optymalnego drzewa jest NP-trudny !

— Whioski:
Trudno znalezé optymalne drzewo w czasie wielomianowym;
Koniecznosé projektowania heurystyk.

— Quiz: Czy drzewo z przyktadu jest optymalne?

overcast

Nnormmg

yes (2) no (3)

yes (3)

strong

no (2)
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6.1.2. Konstrukcja drzew decyzyjnych

Funkcja rekurencyjna buduj _drzewo(U, dec. T):

1. if (kryterium stopu(U. dec) = true) then
2:  T.etykieta = kategoria(U. dec);

3:  return;

4: end if

5. t .= wybierz test(U, TEST);

6: T.test := t;

7. for v € Ry do

8: U, ={xeU:t(x)=v};

9:  utwdrz nowe poddrzewo T';

10 T.gataz(v) =T,

11:  buduj drzewo(U,.dec. T')
12: end for

— Kryterium stopu: Zatrzymamy konstrukcji drzewa, gdy aktualny zbior obiektéw:
— jest pusty lub
— zawiera obiekty wylacznie jednej klasy decyzyjnej lub
— nie ulega podziale przez zaden test

— Woyznaczenie etykiety zasada wiekszosciowa:

kategoria(P,dec) = arg max |Pge.—|
CG‘/clec
tzn., etykieta dla danego zbioru obiektéw jest klasa decyzyjna najliczniej reprezentowana w

tym zbiorze.
— Kryterium wyboru testu: heurytyczna funkcja oceniajaca testy.

Kryterium wyboru testu

Kazdy zbior obiektéw X ulega podziatowi na klasy decyzyjne:
X=C1UCyU..uCy

gdzie C; = {u € X : dec(u) = i}.
Wektor (p1, ..., pr), gdzie p; = |§(i|, nazywamy rozktadem klas decyzyjnych w X.

Conflict(X) =Y _|Ci| x |C;| =

1<J
C; C;
Entropy(X) = — Z ||X|| -log |X||

=—> pilogpi

(1X1 =Yl

NN

Funkcja conflict(X) oraz Ent(X) przyjmuja
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— najwigksza wartosé, gdy rozklad klas decyzyjnych w zbiorze X jest réwnomierny.
— najmniejsza wartosé, gdy wszystkie obiekty w X sa jednej kategorii (X jest jednorodny)
W przypadku 2 klas decyzyjnych:

Conflict(p,1 —p) = | X|* - p(1 — p)
Entropy(p,1 —p) = —plogp — (1 — p)log(1 — p)

Niech ¢ definiuje podzial X na podzbiory: X;U...UX,. Mozemy stosowaé nastepujace miary
do oceniania testow:

— liczba par obiektéw rozréznionych przez test t.
disc(t, X) = conflict(X) — Z conflict(X;)
— kryterium przyrostu informacji (ang. Inf. gain).

Gain(t, X) = Entropy(X) — Zpi - Entropy(X;)

7

Im wieksze sg wartosci tych ocen, tym lepszy jest test.

N x Zpi - Entropy(X;)
%

x50 \ g1~

P S R, L L R s b pi

N\
4000000
\
3500000

s /

2500000

2000000
1500000 \\

1000000 =N

500000 / =
0 ol S

@ @~ ® ~
N o N~

\
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—n o N~ T
SR A

— Monotoniczno$é: Jedli ¢ definiuje drobniejszy podzial niz ¢ to
Gain(t', X) > Gain(t, X)

(analogiczna sytuacje mamy dla miary con flict().
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— Funkcje ocen testu ¢ przyjmuja mate wartosci jesli rozktady decyzyjne w podzbiorach wy-
znaczanych przez t sa zblizone.

Zamiast bezwzglednego przyrostu informacji, stosujemy wspdtczynnik przyrostu informacji

Gain(t, X)

Gain_ratio = it X)

gdzie iv(t, X ), zwana wartoscia informacyjna testu ¢ (information value), jest definiowana jak
nast.:

s
. | Xl | Xl
w(t,X)=— E -log

~ |X]| | X

Ocena funkcji testu
— Rozréznialnosé:
disc(t, X) = conflict(X) — Z con flict(X;)
— Przyrostu informacji (Information gain).
Gain(t, X) = Entropy(X) — Zpi - Entropy(X;)
i
— Wspblezynnik przyrostu informacji (gain ratio)
Gain(t, X)

o |Xi | X ]
~ 2= 7x] log X

Gain_ratio =

— Inne (np. Gini’s index, test x2, ...)

Przycinanie drzew

— Problem nadmiernego dopasowania do danych trenujacych (prob. przeuczenia sie).
— Rozwiazanie:
— zasada najkrétszego opisu: skracamy opis kosztem dokladnosci klasyfikacji w zbiorze
treningowym
— zastapienie podrzewa nowym liSciem (przycinanie) lub mniejszym podrzewem.
— Podstawowe pytania:
Q: Kiedy poddrzewo moze by¢ zastapione lisciem?
A: Jedli nowy lisé¢ jest niegorszy niz istniejace poddrzewo dla nowych obiektéw (nienaleza-
cych do zbioru treningowego).
Q: Jak to sprawdzié?
A: Testujemy na prébce zwanej “zbiorem przycinania”!

Funkcja przytnij(T. P)

1: forall ne T do

2. utworz nowy lis¢ [ etykietowany kategoria dominujaca w zbiorze P,
3. if (lis¢ [ jest niegorszy od poddrzewa o korzeniu w n pod wzgledem

zbioru P) then

4 zastap poddrzewo o korzeniu w n lisciem /;
5. end if

6: end for

7. return T
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— Niech
er(l) - btad klasyfikacji kandydujacego liscia 1,
er(n) - btad klasyfikacji poddrzewa o korzeniu w n.
— Przycinanie ma miejsce, gdy

er(n)(1 — er(n))
|PTn|

)

er(l) <er(n) +p

na ogd! przyjmujemy p = 1.

wage increase st year

Problem brakujgcych warto$ci (ang. null-values)

Mozliwe sa nastepujace rozwigzania:
— Zredukowanie wartosci kryterium wyboru testu (np. przyrostu informacji) dla danego testu
0 wspblezynnik réowny:

liczba obiektéw z nieznanymi wartosciami

liczba wszystkich obiektéw

— Wypelnienie nieznanych wartosci atrybutu najczesciej wystepujaca wartosciag w zbiorze
obiektéw zwiazanych z aktualnym weztem

— Wypelnienie nieznanych wartosci atrybutu érednig wazona wyznaczona na jego zbiorze war-
tosci.
Mozliwe rozwigzania:

— Zatrzymanie procesu klasyfikacji w aktualnym wezle i zwrécenie wiekszosciowej etykiety dla
tego wezla (etykiety, jaka ma najwicksza liczbe obiektéow trenujacych w tym wezle)

— Wypelnienie nieznanej wartosci wedtug jednej z heurystyk podanych wyzej dla przypadku
konstruowania drzewa

— Uwzglednienie wszystkich galezi (wszystkich mozliwych wynikéw testu) i polaczenie odpo-
wiednio zwazonych probabilistycznie rezultatatéw w rozklad prawdopodobienstwa na zbiorze
mozliwych klas decyzyjnych dla obiektu testowego.
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7.1. Problem dyskretyzacji
7.1.1. Przypomnienia podstawowych pojeé

Tablica decyzyjna nazywamy strukture S = (U, A U {dec}) gdzie
U nazywa si¢ zbiorem obiektow

A
U = {u, ..., un}] S [ a [as ] dec]
Uy 100 | 27 | ... 1
A jest zbiorem atrybutéw postaci Uz 120 | 86 1
U3 70 | 52 1
dec jest specjalnym atrybutem zwanym decyzja u.1'2(.)0 71 82 2

‘dec U — {1,...,d}‘

— Klasy decyzyjne:
dec definiuje podzialt U = DEC, U ... U DECy gdzie

‘DECk ={x e U :dec(x) = k}‘

— Rozréznialno$é: Dane sg obiekty x,y € U zbiér atrybutow B C A, méwimy, ze x,y sa
rozréznialne przez B wtw, gdy istnieje a € B taki, ze |a(z) # a(y)

Zbiér atrybutéw B C A nazywamy reduktem tablicy S wtw, gdy
— dla dowolnych obiektéw x,y € U
jesli dec(x) # dec(y) i z,y sa rozréznialne przez A,
to sg réwniez rozréznialne przez B
(B zachowuje rozréznialno$é zbioru A)
B jest niezredukowalny (tzn. zaden wtasciwy podzbiér B nie zachowuje rozréznialnosci zbio-
ru A)
Problemy:
Czy istnieje redukt zawierajacy k atrybutéw?
Zmalez¢ redukt o najmniejszej liczbie atrybutéw.

funkcje f: {0,1}"™ — {0, 1} nazywamy Boolowskimi.
monotoniczne funkcje Boolowskie mozna zapisa¢ bez uzycia negacji.

jednomian| f' = x;, z;,...x;, |nazywamy implikantem pierwszym funkcji monotonicznej f jesli

— f(x) < f(x) dla kazdego wektora x (jest implikantem)
— kazda funkcja wigksza od f’ nie jest implikantem
Np. funkcja
f(z1, 22, 23) = (1 + x2) (22 + x3)

posiada 2 implikanty pierwsze: fi = x2 i fo = x123

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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problem optymalizacji =

Rozwigzania dla =

Przyktad problemu reduktu

Dekodowanie
— - - -

Problem Reduktu w S

Kodowanie

Minimalne Redukty

7.1.2. Problem dyskretyzacji

—_—
Kodowanie

funkcja Boolowska f;

implikanty pierwsze £

funkcja rozréznialnosci fg

Dekodowanie
—

A\

implikanty pierwsze f;

S | a b d SP [ af | b7 || d
up | 0.8 | 2 1 up | O 2 1
uy | 1 051 0 . u | 1 0 0
uz | 1.3 13 0| b {(2.09).(a.15), | L2 0
g | 141 L (b,0.75),(b,1.5)} g | 1 L L
ug | 1.4 | 2 0 usg | 1 2 0
ug | 1.6 | 3 1 ug | 2 2 1
uz | 1.3 |1 1 uz | 1 1 1
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Y

Dana jest niesprzeczna tablica decyzyjna S = (U, A U {dec})

— Mowimy, ze ciecie (a, ¢) rozréznia obiekty z, y jesli albo a(z) < ¢ < a(y) lub a(y) < ¢ < a(z).

— 7Zbidr cie¢ P nagywamy niesprzecznym z S jesli dla kazdej pary obiektéow x,y € U takich, ze
d(x) # d(y) istnieje ciecie (a,c) € P rozrézniajace x i y.

— Zbiér cie¢ P, nazywamy optymalnym dla S jesli P,,; posiada najmniejsza liczbe cie¢ wsrod
niesprzecznych zbioréw cieé.

Istniejace metody dyskretyzacji
1. Lokalne a globalne metody:

2. Statyczne a dynamiczne metody: Metody statyczne poszukuja zbioru cig¢ dla kazdego atrybu-
tu w sposob niezalezny od innych atrybutéw. Metody dynamiczne szukaja cie¢ na wszystkich
atrybutach jednoczes$nie

3. Z nadzorem lub bez:

— Podzial na przedziaty o rownych dtugosciach lub réwnych czestotliwoéciach;
— Metoda OneR
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o1

— Testy statystyczne

— 7 uzyciem funkcji entropii;

— Gini’s index

<3

1j= E

2
X2

(nij — By)?
ij

3
—_

Gain (a;¢;U) = Ent (U) — E (a;¢;U)
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Sorted Values _,
SplitPositions __,
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— Metoda statyczna bez nadzoru: podzial danych numerycznych na réwnomierne przedzialty;
— Rozpatrujemy liczbe réznych najbardziej znaczacych cyfr w danym przedziale:

— jesli ta liczba wynosi 3,6,7 lub 9 to podziel dany przedziat na 3 réwne przedziaty.

— jedli ta liczba wynosi 2,4 lub 8 to podziel dany przedzial na 4 réwne przedzialy.

— jesli ta liczba wynosi 1,5 lub 10 to podziel dany przedzial na 5 réwnych przedziatéw.

count

F

Step 1: -§351 -$158 profi $1,833 $4,700
Min Low (i.e, 5%-tils) Hightie, 05%-01le)  Max
Step 2: msd=1,000 Low=$1,000  High=$2,000

Step 3 (-$1,000 | $2,000%

(-$1,000 - 0y (0 -$ 1,000 ($1,000 - $2,000)

(-$4000 -$5,000)

"R W

($2,000 - $5, 000y

(-$400 - M) (0 - $1,000) (1,000 - $2, 000)
(0-
($1,000 -
(3400, $400 $1,200 (32,000 -
A0 (200 - $3,000
(-$300 - $1,400)
-§20m (43,000 -
(4400 - ($1,400 - 44,0003
i i
E ($a00 - ($1,600 - ;
$a00y ($200 - $1.300) ($1,800 -
(-$100 - $1,000) $2,000)
M

7.1.3. Dyskretyzacja metoda wnioskowania Boolowskiego

Dana jest niesprzeczna tablica decyzyjna S = (U, A U {dec})
— Niech C bedzie zbiorem kandydujacych cie¢ dla tablicy S;
— Kazde cigcie (a, ¢) jest skojarzone ze zmienna Boolowska p(, c);
— Niech 9, , bedzie funkcjg rozréznialnosci dla x, y:

Yy = \/{p(a,c) : (a, ¢) rozrézmia x,y}.

— Funkcja boolowska
Vs = [[{¢ry : dec(z) # dec(y)}

koduje problem dyskretyzacji.
— Minimalny implikant pierwszy Ws = optymalny zbiér cieé.
Ciecia kandydujace

(a,0.9); (a,1.15); (a,1.35); (a,1.5);  (b,0.75); (b, 1.5); (b, 2.5).
Oznaczmy przez p{, pg, p§, g, pl{, pg, pg zmienne Boolowskie odpowiadajace cieciom. Wowczas

¥ (2,1) = p§ + pb + pb; ¥ (2,4) = p§ + p§ + pi;

h J
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Funkcja kodujaca problem dyskretyzacji

®s = (pf + 27 +ph) (Pt + P8+ p5) (01 + 8 + 15) (P + P + p1)
5 (0§ + P + ph) Sp%+p§+p§i+p?+p3+p§) (g +p%)
(pg + %) (P + %) (95 + P4) (P + Ph) -

Po sprowadzeniu do postaci DNF mamy:
O = p3pips + p3ppsps + pipTpps + pipipips.

Czyli optymalnym zbiorem cieé jest {(a, 1.15), (a, 1.5), (b, 1.5)}

A
3 - —- —- —4—eo--—-}-o
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I EREEEEEEEE T @--------F--- --@ |
I L .
1 | | |
| ! | !
| | | 1
| | | |
I T I T
| | | |
| | | |
| ! | !
| ! | !
|
1 —— —— —+ —t—o-9 |
| |
: | |
| | |
| ! | !
| ! | !
(I T ——— +--—--@ ! !
| | | |
| | | |
1 1 [ 1
| | ! | !
L I | I >
0 0.8 1 1.3 1.4 1.6

— W algorytmie zachtannym, preferujemy ciecia rozrézniajace najwieksza liczbe par obiektow.
— Miara rozréznialnosci dla danego ciecia wzgledem zbioru obiektéw X:

disc(c, X) = conflict(X) — conflict(Xp) — conflict(XR)

gdzie conflict(X) = liczba par obiektéw réznych decyzji w zbiorze X.
— Mozna realizowaé zachtanna heurystyke w czasie O(nk log n|P|), gdzie n jest liczba obiekt6ow,
k jest liczbg atrybutéw, P jest zbiorem cieé znalezionych przez algorytm
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S ot [ w8 [ w8 [ wi [ 00 [ 03 [ 03 || &
(u1,ug) 1 0 0 0 1 1 0 1
(U1, U3) 1 1 0 0 0 0 1 1
(’U,l, U5) 1 1 1 0 0 0 0 1
(U4, UQ) 0 1 1 0 1 0 0 1
(g, us3) 0 0 1 0 0 1 1 1
(ug,us) 0 0 0 0 0 1 0 1
(ug, ug) 0 1 1 1 1 1 1 1
(ug, us) 0 0 1 1 0 0 0 1
(u6, 7.L5) 0 0 0 1 0 0 1 1
(uz,u2) 0 1 0 0 1 0 0 1
(uz,ug) | O 0 0 0 0 1 1 1
(uz,us) 0 0 1 0 0 1 0 1

new 0 0 0 0 0 0 0 0

Uogoblnienia problemu dyskretyzacji

— Hiperptaszczyzny jako ciecia;

— Krzywe wyzszego rzedu;

— Grupowanie wartosci nominalnych;
— Inne kryteria optymalizacji.

— Dyskretyzacja jako proces wstepnego przetwarzania

— Miare rozréznialnoéci mozna stosowaé do konstrukeji drzew decyzyjnych.

— Drzewa generowane tg miara maja duzo ciekawych wlasnosci i duza skutecznoéé w procesie
klasyfikacji.

— Rozumowanie Boolowskie jest prostym, ale mocnym narzedziem w dziedzinie rozpoznawania
wzorcow, eksploracji danych (ang. Data Mining), sztucznej inteligencji ...

— Zlozonoéé funkcji Boolowskiej kodujacej dany problem moze by¢ miara trudnosci tego pro-
blemu.
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8.1. Sieci neuronowe

8.1.1. Sztuczne sieci neuronowe

Inspiracje biologiczna/neurologiczna

Podobnie jak symulowane wyzarzanie (SA) i algorytmy genetyczne (GA) sztuczne sieci neu-
ronowe czerpia inspiracje ze zjawisk i proceséw zachodzacych w otaczajacej nas przyrodzie.
Techniki wykorzystywane przy tworzeniu sztucznych sieci neuronowych sa inspirowane wie-
dza o mechanizmach myslenia zaczerpnietymi z fizjologii, neurologii i badan nad procesem
poznawania (cognitive science).

W uktadach nerwowych zywych organizméw stosunkowo proste elementy — neu-
rony — wspotdzialajagc sa w stanie realizowaé¢ wysokopoziomowe, zlozone funkcje.
U podstaw sztucznych sieci neuronowych (ANN) lezy idea wykorzystania pro-
stych elementéw obliczeniowych — sztucznych neuronéw — do tworzenia ukltadow
zdolnych rozwigzywaé skomplikowane zadania. Sila rozwigzania lezy nie w sa-
mych elementach obliczeniowych, a w sposobie ich laczenia.

Celem jest otrzymanie systemu, ktéry przejawia cechy podobne do ukladu ner-
wowego.

Dawno, dawno temu — powstaly neurony i uktad nerwowy.

1868 — J.C. Maxwell opisal mechanizm sprze¢zenia zwrotnego.

1942 — N. Wiener formutuje podstawy wspolczesnej cybernetyki.

1943 — W.S. McCulloch i W.H. Pitts przedstawiaja idee dzialania sztucznego neuronu.
1949 — D.O. Hebb w dziele “The Organization of Behavior” opisuje zasade (regute Hebba),
w oparciu o ktérg nastepuje adaptacja w sieciach neuronowych.

1957-1962 — Badania F. Rosenblatta nad pierwszymi fizycznymi modelami sieci neuronowych
- perceptronami.

1960 — G. Widrow i M. Hoff przedstawiaja pierwsze modele sieci jednowarstwowych — ADA-
LINE/MADALINE.

1969 — M. Minsky i S. Pappert w ksiazce “Perceptrons” poddaja miazdzacej krytyce do-
tychczasowe osiagniecia perceptroniki. Wykazuja stabosci i ograniczono$é¢ modelu jednowar-
stwowego. Rezultatem jest zawieszenie na niemal dekade ok. 70% badan nad ANN.

Od 1972 — S. Amari, D. Grossberg, J. Anderson i inni — pierwsze badania nad samoorgani-
zacja w sieciach neuronowych. Wykorzystanie sprzezenia zwrotnego do tworzenia uktadéw
nasladujacych pamieé¢ asocjacyjng u czlowieka.

1974 — P. Werbos w swojej pracy doktorskiej podal idee propagacji wstecznej (backpro-
pagation), dzieki ktorej mozliwe stalo sie opracowanie efektywnego mechanizmu adaptacji
(uczenia si¢) w sieciach wielowarstwowych.

1982 — J. Hopfield przedstawia model sieci rekurencyjnej realizujacej zadania rozpoznawania
wzorcoOw i optymalizacji.

1986 — D.E. Rumelhart i J.L.. McClelland w ksiazce “Parallel Distributed Processing” opisali
propagacje wsteczna i sformulowali algorytm zmiany wag (regule delty). Ich praca spo-

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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wodowala rozpowszechnienie tych idei i w rezultacie lawinowy rozwdj badan nad teorig i
zastosowaniami ANN.

1990 — C. Mead przedstawia pierwsze analogowo-cyfrowe uktady elektroniczne wykorzystu-
jace architekture ANN. Pojawiajg sie powazne zastosowania w przemysle i obronnosci.
1992 — T. Kohonen przedstawia idee sieci z samoorganizacja (Self Organising Map — SOM)
nazwanej potem jego imieniem. Opisuje takze mechanizm uczenia sie kwantyzacji wektoréw
(Learning Vector Quantisation).

Od 1988 prowadzone sa intensywne badania podstawowe i stosowane majace na celu podanie
lepszych metod konstruowania, uczenia i oceny dziatania sieci neuronowych. Prowadzone sa
takze badania nad podstawami teoretycznymi dziatania modelu ANN.

Dzien dzisiejszy — sztuczne sieci neuronowe sa uznanym i powszechnie stosowanym narze-
dziem w wielu dziatach nauki i techniki.

Masa ok. 1,5 kg - spora wariancja.

Objetosé ok. 1600 cm3, powierzchnia ok. 2000 cm2 czyli niemal trzykrotnie wiecej niz kula o tej
samej objetosci.

Kora - grubo$é¢ 2-4 mm:

ok. 10! komérek nerwowych;

ok. 102 komoérek glejowych;

ok. 10 potaczen ($rednio 7000 na neuron).

KORA
KORA RUCHOWA ~ CZUCIOWA

ZAKRET OBRECZY KORY LIMBICZNEJ
SPOIDLD SKLEPIENIE

KORA
PRZEDCZOLOWA
ZWOUE ¢ ;
PODSTAWNE | ¥
h‘-“‘-.____‘ ™ .
TN ES : 0 ) '\ PIERWOTNA
L M -. e ok KORA
, - - e ._ " WZROKOWA
' : —— WZGORZE

=— WZGORKI
CZWORACZE GORNE

% CIALO

74 KOLANKOWATE
BOCZNE

MIEJSCE

SINAWE

MOZDZEK

PRZYSADKA
MOZGOWA ISTOTA |
PASMO WZROKOWE CZARNA X

Nie znaleziono korelacji miedzy rozmiarem mozgu a sprawnoscia intelektualna. Jest natomiast zwia-

zek miedzy rozmiarem kory a zdolnosciami mézgu.
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Perceptron

1. Potencjaly odebrane z innych komérek za pomocg dendrytéw sg zbierane na blonie ciata komorki.

2. Gdy zebrane potencjaly przekrocza warto$é progows neuron staje sie aktywny i wysyla sygnaly elektryczne (elektro-
chemiczne) przez akson.

3. Inne neurony odbieraja sygnat zaleznie od przepustowosci synaps.

synapse electrode spike train
! e,
- Ty f
Hx““‘?:’—ult .-'II/ = |I |II |II
o IIJ L I o
___——_’__,_l_____\_\_ !

ok P -

dendrite soma axon output
summation  threshold transmission rate
of inputs (nonlinearity)  of output pulses

X1
0 =1

\wo

Wl
X2
—_— M
. E =y output =
i W : Wik 1iEE =0
. i=0->n -1 otherwise
Xn-

S
5

Rozwazmy najprotszy przypadek

0= 1w+ wix1 + -+ wWpTy
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Szukajmy wektora w = (w1, ..., w,) minimalizujace funkcje bledu:

Elw] = % > (ta — 04)”
deD

gdzie D jest zbiorem przyktadow treningowych.

25
Q)
204 e
N “t“"’

N
NN 18t
o] AT R Sy

E[w]

w0 wi Gradient

oF OF oF
Owy’ Ow;’  Ow,

V B[]

Alg. gradientu

1. Inicjalizujemy wagi neuronu (sieci) np. losowo.

2. Powtarzamy
— TInicjalizujemy A = 0;
— Podajemy kolejny przyklad (z;,d;) do sieci i liczymy warto$é¢ o(z;);
— Obliczamy btad i poprawiamy wagi wedtug reguly uczenia:

WOVY u—)»stary 4 sz

gdzie
AW = —nVE[W]
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OF
Bwi

oF
8w¢

0 1
9w, 2 > (ta — 0a)?
P47y
1 0
= (ta — 04)°
2 P 8wi
1 0
- Ut — —
5 zd: (ta Od)awi (ta — 04)

0
ty — ty — i - @
(ta Od)awi(d W )

(ta — 0a)(—miq)

~1 =7

Pierwszym krokiem majacym naprawi¢ niedoskonatosci perceptronu, jest wprowadzenie nie-
liniowych, ciagtych i rézniczkowalnych funkcji aktywacji dla neuronéw. Standardowo, stosuje

sie:

— Logistyczna funkcje sigmoidalna (unipolarna):

0 waznej wlasnosci:
— Tangens hiperboliczny (bipolarny):

0 waznej wlasnosci:

OF
ow;

Wiemy, ze

Wiec

do(z) _

dz 7

1

@) = e

—o(x)).

¢(x) = tanh(Bx)

) — B - ()

0 1
ow; 2

1 0
2 ;2(td ~ 04) ow

B zd:(td ~ 0d) Onety Ow;

S (ta=on =53
(ta — 0a) = Y _(ta — 0q) (—

dog  Oo(nety)

¢ d
dog Onety

Onety  Onety
Onetg  O(W - Zq)

=04(1 — 0qg)

OE
E)wi

=Zid

8’U)i

=Y " (ta — 0a)oa(l — 0a)zig

deD

0oy )
ow;
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Warstwowe siec

XS 2
e

Input signals

Output
laver

Hidden

layer

Error signals

Until satisfied, Do
— For each training example, Do
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1. Input the training example to the network and compute the network outputs

2. For each output unit k&
Ok o (1 — o) (tx — o)
3. For each hidden unit A
n—on(L—o0n) D> whrdk

k€outputs

4. Update each network weight w; ;
’lUi’j — wm- + Awi’j

where
Aw; j = nd;z; ;

Inne modele i zastosowania

Predykacja: Sieci neuronowe sg czesto wykorzystywane, aby na podstawie pewnych danych
wejSciowych przewidywala dane wyjsciowe. Wazna zaleta jest to, ze sie¢ moze nauczy¢ sie
przewidywania sygnaléw wyjéciowych bez jawnego zdefiniowania zwigzku miedzy danymi
wejéciowymi a wyjSciowymi. Tego typu uktady sa tez czesto przydatne w zadaniach zwigza-
nych ze sterowaniem.

Klasyfikacja i rozpoznawanie: Zadanie polega na przewidywaniu identyfikatora klasy, do
ktorej dany obiekt nalezy na podstawie wezedniej zaobserwowanych (nauczonych) przykta-
dow..

Kojarzenie danych: Sieci neuronowe, dzigki zdolnosSci uczenia sie i uogélniania doswiad-
czen, pozwalaja zautomatyzowaé procesy wnioskowania i pomagaja wykrywac istotne po-
wiazania pomiedzy danymi. Sieci neuronowe, dzigki zdolnosci uczenia si¢ i uogdélniania do-
swiadczen, pozwalaja zautomatyzowaé procesy wnioskowania i pomagaja wykrywacé istotne
powiazania pomiedzy danymi.

Analiza danych: Zadanie polega na znalezieniu zwigzkéw pomiedzy danymi. Realizacja
tego zadania przez sieci neuronowe daje nowe mozliwosci w zakresie prowadzenia analiz
ekonomicznych.

Filtracja sygnaléw Dane gospodarcze pochodzace z réznych zrédet sg zaklécone. Klasycz-
ne metody eliminacji “szuméw” pozwalaja usunaé zaktdcenia o charakterze losowym, lecz
nie daja podstaw do eliminacji przeklaman systematycznych.
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— Optymalizacja Sieci neuronowe - zwlaszcza sieci Hopfielda - dobrze nadaja sie do optymali-
zacji decyzji gospodarczych. Doswiadczalnie potwierdzono mozliwosci sieci do rozwigzywania
zadan optymalizacji statycznej i dynamicznej. Szczegdlnie ciekawe jest zastosowanie sieci do
optymalizacji kombinatorycznej i zagadnien (NP)trudnych obliczeniowo, np. TSP.

Model sieci Zastosowanie

Wielowarstwowa z propagacja wsteczng Klasyfikacja
Predykcja

Sie¢ rekurencyjna (Hopfielda) Pamieé¢ skojarzeniowa

Sie¢ konkurencyjna PCA

samo-organizujaca sie¢ (Kohonen) Analiza skupien
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9.1. Teoria systeméw uczacych sie

9.1.1. Wstep do komputerowego uczenia sie pojec
— Np. Pokazaé, ze dla kazdego n € N zachodzi

n(n+1)(2n+1)
6

U(n):| 124224+ .. 4+n®=

— Indukcja petna:
V(1) oraz Vp>1[¥(n) = ¥(n+1)]

— Indukcja niepelna: czy wystarczy sprawdzié¢, np.

U(1),W(2),W¥(3),¥(4)?

Podejscie indukcyjne:
Whnioskowanie na podstawie skonczonego zbioru obserwacji

Jakie prawa rzadzg procesem indukcyjnego uczenia sie pojec¢?

Szukamy teorii obejmujacej zagadnienia:

— Szansy na skuteczne wyuczanie sie pojec;
— Niezbednej liczby przyktadéw treningowych;
— Zlozonosci przestrzeni hipotez;

— Jakosci aproksymacji;

— Metod reprezentacji danych treningowych;

— Niech
— X — (skonhczony lub nieskoniczony) zbiér obiektéw;
— C — klasa poje¢ w X, tj. C={f: X — {0,1}}
— ¢ € C - pojecie docelowe lub funkcja celu;
— Dane sg
— skonczona probka etykietowanych obiektéw:

D = {{x1,c¢(x1)), ooy (T, () } € S(m, €)

gdzie x1,...,xy, € X.
— przestrzen hipotez H = {h : X — {0,1}};
— Szukana
— hipoteza h € H bedaca dobra aproksymacja pojecia c.
— Wymagane
— dobra jakos¢ aproksymacji

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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— szybki czas wyuczania.

— Pojecie: "czlowieka o Sredniej budowie ciata”.

— Dane — czyli osoby — sa reprezentowane przez ich wage(kg) i wzrost(cm) i sa etykietowane
przez + 1 —.

— Dodatkowa wiedza: szukane pojecie mozna wyrazi¢ za pomoca PROSTOKATA

+

Uczenie prostokgta

— X =R%

— C = H = zbiér prostokatdw;

— Przyktad zbioru treningowego
((84,184),+), ((70,170), +), ((75,163), —), ((80, 180), +), ((81,195), —), ((63,191), —), ((77,187), —),
((68,168),+)

— ((79,183,7)

— Uczenie pdlosi (lub dyskretyzacji):
X =R C=H={[\x):achR}
— Uczenie hiperptaszczyzny:
X =R" H={fww,.w, : R — {0,1}}

gdzie fug,..wn (T1, .0, Tn) = sgn(wo + wiz1 + ... + wpy).
— Uczenie jednomianéw Boolowskich:

X ={0,1}"  ¢:{0,1}" — {0,1};

H = M,, = zbiér jednomianéw Boolowskich o n zmiennych.

Blad rzeczywisty
— Q = (X, u) — przestrzen probabilistyczna na X’;
— Btlad hipotezy h € H wzgledem funkcji celu c:

erq(h,c) = erg(h) = p(Xnze)

gdzie Xpz. = {z € X : h(x) # c(x)}.
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Statystyka: Jesli przyktady z D sa wybrane zgodnie z miara prawdopodobienistwa u w sposéb
niezalezny oraz |D| > 30, to
— er§(h) merf(h) = 7‘&];’[#',

— z prawdopodobienstwem (1 — ¢)

c c eTCD(l 67"%)
— < . _
|€’I"Q 6’/“D| \8% ‘D’

9.1.2. Model PAC (probably approximately correct)

Idea modelu PAC (Probably Approximately Correct):
Okreslenie warunkéw, przy ktérych uczen (algorytm uczenia sie) z ,,duzym prawdopodobienst-
wem” znajdzie ,,dobra hipoteze” na podstawie danych D.

PAC-owy uczen
Niech £ bedzie algorytmem uczenia sig, jesli

dla kazdych 0 < £,0 < 1, istnieje liczba mg = mg(e,0) taka, ze dla dowolnego pojecia
¢ € C, dla dowolnego rozktadu 2 na X i dla m > my mamy
w™{D € S(m,c):erq(L(D)) <e}>1-6
Wéwezas méwimy w skrécie, ze £ jest PAC dla klasy C ( “prawdopodobnie aproksymacyjnie
poprawny”).

¢ = dopuszczalny poziom bledu; (1 — 0) = poziom zaufania.

— H=C={fA:R—={0,1}: fs(x) =1z > A}
— =[x

Mo

— znalezé Ao na podstawie losowo wygenerowanych przykladéw D = {(z1, fx, (1)), .-, (Tm, fro (Tm)) }

Algorytm:
1. Set A*:= min }{xi g (i) = 1}

ie{l,....m

Twierdzenie:
Powyzszy algorytm jest PAC

funkcja celu

Obszar =-btedu
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— erg(fas) = u([Ao, A7)

— Niech fy = sup{8 : p([Ao, B)) < }.

— Wowczas erg(fax) = € € Va,ep @i ¢ [No, Bol;
— Stad

(w1, s i) 2 Vaep i & [Ao, fo]} < (1—¢)™
p"{D e S(m, fr,) era(fa) <el=>1—-(1—-¢)™
— Aby to prawdopodobienstwo byto > 1 — §, wystarczy przyjaé¢ m > mg = E In H

— Niech € bedzie rozkladem dyskretnym zdefiniowanym przez py = (1), ..., pin = p(zyn) —
dla pewnych z1,...,x, € X — takich, ze u; + ... + up, = 1. Niech €3, = min p;.
7
— Jedli £ jest PAC, i jedli € < epin to warunek erd(L(D)) < € jest réwnowazny z erg,(L(D)) =
0. Stad dla kazdego 0, istnieje mg = mg(emin, ) taka, ze dla dowolnego ¢ € C i
m > mg = p"{D € S(m,t)lerq(L(D)) =0} >1—¢

— Woéwcezas méwimy, ze prawdopodobnie £ jest doktadnym algorytmem (jest PEC — probably
exactly correct)

9.1.3. Wyuczalno$é klasy pojeé
— Niech D = {(z1,¢(21)), ..., (Tm, c(zy,)) } 1 niech

|H(D) = {h € H: h|D = ¢|D} |

zbior hipotez zgodnych z ¢ na préobce D.
— ‘IB%‘; ={he€H:erq(h) >¢c} ‘ — zbidr e-ztych hipotez

Definicja: Potencjalna wyuczalnosé
Méwimy, ze C jest potencjalnie wyuczalna za pomoca H, jesli dla kazdego rozktadu €2 na X i
dowolnego pojecia ¢ € C oraz dla dowolnych 0 < €, < 1 istnieje mg = mg(e, d) takie, ze

m = mg= u"{D € S(m,c) : H(D)NBE =0} >1—6

Algorytm £ nazywamy niesprzecznym jesli £(D) € H¢(D) dla kazdego zbioru D.

Twierdzenie

W przestrzeni potencjalnie wyuczalnej, kazdy wzorowy uczen (niesprzeczny algorytm) jest
PAC-owy.

Twierdzenie (Haussler, 1988)
Jesli C=H 1 |C| < oo, to C jest potencjalnie wyuczalna.

Dowdd: Niech h € B, (tzn. erq(h) > €). Wéwczas
pw™{D e S(m,c) :erp(h) =0} < (1 —¢)™
S W™D HE(D) "B, £ 0} < [B|(1 — 2™ < [H(1 — )"

Aby |H|(1 — &)™ < § wystarczy wybra¢ m = mgy = E In @1
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9.2. Wymiar Vapnika-Chervonenkisa

9.2.1. Wymiar Vapnika Chervonenkisa (ang. VC dimension)

— Niech X = (z1, ..., 2,) € X™. Niech

(%) = [{{h(21), s h@m)) € {0,117 < h € HY

— Mg(X) jest liczba podziatéw zbioru elementéw X wyznaczonych przez H. Mamy I (X) <
2m,
— Gdy TIg(X) = 2™, méwimy, ze H rozbija x.

® | - e
. e @ - | - -

— Niech ITg(m) = max TIg(X)
Xexm
— Na przyktad: W przypadku klasy pojeé¢ "pélosi” postaci [, 00) mamy IIg(m) = m + 1.

Uwagi:

— Jedli g (m) = 2™, to istnieje pewien zbiér o mocy m taki, ze H moze definiowaé¢ kazdy jego
podzbiér (H rozbija ten zbidr).

— Maksymalna wartos¢ m, dla ktorej IIg(m) = 2" mozna uwazaé za sile wyrazalnosci prze-
strzeni H

Definicja: wymiar VCdim
Wymiarem Vapnika-Chervonenkisa przestrzeni hipotez H nazywamy liczbe

VCdim(H) = max{m : Hg(m) = 2"}

gdzie maksimum wynosi oo jesli ten zbiér jest nieograniczony.

— H = {okregi ... } = VC(H)=3
— H = {prostokaty ... } = VC(H)=14
— H = {funkcje progowe ... } =
VC(H) =1 jedli “+” sa zawsze po prawej stronie;
VC(H) =2 jesli “4” moga byé po obu stronach
— H = {przedzialy ... } =
VC(H) = 2 jesli “+” sa zawsze w Srodku
VC(H) = 3 jesli w rodku moga by¢ zaréwno “+” i
— H = { pélplaszczyzny w R% ... } = VC(H) =3
— czy istnieje H dla ktérej VC(H) = oo?

[
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Dla kazdej liczby naturalnej n, niech P, bedzie perceptronem o n wejsciach rzeczywistych.
Wowcezas
VCdim(P,) =n+1

Dowdd:
— ‘ VCdim(P,) <n+ 1: ‘ Wynika z Twierdzenia Radona: Dla dowolnego zbioru E zawierajacego n + 2

punktéw w przestrzeni R”™ istnieje niepusty podzbiér S C E taki, ze

conv(S) Neconv(E\ S) £

— ‘VC’dim(Pn) >n+1: ‘ Wystarczy wybraé¢ x = {0,e1,...,e, } 1 pokazaé, ze kazdy jego podzbidr jest

definiowany przez jakis perceptron.

Twierdzenie
1. Jesli |H| < oo to ‘ VCdim(H log |HI] ‘
2. (Lemat Sauer’a) Jesli VC’dzm =d> > 1, to
1+<Tf>+ +<> (d, m)
em\ ¢ em
3. Wniosek: ®(d, m) < (d) = Ig(m (d)
4. Jedli |X| < oo, H C 2% oraz H > 1
. In|H|
X dim(H
|X| < 00 = |VCdim(H) > T X

9.2.2. Podstawowe twierdzenia teorii uczenia sie

Twierdzenie: (Warunek konieczny)
Jedli przestrzen hipotez ma nieskoriczony wymiar V Cdim to nie jest potencjalnie wyuczalna.

Twierdzenie: (fundamentalne)
Jesli przestrzen hipotez ma skonczony wymiar VC, to jest ona potencjalnie wyuczalna.

1. Definiujemy
={D € S(m,c) : H°|D] N B: # 0}

2. Szukamy gérnego ograniczenia f(m,¢e) dla ™ (Q5,), ktére powinno
- by¢ niezalezne od ¢ € C i p (rozktad).
- dazy¢ do 0 przy m — oo
3. Twierdzenie Niech H bedzie przestrzenia hipotez okre$lonych na X. Dla dowolnych ¢, p,
e (ale ustalonych) mamy
™Q5,) < 2y (2m)2 =/

oile m > 8/e.
4. Korzystamy z lematu Sauer’a, aby pokazaé, ze u"(Q%,) < § dla dostatecznie duzych m.

— Dla skonczonych przestrzeni hipotez H mamy

mu(H, 6, ¢) < ﬁ In ’I?” - ﬁ(ln [H| + In(1 /5))}
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— Twierdzenie Niech VCdim(H) = d > 1. Wéwczas kazdy algorytm niesprzeczny £ jest PAC
oraz wymagana liczba przyktadéw dla £ wynosi

4 12 2
mp(H, d,e) < { <dlog + log >—‘
€ € )

— Dolne ograniczenia:
— mp(H,d,e) > d(1 —8)
— Jesli 0 < 1/100i e < 1/8, to mp(H,d,¢) > W;
— mp(H,0,e) > ==In}

1. Wyuczalnosé
Kiedy kazdy ,,wzorowy uczen” bedzie PAC-owy?

2. Liczba przykladéow
Ile przyktadéw musi mie¢ uczen, by sie¢ nauczyé?

Skonczono$é wymiaru VCdim()
1. VCdim(C) = d < 00 & C jest wyuczalna;
2. Woéwezas L(L1,1,d) < m(e,8) <UL, 1 d)

8’6’ PR K

3. Ocena ucznia
) =iy | Gh(n
na podstawie N losowych przyktadow

R(an) = mm —ZQC ;)

Kiedy i jak szybko R(an) — R(a)?

Skoniczono$é wymiaru VCdim()
3 Dla algorytméw typu ERM, R(an) — R(«) szybko.

Prob{R(a) — R(ay) > e} < e 2N

9.2.3. Appendix: ,,Nie ma nic za darmo” czyli “Non Free Lunch Theorem”

— Znalez¢ optimum nieznanej funkcji f : S — W (f € F), gdzie S, W sa skoficzonymi zbiorami.
— Dgzialanie algorytmu przeszukiwania A dla funkcji f jest identyfikowany z wektorem:

VA(fa t) = <(817 f(sl))v (327 f(82))a ) (Stv f(st)»
— Ocena algorytmu: M : {VA(f,t)|A, f,t} = R;
Np. M(VA(fv t)) = mln{”f(sl) = fmax}
— Warunek NFL: Dla dowolnej funkcji M, i dla dowolnych algorytméw A, A’
Y MVa(f,ISD) = > M(Va(f,18]))

feFr feFr
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— F jest zamknieta wzg. permutacji: dla dowolnej funkcji f € F i dowolnej permutacji
o € Perm(S) mamy of € F

Twierdzenie o NFL
— zachodzi rownowaznosé

NFL & F jest zamknieta wzg. permutacji

— Prawdopodobienstwo wylosowania niepustej klasy funkcji zamknietej wzg. permutacji wy-
nosi:
(Isi+wi-1

1S| ) -1
218"l _

— Algorytm £ dobrze si¢ uczy pojecia c jesli er, jest maty.
— Niech P(X) = {c: X — {0,1}}.
Czy mozna stwierdzi¢ wiedzieé, ze £1 uczy sie wszystkich pojeé z P(X) lepiej od £97
— 7”No Free Lunch theorem” (Wolpert, Schaffer) w wersji probleméw uczenia sie glosi, ze:
— Zaden algorytm nie moze by¢ najlepszy w uczeniu wszystkich pojec.
— Kazdy algorytm jest najlepszy dla takiej samej liczby pojeé
— Ale interesuje nas tylko pewna klasa probleméw czyli klasa poje¢ C C P(X)
— Wniosek: Nalezy znalez¢é odp. algorytm do kazdego problemu.
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10.1. SVM: Maszyny wektoréw podpierajacych

10.1.1. Wprowadzenie

Dana jest prébka treningowa

D = {(X17y1)7 (X3} (Xn7yn)} gdZie Yi € {_17 1}7 X; € RP

— Kilasyfikatorem liniowym nazywamy funkcje

Jwp(x) = sgn(w - x 4 b)

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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— Prébka D jest liniowo seperowana jesli istnieje klasyfikator liniowy fw () taki,

w-X;+b>+1, gdy y; = +1
w-x;+b<—1, gdy y; = —1

— Uproszczony warunek:

dla kazdego 1.
— Kazda z tych linii dobrze seperuje punkty;
— Ktora z nich jest najlepsza?

— Margines = szerokos¢ bezpiecznego obszaru po obu stronach hiperptaszczyzny;
— Margines jest wyznaczony przez 2 hiperptaszczyzny.
— Chcemy znalezé klasyfikator z maksymalnym marginesem

ze
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— Niech H;, Hy beda brzegami marginesu;

— Powiniémy oprzeé brzegi o punkty z prébki treningowej
— Te punkty nazywamy wektorami podpierajgcymi

— Réwnanie Hy 1 Ho:

Hiw-x+b=1
Ho:w-x+b=-1
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Odleglosé miedzy Hy a Hs:
2

W) =

Maksymalizujemy d(Hi, H) lub minimalizujemy H‘;,’
Zadanie LSVM
Zmalez¢ w i b ktére minimalizuja
IwlP®
2
przy ograniczeniach
yilw-x;+b)—1>20;i=1,...,n

Q: Jak rozwiaza¢ tego typu zagadnienia?
A: Metoda gradientu?, symulowanego wyzrzania?, odwracanie macierzy? EM? Newton?
PROGRAMOWANIE KWADRATOWE?

— Zmalezé
u’ Ru

argmax c + dlu +
u

— przy zalozeniach:
Aju < by

— Oraz

Agu = bQ

To zagadnienie jest dobrze zbadane i istnieja bardzo efektywne algorytmy rozwigzujace ten
problem

— Rozwiazywanie zagadnienia LSVM < znalezienie punktu siodlowego wielomianu Lagrange’a:
1 n
L(Wabv Oé) = i(w ’ W) - Zai {[(XZ ) W) - b]yz - 1}
i=1

gdzie a = (aq, ..., ap) jest wektorem nieujemnych wspélezynnikéw Lagrange’a
— Punkt siodlowy = maksimum funkcji wzgledem «; > 0 i minimum funkcji wzgledem w i b.

Twierdzenie Karusha-Kuhna-Tuckera: warunkiem koniecznym istnienia punktu siodlo-
wego jest
— zerowanie si¢ gradientu wzg. w, czyli

n
w = Zyiaix,; (10.1)
i=1
— zerowanie sie pochodnej wzg. b, czyli
n
> iy =0 (10.2)
i=1

— spelnienie warunku:

a; {[(xi - wo) —boly; —1} =0, fori=1,...,n (10.3)
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Po uwzglednieniu tych warunkéw (na istnienie punktu siodlowego) mamy nowy problem

optymalizacyjny:
— Znmalez¢ wektor o bedacy maksimum funkcji
n 1 n
W(a) = Zai —5 Z ;05 Yy (X - X;) (10.4)
i=1 ij=1
— przy ograniczeniach
n
a; >0,1=1,..n oraz Zaiyi =0 (10.5)
i=1

Niech wektor (o, ...,a0) bedzie rozwigzaniem maksymalizujacym (4) przy ograniczeniach (5).
— 7 (3) wynika, ze jedli x; nie jest wektorem podpierajacym to af = 0;

— Roéwnania (4) i (5) odbywaja sie faktycznie tylko po wektorach podpierajacych.

— Hyperptaszczyzna rozdzielajaca ma postaé¢ wox — by = 0 gdzie

1 —
o= Z yioixi by = 5[(“’0 : X(l)) + (wo - x{ 1))]
wektory podp.

tu x) i x(=1 s5 dowolnymi wektorami podpierajacymi z kazdej z klas.

Ostateczna funkcja decyzyjna:

fx)=sgn( > yiag(xix)+bo) (10.6)

wektory podp.

10.1.2. Brak liniowej separowalno$ci danych

Nieznaczna nieseparowalnosé
— Zalozenie o separowalnosci klas jest nienaturalna;
— Modyfikacja:

W - X;

+b>1-¢, gdy y; = +1
w-x;+b<

—1+&, gdy yi=—1
gdzie stale & spelniaja warunki:
&E200=1,...,n.

— Zmodyfikowana funkcja do minimalizacji

n

Rl .
- +OZZ£1

i=1
C jest stalg “kara” za niespelnienie idealnych warunkéw.

Ogoélne zadanie SVM

Zmalez¢ w i b ktére minimalizuja

[|w]|? -
- +C;§Z
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przy ograniczeniach

>21-¢&, gdyyi=+1
WX +b< =1+, gdy yi = —1
1

s ey T

Mozna pokazaé, ze zaréwno i w tym przypadku, mozemy sprowadzi¢ do problemu

— Znalezé wektor (af, ..., a?) bedacy maksimum funkcji

n 1 n
Wia) =3 o =5 D aiojyay;(xi - x;) (10.7)
i=1 ij=1
— przy ograniczeniach
n
C>a;>0,i=1,..n oraz Zaiyi:O (10.8)
i=1

A nastepnie stosowaé funkcje decyzyjna:

f(x) = sgn ( Yy (xi-x) + bo) (10.9)

wektory podp.

Zmiana przetrzeni atrybutéow

— Przeksztalcimy dane do bogatszej przetrzeni cech:
R - FCRY, N>p

— Wystarczy zamieni¢ iloczyny skalarne (x; - x;) we wszystkich wzorach na (¢(x;) - ¢(x;))

e e Jo o oo ce o L]
°
|
x=0

N

— PROBLEM OBLICZENIOWY: czas wykonania iloczynu skalarnego (¢(x;) - ¢(xj)) wynosi
O(N?)
— TRIK: Kernel functions
K((xi-x5)) = (o(x3) - o(x5))
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— Zmieniona funkcja:

= Z -5 Z iy (9(xi) - d(x;))

=1 z] 1
n
= Z - = Z aza]yzy] )
i=1 z] 1

1 N f 1 LY —..:__ |
V2a, J2b, ~ 4
'\/Eﬂ: v,—?bl m

. : - ZZ(J b
ﬁaﬂl ’ﬁbﬂl _'J I=1

aj b B (ab +1)°

@ ‘E:':-2 270

: : ) dib; =(ab)’ ~2ab+1

b,

. >
ﬂalaz 'J?blb_? B
ﬁa1a3 -\/Eblb3 +
m bl
V24,0, 20, s . ZZ abab, + ”Zﬂ b +1
'\/Eaﬂg; '\Eb:b3 >_Z Zzﬂ'iff}.bibj i=l ..' 7
i i=l j=i=l
'\/_(Jlﬂm ﬁblbm i m m m
; =N (a;b)’ +2% Zaba TN b
\ ‘_\Eam—lam AN ‘\Ebm—lbm s i B =

10.1.3. Implementacja

Problem

Wejscie: D = {(x1,91), .., (Xn, yn)}; K: funkcja jadrowa.
Wyjscie: wektor (o, ...,a0) bedacy maksimum funkcji

W(a) = Z - = Z ala]ylyj )

=1 7,j 1

przy ograniczeniach

C>a;20,i=1,..,n oraz Zaiyi =0
=1
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oW (a I
Cﬁ( ):1—}!.211:(?1
oo, i=l

cW(a)

parameter® € (0,2)

(0}
a'!. <— (II. +7(
K(x,x)

Jix)=sen(| X |+D)

f(x) =sgn (

J;l.4

3
1-y, -21 ay K(x,x J)]
Jj=

>

wektory podp.

Given Training set S and leaming raterje R~
o <0

Repeat
forall mnset. t—1 fo [
update &,
if
a < 0, then a « 0
a >C, then o « C

End for
Until stop criterion satisfied
return &

classification Jix)=sgn( £ A k(x.x;) + D)

weights

comparison: k(x.X;), e.g. k(x.x;=(xx.)%

k(x.x;)=exp(—|x—x; |2 /)
support vectors

s Rk k(x.x;)=tanh(K(x-x;)+0)

input vector x

yiOtzQK(Xi . X) + bo)
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11.1. Metoda wzmacnienia klasyfikatoréw (ang. Boosting)

11.

1.1. Wstep

Boosting jest ogdlng metoda stuzaca zwiekszeniu skutecznoéci dowolnego algorytmu uczenia.

Idea
Budowanie “mocnego i ztozonego klasyfikatora” ze “stabych i prostych klasyfikatoréw”.

11.

Leslie Valiant i Michael Kearns byli pierwszymi, ktérzy pokazali, ze “stabe” algorytmy
uczace, ktérych skuteczno$é jest nawet niewiele lepsza niz losowe zgadywanie, moga by¢
wykorzystane do stworzenia dowolnie skutecznego “silnego” klasyfikatora.

Robert Schapire jako pierwszy przedstawil algorytm wzmacniania dzialajacy w czasie wie-
lomianowym.

Yoav Freund zaproponowal znacznie bardziej efektywny algorytm wzmacniania, ktéry mimo
tego, ze byt w pewnym sensie optymalny, mial pewne istotne w praktyce wady.

Pierwsze eksperymenty z tymi wczesnymi algorytmami wzmacniania zostaly przeprowadzone
przez zesp6l Drucker, Schapire, Simard i dotyczyly zadania OCR (ang. optical character
recognition), w ktérym sieci neuronowe byly uzyte jako “proste” klasyfikatory.

Freund i Schapire przedstawili algorytm AdaBoost, ktéry rozwiazal wiele praktycznych
trudnosci wezesniejszych algorytmoéw wzmacniania.

1.2. AdaBoost - opis algorytmu

Algorytm na wejsciu otrzymuje zbiér treningowy (1, y1), (z2,%2), - - -, (Tm, Ym ), gdzie kazdy
x; nalezy do pewnej dziedziny problemu X, natomiast kazda etykieta (decyzja) y; nalezy do
pewnego zbioru Y. Dla ulatwienia bedziemy na razie zakladaé, ze Y = {—1,+1}.
AdaBoost (Adaptive Boosting) wywoluje wybrany “staby” algorytm uczacy w serii T itera-
cji. Zaktadamy, ze btad uzyskiwanych klasyfikatoréw na zbiorze treningowym jest mniejszy
niz 3.

Jedna z gléwnych idei algorytmu jest strojenie rozktadu (lub wag elementéw) dla zbioru
treningowego. Wage i-tego elementu ze zbioru treningowego w iteracji ¢ bedziemy oznaczali

przez Dy(i).

Poczatkowo wszystkie wagi sa ustawione na réwne wartosci;

Po kazdej iteracji, wagi elementéw zle klasyfikowanych sa zwiekszane. Dzieki temu mamy
mozliwo$¢ skierowania uwagi “stabego” klasyfikatora na pewne elementy (trudne do wyucze-
nia) ze zbioru treningowego.

Zadaniem “stabego” algorytmu uczacego jest zbudowanie klasyfikatora (ang. hypothesis)
h: : X — Y odpowiedniego dla aktualnego rozkladu Dj.

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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— Skuteczno$é takiego klasyfikatora jest mierzona przez jego blad (z uwzglednieniem rozktadu
Dt)i

e = Prp[hi(zi) #uil = Y. Dy(i)

izhe (1) 7y

— W praktyce “staby” algorytm uczacy moze by¢ algorytmem, ktéry uwzglednia rozktad Dy.
Nie jest to jednak konieczne. Kiedy algorytm nie pozwala na bezposrednie uwzglednienie
rozktadu Dy, losuje sie (wzgledem D,) podzbiér zbioru treningowego, na ktérym nastepnie
wywoluje sie algorytm uczacy.

— Kiedy AdaBoost dostaje klasyfikator h; dobierany jest parametr a;. Intuicyjnie o odpowiada
za wage jaka przykladamy do klasyfikatora hy. Zauwazmy, ze oy > 0 gdy & < % Ponadto
oy rosnie kiedy e; maleje.

— Rozklad D, jest nastepnie zmieniany tak, aby zwiekszy¢ (zmniejszy¢) wagi elementéw zbioru
treningowego, ktére sa zle (dobrze) klasyfikowane przez h;. Stad wagi maja tendencje do
skupiania si¢ na “trudnych” przyktadach.

Dane: (z1,91),- -, (Tm,Ym), gdzie z; € X, y; € Y = {—1,+1} Inicjalizacja: D;(i) = %
dla i=1,...,m fort=1,...,T do:
— Wykorzystujac “staby” algorytm uczacy zbuduj klasyfikator h; : X — {—1,+1}
(uwzgledniajac rozklad Dy).
— &t = Prp,[he(x) # Yi] = Zich,(5) 2y Di(0)
— = %ln(lg—f’f)
— Uaktualnij wagi elementéw zbioru treningowego:

Dia(i) =

Dt(Z) % e ™ Jeéll ht(ﬂfl) =Y
e jesli hy(x;) # v

= — X Dy(i) x e~ uyihe ()

Zy jest czynnikiem normalizujacym (wybranym tak, aby D;11 bylo rozkladem).
Wynikowy klasyfikator powstaje za pomoca wazonego glosowania klasyfikatorow hy, gdzie
ay jest waga przypisana klasyfikatorowi hy.

t=11 2 .| T
stabe klasyfikatory | hy | ho | ... | A7
wagl | a1 | @ | ... | ar
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(

T
H(x) = sgn (Z athm) = argmax;c;_ 1 >
= te{l,...,T}
k. hmpe=i ]
e Example: natural apples vs. plastic apples
class B
E“ How to
e classify?
—
class A

heavy

not red
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ROUND 1
o @D ® - _|_ + _
+ + @ +
i £1=030 -
_ = =D -
DIl + — =042 2| *
+ - = * -
ROUND 3
+
T+
&=0.21 . :
0,=0.65==> D3| + — T £3=0.14
@ — 0,0.92
. -
— ® =

Hfinal —
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—sign| 9 42 oy A ¥ 5 +0.92

Final decision
function

L

11.1.3. AdaBoost - btad na zbiorze treningowym

Najbardziej podstawowa wlasnosé algorytmu AdaBoost to jego zdolno$é do zredukowania
btedu na zbiorze treningowym. Schapire i Singer pokazali, ze btad wynikowego klasyfikatora
na zbiorze treningowym spelnia nieréwnosé:

1 1
il P ) .<7§:*yz‘f(wi):|| )
m’Z H("Ez) #yz| m € : Zta (11 1)

i
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gdzie f(z) = >, arhi(z), czyli H(z) = sign(f(x)). Nier6wnosé¢ bierze sie stad, ze
jezeli (H(z;) # yi) to (e %) > 1),

Udowodnimy teraz réwnosé:
1 Y eud) = ] 2.
m= t

Pamietamy definicje:
Dy (i)e~tyihe (i)
Zy '

Diyq =

Stad
2D (i) _ opyina(an)
Dy (i)

1 1
il —yif(z:) — —yi y, athe(z;)
Ly - Lyoar,

— % Z H exp(—yiahi(x;))
ZtDt 1
= ZH G

_ fZZID2 Z2Ds() Zr D (4)
Di(i)  Do(i) = Dr(i)

_ *HZZDTH HZt

Oszacowanie (11.1) sugeruje (strategie zachlanna), ze blad na zbiorze treningowym moze
byé¢ redukowany poprzez wybieranie takich oy i hy, aby w kazdej iteracji minimalizowaé:

Z Dt —azyiht xz)

Wybierajac
1 1 (1 — &t
ay = =1In
¢ 2 Et

),

dostajemy:

Z = D

— Z Dy(i)e ™ + Z Dy(i)e™

i'yi*ht(dfi) iy Fht (x;)
= (1 — €t at + Ete

1—
= (1-=) \/1 € :
— & \/

= 24/e(1 — &)
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Mamy zatem:

[1Zz = TI2ye(t—en)

t t

= [t -4

t
6_2 Zt ’Y? ,

N

gdzie g; = % — . Ograniczenie to jako pierwsi pokazali Freund i Schapire. Stad, jesli “staby”
algorytm produkuje klasyfikatory, dla ktérych +; jest wieksze od zera, btad na zbiorze trenin-
gowym spada wyktadniczo szybko do zera.

Jakkolwiek jest to mita wlasno$¢ nie zawsze bedziemy nig zainteresowani. Zbiezno$¢ btedu na
zbiorze treningowym do zera moze powodowaé zbytnie dopasowanie wynikowego klasyfikatora
do danych treningowych (ang. overfitting).

11.1.4. AdaBoost - blad uogéblnienia

Freund i Schapire pokazali jak mozna oszacowaé ogdlny btad wynikowego klasyfikatora w ter-
minach btedu na zbiorze treningowym, mocy zbioru treningowego m, wymiaru Vapnika-Chervonenkisa
d dla klasy “stabych” klasyfikatoréw oraz ilosci iteracji algorytmu wzmacniania T'.  Pokazali
oni, ze z duzym prawdopodobienstwem ogdlny biad wynikowego klasyfikatora jest nie rowny co

najwyzej:
Pr{H(e) £y + O(@x

gdzie 157“[] oznacza empiryczne prawdopodobienstwo na zbiorze treningowym.

Wymiar Vapnika-Chervonenkisa mierzy “umiejetnosci” algorytmoéw klasyfikacji. Jest on zde-
finiowany jako najwicksza liczba punktéw jakie algorytm moze “poszatkowacd”, “rozbi¢” w do-
wolny sposéb. Przyktady...

Ograniczenie to sugeruje, ze wynikowy klasyfikator (przy zbyt duzej liczbie iteracji) moze
by¢ zbytnio dopasowany do danych treningowych. W praktyce czasami si¢ to zdarza. Jednakze
przeprowadzone przez kilku autoréw eksperymenty pokazaly empirycznie, ze zbytnie dopasowa-
nie nie wystepuje zbyt czesto, nawet przy duzej liczbach iteracji ustawianych na duze wartosci.
Co wiecej, obserwowano przypadki, w ktorych AdaBoost zmniejszal ogélny btad dtugo po tym
jak blad na zbiorze treningowym osiagnal zero.

11.1.5. Podsumowanie

W praktyce algorytm AdaBoost ma sporo zalet:

— Jest szybki, prosty i tatwy w implementacji.

— Poza iloscia iteracji T', nie potrzebuje ustalania zadnych parametrow.

— Nie potrzebuje wczeéniejszej wiedzy na temat “stabego” algorytmu uczenia, ktéry wyko-
rzystuje. Co za tym idzie, moze by¢ elastycznie polaczony z dowolng metoda szukajaca
“stabych” klasyfikatoréw.

— Mitg wlasnoécig algorytmu AdaBoost jest jego zdolno$é do wykrywania przypadkéw niety-
powych. Poniewaz AdaBoost zwieksza wagi elementow zle klasyfikowanych. Elementy, na
ktoérych skupiony zostal rozklad, te z najwiekszymi wagami, mozemy uwazaé za przypadki
nietypowe.

7 drugiej strony mozna jednak dostrzec kilka wad:
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— Faktyczne osiagi wzmacniania dla konkretnego problemu sa wyraznie zalezne zaréwno od
danych jak i zastosowanego “stabego” algorytmu.

— Wazmacnianie moze nie przynieé¢ oczekiwanego skutku jeéli algorytm nie dostanie dosta-
tecznej iloéci danych, zastosujemy zbyt skomplikowany lub zbyt prosty “staby” algorytm
uczenia.

— Wydaje sie by¢ szczegdblnie wrazliwy na szumy w danych.
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13. Sterowanie rozmyte

13.1. Sterowanie rozmyte

13.1.1. Wprowadzenie

W odréznieniu od ograniczonego i uporzadkowanego jezyka, ktory wykorzystujemy do opi-
sywania pojeé, obiektow i relacji podczas tworzenia modeli komputerowych, pojecia i obiekty
w Swiecie rzeczywistym sa opisywane w znacznie mniej restrykcyjny sposéb.

WezZmy na przyktad takie zdanie z codziennego jezyka:

Jas jest wysoki

ktére moze mieé¢ wiele interpretacji (znaczen), zaleznie od perspektywy, miejsca zamieszkania
(znaczenie stowa wysoki jest nieco inne np. w Japonii) itp.

Lecz jesli chcemy wprowadzi¢ dane Jasia do komputera, musimy ustali¢, ze ma on dokladnie
187 cm wzrostu.

A co jesli nie znamy dokladnego wzrostu Jasia?

W realnym $wiecie radzimy sobie doskonale ze stwierdzeniami w rodzaju:

Za okoto 40 minut powinnismy dojechac na lotnisko o ile ruch uliczny nie bedzie zbyt
duzy.

Co jednak zrobié, aby takie stwierdzenie zrozumial komputer? Jak przedstawi¢ okoto i zbyt
duzy w systemie komputerowym?

W 1965 roku Lotfi A. Zadeh zaproponowal inny sposéb opisywania pojeé takich jak: zbior,
podzbidr, zawieranie. Jego celem bylo umozliwienie wykorzystania w systemach komputerowych
obiektéw (zbioréw), ktére ze swojej natury sa niedoprecyzowane lub niejednoznaczne - czyli
rozmyte (ang. fuzzy).

Ponownie rozwazmy przykltad zdania z jezyka naturalnego:

Jas jest wysoki

Jesli skadinad wiemy, ze Jas ma 175 cm wzrostu to mozemy zaczaé zastanawiac czy powyzsze
stwierdzenie jest prawdziwe. W klasycznym (dokladnym) modelu musimy zerojedynkowo roz-
strzygnac¢ czy 175 cm kwalifikuje Jasia do zbioru oséb wysokich czy nie. W modelu rozmytym
mozemy by¢ bardziej subtelni i probowaé wyrazi¢ w jakim stopniu 175 cm czyni z Jasia osobe
wysoka.

Zbiory rozmyte

W klasycznej teorii mnogosci kazdy podzbiér A w pewnej przestrzeni X mozna utozsamié z
jego funkcja charakterystyczng okreslona jako:

)1 gdy z€A
XA@)_{O gdy z¢ A

W przypadku teorii zbioréw rozmytych zastepujemy binarng funkcje charakterystyczng x 4 przez
funkcje przynaleznosci pg : X — [0,1]. Funkcje pa nazywamy funkcjg przynaleznosci lub

Systemy decyzyjne (©) H.S. Nguyen, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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funkcjg nalezenia. Jezeli Vyexpa(x) € {0,1} to zbiér A jest zbiorem w zwyklym sensie i jest
nazywany zbiorem ostrym (lub dokladnym, ang. crisp).

Klasyczny przyktad zbioru rozmytego (fuzzy set) near — zero zostal przedstawiony przez
Zadeha dla opisania pojecia liczby rzeczywistej bliskiej 0. Taki zbiér moze by¢ zdefiniowany np.
przez nastepujaca funkcje nalezenia:

1
1+ 2

Hnear—zero =

Wygladajaca tak:

Poprzednio rozwazane pojecie wysokiej osoby moze by¢ opisane przez — dla wzrostu x w
centymetrach — przez funkcje:

0 if <125
Hwysoki = 1 if >185
e=185 11 if 125 <2 <185

ktéra wyglada tak:



13.1. Sterowanie rozmyte 93

Hyysoki

125 185 Wzrost w cm

Powiemy, ze zbiér rozmyty A zadany przez funkcje przynaleznosci pg : X — [0,1] jest
normalny jesli Ipex pa(z) = 1.

Dla dobrego okreslenia wlasnosci zbioréw rozmytych musimy wprowadzi¢ podstawowe po-
jecia takie jak zawieranie czy zbiér pusty.

Rozmyte zawieranie
Niech A, B - zbiory rozmyte w pewnej przestrzeni X. Powiemy ze zbiér rozmyty A jest zawarty
w zbiorze rozmytym B (ozn. A C B) wtedy i tylko wtedy gdy Viex pa(x) < pup(x).

Rozmyty zbidér pusty
Powiemy ze zbiér rozmyty () jest pusty wtedy i tylko wtedy gdy Viyex pg(z) =0

W przypadku zwyktych zbioréw moc zbioru mierzymy liczba jego elementéow. W przypadku
zbiorow rozmytych postugujemy sie funkcjg przynaleznodci.

Moc zbioru rozmytego
Dla danego zbioru rozmytego A okreslamy jego moc

|

Power(A) = T — {Z?mm) gdy X ={z1,...,2}

| Jxwalz)dz wp.p.

Do pelni szczescia brakuje nam tylko mozliwosci tworzenia zbioréw rozmytych poprzez su-
mowanie, przecinanie i uzupelnianie istniejacych zbioréw (rozmytych).

Operacje na zbiorach rozmytych

W przypadku zbioréw rozmytych mozemy definiowaé¢ operacje na nich na wiele sposobow.
Jednakze w ponad 90% zastosowan wykorzystuje sie operacje podane w oryginalnej pracy Za-
deha.

Operatory rozmyte

Dla danych zbioréw rozmytych A i B o funkcjach przynaleznosci (odpowiednio) p4 i pp defi-

niujemy:

— Sume zbioréw rozmytych A U B bedaca zbiorem rozmytym zadanym przez funkcje przyna-
leznosci: paup = max(pa, up)-

— Sumeg zbioréw rozmytych A N B bedace zbiorem rozmytym zadanym przez funkcje przyna-
leznosci: panp = min(pa, up).

— Dopelnienie zbioru rozmytego \ A bedace zbiorem rozmytym zadanym przez funkcje przy-
naleznosci: 4 =1 — pa.



94 13. Sterowanie rozmyte

Ha(X) Ha(X)

pa(X) Halx)

Inne przyktady operacji na zbiorach rozmytych:

— pauvp = max(0, pa + up — 1), panp = min(1, ug + pp) - tzw. Lukasiewiczowskie

— pauvp = max(0, pa + up — PALB), BANB = pALB - tzw. produktowe
Przy okazji uuzywania zbioréw rozmytych warto zdawaé sobie sprawe z dwoch istotnych

zaleznosci:

1. Teoria zbioréw rozmytych NIE jest alternatywsa dla klasycznej teorii mnogosci. Jest to roz-
szerzenie klasycznej teorii, ktore nie moze funkcjonowaé niezaleznie od niej, gdyz potrze-
bujemy aparatu teorii mnogosci do zdefiniowania zbioréw rozmytych.

2. Teoria zbioréw rozmytych, pomimo natychmiastowego skojarzenia zwigzanego z okresleniem
funkeji przynaleznosci na przedziale [0, 1], nie jest $cisle zwiazana z wnioskowaniami proba-
bilistycznymi. Wynika to z faktu, ze uklad zbioréw rozmytych w jakiej$ przestrzeni moze
nie odpowiadaé¢ zadnemu sensownemu rozkladowi prawdopodobienstwa.

Reguly lingwistyczne
Reguly lingwistyczne (ang. linguistic rules) to wyrazenia postaci:
IF A; AND A; AND ... AND A; THEN D

Gdzie warunki Aj,..., Ay i decyzja D odpowiadaja pewnym zbiorom rozmytym. Na przy-
ktad:

IF pogoda jest dobra AND ruch jest niewielki AND mamy dosy¢ benzyny THEN
bedziemy na lotnisku za okoto 30 minut

Takie reguly mozemy pozyskaé¢ od eksperta lub wydoby¢ z dostepnych Zrédel danych. Aby
je wykorzystywaé¢ w kontekécie zbioréw rozmytych bedziemy wykorzystywaé operatory rozmyte.

13.1.2. Zagadnienia sterowania

Klasyczna teoria sterowania

W mnéstwie sytuacji znanych z zycia codziennego musimy wykorzystywaé algorytmy (me-
tody) pozwalajace nam sterowaé otaczajacymi nas urzadzeniami. Niemal wszystkie urzadzenia,
od prostego grzejnika, przez automat do kawy, az do promu kosmicznego, wymagaja jakiejs
techniki sterowania.

Podstawowe idee dotyczace sterowania urzadzeniami siegaja starozytnosci, zas poczatku
wspoblczesnej teorii sterowania upatruje sie w pracach Jamesa Clerka Maxwella z 1868 roku,
gdzie opisal on m.in. zagadnienie sprzezenia zwrotnego.

Zadaniem systemu sterowania (sterownika) jest mierzenie aktualnego stanu sytemu (ukla-
du), poréwnanie z warto$ciami spodziewanymi (referencyjnymi) i wyznaczenie ewentualnych
poprawek (wartosci sterowania), ktére nalezy wykonaé.

Systemy sterowania dziela si¢ na dwa ogdlne typy:
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— Otwarte (open loop). System dziala bez “ogladania sie wstecz”.
— Ze sprzezeniem zwrotnym (feedback loop). System odczytuje aktualny stan, ustala sterowa-
nie, a nastepnie w petli mierzy rezultat poprzedniej zmiany i koryguje sterowanie.

r + C | u Y
ST RN = >

r - warto$¢ odniesienia (referencyjna); e - obecny blad (error); C - sterownik; P - sterowany
proces (urzadzenie); u - korekta (update); y - zmierzony stan P.
Aby (z sukcesem) zaprojektowaé system sterowania trzeba:

— Wyznaczy¢ przyzwoity model matematyczny sterowanego uktadu (urzadzenia).
— Zidentyfikowa¢ zmienne sensoryczne i sterowane.
— Zdefiniowaé¢ oczekiwane zachowanie - wartosci referencyjne.
— Rozwiazaé¢ réwnanie (zwykle rézniczkowe) sterowania.
— Zmodyfikowaé rozwigzanie w celu poprawy stabilnosci, odpornosci na zaktécenia i optymal-
nosci.
Kazdy z powyzszych krokéw moze byé¢ bardzo trudny (o ile nie niemozliwy) do wykonania
w praktyce. Szczegdlnie modelowanie ukladu metodami matematycznymi czesto okazuje sie
niezwykle trudne. Takze spelnienie kryteriow optymalnosci i stabilnosci moze byé¢ istotnym
wyzwaniem.
Istotnymi czynnikami oceny przy tworzeniu rozwiazan jest mozliwo$¢ ich pdzniejszej imple-
mentacji w hardwarze i koszt uzyskania rozwiazania.

Alternatywa - sterowanie rozmyte

W wielu rzeczywistych sytuacjach nie jesteémy w stanie podaé zadowalajacego, stabilnego
modelu matematycznego dla urzadzenia ktérym chcemy sterowacé. Co ciekawe, wieloma takimi
urzadzeniami operator (czlowiek) jest w stanie sterowaé catkiem niezle. Na przyklad cztowiek
moze sterowaé Smigtowcem, podczas gdy stworzenie autopilota dla helikopteréw jest niezwykle
trudne.

Mozemy wszakze probowaé¢ wydoby¢ reguly sterowania od ekspertéw. Takie reguty sa jednak
zwykle wyrazone w sposéb nieprecyzyjny, np.:

— If x jest male and y jest érednie then uruchom alarm.
— If z jest male and y jest male then zbidr z staje sie duzy.
— If x jest duze then ustal z jako mate.

Dzieki zbiorom rozmytym mozemy przettumaczy¢ takie sentencje na konkretne wartosci

numeryczne.

13.1.3. Sterowanie rozmyte

Elementy sterowania rozmytego

Tworzenie sterownika rozmytego (FLC od ang. Fuzzy Logic Control) sklada sie z kilku
etapow:
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Identyfikacja zmiennych sensorycznych (mierzonych na wejsciu) i sterowanych (podawanych
na wyjscie).

Zdefiniowanie (skonstruowanie) zbioréw rozmytych dla zmiennych wejéciowych i wyjscio-
wych.

Skonstruowanie zestawu regul sterowania - bazy wiedzy.

Rozmycie (fuzyfikacja), czyli zamiana pomierzonych (numerycznych) zmiennych wejsciowych
na odpowiadajace im stopnie przynaleznosci.

Zastosowanie regul z bazy wiedzy. Wyznaczenie rozmytej wartosci wyjscia.

Wyostrzenie (defuzyfikacja) - zamiana wyznaczonej z regul rozmytej wartosci wyjécia na
konkretne warto$ci numeryczne ktére nastepnie sa podawane do sterowanego uktadu.

Na kazdym z powyzszych etapéw musimy dokonywaé¢ wyboréw mogacych zadecydowaé o

stosowalnosci i jakoséci FLC.

Typowy FLC wykorzystujacy architekture Mamdaniego zostal przedstawiony ponizej.

Wartos¢ FLC

odniesienia
r(t) - - - - Sterowanie
Bl Rozmywanie Whnioskowanie Wyostrzanie Proces
fuzzyfikacja rozmyte defuzzyfikacja urzgdzenie

A

Baza wiedzy
(reguty)

Warto$¢ zmiennych sensorycznych y(t)
mierzonych na wyjsciu sterowanego procesu

Przyklad tworzenia sterownika rozmytego

Zagadnienie odwréconego wahadla przypomina zabawe, w ktorej staramy sie utrzymac kij

od szczotki na czubku palca dzigki poruszaniu dlonia. Poruszmy podstawa (dlonia) w celu
utrzymania masy (kijka) w pozycji jak najblizszej pionu. To zadanie jest czesto przedstawione

W

uproszczonej, jednowymiarowej formie jako zadanie utrzymania w pionie masy na ramieniu

przymocowanym na zawiasie do wézka poruszajacego sie po szynach (patrz rysunek).

! m
i0t)

LO ;/E 0]
_O_

=

-y(fi

Cho¢ pozornie trywialny, problem odwréconego wahadta okazuje sie nieprzyjemny dla metod
klasycznej teorii sterowania.

Aby uproéci¢ rozwazania i uczynié¢ je bardziej przejrzystymi bedziemy uzywaé tylko dwoch

zmiennych sensorycznych (pomiaréw wejéciowych):
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1. 6(t) odpowiada katowi (in w stopniach) w chwili ¢. Kat jest mierzony wzgledem pionu tzn.
jest réwny 0 gdy ramie jest pionowe. 0(t) lezy w zakresie od -90 do 90 stopni.
2. O(t) - predkoéé¢ katowa w chwili ¢.

Jako zmienna wyj$ciowa (sterowanie) przyjmiemy predkosé¢ woézka. Bedzie ona dodatnia
badz ujemna zaleznie od kierunku jego ruchu. Jest to kolejne znaczace uproszczenie, gdyz w
rzeczywistosci ta predkosé jest funkcja masy wozka M, masy ramienia m i sily f(¢) wywieranej
w chwili t.

Demonstrator w sieci: http://www.iit.nrc.ca/IR_public/fuzzy/FuzzyPendulum.html

Definiujemy zbiory rozmyte dla zmiennych nastepujaco:

poslow  poshigh

/ 1y Speed

“

4 H

—maxspeed [ maxspeed
ZETD

Predko$é (wyjscie)

i poslow  poshigh

) sngle

“ :
frr‘\a\xangle ] maxar'\g'le

Kat -

poslow  poshigh

/ angular
“ el
—Ir‘\éxvaluuty b maxvelo'cgty oary
zero

Predkosé katowa
Tworzymy baze wiedzy ztozong z regul postaci:
— If kat jest zero and predkos¢ katowa jest zero then predkos$é¢ powinna by¢ zero.
— If kat jest zero and predkosé katowa jest mala dodatnia (PL - positive low) then predkosé
powinna by¢ positive low.

Predkosé Kat

N\, |NH NL Z PL PH
Pr. NH NH

NL NL Z

Z NH NL Z PL PH
a PL Z  PL
t PH PH

Jedli wezmiemy konkretne numeryczne wartodci dla kata i predkosci katowej, otrzymamy:

-~

1

/ Y angle

4
—r?la‘uxangle 4] \ﬂctual maxangle
ZETOD angle

Fe

poslow  poshigh

Kat

poslow  pos.high

¢
/ angular
+ H velac
’TF[&XVElOCity 4] maxveloc'it)‘; osy

Pr@dkoéc’ k@towa actual velocityy  Z€T0
W naszej bazie s 4 reguly ktére pasuja do tej sytuacji (odpalaja):
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— If kat zero and predkos$é katowa zero then predkosé zero.

— If kat zero and predko$é¢ katowa negative low (NL) then predkosé negative low (NL).
— If kat PL and predkos¢ katowa zero then predkosé PL.

— If kat PL and predkos¢ katowa NL then predkosé zero.

speed speed
1 1

0§
04

o i rul

zero

Przez zsumowanie (wziecie alternatywy) czterech regul otrzymujemy zbiér rozmyty dla pred-
kosci (wyjscia).
(wyjscia) speed

[}
the result

PAki co rezultat dziatania sterownika jest zbiorem rozmytym (dl predkosci wézka). Musi-
my teraz wybraé jedna warto$¢ numeryczng reprezentujaca ten zbidr. Istnieje wiele heurystyk
pozwalajacych wyznaczy¢ ta warto$é (wyostrzy¢). Jedna z nich jest wziecie $rodka ciezkosci
zbioru.

speed
1

[1}
final owtput of speed
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