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1. Wstep

Teoria sterowania (z Wikipedii):

,Pozadang wartos¢ wyjscia uktadu nazywamy wartoscia zadang. Kiedy od jednego lub wigcej
wyjs¢ uktadu wymagamy specyficznego zachowania sie w czasie, regulator prébuje manipulowaé
wejsciem uktadu tak, aby jego wyjscie zachowywalo sie w pozadany sposéb. Jako przyktad po-
stuzy nam sterowanie samochodem, przy czym zalezy nam na utrzymaniu stalej jego predkosci.
W tym przypadku uktadem jest samochdd, wielkoscig wyjsciows uktadu - predkoéé, wielkoScig
wejéciowa - przesuniecie pedalu gazu, a wartoscia zadang - pozadana predkosé.”

,Control theory is an interdisciplinary branch of engineering and mathematics,
that deals with the behavior of dynamical systems. The desired output of a system is
called the reference. When one or more output variables of a system need to follow
a certain reference over time, a controller manipulates the inputs to a system to
obtain the desired effect on the output of the system.”

,Field of applied mathematics that is relevant to the control of certain phy-
sical processes and systems. Although control theory has deep connections with
classical areas of mathematics, such as the calculus of variations and the theory
of differential equations, it did not become a field in its own right until the late
1950s and early 1960s. At that time, problems arising in engineering and economics
were recognized as variants of problems in differential equations and in the calculus
of variations, though they were not covered by existing theories. At first, special
modifications of classical techniques and theories were devised to solve individual
problems. It was then recognized that these seemingly diverse problems all had the
same mathematical structure, and control theory emerged.”

Z ksigzki [37]:

,2Mathematical control theory is the area of application—oriented mathematics
that deals with the basic principles underlying the analysis and design of control
systems. To control an object means to influence its behavior so as to achieve a
desired goal. In order to implement this influence, engineers build devices that in-
corporate various mathematical techniques. These devices range from Watt’s steam
engine governor, designed during the English Industrial Revolution, to the sophi-
sticated microprocessor controllers found in consumer items — such as CD players
and automobiles — or in industrial robots and airplane autopilots.”

Francuski: Régulation

Wtoski: Teoria del controllo

Niemiecki: Regelungstheorie (Kontrolltheorie)
Czeski: Teorie rizeni

Hiszpanski: Teoria del control

Informacje ogdlne:

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Kod przedmiotu: 1000-135TST Kod SOCRATES: 11103 Nazwa przedmiotu: Teoria stero-
wania

Punkty ECTS i inne: 6.00

Rodzaj przedmiotu: fakultatywne Zatozenia: Analiza matematyczna I, réwnania rézniczko-
we zZzwyczajne

Krétki opis: Wyktad jest wstepem do wspdlczesnej teorii sterowania. Teoria jest ilustrowana
licznymi przyktadami z ekonomii, biologii, medycyny, fizyki i techniki.

Plan wykladu:

Zagadnienie sterowania

Zagadnienie sterowania optymalnego

Klasy sterowania

Przyktady z ekonomii, biologii, medycyny, fizyki i techniki

Twierdzenia o lokalnej i globalnej (catkowitej) sterowalnosci dla uktadéw liniowych i nieli-
niowych

Zasada ,bang—bang” dla ukladéw liniowych

Liniowe zagadnienie sterowania optymalnego, szczegdlny przypadek Zasady Maksimum Pon-
tragina, istnienie sterowania czaso—optymalnego

8. Zasada Maksimum Pontragina

G W

N

Notatki te sg gléwnie oparte na podrecznikach

— Macki, Strauss [30],

— Evans [18],

— Pontryagin, Boltyansky, Gamkrelidze, Mishchenko [35],
— Bressan, Piccoli [13]

oraz w mniejszym stopniu na

— Knowles [26],
— Hocking [22].

Ponadto goraco zachecam czytelnika do przejrzenia nastepujacej literatury: [1, 2, 7, 8, 10,
12, 17, 19, 23, 24, 27, 28, 32, 37, 38, 40, 41].

Niektére dowody nie sg przytoczone, a czytelnik jest odestany do odpowiedniej literatury.
Nie oznacza to jednak, ze sa to dowody w jakim$ sensie ,,mniej wazne”: stanowia one istotna

cze$é wykladu. Takie dowody bedg oznaczane symbolem & . Koniec dowodu bedzie oznaczany
0.

Historia: por. [3]; [37], str. 22; [6], str. 4; [19], str. 2-3, 124-128.

— Christiaan Huygens (1629-1695), holenderski matematyk i fizyk, zajmowal si¢ zegarami
wahadlowymi i badat sterowanie predkoscia,

— James Clerk Maxwell (1831-1879), szkocki fizyk i matematyk, analiza dynamiki regulatora
odsrodkowego obrotéw (centrifugal governor),

— Edward John Routh (1831-1907), matematyk angielski, uogélnienie wynikéw Maxwella na
ogoblny uktad liniowy,

— Adolf Hurwitz (1859-1919), matematyk niemiecki, badanie stabilnosci: twierdzenie Routha--
Hurwitza,

— Alexander Lyapunov (1857-1918), matematyk rosyjski, teoria stabilnosci (stability the-

ory),
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— Harold S. Black (1898-1983), inzynier amerykanski, wprowadzil pojecie ujemnego sprzezenia
zwrotnego (negative feedback),

— Harry Nyquist (1889-1976), amerykanski elektrotechnik (automatyk) pochodzenia szwedz-
kiego, twérca kryterium stabilnoéci dla ukladéw ze sprzezeniem zwrotnym,

— Richard Bellman (1920-1984), amerykanski matematyk stosowany, rozwinal programowanie
dynamiczne (dynamic programming),

— Andrey Kolmogorov (1903-1987), matematyk rosyjski, wspottwoérca filtra Wienera-Kolmo-
gorova,

— Norbert Wiener (1894-1964), matematyk amerykanski pochodzacy z Polski, wspdttwérca
filtra Wienera—Kolmogorova, twérca cybernetyki (cybernetics),

— Lev Pontryagin (1908-1988), matematyk rosyjski, wprowadzil zasade maksimum i zasade
bang-bang.

Przyktad 1.1 (Ekonomia narodowa (por. [30])). Ekonomia typowego kraju kapitalistycznego
jest b. skomplikowanym ukltadem utworzonym z populacji (konsumenci, producenci, . .. ), spélek,
débr materialnych, produktéw, dostepnych srodkéw pienieznych, kredytow, etc.

Stan uktadu okresla zbiér danych: zarobkéw, zyskéw, strat, wyprzedazy débr i ushug, inwe-
stycji, bezrobocia, zasitkéw spotecznych, wspotczynnikow inflacji, wymiany zagranicznej srod-
kéw pienieznych.

Rzad moze wplywaé na stan ukladu stosujac réznego typu sterowania (controls), n.p. po-
lityke podatkowa, kontrolowanie zarobkéw i cen.

Przyktad 1.2 (Wagon odrzutowy (rocket car) — por. [26], str. 1, [30], str. 3, [18], str. 9,
[13], str. 5-7). Rozwazamy ,wagon odrzutowy” o masie m = 1 poruszajacy sie po linii prostej
bez tarcia. Oznaczamy przez x = x(t) polozenie srodka masy w chwili ¢ > 0. Réwnanie ruchu
(prawo Newtona) ma postaé¢ rownania rézniczkowego zwyczajnego:

Z=u, t>0, (1.1)

gdzie & oznacza druga pochodna funkcji z, oraz v = u(t) jest zewnetrzna sila dzialajaca na
wagon (sterowaniem (control)). Poczatkowe polozenie i predkosé okreslone sa przez z(0) = xg
oraz ©(0) = yp. Celem jest dobranie u w taki sposéb, by wagon dotart do wybranego punktu, n.p.
0, i osiagnal wtedy predkosé 0 (zagadnienie sterowania (control problem)) w mozliwie naj-
krétszym czasie (zagadnienie sterowania czaso—optymalne (time optimal control problem)).
Naturalne jest zalozenie, ze funkcja u jest ograniczona, n.p.

lu(t)| <1
Zagadnienie ma charakter dwuwymiarowy:
o=z, 2=
Mamy wiec uktad RRZ 2 x 2:
#l=2?, P2 =u, u=u(t),

lub w postaci macierzowe;j:



it 0 1]][at 0
l #2710 0] a2 1| )
Zagadnienie sterowania sprowadza sie do znalezienia takiej funkcji u, zeby dla pewnego t; > 0
zachodzito
a:l(tl) . 0
22(t) | | 0|’

dla odpowiedniego rozwiazania, a zagadnienie sterowania czaso—optymalnego, by dodatkowo t;
byto mozliwie najmniejsze.

+

Przyktad 1.3 (Wymuszony oscylator harmoniczny (por. [26], str. 2, [18], str. 7)). Kontrolny
element samolotu powinien by¢ utrzymywany w ustalonym wtasciwym potozeniu. zaktadamy,
ze odbywa sie to wedlug wymuszonego oscylatora harmonicznego, tzn. dla y — odchylenia od
wlasciwego polozenia, odpowiednie RRZ ma postaé

y:_ly_h0y+u7

gdzie wyraz —ly jest sila oporu o$rodka, —hgy sila sprezystosci oraz u — zewnetrzna sila (ste-
rowaniem). Poniewaz wychylenia kontrolnego elementu w samolocie sa niedopuszczalne, celem
jest doprowadzenie uktadu do stanu y = 0, ¥ = 0 w mozliwie najkrotszym czasie. Zagadnienie
ma postaé macierzowa

Przyktad 1.4 (Zysk firmy (por. [26], str. 3)). z(t) okreSla zysk pewnej firmy w czasie ¢. Zysk
moze zostaé przeznaczony na

— dalsza produkcje
— konsumpcje

u = u(t) (0 < u(t) < 1) okredla cze$¢ zysku przeznaczong na dalsza produkcje. Odpowiednie
RRZ ma postaé
T = kuzx,

gdzie k jest danym wspdlczynnikiem.
Zagadnienie polega na znalezieniu u = u(t) takiego, by calkowita konsumpcja na pewnym
odcinku czasu [0, t1], czyli

byta najwicksza.
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Przyktad 1.5 (Wzrost rodliny (por. [22], str. 2)). Ogrodnik chce wyhodowaé rosline o zadanej
wysokosci. Naturalny proces wzrostu moze by¢ przyspieszony przez sztuczne o$wietlanie rosliny,
prowadzac do zredukowania godzin bez Swiatla, gdy roslina nie rosnie. Niech x = z(t) bedzie
wysokoécig rodliny w chwili t. RRZ opisujace wzrost rosliny ma postaé

t=1+u, (1.2)
gdzie u = wu(t) opisuje dodatkowy przyrost rosliny spowodowany przez sztuczne o$wietlenie.
Zalézmy, ze poczatkowa wysokosé rosliny wynosi 0, a pozadana wysoko$é po jednostce czasu
t = 1 powinna by¢ dwie jednostki,

2(0)=0, x(l)=2. (1.3)

»2Koszt” sztucznego o$wietlenia okresla funkcja

1 2
em:/w®)w
0

2

Zagadnienie polega na znalezieniu sterowania u, takiego ze odpowiednie rozwiazanie (1.2) spel-
nia (1.3) oraz € przyjmuje najmniejsza wartos¢ (zagadnienie sterowania optymalnego).
Rozwigzanie (1.2) spelniajace (1.3) ma postaé

x@y:/(r+mw)&,
0

gdzie u spelnia
1
/mw@:1. (1.4)
0

Z (1.4) mozemy przeksztalcié
[ (u(t) — 1)? 1
u J—
[u] 0/ 5 +3

Stad widaé, ze minimum, to €[u] = % Jest ono osiagane dla u = 1 na [0,1]. Optymalne
rozwiazanie ma postaé x(t) = 2t, t € [0, 1].



2. Sterowalnosé

Wspétrzedne wektora € R” oznaczamy z', 22, ..., 2", n=1,2,...:

Dla odréznienia naturalne potegi ¢ oznaczamy jako (4)”, p=1,2,....
Dla uproszczenia notacji element zerowy w kazdej R", dla n = 1,2, ..., oznaczamy przez 0.

Definicja 2.1. Niech & C R™, m = 1,2,... bedzie zadanym zbiorem. Zbiér ten bedziemy
nazywali zbiorem parametréw sterujacych.

Przez wigksza cze$é wyktadu, bedziemy przyjmowaé, ze Q = [—1,1]™, cho¢ oméwimy kilka-
krotnie sytuacje 2 = R™. Jezeli nie bedzie podane inaczej, bedziemy zakladali, ze Q2 = [—1, 1]™.
Niech

Upn[0,t1] = {u cu(t) €Q oraz u mierzalnana [0,11] }

Up= | Unl0,t]
t1>0

Kazdy element u € U, bedziemy nazywali sterowaniem (control) (lub strategia). Dla kaz-
dego sterowania u istnieje odpowiedni odcinek [0, ¢;(u)], na ktérym jest okreslone.

Definicja 2.2. Dla kazdego t > 0 okreslamy rodzine zbioréw celu (target sets) 7 (t) C R",
gdzie 7 (t) jest zbiorem domknigtym w R™.

Jezeli nie bedzie podane inaczej, to 7 (t) = 0 € R”, tak jak w przykladach 1.2 1 1.3.

Rozpatrujemy zagadnienie poczatkowe dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego

i(t) = f(t o)), w(0) = 0, (2.1)
gdzie o € R", x: [0,t;] — R™ oraz u = u(t), u € Uy, [0, t1], jest poszukiwanym sterowaniem.

Powyzsze zagadnienie dotyczy sterowania w petli otwartej (control in open—loop
form), v = wu(t). Mozna tez rozpatrywaé sterowanie w zamknietej petli (control in
closed—loop form), gdy poszukuje sic odwzorowania (zwanego sprzezeniem zwrotnym (fe-
edback) a : R — U, dla RRZ

i(t) = f(t,z(t), a(z(t))), z(0) = zg . (2.2)

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.



10 2. Sterowalnosé

Sprowadzenie u = u(t) do u = a(z(t)) nazywa sie zagadnieniem syntezy (synthesis) stero-
wania.

Mozliwe jest podejécie alternatywne w jezyku inkluzji ré6zniczkowej (differential inclu-
sion)
z € F(t,x) (2.3)

gdzie
F(t,x) = {y sy = f(t,z,u), dlapewnegou € Q} .

Zalozenie 2.1. Funkcja
f 0,00 xR"™ x Q@ — R"

jest ciagla wraz z pochodnymi czastkowymi ng;, %}i dla¢,7 =1,....,n, k = 1,2,...,m na
zbiorze [0, oo[ xR™ x €.

Zaltozenie 2.1 gwarantuje lokalne istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania dla u € U, — tw.
Picarda—Lindeléfa — por. [13, 16, 21]. Poniewaz jednak funkcja u jest jedynie funkcja mierzalng
i ograniczona, wiec prawa strona RRZ (2.1) jest tylko mierzalna i ograniczona jako funkcja ¢ dla
kazdego x. Zatem rozwiazanie rozumiane jest jako absolutnie ciagta funkcja spelniajaca RRZ
(2.1) prawie wszedzie — por. [13, 16, 21].

Zalozenie 2.1 jest mocniejsze, niz jest to jest potrzebne w niektérych wynikach. Do istnienia
i jednoznacznosci wystarczy Lipschitz—owskos¢, ciaglodé tez mozna ostabié.

Definicja 2.3. Dla zadanego sterowania u € Uy, rozwiazanie RRZ (2.1) nazywa si¢ odpowie-
dzia na (response to) u — oznaczamy x(t) = x(t, zg, u(.)).

Problem 2.1. Zagadnienie sterowania (control problem): dla zadanego zo znalezé t; > 0
oraz u € Up, [0,t1], t.z. odpowiednia odpowiedz z(t1) € T (t1).

Jezeli takie u da si¢ znalez¢, to méwimy, ze sterowanie u prowadzi zo do celu 7 (¢;) (con-
trol u steers z( to the target 7 (¢1)), lub ze u jest sterowaniem pomys$lnym (successful
control).

Problem 2.2. Zagadnienie sterowalnosSci (controllability problem): okresli¢ dane po-
czatkowe, ktore mozna doprowadzi¢ do celu (tzn. dane poczatkowe, ktére sa sterowalne (con-
trollable)), czyli okresli¢ te dane poczatkowe, dla ktérych istnieje pomyslne sterowanie u € Uy,.

Definicja 2.4. Zbiér sterowalny (controllable set) C = |J C(t1), gdzie
t1>0

C(ty) = {xo € R" : istniejeu € Uy, t.z. x(t1,mo,u(.)) € T(tl)} , (2.4)

C(t1) jest zbiorem tych stanéw, ktére moga byé¢ doprowadzone do celu w chwili ¢;.

Bedziemy badali zbiér C, oraz okreslimy jak zmienia sie¢ C wraz z zawezeniem klasy sterowan.
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Definicja 2.5. Jezeli C = R”, to sterowalno$¢ jest calkowita (completely controllable).
Natomiast przypadek 0 € IntC nazywamy sterowalnoscia lokalna (locally controllable).

Mozna rozwazaé wezsze klasy sterowan (por. [30]):

— Klasa sterowan kawalkami stalych (piecewise constant controls) Upc:
u € Upcl0,t1], jezeli u jest kawalkami stata na [0, 1], czyli istnieja 0 = so < 51 < ... < 57 =
t1, t. z, u jest stala na kazdym przedziale [si_1, sk [;

Upc = |J Upcl0,t1].
t1>0

— Klasa sterowan gladkich i niezmieniajacych sie nagle (smooth controls that do
not change rapidly) U.:
u € U.[0,t1], jezeli u jest absolutnie ciagla na [0,¢1], u(0) = u(1) oraz |u(t)| < € p.w. na
[07 tl] )
Us = U [UE[O,tl] :
t1>0

— Klasa sterowan ,bang—bang” (bang—bang controls) Ugp:
u € Uppl0,t1], jezeli [u/(t)| = 1 dla p.k. t € [0,#1] oraz kazdego j =1, ... ,m;

Ups = |J Usgl0,t].
t1>0

— Klasa sterowan bang—bang kawalkami stalych Uggpc:
Ugsrcl0,t1] = Upgl0, t1] (| Upc0, t1] ;

Ussrc = |J Ussprcl0,t1].
t1>0

Analogicznie do C okreslamy zbiory sterowalne Cpc, Ce, Cpp, CBppc W odniesieniu do od-
powiednich klas sterowan.

Problem 2.3. Rozpatrywaé bedziemy ogdlne autonomiczne (autonomous) zagadnienie nie-
liniowe (NLA)

T = f(z,u), z(t) € R, u € Uy, (2.5)
z warunkiem poczatkowym

SU‘ =x9 € R",
t=0

i celem 7(t) = 0.
Zalozenie 2.2. Zakladamy, ze funkcja f : R™ x Q@ — R jest klasy C' na R" x Q oraz
£(0,0) = 0.

Stad dla zadanego warunku poczatkowego g odpowiedZ x(t) = x(t; xo, u( .)) istnieje (przy-
najmniej) lokalnie w czasie i jest jednoznaczna.

Bedziemy réwniez rozpatrywaé zagadnienie liniowe (LA)
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Problem 2.4.
& = Az + Bu, z(t) € R, u € Uy, (2.6)

gdzie A i B sg stalymi macierzami, n X n i n X m, odpowiednio,
z warunkiem poczatkowym

a:‘ =x9 € R",
=0
icelem 7(t) =0.
Macierz B ma wiec postac:
b11 bim
B =
bnl bnm

Lemat 2.1. Dia (NLA):

1. Jezeli u = u(t) prowadzi xo do 0 na [0,t1] z odpowiedziq x = x(t) (tzn. z(t1) = 0), to
u(t) = u(t — to) prowadzi xo do 0 na [to,to + t1] z odpowiedzig T(t) = x(t — to).

2. Jezeli x = x(t) jest odpowiedzig na u € Up,[0,t1] prowadzgcg x(0) = xo do z(t1) = 1, to
2(t) = x(t1 — t) jest odpowiedzig na u(t) = u(ty —t) dla réwnania (z odwrdéconym czasem)

z=—f(=(t),a(t)), (2.7)

prowadzqcg z(0) = 1 do z(t1) = wo.

Dowad.
1. Mamy

&t —to) = fx(t —to),ult —to)) = f(2(t),u(t))
dla p.w. t € [to, to + t1]. Ponadto

T

.f(t()) :(E(O) =xq, f)(to-i-tl) :x(tl) =0.

2. Mamy

£0) = St — 1) = —flelt — 1) ults — 1) = —(:(0), (D)

dla p.w. ¢ € [0,t;]. Ponadto
2(0) = x(t1) = =1, z(t1) = x(0) = zo.

O]

Zagadnienie (NLA) jest autonomiczne w tym sensie, ze punkt 1 lematu 2.1 jest spelniony.

Definicja 2.6. Zbior jest tukowo spéjny (arcwise connected), jezeli kazde dwa punkty
zbioru moga by¢ polaczone tukiem (homeomorficznym obrazem odcinka) catkowicie zawartym
w zbiorze.
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Twierdzenie 2.1. Dla (NLA):

1. jezeli xg € C oraz y jest punktem trajektorii tgczqcej xo z celem 0, to y € C;
2. zbior C jest lukowo spojny;

3. jezeli 0 < 11 < T2, to C(11) C C(m2);

4. C jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € IntC.

Dowdd: [30] — str. 26-27, [22] — str. 31-32..

1. Niech zy € C. Istnieje wéwczas pomys$lne sterowanie uy € Uy, oraz odpowiedZ z(t) =
z(t;xo,ui(.)), t.z. z(t1) = 0 dla pewnego ¢t; > 0. Dla ¢t € [0,¢;] chcemy pokazaé, ze y :=
x(t) € C. Sterowanie ug(t) := u(t + t), okreslone na t € [0,t; — t| jest pomyslne z odpowiedzia
xo(t) := x(t +1):

ia(t) = f(22(t), ua(t)),  22(0)=2(t) =y,  a1(ti—1)=0,
a zatem y € C(t1 —t).

2. Jezeli o, Zo sa w C, to istnieja sterowania @ i @ oraz odpowiedzi Z(t) = z(t; To, a(.)),

Z(t) = x(t; 2o, u(.)), t.z.

Z(t) = 0 = &(%) dlapewnych >0, ©>0.
Z 1. kazdy punkt obu trajektorii jest w C. Zatem istnieje tuk catkowicie zawarty w C taczacy
punkty zg, Zg-

3. Niech zg € C(71). Zatem istnieje sterowanie u € U, t.z. (1) = 0 dla odpowiedzi
x(t) = x(t; zo,u(.)). Dla 70 > 7 okre$lmy sterowanie

u(t) dla te[0,7]

uy € Uy, “2(t):{ 0 dla tée]n,n]

Z warunku f(0,0) = 0 wynika, ze odpowiedz x2(t) = x(t; xo, u2(.)) spelnia
xg(t)zo, tE[Tl,TQ],

a zatem ug prowadzi xg do celu 0 w czasie 1o, czyli zg € C(12).

4. Implikacja ,=" jest oczywista, gdyz 0 € C.

Pokazemy implikacje ,<”. Jezeli 0 € IntC, to istnieje otwarta kula By = B(0, dg) o $rodku
w 0 i promieniu dy > 0, t.z. Bg C C. Niech z; € C. Chcemy pokazaé, ze istnieje otwarta kula o
srodku w 1 calkowicie zawarta w C. Poniewaz z1 € C, wiec istnieje sterowanie vy € U,, oraz
odpowiedz z(t) = x(t;x1,u1(.)), t-z. 2(t1) = 0 dla pewnego t; > 0. Funkcja f jest klasy C1,

wiec z ciaglej zaleznosci od danych poczatkowych wynika istnienie otwartej kuli By = B(x1, 1),
01 > 0, t.z. dla kazdego y € By:

x9 = x(t1;y,u1(.)) € By (C C) )

Istnieje wiec sterowanie ug € U,,, ktére prowadzi xo do 0 w czasie to > 0.
Zatem dla kazdego y € B; istnieje sterowanie u € U,,,

B uy (t) dla  te€[0,t]
“(t)—{ unlt 1) dia t bty tta] (2:8)

ktore prowadzi y do 0. Zatem B C C. O
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Uwaga 2.1. Mozna pokazaé, ze sa prawdziwe twierdzenia analogiczne do twierdzenia 2.1 dla
klas Cpc oraz C.. Dla Cpp oraz Cpppc punkty 1, 2 i 4 wynikaja bezposérednio. Natomiast punkt
3 dla Cpp wynika z zasady bang-bang — por. twierdzenie 5.1.

Uwaga 2.2. Argumentu w dowodzie ,,<=” punktu 4 twierdzenia 2.1 nie mozna przenie$¢ na C(¢;)

dla ¢; > 0, gdyz sterowanie (2.8) okreslone jest na t; + to. Najczesciej brzeg zbioru C(t1) nalezy
do tego zbioru, wiec C(t1) nie jest otwarty.

Rozwazymy teraz zagadnienie liniowe (LA). Rozwiazanie (LA) ma postaé

¢
x(t) = z(t; zo,u(.)) = eMag + /eA(t_S)Bu(s) ds. (2.9)
0
Mamy:
t1
0 €C(t1) & FJuelUy,l0,t1] : =z = —/e_AsBu(s) ds, (2.10)
0

Definicja 2.7. Zbior S jest symetryczny (symmetric), gdy x € S & —z € S.

Twierdzenie 2.2. Dia (LA): C C R" jest symetryczny oraz wypukly.

Dowdd: [18] — str. 17, [30] — str. 29, [22] — str. 33..

Mamy (2.10). Jezeli zg € C(t1) dla u € U,,[0,t1], to —z¢ € C(t1) dla —u € Uy,[0,¢1]. Zatem
C = Uy 0C(t1) jest symetryczny.

Jezeli xg € C(t1) ze sterowaniem ug iz, € C(t1) ze sterowaniem u, to axo+ (1—a)x, € C(t1)
ze sterowaniem aug + (1 — a)u,. Zatem C(t1) jest wypukly. Nie wynika z tego od razu, ze
C = Ui,>0C(t1) jest wypukty (suma zbioréw wypuklych nie musi by¢ wypukia). Jednakze
stosujac argument z dowodu punktu 3 twierdzenia 2.1 pokazujemy, ze C jest wypukty. O

Twierdzenie 2.2 mozna uogdlnié¢ na sytuacje, gdy A = A(t), B = B(t) sa ciaglymi funkcjami.
W dowodzie korzysta sie z nastepujacych wlasnosci klasy sterowan: symetrycznosci, wypukltosci
i mozliwosci przyjmowania wartosci 0. Twierdzenie 2.2 zachodzi wiec dla klas Upc i Uy, ale nie
zachodzi dla Ugp i Ugppc, ktore nie sa wypukle i nie zawieraja 0. W rozdziale 5 (twierdzenie
5.1) pokazemy jednak zasade ,bang—bang” dla (LA): Cpp(t1) = C(t1). Z zasady ,bang—bang”
wynika, ze
Cpp = U Cpp(t1) = U C(ty) =¢C,

t1>0 t1>0

a zatem z wypuktosci C wynika wypuktosé Cpp.

Nastepujace przyklady pokazuja, ze C moze nie zawieraé¢ pewnego otoczenia celu, czyli, ze
nie jest spelniona nawet lokalna sterowalnosc.
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Przyktad 2.1 ([18], str. 18). Niech n =2, m =1,

o
z =0 (2.11)

x = Uu.

“fs) )

Rozwiazanie spelniajace 2(0) = xy ma postaé

Zatem

ri(t) = x}
22(t) = 23+ ftu(s) ds (2.12)
0

Stad

czyli C jest osig x2.

Przyktad 2.2 ([30], str. 30; [22], str. 34). Niech n =2, m =1,

' = 2l 4w,

2 = 22+4u.

efis] )

Rozwiazanie speliajace x(0) = xp ma postaé

l i;gg ] =e [ i% ] + (et/e_su(s) ds) [ 1 ] . (2.14)

(2.13)

Zatem

oraz

bo u(s) € [—1,1].
Stad

a! 1 2 1 2
C= 2| T =, |zt <1, |z7]<1p.

Przyktady 2.1 i 2.2 pokazuja, ze potrzebne sg pewne warunki na macierze A i B. Warunki
te zostang wyrazone przez macierz sterowalnosci.
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Definicja 2.8. Dla (LA) wprowadzamy macierz sterowalnosci (controllability matrix):

M= [B,AB,AQB,...,A"_lB]

macierz nxnm
W dowodzie odpowiedniego twierdzenia (tw. 2.4) korzysta sie z pojecia hiperplaszczyzny:

Definicja 2.9. (n — 1)-wymiarowa hiperplaszczyzng (hyperplane) w R” nazywamy zbiér
H:{xER" : aT:c:a},

T

gdzie a € R, a’ oraz a € R! sa zadane, a” x oznacza iloczyn skalarny wektoréw a i .

Istotng role odgrywa tu wniosek z twierdzenia Mazura (geometrycznej wersji twierdzenia
Hahna-Banacha) - twierdzenie o hiperplaszczyznie podpierajacej — por. [29], str. 190.

Twierdzenie 2.3 (Twierdzenie o hiperplaszczyznie podpierajacej). Jezeli y ¢ Int K,
gdzie K jest wypuklym zbiorem, t.z. Int K # (), to istnieje hiperplaszczyzna podpie-
rajgca H w y (supporting hyperplane H through y), tzn. K lezy po jednej stronie
H:

aly=a, a’r<a Vzek, (2.15)

dla pewnego o € RE.

&

Twierdzenie 2.4. Dila (LA): Nastepujgce trzy warunki sq réwnowazne

(a) rank M =n
(b) 0€IntC (lokalna sterowalnosé)
(¢) C — otwarty wR"

Dowdd: [18], str. 18, [30], str. 31, [22], str. 35, [26], str. 108.
Zauwazmy, ze réownowaznosé (b) < (c) wynika z twierdzenia 2.1.

1. Dowéd (b) = (a), czyli ~ (a) = ~ (b). Zalézmy wiec ~ (a), czyli rank M < n.
Woéwezas istnieje wektor y € R™, y # 0, prostopadly do kazdej kolumny macierzy M, czyli

yTM:0<€]R”m>.

Stad
yTB=yTAB=...=yTA"'B =0 <eRm> .
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Niech P bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy A
P(A) =det(A — A),

gdzie I jest macierzg jednostkowa n x n.
Mamy (twierdzenie Cayleya—Hamiltona)

P(A)=0.
Stad
A" = B, AV 4+ Bl
a zatem
yTA"B = B,_1yT A" !B+ ...+ By’ B=0.
Podobnie

A =5, A"+ 4+ BrA

yTA"M B =0.
Powtarzajac to postepowanie
yT"A¥B =0, VE=0,1,....
Stad

T —A T o kAkSk
—AS _ —
y e PB=y kgo(—l) o B=0,

dla kazdego s € [0, t1].
Mamy (2.10). Stad

t1
ylog=— /yTe_ASBu(s) ds=0,
0
czyli istnieje niezerowy wektor y € R", ktéry jest prostopadly do kazdego z¢ € C(t1). Stad
wynika, ze C(t1) lezy w hiperplaszczyznie prostopadlej do y dla kazdego t; > 0. Zatem C =
. Uo C(t1) lezy w hiperplaszczyznie prostopadlej do y i
1>

IntC=0.

Otrzymujemy wiec, ze 0 ¢ Int C, czyli ~ (b).

2. Dowdd (a) = (b), czyli ~ (b) = ~ (a). Zalézmy wiec ~ (b), czyli 0 € IntC. Stad dla
kazdego t1 > 0: 0 € Int C(¢1), gdyz C(t1) C C (nie istnieje kula B(0,0) C C = nie istnieje kula
B(0,6) C C(t1) dla kazdego t1).

Ale 0 € C(t1) oraz C(t1) jest zbiorem wypuklym dla kazdego t; > 0 (por. dowdd twierdzenia
2.2). Zatem istnieje hiperplaszczyzna przechodzaca przez 0, taka ze C(t1) lezy po jednej stronie
tej hiperplaszczyzny (twierdzenie 2.3), tzn. istnieje wektor b = b(t1) € R™, b # 0, taki ze

bTx() <0 Vo € C(tl) .
Stad

t1
—blay = /bTe_ASBu(s) ds>0 Vu e Upl0,1].
0
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7 lematu 2.2 ponizej wynika, ze
Ve B =0 Vsel0t].

Wstawiajac s = 0 otrzymujemy b’ B = 0. Nastepnie rézniczkujac wzgledem s i wstawiajac s = 0
otrzymujemy
V'A*B=0 Vk=0,1,....

Zatem niezerowy wektor b jest prostopadty do kazdej kolumny M irank M < n, czyli ~ (a). O

Lemat 2.2 (Nier6wnosé¢ catkowa). Jezeli

t1
/bTe*ASBu(s) ds>0  VYuecUy,[0,t], (2.16)
0

to
ble B =0 Vs el0,t].

Dowdd: [30], str. 32; [18], str. 21.
Jezeli u € Uy, [0,t1], to —u € U,,[0,¢1]. Zatem z (2.16) wynika, ze

t1
/bTe_ASBu(s) ds=0 Vu e Uplo,t1].
0

T
Niech v(s) := (bTe~4*B) . Jeieli v # 0, to istnicje so € [0,41], t2. v(so) # 0. Istnieje wtedy
przedzial I C [0, 1], t.z. sp € I oraz v # 0 na [. OkreS§lmy sterowanie

v(t)
u(t) = )] dla tel
0 dla tel0,t]\I

Wowcezas mamy

[e=]

Otrzymujemy wiec sprzeczno$é¢ z zatozeniem v # 0. O

Whiosek 2.1. Twierdzenie 2.4 mozna powtorzyé dla klas Upc, Ue, gdyz dla tych klas ,prze-
chodzi” lemat 2.2.

W dowodzie twierdzenia 2.4 pokazaliSmy, ze

Whniosek 2.2. rank M <n = istnieje hiperplaszczyzna w R™, t.2. C = |J C(t1) lezy w
t1>0
tej hiperplaszczyénie = 0&IntC.

Ponadto
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Whniosek 2.3. rank M = n wtedy ¢ tylko wtedy, gdy
VbeR™, b#0 : ble AtB £ 0 (2.17)

jako funkcja zmiennej t.

Dowdd. PokazaliSmy, ze rank M <n = dJyeR" y#0,t.z.
yTe 4B =0

= 0¢&IntC = rankM < n. Zatem otrzymujemy (2.17). O
Definicja 2.10. Uklad (LA) spelniajacy (2.17) nazywa sie wlasciwy (proper).

(LA) jest wlasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy

rank M =n.

W rozpatrywanym tutaj przypadku Q = [—1,1]™ warunek rank M = n nie gwarantuje
catkowitej sterowalnosci C = R”, jak pokazuje prosty przyktad

Przyktad 2.3 ([30], str. 33). Niech n = m = 1. Rozwazmy
T=x+u.

Jezeli zg > 1 (lub zp < —1), to odpowiedz na dowolne sterowanie ro$nie (maleje) wraz z t, a
wiec zadne sterowanie nie jest pomyélne. Mamy C =] — 1, 1[# R!, choé¢ 0 € IntC.

Jednakze przy dodatkowym warunku otrzymujemy:

Twierdzenie 2.5. Dla (LA) nastepujgce dwa warunki sq réwnowazne:

(a) rank M =n oraz RA <0 dla kazdej wartosci wlasnej X macierzy A

(b) C=R".

Dowdd: [30], str. 84; [22], str. 37-38; oraz =: [206], str. 112, [18], str. 22.
1. Dowéd (a) = (b). Zaldézmy, ze rank M = n oraz RA < 0 dla kazdej wartosci wlasnej
A macierzy A. Gdyby istnial y € R", t.z. y € C, to z wypuklosci C (twierdzenie 2.2) oraz
twierdzenia 2.3 wynikaloby, ze y mégtby by¢ odseparowany od C hiperptaszczyzna, tzn. istniatby
beR" b#0,t.z.
blay < a Vagel, (2.18)

dla pewnego a € R!.
Pokazemy, ze dla kazdego o € R! oraz kazdego b € R™, b # 0 istnieje t; > 0 oraz u €
U [0, t1], t.2.

t1
- /bTe_ASBu(s)ds >, (2.19)
0
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co oznacza sprzeczno$é z (2.18), a zatem sprzecznosé z zalozeniem istnienia y € R™, t.z. y € C,
a wiec dowodzi prawdziwosci (a) = (b).
Niech .
v(s) = (bTe_ASB> eR™.
Z zalozenia, ze rank M = n oraz uwagi 2.3 wynika, ze (LA) jest wlasciwy, czyli

v#0 na [0,¢1]. (2.20)

Okreslmy sterowanie

u(t):{ gy dla v(t) #
0 dla u(t) =

Woéwcezas mamy

121 ty !
—/bTefAsBu(s)ds = —/UT(S)u(s)ds = [ |v(s)|ds
0 0 0
Pokazemy, ze
/!v(S)! ds = o0, (2.21)
0

a zatem istnienie takiego ¢, ze (2.19) jest spelniona.
Zalézmy, ze (2.21) nie jest spelniona, czyli

7\U(s)lds < 00.
0

Wowezas ¢(t) := [ v(s)ds spelnia
t
o(t) = —v(t),  limo(t)=0,  ¢#0. (2.22)
Jezeli P jest wielomianem charakterystycznym macierzy A, to P(A) = 0. Stad
d _ dyir —aep\T _ (41 dy —ae\T _ (i1 —arp\t
P(—&)v(t)—P(—E>(b e B) = (b P(—a)e B) = (b P(A)e B)

Zatem funkcja ¢ = ¢(t) spelnia liniowy uklad réwnan rézniczkowych ze stalymi wspolezynni-
kami

0.

P (- g =o

Rozwiazaniem tego réwnania jest pewna liniowa kombinacja wyrazéw postaci
<P1 (t) sin(Svyt) + Pa(t) cos(Sy t)) Rt

gdzie v jest pierwiastkiem réwnania
YP(=7) = 0.
Zatem v = 0, lub —vy = A, gdzie X jest wartoscia wlasng macierzy A. Z zalozenia wynika, ze
Ry =0
co jest sprzeczne z (2.22). To konczy dowéd implikacji (a) = (b).
2. Dowdd (b) = (a). Pokazemy, ze
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— rank M < n,

lub
— R > 0 dla pewnej wartosci wlasnej A macierzy A
implikuje C # R™.
Jezeli rank M < n, to z wniosku 2.2 wynika, ze C # R™.

Niech RA > 0, dla pewnej wartosci wlasnej A macierzy A. Jezeli y € C™ jest (lewym)
wektorem wlasnym (eigenvector), to

yTA =T
Stad
yTAF = \FyT VE=1,2,...,
a zatem
yTe At — oAty T >0
Mamy
vI =y + iy, ymys €R", yp £0.
Wéwcezas
yhe At = e o5 (%)\ t) yh — e sin (%)\ t) vl . (2.23)
Mamy
t1
yhro = — /y%efAsBu(s) ds. (2.24)
0

Z (2.23) wynika, ze prawa strona (2.24) jest ograniczona jednostajnie wzgledem t; > 0. Zatem
yggxo <« Vg €C,

dla pewnego a € R'. Czyli C lezy po jednej stronie pewnej hiperplaszczyzny, a wiec C # R™. To

konczy dowdd (b) = (a). O

Cwiczenie 2.1. Czy twierdzenie 2.5 jest prawdziwe dla klas Cpc, C., Cgp oraz Cgppc? Dla
Cpp mozna zastosowaé zasade bang—bang — por. twierdzenie 5.1.

Z dowodu (b) = (a) twierdzenia 2.5 wynika prawdziwo$é¢ (por. [22], str. 38):

Whniosek 2.4. Jezeli rank M = n oraz R\ > 0, dla pewnej wartosci wltasnej A macierzy A, to
C #R".

Przyktad 2.4 (Wagon odrzutowy — patrz przyklad 1.2).

] -afz]omo afri] eolt]

M:[B,AB]:[O 1],

Mamy

10

rank M = 2 i uklad jest wladciwy. Jedyna (podwdjna) wartoscia wlasna macierzy A jest 0. Z
twierdzenia 2.5 wynika, ze C = R?, czyli kazdy stan poczatkowy moze byé doprowadzony do
celu 0 € R2.
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W przeciwienstwie do przypadku klasy sterowan U,, o wartosciach w Q = [—1,1]™, roz-
wazanego w twierdzeniu 2.5, w przypadku sterowan o wartosciach w 2 = R™ okazuje sie, ze
warunek rank M = n jest réwnowazny caltkowitej sterowalnoéci. W przypadku 2 = R™ klase
sterowan definiujemy jako

U= L”(O,tl;Rm>.
t1>0
Dla uproszczenia notacji odpowiedni zbior sterowalny bedziemy oznaczali jako C, czyli tak samo,
jak w przypadku ©Q = [—1,1]™ (sens bedzie wynikal z kontekstu).
Woéwezas mozna sformutowaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.6. Dia (LA) i klasy sterowarn US® nastepujgce dwa warunki sq réw-

nowWazne:
(a) rank M =n,
(b) C=R".

Dowdd: por. [13], str. 58; [26], str. 107..
1. Dowéd (b) = (a), czyli ~ (a) = ~ (b) jest identyczny jak punkt 1 dowodu twierdzenia
2.4.

2. Dowéd (a) = (b). Zalézmy, ze rank M = n. Z twierdzenia 2.4 wynika, ze istnieje otwarta
kula B = B(0,0) o $rodku w 0 € R™ i promieniu 6 > 0, t.z. B C C. Dla dowolnego zy € R"”
istnieje stata n €]0,1], t.z.

nro € B,
czyli istnieje t1 > 0 oraz u € Uy, [0, 1], t.2.
t1

nry = —/e_AsBu(s)ds.

0
Stad
t1
xo = —/e*AsBﬂ(s) ds,
0
gdzie u = % € Uy, co konczy dowdd. O

Okazuje si¢ (por. [30], str. 37), ze dla klasy sterowan U, ,prawie wszystkie” uktady (LA) sa
lokalnie sterowalne (tzn. spelniaja 0 € C), a dla klasy sterowan USS , prawie wszystkie” uktady
(LA) sa calkowicie sterowalne (tzn. spelniaja C = R™).

Odleglosé miedzy dwoma ukladami (LA): (A1, Bi1) i (Ag, Be), czyli & = Az + Biu i
& = Asx + Bsu, odpowiednio, okreslamy jako

d((AlvBl)v (A27Bz)) = |Ay — As| + |B1 — Bo|,

n ..
gdzie |[A| = ) |a"| i analogicznie |B].
ij=1
Zatem dwa uktady sa bliskie, jezeli elementy odpowiednich macierzy sa bliskie.
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Twierdzenie 2.7. Zbior wszystkich sterowalnych (LA) jest otwarty i gesty w prze-
strzeni metrycznej wszystkich (LA ), gdzie ,sterowalno$é” rozumiemy w sensie

— catkowitej sterowalnosci dla Q = R™,
— lokalnej sterowalnosci dla Q = [—1,1]™

Dowad: [30], str. 37..

7 twierdzenia 2.4, lub twierdzenia 2.6, w obu rozwazanych przypadkach, sterowalnosé¢ jest
réwnowazna warunkowi rank M = n. Ten warunek oznacza, ze istnieje (n x m)-macierz N,
bedaca podmacierza M, t.z. detN # 0.

Jezeli uklad (A, B) jest bliski (A, B), to odpowiednia n x n podmacierz N macierzy M jest
bliska odpowiedniej podmacierzy N macierzy M. Jezeli det N # 0, to det N # 0 dla |IN — N |
— malego. Zatem uklady sterowalne sa zbiorem otwartym.

Zalézmy, ze & = Apz+Bou nie jest sterowalny, tzn. rank Mo < n, gdzie My = [Bo, . . A”_lBO].
Chcemy pokazaé istnienie uktadu (4, B) — bliskiego ukladowi (AQ, By) — t.z. det N 7é 0, dla
pewnej n X n podmacierzy N macierzy M = [B, ..., A"~ 1B]

det N moze byé traktowany jako wielomian 77( ...,y*) elementéw macierzy A1 B, gdzie
k =n? + nm. Mamy

P(yé,...,yg) =0

dla g, . . ., ylo’C — elementéw macierzy Ag, Bp.
Wystarczy pokazaé, ze: dla niezerowego wielomianu P = P(y, ..., v%), t.z. Py, ..., vk) =
0, istnieje y; € R¥ — dowolnie bliskie yg, t.z.

Pyis- - yt) #0.

Powyzsze zdanie wynika z faktu, ze niezerowy wielomian k£ zmiennych nie moze znikaé¢ w zad-
nej k—wymiarowej kuli: gdyby znikal, to biorac pochodne czastkowe pokazalibySmy, ze wszystkie
wspoélczynniki sie zeruja. O



3. Obserwowalnosé

Rozpatrujemy nastepujacy uktad liniowy:
= Az, z(0) =z, y=Czx, t>0, (3.1)
gdzie z = x(t) € R", y = y(t) € R™, A jest macierza n x n oraz C' jest macierza m X n.

Problem 3.1. Zagadnienie obserwowalnos$ci (Observability question): dla zadanego y =
y(t) € R™ odtworzy¢ z = z(t) € R", a w szczegblnosci zg € R".

Sens tego zagadnienia wida¢ dla m < n: y to pomiary (obserwacje), z ktérych nalezy odtwo-
rzy¢ wielowymiarowe x.

Definicja 3.1. Uklad (3.1) nazywa sie obserwowalny (observable), jezeli dla rozwiazan 1,
xa, z faktu, ze Cx1(t) = Cxa(t), dla t € [0, 1], wynika, ze x1(0) = x2(0).

Przyktad 3.1. Jezeli C' = 0, to uklad nie jest obserwowalny. Jezeli n = m i C' jest nieosobliwa,
to z(t) = C~1y(t) i uktad jest obserwowalny.

Twierdzenie 3.1. Dwa nastepujgce warunki sq rownowazne
(a) uklad (3.1) jest obserwowalny;

(b) rank [C’T, ATCT ., (AT)n_lCT} =n, czyli uklad
i=ATz +CTu (3.2)
jest lokalnie sterowalny.
Dowdd: [18], str. 25, [20], str. 117..

1. Dowéd (b) = (a), czyli ~ (a) = ~ (b). Zalézmy wiec ~ (a), czyli, ze uklad (3.1) nie
jest obserwowalny. Istnieja wowczas punkty z10, 220 € R", t.2. £10 # 22,0,

A S (33)
oraz y(t) = Cx;(t) = Cxa(t) dla kazdego t > 0. Niech
x(t) = x1(t) — x2(t), o = T1,0 — T2,0 - (3.4)
Stad
T = Az, z(0) =29 #0, (3.5)

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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czyli z(t) = eAxg. Mamy Cz(t) = 0 dla t > 0. Zatem
Cezyg=0, t>0. (3.6)
Zatem dla t = 0 otrzymujemy Czo = 0, nastepnie rézniczkujac wzgledem t i wstawiajac ¢t = 0
otrzymujemy, ze
CA* 2y =0, Vk=0,1,2,.... (3.7)
T/ a\T ~T . T/, «T\E~T .
Stad (zo)” (A%)" CT =0, a wiec (z0)” (A1) C*T =0, czyli

(z0)" [CT, ATCT, .., (AT)" " CT] = 0. (3.8)
Poniewaz xg # 0, wiec rank [C’T,ATCT, el (AT)n_lcT} < n, co konczy dowéd (b) = (a).
2. Dowédd (a) = (b), czyli ~ (b) = ~ (a). Zalézmy wiec ~ (b), czyli, ze
rank[cT, ATCOT (AT)”‘ICT] <n.
Zatem istnieje g # 0, t.2.
(z0)" [CT, ATCT (AT)"*CT} —0,

czyli CA*zo = 0 dla kazdego k = 0,1,...,n — 1.
7 twierdzenia Cayleya—Hamiltona wynika, ze

A" = —B, AL — =B
dla odpowiednich statych (o, ..., 3,-1 (z wielomianu charakterystycznego).
Stad CA™xzg = 0. Nastepnie
Al = 5, A" — . = (A,

a wiec C A" zo = 0. Kontynuujac otrzymujemy C A¥zq = 0 dla kazdego k = 0,1, .... Mamy

>, thAF
tA 2 :
fE(t) =€ Tg = T

k=0

Zo,

skad otrzymujemy Cz(t) = 0, a zatem uklad (3.1) nie jest obserwowalny. To koniczy dowod. [



4. Sterowalnosé¢ dla uktadéw nieliniowych

Rozwazymy uklad nieliniowy (NLA)
z = f(z,u), z(t) € R", u € Uy, (4.1)

z celem 7 (t) = 0 € R". Zaktadamy, ze f(0,0) =0 € R" i f jest klasy C! na R™ x R™.,
Istotng role bedzie pelnila linearyzacja (NLA) wokét (0,0) € R™ x R™:

f(z,u) = Apz + Byu+ of|x] + |ul) (4.2)
gdzie ' ‘
_[of _Of
Af B |:8xj (07 O):| i,j:l,...,n’ Bf N {E)uk(O’O)] Zf;][. ..... n

Chcemy o sterowalnosci dla (NLA) w otoczeniu 0 € R™ wnioskowaé ze sterowalnosci line-
aryzacji wokot (0,0) € R® x R™.

Definicja 4.1. Dla (NLA) wprowadzamy macierz sterowalno$ci ukladu zlinearyzowa-
nego:
2 -1
My = | By, A;By, A$By, ..., A} By |

macierz nxXnm

Twierdzenie 4.1. Dla (NLA): rank My =n = 0¢€ IntC.

Dowéd: [30], str. 38. &

Whniosek 4.1. Twierdzenie 4.1 zachodzi dla wszystkich sterowan, dla ktorych mozna w danej
klasie przedluzac sterowanie zerem.

Jednakze odpowiednik twierdzenia 4.1 dla Cpp jest falszywy, jak pokazuje nastepujacy
przyktad:

Przyktad 4.1 (([30], str. 45)). Niechn=m =11

dla —1 < u(t) < 1. Mamy

Af:fz(0,0):O, Bf:fu(o,()):l, Mle.

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Zatem rankM;=1=mn i 0 lezy we wnetrzu C z twierdzenia 4.1 (a takze dla Cpc oraz
C. ). Ale u € Ugpg implikuje, ze u + (u)2 réwna sie 0, albo 2, a zatem & > 0. Stad 0 € IntCpp,
gdyz zaden punkt xg > 0 nie moze by¢ doprowadzony do 0.

Ten sam przyklad pokazuje, ze zasada bang—bang (rozdzial 5.1) nie zachodzi dla (NLA).

Twierdzenie 4.2. Dla (NLA): Jezeli uklad z zerowym sterowaniem (u = 0) jest
globalnie asymptotycznie stabilny i rank My =n , to C = R".

Dowad: [30], str. 43..
Dla (NLA) twierdzenie 4.1 gwarantuje istnienie 0 > 0, t.z. istnieje kula B(0;40) C C. Glo-
balna asymptotyczna stabilno$é¢ rozwigzania dla v = 0 implikuje, ze

lim z(t;20,0) =0
t—o00

dla kazdego zp € R". Zatem kazde rozwiazanie z u = 0 wchodzi do B(0, ) w skoficzonym czasie.
Nastepnie korzystamy z B(0;6) C C. O

Twierdzenie 4.2 wskazuje na $cisty zwiazek pomiedzy teorig stabilnosci a sterowalnoscig.
Waznym pojeciem w badaniu stabilnosci jest funkcja Lapunova (por. [34], rozdzial 7.2, [20],
rozdzial 26).

Definicja 4.2. Niech G C R" bedzie otoczeniem punktu réwnowagi z,. € R™ ukladu & = f(z).
Funkcje V' : G — Ry nazywamy funkcjg Lapunova, jezeli

1. jest ciagla w G i rézniczkowalna w G \ {z.},
2. V() >0VzeG, V()=0«& r=u
3. V() <0 VzeG\{z.}, gdzie

V(z) = (grad V(x))Tf(x) .

Definicja 4.3. Mocng funkcja Lapunova nazywamy V : G — R, jezeli

1. jest funkcjg Lapunova w G,
2. V<0OVaeG\{z}.

Twierdzenie 4.3.

1. Jezeli istnieje funkcja Lapunova, to punkt réwnowagi x. jest stabilny w sensie
Lapunova.

2. Jezeli istnieje mocna funkcja Lapunova, to punkt réwnowagi x, jest asymptotycz-
nie stabilny.
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&

Przyktad 4.2 (por. [30], str. 43). Punkt materialny, o jednostkowej masie, poruszajacy sie pod
wplywem zewnetrznej sity F' mozna opisaé¢ zgodnie z 11 zasada dynamiki Newtona:

j=F.

Jezeli punkt zawieszony jest na sprezynie i ruch odbywa si¢ w oérodku stawiajacym opor, to
mozna przyjac, ze

F=—ly—hy) +u

gdzie Fy = —ly jest sita oporu $rodowiska, | = I(y,y), —h(y) jest sila sprezystosci oraz u jest
sita wymuszajaca (lub tlumiaca). Na przyklad dla prawa Hooke’a h(y) = hoy — por. przyklad
1.3.

Zatézmy, ze | i h sa funkcjami klasy C*, h(0) = 0.

Przyjmujac ' = y, 22 = ¢ otrzymujemy uklad réwnan

(4.3)

Uktad zlinearyzowany ma postaé

il 0 1 2! 0
[552] B [—h’(0> —1(0,0) ] le T u] : (4.4)
Mamy
My = l(l) —l((l),O) ] ) oraz rank My =2=mn. (4.5)

Zatem, dla kazdego warunku gwarantujacego globalng asymptotyczng stabilnos¢ rozwigzania
z = 0 ukltadu dla u = 0, otrzymamy C = R?,
Jezeli

— I(z', 2?) > 0 dla kazdego (x!,2?) # 0,
— yh(y) > 0 dla kazdego y # 0,
— lim fh( )d s = +o0,

ly|—o0 o

to rozwigzanie x = 0 jest globalnie asymptotycznie stabilne.
Rzeczywiscie, niech:

lim V(z) =00 (4.6)

|z|—o00
oraz wzdluz rozwigzan uktadu z v = 0:
V(zt z?) = :c2$2 + h(a:l it
:L“2< — (2, 22 h(z') ) + h(z 7($2)2l(x1,932) < 0.
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Zatem V jest funkcja Lapunova i rozwigzanie z = 0 dla u = 0 jest stabilne (w sensie
Lapunova). Argument ten nie wystarczy do pokazania asymptotycznej stabilnosci, gdyz V zeruje
sie nie tylko dla (z',2?) = (0,0), ale réwniez dla punktéw (z!,2?), takich ze 2! # 0, 2% = 0.
Aby pokazaé asymptotyczna stabilnos¢ wystarczy wykazaé, ze jezeli trajektoria przechodzi przez
taki punkt (z!,0), 2! # 0, to jest to punkt przegiecia (flex point) funkcji V i funkcja ta jest
$cisle malejaca (por. [34], str. 211, przyklad 7.4). Jezeli t. > 0 jest t.z. 2! (t.) # 01 2%(t.) = 0,
to #2(t.) = —h(z'(t.)) # 0. Stad #2(¢) ma ten sam znak i 22(t) # 0 w sasiedztwie t,. Zatem
V(z(t),2%(t)) ma w t. punkt przegiecia i jest écisle malejaca. To gwarantuje asymptotyczng
stabilnos¢.

Globalno$¢ wynika z warunku 4.6 — por. [21], twierdzenia 26.2, 26.3, str. 108-109.

Istnieje zwiazek pomiedzy Cpc i C:

Twierdzenie 4.4. Dia (NLA): jezeli 0 € IntCpc, to Cpc =C.

Dowdéd: [30], str. 46-47. &



5. Zasada bang—bang

Twierdzenie 5.1 (Zasada bang—bang (bang—bang principle)). Dla (LA): Niech
t1 > 0 oraz xp € C(t1). Wowczas istnieje sterowanie bang-bang w., ktdre prowadzi o
do 0 w czasie tq.
Zatem
C(t1) =Cpp(t1) Vit >0. (5.1)

Dowdd: [18], str. 27-30, [26], str. 171..

Dowdéd zostanie przeprowadzony w 3 krokach.

1. Niech
£29(0,8) = {u:]0,t{ = R™ : flufloc :=ess sup [u(s)| < oo}
0<s<t

dla t > 0.

Definicja 5.1. Niech u; € L*>(0,t),dlaj =1,..., oraz u € L>°(0,t). Ciag {u;} jest zbiezny
do u stabo* (weakly* convergent) w L>°(0,t) (zapis u; —* u), jezeli

t

Jhﬁrgo uj(s)v(s)ds = O/u(s)v(s) ds

0
dla kazdego v € L'(0,1).

Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Mamy
XCcX™: J: X - X" Jz|(a¥)=a"(x) VareX".

W X* mozna zdefiniowaé nastepujace topologie (poprzez zdefiniowanie zbieznosci ciagdw)
— topologi¢ mocna:  lim |z} — || x~ = 0,
Jj—00

— topologie stabg: lim z**(27) = 2™ (2*) dla kazdego ™" € X ™,
j—00

— topologie stabg™:  lim z7(z) = 2*(z) dla kazdego = € X.
j—00

Staba topologia w X™* jest najstabszg topologia, w ktorej kazdy =** € X** pozostaje ciagty.

Staba* topologia w X™ jest najstabsza topologia, przy ktérej funkcjonal J[z], zdefiniowany

na X* jest ciagly dla kazdego x € X.

Kula jednostkowa w X* jest zwarta w stabej* topologii (twierdzenie Banacha—Alaoglu-Bourbakiego).
Mamy (L(0,%))* = L>(0,t), L'(0,t) C (L>=(0,t))*.

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Cwiczenie 5.1. Pokazaé, ze (L>°(0,t))*\ L'(0,t) # 0.

Rozwiazanie ¢éwiczenia: Niech m = 1. Rozwazmy ustalony przedzial [0,¢], 0 < t. Niech T
bedzie przeksztatceniem C([0,t];RY) 3 f — f(0). Wéwezas mamy

T <[]l (0, -

Z twierdzenia Hahna—Banacha (por. [33], §17) istnieje rozszerzenie tego funkcjonatu linio-
wego (do L*°(0,t)) zachowujace norme (oznaczamy réwniez przez T):

Tg| < llgllzes Vg€ L>0,t).

Jezeli (L*>(0,t))* = L'(0,t), to istnieje h € L'(0,1), t.z.
t

£0) = [ fo)h(s)ds,
0

dla f € C([0,t]; RY).
Stad jezeli 0 < a < b < t, to

b
/h(s)ds:O,

a zatem h = 0 prawie wszedzie. Dla f = 1 otrzymujemy sprzecznoéé: 1 = 0.

Twierdzenie 5.2 (Alaoglu). Niech t > 0 oraz {u;}=1,.. C Upy|0,t]. Wowczas ist-
nieje podcigg {uj, tr=1,.. oraz u € Uy[0,1], t.Z

uj, — U k — oo

Dowéd: [29], str. 181; [33], str. 219. &

Definicja 5.2. Punkt z € K nazywa sie ekstremalny (extreme) jezeli
<z:/\x1+(1—)\)w2 dla 0 < XA < 1oraz x1, 22 EK) = (z:wl :xg),

czyli nie istnieja punkty x1, zo € K, 21 # x9 oraz 0 < A < 1, t.2. z = Az1 + (1 — N)xa.

Twierdzenie 5.3 (Kreina—Milmana). Niech t > 0 oraz K bedzie niepustym, wypu-
klym podzbiorem L*°(0,t), zwartym w stabej* topologii. Wowczas K ma (przynajmniej
jeden) punkt ekstremalny.

Dowéd: [33], str. 212. &
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2. Rozwazamy zagadnienie (LA):

& = Az + Bu, z(0) = xo

Niech Ay, bedzie zbiorem sterowan, ktére prowadza zg € C(t1) do 0 w czasie ;:
Ay, = {u € Upn[0,t1] :  w prowadzi o do 0 w ¢; }

Pokazemy, ze A, spelnia zalozenia tw. Kreina-Milmana, a nastepnie, ze punkt ekstremalny
jest sterowaniem bang-bang.

Lemat 5.1. Zbior A, spelnia zatozZenia tw. Kreina—Milmana.

Dowdd: [18], str. 27-30, [26], str. 171..
xg € C(t1), wiec Ay, # (0. Pokazemy, ze Ay, jest wypukly.
u € Ay, wtedy 1 tylko wtedy, gdy
t1
xo = —/e_AsBu(s) ds
0

Niech v, u € Ay, oraz 0 < A < 1.

Wéwcezas
t1

xo = —/e_ASB()\u(s) +(1 - )\)ﬂ(s)) ds
0

Zatem Au + (1 — A)u € Ay,.

Pokazemy zwarto$¢ w stabej* topologii. Niech {u;}j—12, . C Ay .

Z tw. Alaoglu: ist. j — oo oraz u € Up,[0, 1], t.2. uj, =% v dla k — oo
Musimy pokazaé, ze u € Ay,. Z uj, € Ay, wynika, ze

t1 t1
xoy = —/e_ASBujk(s) ds — —/e_AsBu(s) ds
0 0

z definicji stabej* zbiezno$ci. Zatem w € Ay, . O]

Z twierdzenia Kreina—Milmana istnieje punkt ekstremalny u, w Ay, .
3. Pokazemy, ze dla prawie kazdego t € [0,t1] i kazdego j =1,...,m:
ul(t) =1

Zal6zmy, ze nie! Istnieje wiec indeks i oraz podzbiér G C [0,¢1] o dodatniej mierze, t.z.
lut(t)] < 1 dlat € G. Istnieje € > 0 oraz G C G, t.z.

|G| >0, lul(t)| <1—¢, tedq.

Niech v = v(t) € R™ bedzie t.z. v = (0,...,0, v* ,0,...,0)T, gdzie
=~

— o' # 0 na G,
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U] = Usx + EV, U9 = Uy — EV,
Mamy uy,us € Ay, . Rzeczywiscie
t1
— [ e 4% Buy(s)ds =

0
t1

t1
=— [e *Bu.(s)ds —6/6_ASBU(S)C15 = X9
0

0
—_————
=0

Mamy |u}| < 1:
ui(t)=ul(t) dlatg G,  ul(t) =u.(t) +ev'(t) dlateq,
Na G mamy |ul] < 1 — ¢, a zatem
()] < [ (8)] + =o' ()] < 1—z+2=1

Podobnie ug, zatem uy, us € Ay, .

UL = Usx +EV, UL F Uy, U = Uy — EV, U2 F Uy,
1 +1
—Uul —U9 = Ux
2 2

Sprzecznosé: bo u, jest punktem ekstremalnym Ay, .

O]

Uwaga 5.1. Zasada bang—bang pozostaje bez zmiany w przypadku, gdy celem jest y # 0, y € R™.
Rzeczywiscie:

t1
y = et (a:o —I—/e*AsBu(s)ds) =
0

t1
0 = eAtl (yo + /efAsBu(S)dS) , Yo = To — e*Ahy
0
Z zasady bang-bang istnieje v € Ugpgl0, t1], t.2.

t1
0 = et (yo —i—/e_Ast(s)ds) =
0

t1
y = et (xo—l—/e_Ast(s)ds)
0
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Uwaga 5.2. Analogicznie dla

#(t) = Az(t) + Bu(t) + c(t).

Uwaga 5.3. Przykltad 4.1 pokazuje, ze zasada bang—bang nie zachodzi dla ukladéw nielinio-
wych. Przyklad 2.3 i twierdzenie 2.6 pokazuja, ze zasada bang—bang nie zachodzi dla sterowan
nieograniczonych.



6. Zagadnienie optymalnego sterowania

Badanie sterowalnoéci jest jednym z podstawowych aspektow teorii sterowania. Kolejnym
jest badanie optymalno$ci pomyslnych sterowan. Wprowadzamy funkcjonal kosztu (cost
functional) (lub funkcjonal wyptaty (payoff functional))

el = [ (8000 u(t))dt + gt 2(t) (6.1)
0

gdzie x(t) = z(t; 20, u(.)) jest odpowiedzia na sterowanie u € U,,, {° i g sa zadanymi funkcjami

rzeczywistymi. Pierwszy (catkowy) wyraz lewej strony (6.1) jest biezacym kosztem (running

cost) (lub biezaca wyplata (running payoff)), a drugi wyraz (tzn. g) jest koncowym kosztem

(terminal cost) (lub koncowa wyplata (terminal payoff)). W przypadku interpretacji €[u]

jako kosztu naturalne jest poszukiwanie sterowan u minimalizujacych €[u], a w przypadku inter-

pretacji jako wypltaty — maksymalizujacych. Dalej bedziemy méwili o koszcie i minimalizacji.
Rozpatrujemy wiec zagadnienie:

T = f(t,x,u), z(t) € R", u(t) € Q,

z danymi poczatkowymi x(0) = xg oraz funkcjonalem kosztu zadanym jednym z ponizszych
WZOrow

t
(L) CQul = ffo(t,x(t),u(t)) dt, — zagadnienie Lagrange’a;
0
M) Cu] = g(t1,z(t1)), — zagadnienie Mayera;
t
(B) Cu] = flfo (t,xz(t), u(t)) dt + g(t1, z(t1)), — zagadnienie Bolzy.
0

Problem 6.1. Zagadnienie sterowania optymalnego (optimal control problem) polega
na tym, by doprowadzi¢ do celu sterowaniem z odpowiedniej klasy, w taki sposob, by €[u] bylo
mozliwie najmniejsze.

Definicja 6.1. Niech klasa pomy$lnych sterowan (successful controls) bedzie oznaczona
przez

A:{ueUm o dt x(t1; xo,u(.)) ET(tl)}
Sterowanie u, € U,, jest optymalne (optimal), jezeli

ux € A oraz Clus] < Clu] VueA. (6.2)

Dla zagadnienia Bolzy (B) (lub zagadnienia Lagrange’a (L)), zadanego sterowania u i od-

powiedzi x okreslamy
¢

2(0) = [ 1(s.2(s),u(s)) ds

0

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Jezeli u jest pomyslne, to x(t1) € T (t1) (dla pewnego t; > 0) i odpowiedni koszt to z%(t1) +
a(t1,z(t1)). Gdy u jest optymalne, to 2°(t1) + g(t1, z(t1)) jest najmniejsze.

Okreslamy (n + 1)-wymiarowy wektor x(t) = (z°(), xT(t))T oraz

£(t,x) = (°, /1) (t,2) .

W ten sposéb zagadnienie Bolzy (B) (lub zagadnienie Lagrange’a (L)) mozna sprowadzi¢ do
zagadnienia Mayera (M) dla
x = f(x,u), (6.3)

Qf[u] = Cl?o(tl) + g(tl, X(tl)) . (64)

Cel moze by¢ ustalony, lub nie:

(I) Gdy, tak jak w poprzednich rozdzialach, cel jest ustalony mamy do czynienia z zagadnie-
niem ustalonego punktu koncowego, 7 (t) = z1, x1 jest ustalonym punktem w R”, ;
jest wéwczas czasem dotarcia do celu x; i nie jest ustalone (fixed—end—point (a target
point is given) — free—time problem);

(IT) Mozna rozpatrywaé zagadnienie, gdy cel 7(t) = S, gdzie S jest I-wym. (I < n) gladka
rozmaitoscia (manifold; por. [11], str. 64) w R™ — podobnie jak powyzej ¢ nie jest ustalone;

(ITII) Cel moze nie by¢ okreslony i wtedy mamy do czynienia z zagadnieniem swobodnego
punktu koncowego (free—end—point problem; a target point is not given): wtedy
t1 > 0 jest ustalone, 7 (t;) = R"™.

Definicja 6.2. Sterowanie u, jest czaso—optymalne (time—optimal) (lub optymalno-cza-
sowe), jezeli jest optymalne dla funkcjonatu kosztu

Clu] = t1, (6.5)

gdzie t1 jest chwilg przybycia do celu 0 € R™.
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Rozpatrujemy liniowe zagadnienie sterowania optymalnego (LA):
& = Az + Bu, (7.1)

gdzie A i B sa stalymi macierzami n x n i n x m, odpowiednio, a funkcjonal kosztu jest okreslony
przez (6.5).

Definicja 7.1. Niech K(¢;x0) bedzie zbiorem osiggalnym (reachable set) z xo w chwili
t>0:
K(t;20) = {a(t,0,u(.)) : u € Unl0,} CR", (7.2)

K(¢; zp) moze byé¢ zanurzony w odpowiedniej hiperplaszczyznie (hyperplane) w R™. Wow-
czas Int K(t; xo) 1 0 K(¢; x0) beda rozumiane w sensie odpowiednich hiperptaszczyzn.

Z zasady bang-bang 5.1 dla ukladu liniowego (-LA) (czyli § = —Ay — Bu) wynika, ze

C™ (t1;w0) = Cyp(ti;wo)

a zatem

K(tl; x()) = KBB(tH xo) . (73)

Dla zwartych podzbioréw A, B przestrzeni R"™ rozwazamy metryke Hausdorffa
d(A,B) =inf{e>0: ACN.(B), BCN.(A)},
N.(A) jest e-otoczka zbioru A (e—sack about A)

NE(A):{xER” D d(x,A) <a}, d(m,A):inf{\w—yl : yEA}.

Lemat 7.1. Dia (LA): Zbior K(t; zg) jest wypukty ¢ zwarty (conver and compact). Po-
nadto odwzorowanie t — K(t;x0), 0 < t < oo, jest ciggle z topologiq w obrazie zdefiniowang
przez metryke Hausdorffa.

Dowdd: [18], str. 32, [30], str. 60..  Mamy

¢
yeKt;zg) < 3JueUy0,t]: y=elag+ /eA(t_s)Bu(s) ds. (7.4)
0

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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— Wypuklosé.

¢
z; € K(t;xzg) < Fu; € Uy[0,t] 0 ;= Ao + /eA(t_S)Bui(s) ds i=1,2.
0

Wtedy dla A € [0,1]

t
A1+ (1= Nag = elag + /eA(t_S)B()\m(s) +(1- )\)U2(s)> ds i=1,2
0

Aup + (1 = Nug € Up,[0,1] .
Zatem
Az + (1 — N)zg € K(t;20) -

— Zwarto$é. Pokazemy domknietosé. Niech
{acj}jeN C K(t; zo) oraz zj—y wR".

Chcemy pokazaé, ze y € K(t;zg). Poniewaz x; € K(t; zg), to istnieje u; € U,,[0,1], t.2.
t
x; = eMry + /eA(t_S)Buj(s) ds.
0

Z twierdzenia Alaoglu istnieje podciag {jk}keN’ Jjr — oo, dla k — oo oraz istnieje u €
U,,[0,t], t. 2.

uj, =~ u dla k— oo.

Stad przechodzac do podciagu (por. rozdzial 5)
¢
y = ey + /eA(t_S)Bu(s) ds,
0

a zatem y € K(¢;xg) 1 K(¢; z9) jest domkniety, ponadto jest ograniczony, a wiec zwarty.
— Ciaglosé. Dla xg € R™, tg > 0 oraz € > 0 pokazemy, ze istnieje 6 €]0,1[, t.z. spelniony
jest nastepujacy warunek:
— jezeli ’f— to‘ < 6, to dH(K(f, $0>,K(t0,xo)) <E.
Chcemy wiec pokazaé, ze jezeli |t — to| < J, to

K(t; z0) € N, (K(to, aco)) oraz K(tg, o) C N (K(f; :Uo)) .

Niech T = tq + 1, C = max |e”4*B]|.
0<s<T

i
geK(t;zg) & y= ey + /eA(E_S)Bﬂ(s) ds
0

dla pewnego @ € U,,[0, ¢]
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Przedtuzamy @ zerem na [0, 7] (czyli 4(s) = 0 dla t €]¢,T)) oraz okreélamy
tg
yo = eorg + /eA(tO_S)Bﬂ(S) ds,
0

zatem yo € K(to; xo).
Mamy

. i - to
15— yol = |eMxg — eAox| + ‘ [ eAt=9) Bii(s)ds — [ eAt0=%) Biy(s) ds‘
0 0

- - i
< |6At _ 6Ato‘|$0| + \eAt _ eAt0| fe_AsBﬂ(s) ds’ + ‘6At0|
0

t
[ e~ Bi(s) ds‘ .
to
Niech § > 0 bedzie t.z. dla [t — tp| < § mamy ]eAE —eMo| < g, gdzie £ > 0 bedzie wybrane
pdzniej. Mamy

17— yo| < e1|zo| + e1TCv/m + [eA0]|6C/m .
0 i 1 wybieramy takie, aby

e1|zo| + e1TCv/m + ‘6At0|C\/E5 <e.
Stad wynika, ze § € N.(K(to; o)), a z dowolnosci 7, ze
K(f 20) C N (K(to, 20) ) -

Identycznie pokazujemy, ze
K(to, zo) C N: (K(f; l’o)) :

Warto zauwazyé, ze podobny wynik nie jest prawdziwy dla (NLA) — por. [13], str. 52.

Mozna teraz sformutowaé twierdzenie o istnieniu sterowania czaso—optymalnego

Twierdzenie 7.1. Dia (LA): jezeli istnieje pomysine sterowanie prowadzgce xg € R™
do celu 0 € R™, to istnieje sterowanie czaso—optymalne i jest ono bang-bang.

Dowdd: [18], str. 31; [30], str. 60; [35], str. 147; por. [26], str. 173..

Istnieje pomyélne sterowanie, a zatem 0 € K(£; 29) dla pewnego ¢ > 0. Niech

t=inf{t>0: 0€cK(tu)}. (7.5)

Zbiér {t >0: 0eK( 330)} jest wiec niepusty i ograniczony z dotu. Istnieje wiec inf. Chcemy

pokazaé, ze
0e K(tl; xo) ,
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co oznacza, ze istnieje sterowanie prowadzace do celu w najkrétszym czasie ;.
Zalézmy, ze 0 ¢ K(t1;x0). Poniewaz K(t1;z¢) jest domkniety, to istnieje otwarta kula B =
B(0, 0), 0 > 0, t.z.
B(0, 0) N K(t1,20) = 0.

Korzystajac z ciaglosci przeksztalcenia ¢ — K(¢;x¢) otrzymujemy

]B%(o,g) NK(tzo)=0 dla 6 <t<t+9,
dla pewnego § > 0.
To oznacza, ze 0 € R™ nie jest osiagalny dla pewnych ¢ > t1, co jest sprzeczne z definicja, ¢;.
7 zasady bang—bang: jezeli istnieje pomy$lne sterowanie z U,, prowadzace g € R" do 0 € R™
w czasie t1, to istnieje sterowanie bang—bang prowadzace rg € R™ do 0 € R" w czasie t;. To

konczy dowdd. O

Definicja 7.2. Sterowanie u okreslone na [0, 7] jest ekstremalne (extremal), jezeli
x(t;zo,u(.)) € OK(t; o) Vtelo,T], (7.6)

gdzie 0 oznacza brzeg zbioru.

Nalezy zauwazy¢, ze sterowanie ekstremalne nie musi by¢ ani optymalne, ani nawet pomy$lne!

W momencie dotarcia do celu, odpowiedZ na sterowanie czaso—optymalne lezy na brzegu
zbioru K(t1; xo):

Lemat 7.2. Jezeli sterowanie uy jest czaso—optymalne, to w t; — momencie dotarcia do celu
0 € R® — odpowiedz x(t) = z(t; xo, us(.)) lezy w OK(t1;x0) (czyli 0 € OK(t1;x0) ).

Dowdd. Zalézmy, ze u, jest czaso—optymalnym sterowaniem prowadzacym xp € R™ do 0 € R”
w czasie 1, czyli
z(t1) = z(t1;z0,us(.)) =0 € R”

i z(t1) = 0 nie lezy w 0K(¢1; o).
Wéwezas istnieje (otwarta) kula B(0, o) C K(t1;z0). Z ciaglosci przeksztalcenia t — K(¢; )
istnieje § > 0, t.z.

B(0, g) C K(t;zg) dla t—6<t<t.
zatem cel 0 € R™ bylby osiagalny w czasie t < t1, co jest sprzeczne z minimalnoscia ¢;. O

OdpowiedZ na dowolne sterowanie nie moze przechodzi¢ z wnetrza zbioru osiagalnego na
jego brzeg:

Lemat 7.3. Zalézmy, ze dla sterowania u € Up,[0,¢]

T =1zt € ntK( o) dla pewnego 0 < t < t;,
gdzie x = x(t) jest odpowiedzig x(t) = x(t; zo,u(.)).
Wowczas
r(t) € mtK(t;xg) Vit t]. (7.7)
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Dowdd. Jezeli & = x(t) € Int K(f;x), to istnieje (otwarta) kula B = B(%, ), t.z. B ¢ K(f; z0).
Dla kazdego Zo € B istnieje sterowanie @, ktére prowadzi zo do &y w czasie ¢ (punkt Zo jest
osiagalny z xg).
Rozwazmy zagadnienie z ustalonym sterowaniem w:

y = Ay + Bu, y(t) = 2o, t>t.

Dla %o = Z mamy y(t) = x(t) dla t € [, t1]. Rozwiazanie ma postaé
t
y(t) = eAl-Dzg 4 /eA(tfs)Bu(s) ds,
t
czyli
y(t) = F(t)To + G(t).

Dla ustalonego t > t# odwzorowanie F(t) jest liniowe ciggle i przeksztalca R™ na R", bo
det F(t) # 0. Z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym (por. [33], tw. 15.4, str. 147) wynika, ze
F(t) przeksztalca zbiory otwarte na zbiory otwarte. Stad zbiér

Foo={yeR" : y=F(®)&+9(), & B}
jest otwarty w R™ oraz F; C K(¢; x0), a zatem
x(t) € Fr € Int K(¢;20),

czyli (7.7) jest spelnione, co konczy dowdd lematu. O

7 lematéw 7.2 1 7.3 wynika

Twierdzenie 7.2. Dla (LA): jezeli sterowanie u, jest czaso—optymalne, to u, jest
ekstremalne.

Dowdd: [30], str. 61.. Z lematu 7.2 wynika, ze w t; — momencie przybycia do celu 0 —
odpowiedz x(t1) lezy na brzegu zbioru osiagalnego 0K(t1; ). Z lematu 7.3 wynika, ze jezeli
odpowiedZ z(t) lezy na brzegu zbioru osiagalnego 0 K(¢; zo) dla pewnego t €]0,t1], to

z(t) € 0K(t; o) Vte [0,1].

To koriczy dowdd. O

Twierdzenie 7.3. Dia (LA) i u. € U,,[0,te] nastepujoce warunki sqg réwnowazne:
— u, jest ekstremalne na [0, te],

— istnieje h € R", h # 0, t.2.

hTe~*ABu,(t) = max (hTe*tABv) , dlapk.t€[0,t]. (7.8)

VEN
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Dowdd: [30], str. 62; [18], str. 33..
1. Dowéd ,=": zalézmy, ze u. € U,,[0,t.] jest ekstremalne, czyli
ze(t) ==z (t;z0,ue(.)) € OK(t; 20) Vitelote].

Poniewaz K(t.; zg) jest wypukly oraz x.(t.) € 0K(t.;xp), to istnieje hiperplaszczyzna pod-
pierajaca K(t.; zo) w punkcie x.(te), tzn. istnieje b € R™, b # 0, t.z.

bl < bl a(te) Vo e K(te; zo) .

Mamy
te
. _ At A(te—s)
z € K(te;zg) & x=c¢€ ZEU+/6 Bu(s)ds, u € Upl0,te].
0
Zatem
te te
bl eAte g + b7 / eAle=9) Bu(s) ds < bl eMtery + b7 / et Buy(s)ds YV u e Uplo,t.] .
0 0

Wstawiajac hT = b e mamy h € R”, h # 0 (bo macierz e* jest nieosobliwa) oraz

te te
/hTe_ASBu(s) ds < /hTe_AsBue(s) ds VueUy0,t.]. (7.9)
0 0

Pokazemy, ze stad wynika

hTe™4 Bu,(s) = max (hTe_Ast> dlap.k. s €[0,t]. (7.10)
ve

Zal6zmy, ze nie! Istnieje wtedy podzbiér I C [0, t.], |I] > 0, t.z.

hTe=4% Bu,(s) < max (hTe_Ast) dlasel.
veEQ

Okreslamy sterowanie

tel,

&(t)={ 38 tel :=10,t]\I

gdzie u, jest t.z.
hTe=4% Bu,(s) = max (hTe*ASBv) dlasel.

vEN

Mamy wtedy
te te
/hTe_AsBﬁ(s) ds = /hTe_AsBu*(s) ds—I—/hTe_AsBue(s) ds > /hTe_ASBue(s) ds.
0 i I 0

Sprzeczno$¢ z (7.9)! Zatem (7.10) jest spelnione, co konczy dowdd =-.
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2. Dowbd <«=. Zaltdézmy, ze istnieje h € R™, h # 0, t.z.

hTe A Bu,(t) = max (hTe_AtB’U) dlap.k.t € [0,t].
ve)

Stad
t t

/hTe*ASBu(s) ds < /hTe*AsBue(s) ds YueUy0,t.],
0 0
dla dowolnego, ale ustalonego t € [0,t.]. Wstawiajac b7 = hTe 4
jak poprzednio otrzymujemy

i postepujac odwrotnie

bl z(t) < bz, (t) Va(t) € K(t;xo),
co oznacza, ze x(t) lezy na brzegu K(t; z¢):
ze(t) € 0K(t; x0) .

Poniewaz t jest dowolne, wiec otrzymujemy wynikanie <.

g

7 twierdzenia 7.2 i twierdzenie 7.3 wynika zasada maksimum Pontriagina dla linio-
wego zagadnienia czaso—optymalnego (Pontryagin maximum principle for linear

time—optimal control) — szczegdlny przypadek zasady maksimum Pontriagina rozpa-
trywanej w rozdziale 9 — warunku koniecznego (necessary condition) dla sterowania
optymalnego.

Twierdzenie 7.4. Dia (LA): jezeli sterowanie u, jest czaso—optymalne, to istnieje
heR" h=#0, t.2

hTe—tABu* (t) — maé( (hTe_tABU) , dla pk te [O, tl] y (711)
ve

g

Uwaga 7.1. Kazda wspolrzedna wektora h’e 4B € R™ jest funkcja analityczng zmiennej t.
Stad (por. [11] , twierdzenie 6.9, str. 199) na zwartym przedziale w [0, 1] jest albo tozsamo-
$ciowo réwna 0, albo znika tylko w skofniczonej liczbie punktow 0 < t < ¢1. Jezeli zachodzi ten
drugi przypadek dla kazdej wspotrzednej, to sterowanie u jest jednoznacznie wyznaczone, poza
skoficzonym (a wigc miary 0) zbiorem punktéw. Wtedy sterowanie jest bang—bang ze skonczona
liczba przelaczen (switches). Natomiast w pierwszym przypadku sterowanie nie jest okreslo-

ne przez max (hTe_tABv). Pierwszy przypadek bedziemy nazywali osobliwym (singular), a
ve

drugi normalnym (normal) — por. [22], str. 52.

Definicja 7.3. (LA) nazywamy normalnym (normal), jezeli dla kazdego h € R™, h # 0,
zadna wspélrzedna wektora h’e 4B € R™ nie znika na zbiorze dodatniej miary.
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Kazdy (LA) — normalny jest wlasciwy (tzn. rank M = n). Warunek w definicji 7.3 jest
réwnowazny warunkowi, ze zadna wspolrzedna nie znika tozsamosciowo.

Przykltad 7.1. Rozpatrujemy uklad RRZ, n = m = 2, w postaci macierzowej:
@t ! 0 0 10
[jQ]_A[ﬁ%Bu(t), A_lo()], B_[“].
h e R2, h#0,

_ 1ol[10
hTe tAB:[hl,hQ][O 1H0 1]:[}&,;@2].

Uktad jest wtasciwy, ale nie jest normalny.

Nastepujacy wniosek pokazuje zwiazek pomiedzy sterowaniami ekstremalnymi a sterowania-
mi bang—bang:

Whniosek 7.1. Jezeli (LA) jest normalny, to warunek (7.8) jest réwnowazny warunkowsi

ul(t) =sign ("'e™B),  i=1...m, dapktel0t]. (7.12)

e

Twierdzenie 7.4 mozna zapisa¢ w ogélnym formalizmie, ktéry bedzie pdzniej stosowany w
rozdziale 9 w ogdlnej sytuacji.

Definicja 7.4. Wprowadzamy hamiltonian (Hamiltonian)
H(w,z,u) = w’ (A:Jc + Bu) , (7.13)

gdzie w,x € R™, u € U,,.
Mozemy wyrazi¢ twierdzenie 7.4 w nastepujacej postaci
Twierdzenie 7.5. Dia (LA): niech u, € Uyl0,t1] bedzie sterowaniem czaso-opty-

malnym z odpowiedziq x. = x.(t) = x(t; x0, u(.)). Wowczas istnieje absolutnie ciggla
funkcja w : [0,t1] — R™, t.2.

4 0 .
7 = @H(w,x*,u*), ji=1,...,n, p.w.na [0,t1], (7.14)
! = —iH(w T, Uy ) j=1...,n p.w. na [0, 1] (7.15)
8:1;] Y ) Y ) Y Y Y )
oraz
H(w(t), z(t), us(t)) = M (w(t), z«(¢)) , dlap.w. t € [0,t1], (7.16)
gdzie

M (w,z) = max H (w, z,v) .

VEN
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Dowdd: [18], str. 35..
Niech h € R" bedzie jak w twierdzeniu 7.4. Rozwazmy zagadnienie

w=—ATw, w(0) =h.

Jego rozwigzaniem jest

a zatem .
w'(t) = hTe 4 bo (e_tAT) ==

Z twierdzenia 7.4 wynika, ze

hTe ' Bu, (t) = max (hTe*tABv) :

veE)
Zatem
H(w(t), 2.(t), us (1)) = w7 (1) (Aza(t) + Bu.(t)) =
hTe A Az, (t) + hTe M Bu,(t) = hTe 4 A, (t) + max (hT 1t“‘Bv) = (7.17)
max (hTe_tAAJ:*(t) + hTe_tABv> = max (w ( Tt )Ax*( )+ wT(t)Bv> =
M(w(t), z«(t)) -
Z definicji H warunek (7.16) oraz réwnania (7.14) i (7.15) sa spelnione. O

Definicja 7.5. Réwnanie (7.15) nazywa sie rownaniem sprzezonym (adjoint equation), a
funkcja w — ko—stanem (costate).

Przyktad 7.2 (wagon odrzutowy, [35], str. 29-34; [18], str. 36; [30], str. 64, 109, 111). Rozpa-
trujemy uktad RRZ z n =2, m =1 — por. przyktady 1.2, 2.4:

T =a, T°=u, u=u(t) € [-1,1], (7.18)

lub w postaci macierzowe;j:

R E O R S B S
1. ,W jezyku” twierdzenia 7.4:
Mamy
—tA:I—tA:“ f], h:[m (R + (h?)? #0,
WTe 4B = bt h?) l(l) Et] [H— (W', —h't + 12 (1)] — B2 't

Uktad (7.18) jest normalny!
7 twierdzenia 7.4 i wniosku 7.1 wynika, ze kazde optymalne sterowanie u, musi spelniaé

u.(t) = sign(h? — h't),
dla pewnego h € R?\ {0}.
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2. ,W jezyku” twierdzenia 7.5:

Mamy
w = w
=1 .2 |
0 1 ||a! 0
T ol 2
H(w,x,v)—w(Ax-i—Bv)—[w,w]([O Ollxg + 117)),
Stad
H(w,z,v) = w'z? + wv
i
=0, w?=-—w'.
Zatem

H(w,z,v) = wjz? + (w% - w(l)t)v,

gdzie w§ = w(0) € R, w3 = w?(0) € R!. Dla uproszczenia zapisu nie zaznaczono w sposéb
jawny zaleznoéci zmiennych od ¢.
Twierdzenie 7.5 implikuje, ze jezeli u. jest czaso—optymalne, to istnieja liczby wj, i = 1,2,
t.2.

H(w, x4, uy) = M(w,x,) = _max, H(w, xy,v) = wiz? + |wi — wit|

a to jest osiggane dla v = u.(t), gdzie
u,(t) = sign(wg — wgt) .

Funkcja liniowa w3 —w{t nie moze by¢ tozsamosciowo 0, gdyz w(t) = e tA" b nie moze znikaé
tozsamosciowo.

Z twierdzenia 7.1 i przykladu 2.4 wynika istnienie sterowania czaso-optymalnego (dla kaz-
dego punktu z¢ € R?). Z powyzszych rozwazan wynika, ze sterowanie czaso-optymalne jest
bang-bang, kawatkami stale, z co najwyzej jednym punktem przetaczenia.

Cwiczenie 7.1. Opisa¢ czaso-optymalne trajektorie.

Przyktad 7.3 (Zlinearyzowane réwnanie katowego odchylenia od pionu z wymuszeniem, [35],
str. 34-42; [30], str. 64). Rozpatrujemy uklad RRZ zn =2, m = 1:

it =22, = —a'4u, uw=ul)e[-1,1], (7.19)
lub w postaci macierzowej:

il xl

eoan.a=) Ol el




1. ,W jezyku” twierdzenia 7.4:

Mamy
celmam] e [B] wreers
et - | oy -
[R!cost + h?sint, —h'sint + h? cost] l (1) ] ,
stad

hle tAB = h2cost — hlsint = rsin (t-i-Ol)a

1
gdzie r = ((hl) + (h2)) ? o = arccos ( - h%), r# 0.
Uklad (7.19) jest normalny!
7 twierdzenia 7.4 wynika, ze kazde sterowanie optymalne u, musi spelniaé

uy(t) = sign(sin(t + «)) .

2. ,W jezyku” twierdzenia 7.5:
Mamy

Stad

Stad w?(t) = rsin (t + ), gdzie r > 0 i « sa stalymi.
Twierdzenie 7.5 implikuje, ze jezeli u, jest czaso—optymalne, to

H(w, 2y, us) = M(w,2,) = max H(w, 2., v) = w' ()23(t) — w?(t)a,(t) + [w?(t)]
eSS

a to jest osiggane jedynie dla v = u.(t), gdzie
u(t) = signsin(t + «) .

Zatem kazde sterowanie czaso—optymalne jest bang—bang i okresowe o okresie 2.

Cwiczenie 7.2. Opisaé¢ czaso-optymalne trajektorie.



48 7. Lintowe zagadnienie czaso—optymalne

Przyktad 7.4 ([30], str. 65.). W przykladzie 7.1 rozpatrywany byl uklad wlasciwy, ktéry nie
jest normalny.

! x!

Niech zg = (—1,0). Wéwezas kazde ze sterowan uq, a € [0, ], gdzie

e N R

u}lzl
oraz
U%EO,
1 0<t<a
ul = 0 a<t<l-a |,
-1 1-a<t<l1
dla a €]0, 5[,

jest czaso—optymalne z t1 = 1, ale tylko u1 jest bang—bang.
2

Twierdzenie 7.6. Jezeli (LA) jest normalny oraz istnieje pomysine sterowanie (pro-
wadzgce xg do 0), to istnieje jednoznaczne sterowanie czaso—optymalne. To sterowanie
jest bang—bang i kawatkami stale.

Dowad: [30], str. 66..

7 twierdzenia 7.1 wynika istnienie. Z twierdzenia 7.4 i wniosku 7.1 wynika, ze kazde ste-
rowanie czaso—optymalne jest bang—bang. Zaldézmy, ze u; oraz uo sa dwoma réznymi ste-
rowaniami czaso—optymalnymi bang-bang. Woéwczas sterowanie ug(t) = M jest tez
czaso—optymalne, ale nie jest bang—bang. Otrzymujemy sprzecznosé: zatem sterowanie czaso—optymalne
jest jednoznaczne.

Sterowanie czaso—optymalne jest kawatkami state, gdyz kazda wspoétrzedna zmienia wartosé
tylko wtedy, gdy ta sama wspélrzedna h”e=4'B przyjmuje wartosé¢ 0, a to moze zdarzyé sie
tylko w skonczonej liczbie punktéw odcinka [0, ¢;]. O

Definicja 7.6. Niech xg € R" bedzie ustalone, 7 > 0 oraz y € K(7;x¢). Jezeli
x(t;xo, ur(.)) = x(t; xo, u2(.)) Vtelo,T], (7.20)
dla kazdego u; € Up,[0, 7] i kazdego ug € Uy, [0, 7], t.2.
(7, o, u1(.)) = (7,20, u2(.)) =y,

to odpowiedz z zy do y jest jednoznaczna (unique).
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Twierdzenie 7.7. Zaldozmy, ze macierz B nie ma zadnej kolumny ztozonej z samych
0, o € R™ i niech y € K(7,29). Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne

— sterowanie prowadzgce g do y w czasie T jest jednoznaczne,
— odpowied?Z z xg do y w czasie T jest jednoznaczna,
— y jest ekstremalnym punktem K(1,xq).

Dowéd: [30], str. 69-71. &

Dalej w tym rozdziale bedziemy zakladaé, ze macierz B nie ma zadnej kolumny zlozonej z

samych 0. Nie zmniejsza to ogdlnosci!

Definicja 7.7. Zbiér A jest $cisSle wypukly jezeli

ar+(1—a)yeIntA Vaelol],

dla kazdych dwoch punktow x,y € A.

Twierdzenie 7.8 (Geometryczna charakteryzacja (LA) normalnych). (LA)
jest normalny na [0,7] < K(71;20) jest Scisle wypukly dla pewnego x.

Dowéd: [30], str. 71. &

Twierdzenie 7.9 (Analityczna charakteryzacja (LA) normalnych). (LA) jest
normalny na [0,7] < bj, Abj, ... ,A”_lbj sq lintowo niezaleznymi wektorami w R"™,

dla kazdej kolumny b; macierzy B, j =1,...,m.

Dowéd: [30], str. 72. &

Podsumowaniem jest nastepujacy wniosek:

Whniosek 7.2. Dla (LA) normalnego: istnieje otoczenie M punktu 0, t.2. kazdy punkt M moze
byé doprowadzony do 0 jednoznacznym sterowaniem czaso-optymalnym bang-bang ¢ kawatkams
statym. Jezeli dodatkowo RA < 0, dla kazdej wartosci wlasnej A macierzy A, to 9 = R™.
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7. Lintowe zagadnienie czaso—optymalne

Twierdzenie 7.10. Dla (LA) normalnego:

jezeli kazda warto$é wlasna (eigenvalue) macierzy A jest rzeczywista,

to kazda wspotrzedna kazdego sterowania czaso—optymalnego ma co najwyzej n — 1
przelgezen.

Dowéd: [30], str. 77; [35], str. 138-140. &

Ponizsze twierdzenie formutuje warunek dostateczny — odwrotnosé zasady maksimum:

Twierdzenie 7.11. Dia (LA) wlasciwego: kazde (pomysine) sterowanie ., prowa-
dzgce oy do 0 w czaste t1 > 0 1 spelniajace

dla pewnego h € R™, h #0 :
hTe *ABu,(t) = meaéc(hTe_tABv)
dlapk.t€]0,7[,

jest czaso—optymalne na [0, 7.

(7.21)

Dowdéd: [30], str. 77. &



8. Istnienie sterowania optymalnego

W tym rozdziale zajmiemy sie warunkiem wystarczajacym istnienia sterowania optymal-
nego. W calym rozdziale zakladamy, ze = [—1, 1].

8.1. Zagadnienie Mayera
Rozwazamy najpierw zagadnienie Mayera (M):
&= f(t,z,u), xz(0)=mz9, u€lUpy, (8.1)

z funkcjonalem kosztu
Q[u] = g(tl,x(tl)) s (8.2)

gdzie x(t1) = z(t1;20,u(.)) oraz f i g sa zadanymi funkcjami o wartoéciach w R™ i R, odpo-
wiednio.

Sformutujemy twierdzenia moéwigce o istnieniu sterowania optymalnego, tzn. takiego u, €
Uy, ze warunek (6.2) jest spetniony.

Analogia: Zagadnienie minimum rzeczywistej funkcji h w obszarze D € R"”. Warunkiem
wystarczajacym (the sufficient condition) istnienia minimum jest:
D jest zbiorem zwartym (compact) i h jest funkcja ciagla.

Wprowadzamy nastepujace oznaczenie

Definicja 8.1. Dla T' > 0 zbiér A(T') C U,, jest zbiorem sterowan, ktére prowadza xg do 7 (¢1)
w czasie t1, gdzie 0 < t; < T.

Podstawowymi zalozeniami sg

Zalozenie 8.1. Funkcja
f:[0,T]xR"xQ — R"

jest ciagla wzgledem wszystkich zmiennych, rézniczkowalna w sposéb ciagty
wzgledem x € R™ oraz spelnia

|f(t,xz,v)| < const. (1 + |z|), Y (t,z,v) € [0,T] x R" x Q. (8.3)

Zalozenie (8.3) moze byc zastapione innym, gwarantujacym jednostajne oszacowanie odpo-
wiedzi.

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Zalozenie 8.2. Zbiér

Ft,z,Q) = {f(t,x,v) L e Q} (8.4)

jest zbiorem wypuklym (convex) dla wszystkich t € [0,7T], x € R™.
Zalozenie 8.2 gwarantuje domknietosé¢ zbioru trajektorii — por. [13].

Przy powyzszych zalozeniach mozna sformutowaé twierdzenie o istnieniu sterowania opty-
malnego dla zagadnienia Mayera:

Twierdzenie 8.1 (Istnienie sterowania optymalnego dla zagadnienia May-
era). Niech bedg spelnione nastepujgce warunki dla T > 0:

1. funkcja f spetnia zaloZenia 8.1 oraz 8.2;

2. funkcja g : [0,T] x R* — R jest ciggla;

3. zbior T (t) jest domkniety dla kazdego t € [0,T]
4. A(T) #0

Wowczas istnieje optymalne sterowanie.

Szkic dowodu. [13], str. 89.

Ogdlna idea dowodu istnienia sterowania optymalnego jest nastepujaca: bada sie (skompli-
kowane, nieliniowe) przeksztalcenie

¢: U, — R!

i pokazuje nastepujace fakty

istnieje ciag {u;} ,minimalizujacy” z odpowiedziami {x;(t)},
pewien podciag {x;, } clagu {z;} zbiega do pewnej granicy .,
istnieje u, € Uy, dla ktérego z, jest odpowiedzia,

odpowiedz x, spelnia wszystkie okreslone warunki.

=

Uwaga 8.1. W ogdlnym przypadku nie wiemy czy {u;, } zbiega do u,. Dla zagadnief z liniowa
zaleznoscia od sterowania mozna pokazaé zbieznosé {uj, } do us.

O]

Przyktad 8.1 ([13], str. 91). Zagadnienie optymalnego sterowania dla

i=(z)%u, xo=1,

g(t1,z(t)) = —x(t1) .

Cel nie jest ustalony, (zagadnienie swobodnego punktu konicowego), czas dotarcia t; > 0 jest
ustalony.
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Dla kazdego € €]0, 1| okreslamy sterowanie

ug(t):{ 1 dla tel0,1—¢]

0 dla t>1-—¢.
xa(t):{ !

Jezeli t1 > 1, to z(t1) = % Zatem

Wéwczas odpowiedz

‘ -

dla te [0,1—¢]
dla t>1-¢.

t

m\>—t|

o, (1)) =~

Nie ma wiec sterowania optymalnego (¢ moze byé¢ dowolnie malte). To pokazuje, ze oszacowanie
(8.3) w zalozeniu 8.1, lub inne gwarantujace jednostajne oszacowanie, jest potrzebne.

Przyktad 8.2 ([13], str. 92). Zagadnienie optymalnego sterowania dla

T=u, Tg=1,

g(tl,x(tl)) = (ﬂf(tl) — 1)signx(t1) .

Infimium g to —1, ale nie jest nigdy osiggane. Funkcja g nie jest cigglal

Zalozenie o wypuktosci 8.2 mozna odrzucié¢ dla uktadu liniowego wzgledem stanu

&= A(t)x + b(t,u).

Twierdzenie 8.2. Niech bedqg spelnione nastepujgce warunki dla T > 0:

1. A(t) 1 b(t,v) sg macierzamin X n in X 1, odpowiednio, dla t € [0,T], v € Q oraz
A, b sq ciggle;

2. funkcja g : [0,T] x R* — R! jest ciggta;

3. zbidr T (t) jest domkniety dla kazdego t € [0,T]

4 AT) £0

Wowczas istnieje optymalne sterowanze.

Dowéd: [13], str. 92. &
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8.2. Zagadnienie Bolzy

Dla zagadnienia Bolzy (B) (lub zagadnienia Lagrange’a (L)) okreslamy

oraz .
f(t,x) = (1%, f7)" (t,%).
W ten sposéb sprowadzamy zagadnienie Bolzy (B) do zagadnienia Mayera (M) dla

x =f(x,u), (8.5)
z €[u] = 20(t1) + g(t1, z(t1)).

Twierdzenie o istnieniu sterowania optymalnego dla zagadnienia Bolzy wynika z twierdzenia
8.1. Zalozenie 8.2 jest zastapione nastepujacym:

Zalozenie 8.3. Zbiér
T
f(t,z,Q) = {(fo(t,x,v), fT(t,a:,v)) , vE Q} (8.6)
jest zbiorem wypuklym w R™*! dla wszystkich 0 < ¢t < T, x € R".

Mozna sformutowaé twierdzenie o istnieniu sterowania optymalnego dla zagadnienia Bolzy:

Twierdzenie 8.3 (Istnienie sterowania optymalnego dla zagadnienia Bolzy).
Niech bedg spelnione nastepujace warunk: dla T > 0:

1. funkcja f spetnia zatozenie 8.1;

2. funkcje f° : [0,T] x R x Q — R! orazg : [0,T] x R* — R! sq ciggle;
3. jest spelniony zalozenie wypukiosci 8.3;

4. zbior T (t) jest domkniety dla kazdego t € [0,T]

5. A(T) #0

Wowczas istnieje optymalne sterowanie.

Dowdéd twierdzenia 8.3: [13], str. 94; [30], str. 92-95. &

Zalozenie 8.3 o wypuklosci f(t, , Q) dotyczy geometrii zwiazku pomiedzy f° i f, a nie odnosi
sie do wypukloéci {0 i f.
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Przyktad 8.3 ([30], str. 91).

£(t,2,9) = {(jv]72, v[7) : —1<v<1}

jest wypuktly, cho¢ f nie jest funkcja wypuktla.
Przyktad 8.4 ([30], str. 91).
t1
p=u, = [{u(s))ds.
0

f(t,z,Q) = {((0)2, v) : —1<wv< 1}
nie jest wypukly, choé f jest liniowa, a {© — wypukla.

Zalozenie 8.1 jest istotne. W ponizszym przykladzie nieliniowo$é¢é wzgledem zmiennej 22

powoduje nieistnienie optymalnego sterowania.

Przyktad 8.5 ([30], str. 83). Niechn =2, m =1,

0
0 1 gdy 22 < 0
ot z,u) = ( 2i1)2 gdy 2 > 0
x

Cel jest ustalony 7 (t) = {0}.
Mamy z*(t) = ¢ — 2, zatem musi by¢ t; = 2. Dla u = +1 mamy z'(t) = ¢t — 2, 2%(t) = 45,
0 <t < 1, wiec nie jest to odpowiedZ pomy$lna. Dla o €]0,1[ okreslmy

a dla0<t<1
ua(t):{—oa dlal <t<2
Odpowiedzia (pomys$lna) jest
ol dla0<t<1
talt) =t =2, zalt) = { lflgg))a dlal<t<?2
Rzeczywiscie: na 0 <t < 1:
d 22 2

_ _ 2y-11" _
(1+x2)2—adt = -0+ }72 at
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= Lo ! t = 2 ot
— —— =« xt =
1+22 1-2 1—at
Na 1 < t < 2: warunek poczatkowy dla t = 1 ma postaé xQ:ﬁ
9\ —11%"
[—(1+x) }a =—at+a =
T-a
! L - = L it
T+a22 14+ “ 1+a2 “
—a(t—2
N 2 a(t—2)
1+a(t—2)
t1 1 1
e:[ua]_/ 2 dt:/ dt+/ Jdt =
1
(1+2%) 0 (1+ 1+1a<2 %)

(at)th+/(1—(2—t 2

I
o—_ _

2
- 78 (g) +(1- 2a)2 +3(1 - 2a)«

Gdy a 11 funkcja 22 (t) zbiega do pewnej funkcji osobliwej w ¢ = 1.
Ponadto €[u,] — % gdy a T 1. Zatem optymalne sterowanie u, powinno spelnia¢ warunek
2
Clu.] < 3

Pokazemy, ze kazde pomy$lne sterowanie daje koszt > % .
Dla pomyslnego sterowania mamy z2(0) = 2%(2) = 0 oraz bezposrednio z réwnania, dla
—1 < u(t) < 1 otrzymujemy

—(22(t) +1)* <@2(1) < (22(1) +1)°.

Stad, z nieréwnosci po prawej stronie (catkujac od 0 do t < 1),

1 1
-+ 1<t li >1—t
201 S et my s Tk
dlad<t<1.
Z nieréwnoéci po lewej stronie (catkujac od ¢ > 1 do 2),
24t< 14+ ——— L i t—1< 1
- - czyli t—1< ,
22+1° Y 22+ 1

dlal<t<2.
Ale pomyslna odpowiedZ musi by¢ ograniczona (jako funkcja ciagla na zbiorze zwartym),
wiec pierwsza nieréwnos¢ jest ostra. Zatem

1 2
u) > [ (1 —t)2dt + (t—1)2dt:g.
o Juoress

Whiosek: nie istnieje optymalne sterowanie!
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Nastepujacy przyktad pokazuje, ze nawet dla ograniczonych odpowiedzi, zaleznos¢ od stero-
wania u moze powodowaé nieistnienie optymalnego sterowania. Potrzebne jest wiec dodatkowe
zalozenie, n.p. o wypuktosci 8.3.

Przyktad 8.6 ([30], str. 85). Niech n =3, m =1,

x! sin(2 7 u) 0
r=| 2% |, = | cos(2mu) |, o= |0
z? -1 1

el = [ ((a'0)* + (a*(0))*) .
0

Cel jest ustalony 7 (t) = 0.
Mamy z3(t) = 1 — ¢, zatem musi byé ¢t; = 1
Kazda odpowiedZ spehia || < ¢, a zatem |z(t)| < |zo| +ct < c+1dla0 <t < 1.
Skonstruujemy cigg sterowan {u;};en, t.z. Clu;] — 0 dla j — oo.
Poniewaz zawsze €lu] > 0, kazde sterowanie optymalne u, musialoby spetniaé¢ €[u,] =0
To prowadzi do sprzecznoéci, gdyz wtedy

a zatem i1(t) = @2(t) = 0, co jest niemozliwe, gdyz

iL(t) = sin(2 7w u. (1)), 2(t) = cos(2mu.(t)).

W.w. ciag sterowan ma postaé u;(t) = jt — [jt], j =1,2,....
Wéwcezas
sin (27ruj(t)) = sin(2 7 jt), cos (27ruj(t)> = cos(2m jt).

OdpowiedZ ma postaé

1- 27t in (27 jt
Pl L) Y L CLE D B SR

27 T 21y

Mamy wiec

Cr2(1-cos(2mjt))dt 1
Q:[uj]_/ (27 )2 - 272 52”7

czyli rzeczywiscie €[u;] — 0 dla j — oo.



9. Zasada Maksimum Pontriagina

Poprzedni rozdzial 8 dotyczyl warunku wystarczajacego (sufficient condition) istnie-
nia sterowania optymalnego. Natomiast w tym rozdziale 9 sformulujemy warunek konieczny
(necessary condition) dla optymalnego sterowania — zwany zasadg maksimum Pontriagi-
na (Pontryagin Maximum Principle). Zasada ta pozwala wyznaczy¢ optymalne sterowania
i optymalne trajektorie — por. przyktady 7.2, 7.3.

Analogia: Minimum funkcji z wiezami (ograniczeniami, constraints).

Rozwazamy gladkie funkcje h : D - R!, ¢/ : DR, j=1,...,1, 1 <n,
gdzie D jest niepustym obszarem w R”. Badamy istnienie minimum funkcji h na hiperpo-
wierzchni (hypersurface)
S={xeR": g(xz)=0}.

Jezeli z, € D jest punktem, w ktérym h ma (lokalne) minimum na hiperpowierzchni S, to

istnieja liczby (mnozniki Lagrange’a (Lagrange multipliers)) w = (w',w?,...,w'), t.z.

z. €D, w € R! jest rozwigzaniem n + [ réwnan:

g (x) =0, k=1,...,1
czyli
grad, h(z.) = ~grad, (w'g(x.))  g(a.) =0,

zatem wektor grad, h(x,) jest prostopadly do hiperplaszczyzny stycznej do hiperpowierzchni S
w punkcie x,, czyli jest normalny do S w .

W tym rozdziale nie zakladamy Zzadnych ograniczen na sterowania, czyli 2 = R™.

Rozpatrujemy najpierw zagadnienie Lagrange’a (L) dla ustalonego punktu koncowego (I)
— por. rozdziat 6. Zakladamy, ze f° jest ciagla wzgledem (x,u) oraz rézniczkowalna w sposéb
ciagly wzgledem .

Problem 9.1. Mamy zadane punkty zg, 1 € R", zg # z1. Wéréd dopuszczalnych sterowan
u € Uy, o tej wlasnosci, ze rozwiazanie x(t) = z(t; zo, u(.)) zagadnienia

&= f(x,u), z(0) = xo,

przechodzi przez z; dla ¢t > 0, tzn. x(t1) = x1, znalezé to, dla ktérego

przyjmuje najmniejszg wartosé.

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Definicja 9.1. Sterowanie u, o ktorym mowa w zagadnieniu 9.1, nazywamy sterowaniem
optymalnym (optimal control), a odpowiednia trajektorie x = z(t) — trajektoria opty-
malng (optimal trajectory).

Zauwazmy, ze jezeli sterowanie u = u(t), 0 < t < 1, prowadzi z¢ do x; z wartoscia €[u] = J,
to sterowanie 4 = u(t + 7), —7 < t < t; — 7 takze prowadzi x¢ do x; z wartoscia €[a] = J. To
pozwala przyjaé¢ chwile poczatkowa, jako ¢t = 0.

Kazdy kawalek trajektorii optymalnej jest tez trajektoria optymalna:

Uwaga 9.1. Jezeli u = u(t), 0 < t < 1, jest sterowaniem optymalnym prowadzacym zy do 1,

x(t) = x(t; xo, u( . )) — trajektoria optymalng oraz 0 < 71 < 72 < t1, to sterowanie u . jest
1,2

jest trajektoria optymalna.

optymalnym sterowaniem prowadzacym x(71) do z(72) oraz x .
1,72

Dowdd: por. [35], str. 22; [30], str. 118..
Niech wartosci €lu| na odcinkach [0, 79], [70,71], [71,%1] beda oznaczone przez Ji, Ja i Js,
odpowiednio. Wowczas wartosé¢ €u| na odcinku [0,¢1], to J = J; + Jo + Js. Jezeli sterowanie

u

. nie byloby optymalne, to istnialoby sterowanie @ prowadzace x(7p) do x(m) z wartoscia
1,72

Cla] = J5, gdzie J5 < Ja. Zatem istnialoby sterowanie prowadzace o do z1 z wartoscia J; +
Js + J3 < J, co jest sprzeczne z optymalnoscia sterowania u. O

Dla zagadnienia Lagrange’a, zadanego sterowania u i odpowiedzi x okreslamy
t
2(t) = [ F(x(s), u(s)) ds.
0
Jezeli u jest pomyslne, to x(t1) = z1, dla pewnego t; > 0 i odpowiedni koszt to 2°(¢1). Gdy
u jest optymalne, to 2°(¢1) jest najmniejsze.
Okreslamy wektor (n + 1)-wymiarowy x(t) = (z°(t), mT(t))T oraz

f(t,x) = (1°, 1) (£, x) .

Zaktadamy, ze f oraz {¥ sa ciagle wzgledem (z,u) oraz rézniczkowalne w sposéb ciaggly
wzgledem x.

Zagadnienie 9.1 mozna sformutowaé¢ w nastepujacej, rownowaznej postaci:

Problem 9.2. Niech 2y € R" oraz II bedzie prosta w R**1:
m={[yf]" eR™' . yecR'},
gdzie £1 € R” jest ustalonym punktem. Wsréd sterowan u € U,,, o tej wlasnoéci, ze rozwiazanie
x(t) = x(t;x0, u(.)) zagadnienia
x(t) = £(x(t),u(t)) p.w., (9.1)
x(0) = xg = [O,xg]T e R
0 ,.T

przecina prosta II, znalezé to, dla ktérego punkt x; = [27, 2] ]T przeciecia z prosta II ma
najmniejszg wspotrzedna 9.
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Podobnie jak w definicji 9.1:

Definicja 9.2. Sterowanie u, o ktorym mowa w zagadnieniu 9.2, nazywamy sterowaniem
optymalnym (optimal control), a odpowiednia trajektorie¢ x = x(t) — trajektoria opty-
malng (optimal trajectory).

Wprowadzamy sprzezenie linearyzacji (adjoint to the linearization):
dla zadanego sterowania u i odpowiedzi x rozwazamy (n + 1)-wymiarowe zagadnienie zline-
aryzowane

T
Ww(t) = —[f(@(t),ult))] w(t)  pw.; 9.2)

Rozwiazanie tego zagadnienia nazywa si¢ rozszerzonym ko-stanem (extended costate;
adjoint variable; Lagrange multiplier);
fx ((t), u(t)) jest macierza Jacobiego f wzgledem x,

_ 0 6f0 afo _
ozl oz
O 6f1 afl
o ozl RER
C ooy o fm
L0 For - T

(w pierwszej kolumnie sa same zera, gdyz zadna z f* nie zalezy jawnie od z°).

Zlinearyzowane réwnanie opisuje ewolucje wektora stycznego wzdtuz krzywej wyznaczonej
przez rozwigzanie zagadnienia wyjsciowego. Sprzezone réwnanie zlinearyzowane opisuje ewolucje
wektoréw prostopadtych — lezacych w n-wymiarowej hiperplaszczyznie.

Dla zadanego (x,u), rozwazamy ko-stan i rzeczywista funkcje (Hamiltonian)
n . .
H(w,x,u) = w £ = 3w () ¥ (a(t), ult))
§=0

H nie zalezy od 20, gdyz f7 nie zaleza od x°:

H(w,x,u) = H(w,z,u).

Mamy
T
) OH OH OH
x = grad, H(w,z,u) = [Bwo’awl’”"aw”] , p-w (9.3)
oH  0H]
v'V:—gradxH(w,x,u):—lO,a:El,...,M] , p.w., (9.4)

gdzie réwnanie (9.3), to inny zapis réwnania (9.1), a réwnanie (9.4), to inny zapis réwnania
(9.2). Zatem réwnanie (9.3), to wyjsciowy uktad RRZ. W uktadzie tym nie pojawia sie ko—stan
w.
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Definicja 9.3.

M(w,z) = sup H(w, z,v)
vEQ

Twierdzenie 9.1 (Zasada maksimum Pontriagina (Pontryagin Maximum
Principle) dla zagadnienia ustalonego punktu koncowego (fixed—end—point)
— (I)). Rozwazamy rozszerzone zagadnienie sterowania
Xj:i.H(qu) j=0,1,...,n
8W] b b ) ) b )
zu € Up,. Jezeli u, jest optymalne na [0,t1] z odpowiedzig X, to istnieje absolutnie
ciggta funkcja w spetniajgca

w = ———H(w, ., u,), j=0,1,...,n, p.w. na [0, 1]
X

Dowéd: [35], rozdzial 2, §10-15; [30], str. 134-146; [18], str. 112-124; [6], str. 304-340. &

Zasada okresla warunek konieczny (necessary condition) sterowania optymalnego: jezeli
uy jest optymalne dla zagadnienia (I), to istnieje para x., w, t.z. dla p.k. ¢t € [0, 1]

x = grady,; H(w, z,, uy) , oraz H(w,z.,v) <0, V veq,

oraz réwnos$é jest osiagana dla v = u.(t) — oczywiscie moze byé¢ réwniez osiggana dla innych
wartosci v.

Roéwnosé w (i) (bez ,p.w.”) zachodzi, w kazdym punkcie prawostronnej, lub lewostronne;
ciaglodci sterowania v — por. [30], Lemma 1, str. 110.

Uwaga 9.2. Zasada maksimum Pontriagina dla swobodnego punktu koncowego —
zagadnienie (III) — rozdzial 6. Jezeli czas kohcowy ¢1 > 0 jest ustalony, a punkt koncowy z; nie
jest zadany, to twierdzenie 9.1 nalezy uzupei¢ o warunek transwersalnoéci (transversality
condition) — por. (9.6):

wl/(t)) =0, j=1,...,n. (9.5)

7 twierdzenia 9.1 mozna wyprowadzi¢ warunek konieczny dla sterowania czaso—optymalnego.
Niech w = (w'...,w"). Mamy

oraz

n
H(w,z,u) = w’ + Hy(w, z,u), gdzie Hy(w,z,u) = Z w’ f7(z,u).
j=1
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Wéwcezas mamy
_ - w! = _% i=1 n
8/11)‘7 ) - ax] ) j - PR *
Niech
MO(wa J:) = sup Ho(ﬂ), x, 1)) .
vEN

7 zaleznosci

Hy(w,z,u) = H(w,z,u) — w°

otrzymujemy
My(w,z) = M(w,z) — w’

a zatem
Ho(w(t), z(t), u(t)) = Mo(w(t), z(t)) = —w’ > 0.

Twierdzenie 9.2 (Zasada maksimum Pontriagina dla sterowania czaso-opty-
malnego). Rozwazamy zagadnienie

; 0
) = — Ho(w, z,u) i=1,...,n
Swd O( s Uy ) J
zu € Uy,. Jezeli uy jest czaso—optymalne z odpowiedzig ., to istnieje absolutnie ciggla
funkcja w speiniajgca

- 0
w’ :—@Ho(w,:c*,u*), j=1,....,n, p.w. na [0, ]

(i) Ho(w(t), z.(t), us(t)) = Mo(w(t), z«(t)) p.w. na [0,t]
(i5) Mo(w(t),z.(t)) = —w® > 0 na [0,t]
(11i) w(t) # 0 na [0,t1].

Przyktad 9.1 (wagon odrzutowy, [35], str. 29-34; [18], str. 36, [30], str. 109, 111). Por. przyklad

1.2, 2.4, 7.2. Przyktad ten jest powtérzeniem przyktadu 7.2 ,w jezyku” twierdzenia 9.1. Niech
Q=[-1,1].

20 . 1
x= |zt |, x:[ 2], Ql[u]:/ldt:tl,
9 x
T 0
1
=1, il =2?, 2 =u, f(z,u)=| 22 |,
u
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H(w,z,v) = wlf(z,v) = w) + whz® + (wg - w(l)t)v

Z twierdzenia 9.1: jezeli u. jest czaso—optymalne, to istnieja liczby wj, i = 0,1, 2, t.z.

H(w,z.,v) <0 Yovel|-1,1], H(w,z.,v) =0 pw. dlav=u.t),
M(w,z,) = sup H(w,z.,v) = w) +wiz?(t) + ‘wo wy t‘
—1<o<1

a to jest osiggane jedynie dla
u(t) = sign(w% —wy t) .

Funkcja liniowa wg —w{t jest albo tozsamoéciowo 0, albo zeruje si¢ w co najwyzej jednym punk-
cie. Zatem kazde czaso—optymalne sterowanie jest p.w. albo tozsamosciowo 0, albo bang—bang.
Nie moze jednak by¢ tozsamosciowo 0, gdyz bytoby wtedy w§ = w3 = 0 i mieliby$my w) # 0
(w nie moze znika¢), co by dawalo H = w) # 0, a zatem M = w{ # 0, co byloby sprzeczne z
twierdzeniem 9.1 (ii); por. przyklad 7.2.

Rozwazmy przypadek, gdy punkt koncowy x1 nie jest ustalony, lecz nalezy do zadanego
zbioru S1, o ktérym zakladamy, Ze jest (-wymiarowa gtadka rozmaitoscia (manifold; por. [11],
str. 64) w R™, [ < n — zagadnienie (II). Mozemy sformulowaé nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 9.3 (Zasada maksimum Pontriagina dla zagadnienia dla punktu

konicowego z zadanej rozmaitosci — (II)). RozwazZamy rozszerzone zagadnienie
sterowania 9
xJ—WH(wxu) j=0,1,...,n

zu € Uy,. Jezeli uy jest optymalne na [0,t1] z odpowiedzig X, to istnieje absolutnie
ciggta funkcja w spetniajgca
0

v'vj:—@H(w,x*,u*), j=0,1,...,n, p.w. na [0,t]

(i) H(w(t

(i) M ( (

(iii) w(t)

oraz spelniony jest warunek transwersalnosci (transversality (transversal = or-
thogonal to the tangent space))

)0 (8), wa(8)) = M (w(t), %.(8)) pow. na [0,4]
0).(0) =0 na [0, 1)
= w?(0) <0 oraz w(t) # 0 na [0,]

(iv) wektor w(ty) = [w'(ty),...,w"(t1)]T jest prostopadly do przestrzeni stycznej
(tangent space) T1 do rozmaitosci S; w punkcie x(t1):

= w/(t)y =0, VyeT:. (9.6)
j=1

Dowéd: [35], rozdzial 2, §16; [6], str. 306—-344; [27], Chapter 5, [19], rozdzialy 12 13. &
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Uwaga 9.3. W przypadku zagadnienia swobodnego punktu koncowego — (III) — warunek
transwersalnosci (9.6) przyjmuje postaé¢ (9.5):

w(t;) =0.

Przyktad 9.2 (wagon odrzutowy, por. przyklad 9.1, [35], str. 51-61; [30], str. 125). Rozwazamy
uklad réwnan z przykladu 9.1 z Q = [—1, 1], jednakze cel okreslamy jako

T(t)ES:{[iile]RQ, xlzo},

czyli jestedmy zainteresowani osiagnieciem potozenia z' = 0 z dowolng predkoécia 22 € R™.
Wektor styczny (w dowolnym punkcie (0,22)) do S ma postaé

o= %]

gdzie a? # 0. Warunek transwersalnoéci przyjmuje wiec postaé
wl (t))a =0, (9.7)
skad w?(t1) = 0. Poniewaz (por. przyktad 9.1)
w?(t) = w(Q] — w(l]t,

to z (9.7) wynika, ze w?(t) na odcinku [0,#;] nie zmienia znaku. Zatem kazde czaso—optymalne
sterowanie jest state i réwne albo —1, albo 1, bez przetaczen. Zatem przez kazdy punkt poczat-
kowy z¢ przechodza tylko dwie trajektorie, ktore moga by¢ optymalne (dla u = —11iu =1).

Jezeli 2§ > 0 i punkt poczatkowy lezy powyzej dolnej czeéci trajektorii przechodzacej przez
0, to jedynie trajektoria dla u = —1 prowadzi do S. Natomiast, gdy z{ > 0 i punkt poczatkowy
lezy na, lub ponizej dolnej czedci trajektorii przechodzacej przez 0, to do celu prowadzi zaréwno
trajektoria z u = —1, jak i v = 1. Mamy wigec dwie trajektorie podlegajace zasadzie maksi-
mum. Mozna jednak pokazaé¢ (éwiczenie), ze czas dojscia do S w obu przypadkach jest rézny
i optymalnym sterowaniem jest u = —1. Analogicznie dla x{ < 0 optymalnym sterowaniem jest
u = 1. Mozna wiec zsyntetyzowaé optymalne sterowanie (synthesize the optimal control)
wprowadzajac

’[)(a’,‘l x2> . +1 dla .Tl < 0
T —1 dla 2t >0
i rozwazajac uktad
o= x?
2 = w(zh2?)

otrzymujac wszystkie optymalne trajektorie.

Analogia: Zagadnienie minimum rzeczywistej, gtadkiej funkcji A na obszarze D € R™.
Warunek konieczny (the necessary condition): Jezeli punkt z, € D jest minimum
funkcji h, to

ih(x*):o, j=1,...,n.



65

Wprowadzajac g(t) = h(zx + ta), gdzie o € R, |a| = 1, otrzymujemy

g(0) =3 2 5h(w)o’ = (grad,h(z.)) a=0.
j=1
Mamy
ik
;1 ax]@xk hiz. +tajola

Js

Warunkiem wystarczajacym (sufficient condition) minimum jest

0? ~
" _ } : : ik 0

czyli macierz

82
[ gz () L‘ k=1,

k=

jest dodatnio okreslona.



10. Zadania

Tomasz Cieslak

10.1. SterowalnosS¢ — rozdzial 2

Definicja 10.1. O sterowalnosci regularnej méwimy, jesli jesteSmy w stanie sterowaé¢ naszym
uktadem za pomocy kazdego pojedynczego sterowania ze zbioru mozliwych sterowan.

Cwiczenie 10.1. Pokazaé, ze uklad sterowalny nie musi byé regularnie sterowalny.

x
Cwiczenie 10.2. Niech z : [0,T] — R? bedzie dane przez | z2(t) |, natomiast u : [0, 7] — R?
3
x

rzez w (1)
p u? ® |
1 01 10
Macierze A oraz B dane sg odpowiednio przez | 0 1 2 [i| 0 1
1 00 0 1

Czy uktad
&= Ax + Bu (10.1)

jest sterowalny? Czy jest on regularnie sterowalny?

Cwiczenie 10.3. Czy uktad (10.1) jest regularnie sterowalny dla z : [0,7] — R? oraz A =
1 2 2 0
— ?

Cwiczenie 10.4. Niech z : [0,7] — R? oraz u : [0,T] — [~1,1]?, czy woéwczas uktad (10.1),
dla ktérego

1
A=10
1

O N O

0
1|,B=
1

—_ O =
o = o

1
0 jest sterowalny calkowicie oraz czy jest sterowalny
0

lokalnie?

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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10.2. Obserwowalnos¢é — rozdzial 3

Cwiczenie 10.5. Niech z : [0,7] — R?, natomiast u : [0,7] — R. Czy uktad (10.1) wraz z
réwnaniem y(t) = x! + 22 + u jest wéwczas obserwowalny dla

11 0
= = {?
A [02],3 1].

Cwiczenie 10.6. Na cialo o masie m, poruszajace si¢ w srodowisku bez tarcia, dziala zmienna w
czasie sita u(t). Nalezy zbadaé¢ obserwowalno$¢ catkowita tego uktadu, gdy wielkoscia wyjsciowa
jest

1) przebyta przez cialo droga,

2) predkosé tego ciala.

10.3. Sterowania bang-bang

Cwiczenie 10.7. Niech z : [0,7] — R?, natomiast u : [0,7] — R. Dodatkowo niech A =

0 2
xo € R? do stanu koncowego wynoszacego 0 w czasie tg.

[ L1 ] iB = l (1) ] Znalez¢ sterowanie bang-bang uktadu (10.1) ze stanu poczatkowego

10.4. Sterowalno$é ukladéw nieliniowych — rozdzial 4

Cwiczenie 10.8. Rozwazmy uklad réwnan

it —2(z1)? + 2222 + ut,
iz — —61‘2 + ($1)2 + u2’

gdzie x1(t), 22(t) to funkcje o wartoéciach rzeczywistych, podobnie sterowania u', u? moga przyj-

22(1)

1
. , . e . . t
mowa¢ wartosci rzeczywiste. Czy mozliwe jest lokalne i globalne sterowanie x(t) = l z (¢) ] do

ul(t)
0 za pomoca wektora sterowan u(t) = " ?

Cwiczenie 10.9. Rozwazmy uklad réwnan

il = et _gpler®-1 +1— (ul)Q — 2,
2 = _(x1)26x271 —ul ’
gdzie 21 (t), 2%(t) to funkcje o wartosciach rzeczywistych, podobnie sterowania u', u? moga przyj-
1
z(t)

do

mowaé wartosci rzeczywiste. Czy mozliwe jest lokalne i globalne sterowanie z(t) =

(1)

ul(t)
0 za pomoca wektora sterowan u(t) = " ?
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10.5. Zasada maksimum — rozdzialy 7, 9

Cwiczenie 10.10. Rozwazy¢ uklad o réwnaniach stanu

i‘l:x2+u1, i? = —x! +u?

gdzie wartoéci sterowan u',u? sg ograniczone do zbioru [—1,1]. Przedyskutowaé sterowanie

czasooptymalne przejécia od (x1(0),22(0)) do 0.

Cwiczenie 10.11. Rozwazy¢ uklad o réwnaniach stanu

3
dla i = 1,2, 3, gdzie wartoéci sterowan u’ podlegaja wiezom 0 < Z( 12 < 1. Przedyskutowaé

sterowanie czasooptymalne przejscia od (x1(0), 2%(0), ..., 2°(0)) d070

Cwiczenie 10.12. Rozwazyé uklad o réwnaniach stanu

:'UlzQO—i—u, 2= —u

1

gdzie wartoéci sterowan u',u? sa ograniczone do zbioru [—1,1]. Chcemy przeprowadzié ten

t1

uktad z (21(0),22(0)) do 0 minimalizujac funkcjonat [(z!(¢))%dt. Przedyskutowaé sterowanie
to

ekstremalne.

Cwiczenie 10.13. Nastepujace réwnania stanu oddajg opis zachowania sic samolotu w locie

ptaskim

b = 2P,

2 = F(2',2%) —u,
gdzie F jest funkcja klasy C!, sterowanie u speia |u| < 1. Chcemy przeprowadzié¢ uklad ze
stanu (21(0),22(0)) do stanu (z},2?) minimalizujac czas przejécia. Przedyskutowaé sterowanie

ekstremalne.

Cwiczenie 10.14. Nastepujace réwnania opisuja zachowanie sie rakiety w prostoliniowym locie
poziomym pod wplywem sit ciezkosci

gdzie sterowanie u € [—1,1]. Chcemy minimalizowaé zuzycie paliwa fttol V(14 (uw)?(t))dt przy
przejéciu uktadu ze stanu (21(0),22(0)) do 0. Przedyskutowaé sterowanie optymalne.

Cwiczenie 10.15. Réwnania ruchu prostoliniowego rakiety o stalej mocy dane sa ukladem
rownan

it =u, %= (u)
Sterowanie jest znormalizowane przez warunek |u| < 1. Znalezé sterowanie czasooptymalne
przejécia ukladu ze stanu (21(0),22(0)) do stanu (z},2?), czy takie sterowania sa w tym przy-
padku jednoznaczne?
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10.6. Przyklady

Przyktad 10.1. (czasooptymalny problem nawigacji, [42]). Przedyskutujmy teraz klasyczne
zagadnienie teorii sterowania. Nawigujemy 16dka o predkosci v, takiej ze |v| = 1 niezaleznie
od czasu. Woda plynie ze stalg predkoscig s. Chcemy dosta¢ sie do ustalonego punktu w jak
najkrotszym czasie. Zagadnienie rozpatrujemy w dwuwymiarowej ptaszczyznie x1, xo, gdzie osie
sa dobrane tak, by przeptyw byl prostopadly do jednej (1), a réwnolegly do drugiej (z2). Niech
kat sterowania pomiedzy s i v bedzie oznaczany przez ¥. Réwnania ruchu statku maja postaé

1 = s+ cosy, Ty =siny. (10.2)
Réwnowaznie
1 =S+uy, To=uog, (10.3)
wraz z wiezami sterowania
uf 4 u3 = 1. (10.4)

Po pierwsze, wykorzystujac postaé¢ zagadnienia (10.2) mozna sprawdzié, ze zalozenia twier-
dzenia 8.1, wlacznie z zalozeniami 8.1, 8.2 sg spelnione, czyli sposréd sterowan ekstremalnych
mozna wybra¢ optymalne.

Dzieki postaci (10.3), (10.4) rozwazanego zagadnienia postuzymy sie teraz zasada maksimum
Pontriagina dla ustalenia sterowan optymalnych.

Hamiltonian dany jest przez H (A, x,u) := Ao+ A1(s+u1)+Naug, gdzie (A1, A2) to wspotrzedne
sprzezone. Mamy nastepujace réwnania Hamiltona na kostany

Zatem
A=A i=1,2, (10.5)

i pszukujemy sterowan, przy ktorych wyrazenie
)\?Ul + )\(2)u2 + Ao + )\(1)3

osiaga kres gérny przy wiezach (10.4). Widzimy, ze kres gérny osiagany jest, gdy wektory (u1, ug)
i (A\Y,A\)) maja ten sam kierunek i zwrot, czyli dla
. 20
i J =12
Vui i D2+ (09)2

W Swietle (10.4) sterowanie ekstremalne jest dane wzorem

Y
ui(t) = ! = const, i=1,2.

(AD)2+ (A9)?

Widzimy, ze sterowanie ekstremalne to takie, dla ktérego kat miedzy wektorem predkosci prze-
plywu oraz wektorem predkosci statku jest stalty. Mamy zatem jakoSciowy wniosek, iz trajektorie
sterowan ekstremalnych sg liniami prostymi. Mozemy automatycznie wyznaczy¢ ewentualny czas
przejécia naszej todki 7. Otéz

21— %) + 2(25 — 21(0))sT — (25" — 21(0))2 — (25" — 25(0))% = 0. (10.6)
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Ponadto dla danej wartosci czasu 7 sterowanie ekstremalne jest jednoznaczne, dane przez

¢ — 21(0) — 75 26" — 245(0
w(t) = O ZTS - - E220)

T T

Wyznaczmy teraz najlepsze sposrod sterowan ekstremalnych, bedace optymalnym sterowaniem
w problemie nawigacji. W tym celu rozrézniamy trzy przypadki.
Przypadek pierwszy, s < 1. Uwzgledniajac warunek 7 > 0, wobec (10.6) mamy

G (O)s 4y - (002 + (@5 - 2(0))2(1 - 52)
N 1— s2 ’

Widaé, ze jest tylko jedno sterowanie ekstremalne, zatem istnieje tor optymalny niezaleznie od
punktéw, w ktérych zaczynamy i konczymy nawigacje.
Przypadek drugi, s = 1. Tutaj rozwiazanie (10.6) to

_ (@ = 21(0))? + (25" — 22(0))*
2(2§" — 1(0))

Znéw mamy tylko jedno sterowanie ekstremalne, zatem jednocze$nie optymalne. Tym razem
jednak wobec warunku 7 > 0 od razu widaé, ze (2§ — 21(0)) > 0, co zaweza zbér punktéw
poczatkowych oraz koficowych, pomiedzy ktérymi mozemy nawigowaé. Musi zachodzié¢ 2§"¢ >

Przypadek trzeci, s < 1. Tutaj (10.6) ma dwa pierwiastki. Naturalnie ten o wiekszej wiel-
koéci nie jest czasem przeplywu odpowiadajacym sterowaniu optymalnemu. Zatem sterowanie

optymalne jest realizowalne w czasie

(2§ — 21(0))s — \/(l‘?”d —21(0))2 + (25" — 22(0))2(1 — 52)
s2—1 '

T =

Uwzglednienie warunku 7 > 0 prowadzi tym razem do wniosku, iz punkty (x1(0),22(0)), z kto-
rych optymalna nawigacja jest wykonalna zajduja sie w prawej czedci ptaszczyzny oraz w lewej
na prawo od pélprostych przechodzacych przez punkt (x1(0), 22(0)), takich ze ich wspélezynniki
kierunkowe dane sa przez liczby —(s — 1)% i(s— 1)%

Przyktad 10.2. (Leitman, maksymalny zasieg rakiety o ograniczonym ciagu przy zaniedbaniu
aerodynamiki) Naszym celem bedzie znalezienie ekstremalnych sterowan maksymalizujacych za-
sieg rakiety o ciagach nie przekraczajacych okredlonej wartosci. Ustalajac model matematyczny
zjawiska przyjmiemy, ze jesteSmy w stalym (ziemskim) polu grawitacyjnym. Ograniczymy si¢
do badania lotu ptaskiego. Dodatkowo zaniedbamy zjawiska aerodynamiczne. W ten sposéb
dostaniemy model, ktéry z jednej strony dzieki swojej prostocie umozliwi nam analize. Z dru-
giej jednak bedziemy pamietac¢, ze chcac dostaé¢ wyniki wartosciowe z punktu widzenia praktyki
uwzglednié¢ trzeba chociazby sile nosna jaka wplynie na rakiete.

Rozpatrujemy proces we wspolrzednych kartezjanskich i, zo. Sktadowe predkosci 1,2
bedziemy czesto oznaczaé przez xs,x4. Mase rakiety oznaczaé bedziemy przez x5(t), jest ona
funkcja czasu. Zalezy od iloéci paliwa w zbiorniku. Przyspieszenie ziemskie to g, natomiast uq i
ug oznaczaja kosinusy kierunkowe wektora ciagu. Predkosé wyplywu masy bedziemy oznaczaé
przez przez us := x3. Skuteczng predkos¢ wylotu spalin bedziemy oznaczaé przez c, jest to
dodatnia stata.

7 jednej strony na rakiete dziala Sciagajaca ja w dét sita grawitacji, z drugiej prowadzaca ja
sita ciggu rowna co do wartosci cus, a dziatajaca pod katem ¥ do osi Ox1. Wtedy u; = cos ¥,
a ug =sinW.
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Wéwezas stan uktadu opisany jest réwnaniami:

T = w3,
Ty = Iy,
.I.g = £u1U3, (107)
5
T4 = £u2u;>, -9, (10.8)
Ts5
155 = —us. (10.9)

Jak zaznaczyliSmy, cia jest ograniczony, zatem 0 < cuz < cuj'®”. Mamy wobec tego pierwsze
wiezy
0 < uz < ug. (10.10)

Dodatkowo, wobec jedynki trygonometrycznej,
uf 4 u3 = 1. (10.11)

Nasze zagadnienie dotyczy przeniesienia rakiety o danych masie i predkosci poczatkowej z punk-
tu (z1(0),z2(0)) do polozenia o danej wyskosci h przy uzyciu ograniczonej ilosci paliwa. Przy
czym zalezy nam na maksymalnym zasiegu. Nasze sterowanie to zmienne w; dla ¢+ = 1,23,
czyli kat ustawienia rakiety oraz predkos¢ wyplywu masy. Przeprowadzamy uklad z punktu
(21(0), ...,z5(0)) do miejsca okreslonego przez

Ty = x%”d, T5 = mg"d > 0.

Dodatkowo minimalizujemy funkcjonat kosztu

_ /tl 23(s)ds. (10.12)
0

Uzyjemy zasady maksimum Pontriagina. Naszym hamiltonianem bedzie

H(\ z,u) = us [;(Alul + Mug) — A5] — o3 + M3 + Aazs — Mg
Wobec sformutowania zagadnienia kostany spetniaja rownanie
A=A =0,
A3 =X — A1, Ag=—Ag,
cus

X5 = 72()\1U1 + Aqug).
T35

Wykonujemy oczywiste catkowania i mamy
A(t) = A(ta), Az(t) = Aa(tr), As(t) = (A(ta) — Ao)(t1 — 1) + As(tr),

A4(t) = )\2<t1)(t1 — t) + )\4(t1).

Teraz warunek (iv) twierdzenia 9.3 méwi nam, ze

Aj(t1)n; =0

5
=1

J
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dla wszystkich rzeczywistych liczb n;,j = 1,...,5 takich ze 2 = 15 = 0. Mamy zatem
)\1(151) = Ag(tl) = )\4(t1) =0.

A wowczas

M) =0, Aa(t) = ha(th), (10.13)
A3(t) = —Xo(t1 — 1), Aa(t) = Xa(t1)(t1 —t). (10.14)

Wobec (i) twierdzenia 9.3 wiemy, ze sterowanie ekstremalne jest takie, ze zwiazana z nim odpo-
wiedz maksymalizuje hamiltonian dla dowolnego kostanu A. Zatem musimy dobraé¢ sterowanie
u takie, aby zalezna od niego cze$¢ hamiltonianu

C

(Ar(B)ur(t) + Aa(t)ua(t)) — As(t) (10.15)
l‘5(t>

u3
przyjmowata warto$¢ najwiesza.
Wyznaczymy sterowania ekstremalne przy zalozeniu, ze ug(t) # 0 dla 0 < ¢t < t;. Wow-
czas (10.15) przyjmuje warto$¢ maksymalna w sytuacji, gdy wektor (A1, A2) jest réwnolegly do
(u1,u2) 1 maja one taki sam zwrot. Dodatkowo, z (10.11) wiemy, ze w takim razie

A3(t)
A3(t)2 + Mg(t)?

ui(t) =

()
VAs()2 + M(t)?2
Nastepnie (10.14) implikuje A3(t)? + M(t)? = (t1 — )2(0\% + X2(¢)?), natomiast (10.13) daje
A2(t) = Aa(t1) dla kazdego 0 < t < t1. Zatem

ug(t) =

-\
u(t) = —2% = const, (10.16)

A3+ A\3(th)

/\Q(tl)

A+ A5(t1)

Czyli kat miedzy rakieta, a Oxy jest staly.
Pozostaje jeszcze kwestia wielko$ci ciagu ekstremalnego cus(t). Nie bedziemy tu jej rozwazaé.

ug(t) = = const. (10.17)



11. Optymalne sterowanie w przypadku ustalonego
czasu koncowego. Warunki konieczne i dostateczne
oraz zastosowania ekonomiczne

Agnieszka Wiszniewska-Matyszkiel

W tym rozdziale opisujemy doktadniej rézne zagadnienia zwiazane ze sterowaniem optymal-
nym.

Najpierw prezentujemy roézne wersje zasady maksimum Pontragina i twierdzenia o warun-
kach dostatecznych dla sterowan spetniajacych zasade maksimum, nastepnie wprowadzamy
réwnanie Bellmana zawierajace warunki dostateczne optymalnoéci sterowania w postaci petli
zamknietej.

Ze wzgledu na to, ze w zagadnieniach ekonomicznych zwiazanych z poszukiwaniem stero-
wania optymalnego prawie zawsze wystepuje dyskontowanie, przedstawiamy modyfikacje obu
metod obliczeniowych w przypadku dyskontowania.

Na koncu prezentujemy przyklady ekonomiczne zastosowania zagadnien optymalnego stero-
wania.

11.1. Zasada maksimum Pontriagina dla ustalonego czasu koncowego

W problemach ekonomicznych czesto rozwazamy zagadnienie Bolzy z ustalonym horyzontem
czasowym ¢ i swobodnym stanem koncowym — maksymalizujemy wyplate lub minimalizujemy
koszt dany funkcjonalem
C(u) = fo" 20t x(t), u(t))dt + g(t, x(1)) pray
#(t) = f(t,z(t),u(t)) z warunkiem poczatkowym z(0) = x( i ograniczeniu na sterowanie u(t) €
Q dla kazdego t.

Zdefiniujemy Hamiltonian jako
H(t, N\ z,u) = 2>t z(t), u(t) + (A, f(t,z,u)).

Poniewaz wielkrotnie bedzie pojawia¢ si¢ okreslenie ,zbiér punktéw realizujacych minimu-
m/maximum funkcji na zbiorze”, wprowadzimy skrétowe oznaczenie. Dla pewnej funkcji f o
wartosciach rzeczywistych i zbioru I' zawartego w jej dziedzinie symbol
Argmin,r f(z) oznacza zbiér punktéw dla ktérych przyjmowane jest minimum funkeji f na
zbiorze I'; natomiast symbol
Argmax,cr f(z) oznacza zbiér punktéw dla ktérych przyjmowane jest maksimum funkeji f na
zbiorze T'.

Zasada maksimum Pontriagina ma w tym wypadku nastepujaca postacé:

Teoria sterowania (¢) M.Lachowicz, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Twierdzenie 11.1 (Zasada maksimum dla zagadnienia Bolzy z ustalonym czasem
koncowym). Niech funkcje {°, g i f oraz ich pochodne po x bedq ciggle na zbiorach
okreslonosci.

Jesli u, jest sterowaniem maksymalizujgeym (minimalizujgcym) €lu] a x. odpo-
wiedzig na nie, to istnieje absolutnie ciggla funkcja X : [0,t1] — R, taka Ze w kazdym
punkcie t, w ktérym istnieje lewostronna pochodna x.(t) i jest rowna f(t, x.(t), u«(t))
zachodzi:

x*(t) _ BH(t,)\,xa*(t),u*(t))

At) = —8H<“@§g§t>,u*<t))

us(t) € Argmax,cq H(t, A, z.(t), u)
(’U,* (t) € Argminueﬂ H(t7 A, T (t)a U))

z warunkiem poczgtkowym x.(0) = xo;

z warunkiem koricowym A(t1) = w;

Dowéd zasady maksimum Pontriagina w tej wersji mozna znalezé np. w Zabezyk [41].

Uwaga 11.1. XA = —wﬂo w notacji rozdzialu 7 (77) wyktadu — mozna tak zrobié¢, bo dla naszego
zagadnienia wg < 0. Dlatego tez maksymalizacja zamienia si¢ na minimalizacje.

Cwiczenie 11.1. Sformulowaé¢ problem znalezienia najkrétszej krzywej w przestrzeni (t,z)
taczacej zadany punkt poczatkowy xg i czas 0 z pionowsg prosta w ¢; jako problem optymalnego
sterowania i rozwiazaé go za pomocg zasady maksimum, czyli znalezé sterowanie i trajektorie
spelniajace warunki konieczne z zasady maksimum Pontriagina — twierdzenia 11.1.

Wskazéwka. Jesli za ' we wzorze na diugos$é krzywej podstawimy u, to otrzymamy zagadnienie
optymalnego sterowania z f°(t,z,u) = V1 +u2, g =0, f(t,z,u) = u i nieograniczonym zbiorze
parametrow sterujgych € = R.

Cwiczenie 11.2. Rozwazyé liniowe zagadnienie maksymalizacji wyplaty z z(0) = 4, Q = [0, 2],
t1 =2, {°t,w,u) = 22 — 3u, f(t,r,u) =2 +u, g=0.

Zmalez¢ sterowanie i trajektorie spelniajace warunki konieczne z zasady maksimum Pontria-
gina — twierdzenia 11.1.

Cwiczenie 11.3. Rozwazy¢ zagadnienie maksymalizacji wyplaty z z(0) = 1, Q = R, ¢; = 1,
fo(t7$7u) =T — ’U,Z, f(t,$,U) =—u,g= 0.

Zmnalez¢ sterowanie i trajektorie spelniajace warunki konieczne z zasady maksimum Pontria-
gina — twierdzenia 11.1.

Cwiczenie 11.4. Rozwazyé zagadnienie minimalizacji kosztu z 2(0) = 1, Q = R, t; = 1,
Ot x,u) = 2% +u?, f(t,z,u) =2 —u, g = .

Zmnalez¢ sterowanie i trajektorie spelniajace warunki konieczne z zasady maksimum Pontria-
gina — twierdzenia 11.1.

Cwiczenie 11.5. Maksymalizacja zyskéw z lowiska.

Model towiska bedacego podstawa egzystencji wladciciela — naszym celem jest zmaksymali-
zowaé wyplate.

Dane stan poczatkowy x(0) = xo > 0, wyplata biezaca (¢, 2, u) = In(ux), wyplata koficowa
g = 0, zmiane stanu populacji ryb okresla funkcja f(t,z,u) = (r — u) - z, a zbiér parametréw
sterujacych to £ = (0, M].

a) Czy jest mozliwe, ze sterowanie optymalne u, spelnia u(t) < M prawie wszedzie na
pewnym przedziale [t,t1)?

b) Co musi spelniaé sterowanie optymalne, jesli zalozymy, ze u, ma co najwyzej skonczona
liczbie przelaczen pomiedzy wnetrzem a brzegiem 27
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Wskazowka. Obliczyé oddzielnie réwnania dla \ i x na odcinkach czasu, na ktorych
a) optymalne sterowanie u.(t) = M i

b) u.(t) < M.

Rozwigzanie. Jesli t; < ﬁ, to sterowanie optymalne ma postaé u.(t) = M,

z(t) = xzo - eT=M)t

At) = o (t1 —t) e~ (r=M)L,

Jesli t1 > M, to sterowanie optymalne ma postac

uk(t) = 1;11 ;- na odcinku (0,7) i
us(t) = M na odcmku (t,t1)
dla t=

M

Optymalna trajektoria zmiennej stanu spelnia réwnanie
2u(t) = 2 - (t1 — t) - €' na odcinku (0,%) i

x4 (t) = JVJI:% eMti=1. o(r=M)t g odcinku (£, 1),

zas zmiennej ko-stanu

A(t) ;—t e~ na odcinku (0,7) i

At) = ]‘/2{7'51 cem Mt () e (M)t g odeinku (%, t).

Cwiczenie 11.6. Co jesli w zadaniu 11.5 zbiér parametréw sterujacych Q = (0, +00)?

Cwiczenie 11.7. Maksymalizacja zyskéw z lowiska bedacego podstawa egzystencji uzytkow-
nika z réznymi wyplatami koncowymi.

Analizujemy ponownie towisko z zadania 11.5. Teraz zaktadamy, ze w chwili #; wlasciciel
moze sprzedaé towisko i cena zalezy od tego, jaki zaséb ryb pozostal, albo ze uzytkownik bedacy
dzierzawca musi zaptacié¢ kare za to, ze jest ono w zlym stanie.

Dane z(0) > 0, fO(t,z,u) = In(ux), f(t,z,u) = (r —u) -z, Q = (0, +00) i
a) g(z) =«

b) g(z) =Inz.

znalez¢ sterowanie i trajektorie spetniajace warunki konieczne z zasady maksimum Pontria-

gina — twierdzenia 11.1.

Wskazowka. W punkcie b) w rozwigzaniu réwnania na A dobrze byloby stalq zaczqé wyliczyé
dopiero w ostatniej fazie, po wyliczeniu rozwigzania ogolnego dla x, razem z liczeniem statych

dla x.

Uwaga 11.2. W rozwiazaniu zadania 11.7b) pojawia si¢ typowy w zagadnieniach wynikajacych
ze stosowania zasady maksimum Pontriagina problem — rozwiazujemy uktad réwnan na A i x,
przy czym na x mamy warunek poczatkowy, a na A koficowy, zalezny od koncowej wartosci x,
ktora z kolei zalezy od A. Tu udalo sie te zalezno$¢ tatwo rozwiklaé (a nawet mozna jej nie
zauwazy¢, jesli najpierw znalezliSmy rozwiazania ogélne dla obu zmiennych, a dopiero potem
liczyliSmy stale, aby zgadzaly sie warunki konicowo-poczatkowe).

Jak sie nalezy spodziewaé, moze to powodowaé problemy, zwlaszcza kiedy nie widaé rozwia-
zania analitycznego i trzeba liczy¢ numerycznie — trzeba uzywaé zupelnie innych procedur niz
dla rozwiazywania uktadéw réwnan rézniczkowych, w ktérych mamy tylko warunki poczatkowe
albo tylko koncowe.

11.2. Dostatecznosé dla zasady maksimum Pontriagina

Ponownie rozwazamy zagadnienie Bolzy z ustalonym horyzontem czasowym ¢; i swobodnym
punktem koncowym — maksymalizujemy wyplate (lub minimalizujemy koszt) dane funkcjonalem
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eu] = [ Ot (), ut))dt + g(t, 2(t)) pray
&(t) = f(t,z(t),u(t)) z warunkiem poczatkowym x(0) = xg
i ograniczeniu na sterowanie u(t) €  dla kazdego t.

Najprostszy warunek konieczny na to, aby mierzalne sterowanie « wraz z absolutnie ciaggla
odpowiedzia na nie T spelniajace zasade maksimum Pontriagina z absolutnie ciagla zmienna
dualna A bylo optymalne opisuje twierdzenie Mangasariana [31].

Twierdzenie 11.2. Niech funkcje §°, g i f bedqg wkleste (wypukte) i réiniczkowalne
ze wzgledu na pare zmiennych (x,u) na zbiorach okreslonosci. Jesli sterowanie 4 i od-
powiedZ na nie T spetniajg warunki konieczne okreslone zasadg maksimum Pontragina
i AN(t) > 0 dla kazdego t, to u jest sterowaniem maksymalizujgcym (minimalizujgcym,)
Clu).

Jesli natomiast f jest liniowa, to sposrod powyzszych warunkéw mozna usungé do-
datnio$¢ \.

Dowod. Dowdd w przypadku, gdy maksimum hamiltonianu jest zawsze przyjmowane w punkcie
wewnetrznym (2, jest zawarty w Chiang [15] s. 213-216.
Aby dowdd byl poprawny dla dowolnego punktu u z §2 nalezy zastapi¢ warunek konieczny

maksymalizacji hamiltonianu gi{ = 0 warunkiem gi{l = ut, gdzie p* = 0 dla vl € (—1,1),
pt > 0dlaul =11ipu" < 0dlau = —1. Po kolejnych przeksztalceniach pojawia sie tam

czynniki g - (u® — ul), ktére zawsze sa niedodatnie dla v € Q, wiec mozna je bedzie opuscié
zachowujac zadang nieréwnosé.

O

Zauwazmy, ze zalozenia powyzszego twierdzenia gwarantuja wypuklosé (wklestosé) hamil-
tonianu wzgledem (z,u) - i tak naprawde o nia nam chodzi, co ilustruje ponizsze twierdzenie o
podobnym schemacie dowodowym.

Twierdzenie 11.3. Niech funkcje §°, g i f bedq réiniczkowalne ze wzgledu na pare
zmiennych (z,u) na zbiorach okreslonosci. Jesli sterowanie u i odpowiedZ na nie T spel-
niajqg warunki konieczne okreslone zasadg maksimum Pontragina i H(t, \(t),z,u) jest
funkcjq wklesta (wypukle) wzgledem (x,u) i g jest funkcjq wklesta (wypukle) wzgledem
x dla prawie wszystkich t, to u jest sterowaniem maksymalizujgcym (minimalizujgcym,)
Clul.

Jeszcze silniejszym warunkiem dostatecznym jest twierdzenie Arrowa, zaproponowane bez
dowodu w [4] (pdzniej czesciowo udowodnione przez Arrowa i Kurza w [25]; pelen dowdd, nawet
w bardziej ogélnej wersji przeprowadzili Seierstad i Sydsaeter w [5]).

Uzywamy w nim pojecia Hamiltonianu zmaksymalizowanego H* (¢, \, x) = maxyecqH (t, x, A\, u).
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Twierdzenie 11.4. Niech funkcje §°, g i f bedq réiniczkowalne ze wzgledu na pare
zmiennych (z,u) na zbiorach okreslonosci. Jesli sterowanie u i odpowiedZ na nie T
spelniajg warunki konieczne okreslone zasadg maksimum Pontragina i H*(t, A(t), ) 1
g sq funkcjami wklestymi (wypuklymi) wzgledem z dla prawie wszystkich t, to u jest
sterowaniem maksymalizujgcym (minimalizujgcym) €[u].

Cwiczenie 11.8. Najkrétsza droga laczaca zadany punkt poczatkowy w chwili 0 z pionowa
prosta w ?1.
Sprawdzi¢ dostateczno$é dla wezesniej wyliczonego rozwiazania ¢wiczenia 11.1.

Cwiczenie 11.9. Sprawdzi¢ dostatecznoéé dla wezesniej wyliczonego rozwigzania éwiczenia
11.2: liniowego zagadnienia maksymalizacji z x(0) =4, Q@ =[0,2], t; = 2
fO(t, x,u) = 2x — 3u, f(t,z,u) =z +u, g=0.

Cwiczenie 11.10. Sprawdzi¢ dostatecznosé dla wezeéniej wyliczonego rozwigzania ¢wiczenia
11.3: maksymalizacji wyplaty z z(0) = 1, Q =R, t; = 1, {°(t,z,u) = 2 — u?, f(t,z,u) = —u,
g=0.

Cwiczenie 11.11. Sprawdzié¢ dostatecznosé dla wezeéniej wyliczonego rozwiazania ¢wiczenia,
11.4 minimalizacji kosztu z z(0) = 1, Q = R, t; = 1, {O(t,z,u) = 2® +u?, f(t,r,u) = = — u,
g=uzx.

Cwiczenie 11.12. Maksymalizacja zyskéw z lowiska w réznych wersjach.
Dane z(0) > 0, {°(¢,z,u) = In(uz), f(t,z,u) = (1+7r—u)-x,a) Q= (0,M]ig=0;
b) Q= (0,4+00) i g(z) ==
c) Q= (0,400)ig(r)=Inz.
Czy wyliczone w ¢wiczeniach 11.5 1 11.7 sterowania spelniajace warunki konieczne sa opty-
malne?

11.3. Dyskontowanie

W problemach ekonomicznych przewaznie wystepuje czynnik dyskontujacy. Jest to zwigzane
z tym, ze ta sama zlotéwka otrzymana dzis i otrzymana za rok ma zupelnie inng wartos¢ - choéby
z tego powodu, ze zlotéwke otrzymang dzis moge wlozy¢ na lokate i za rok otrzymaé wiecej.
W modelach z czasem ciaglym czynnikiem dyskontujacym jest e ¢* dla pewnego ¢ > 0.
Liczba ( to zazwyczaj tzw. stopa procentowa kapitalizacji cigglej, jesli liczymy jedynie obiek-
tywng wartosé¢ pieniadza — e ¢t jest to wéwezas kwota, jaka mozemy otrzymacé dzi$ pod zastaw
1zt w czasie 1. Moze to tez by¢ pewna inna stala dodatnia, jedli chcemy odzwierciedli¢ na-
sze wilasne preferencje co do oczekiwania na pieniadz — wéwczas ( jest nasza prywatng miarg
niecierpliwosci.
Zagadnienie z dyskontowaniem ma postac
C(u) = fo' 20t x(t), u(t)) - e=tdt + g(tr, 2(t1)) - e " pray
it) = F(t,(t), ult))
z warunkiem poczatkowym x(0) = xg
i ograniczeniu na sterowanie u(t) €  dla kazdego t.
Mozemy zastosowaé zwykla zasade maksimum Pontriagina.
Hamiltonian ma teraz postaé
H(t, A\ z,u) = 0>t z(t),u(t)) - e St 4+ (N, f(t,z,u)),
a warunek transwersalnoéci A(T) = g, (T, z(T)) - e=¢T.
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Nawet jesli wyjéciowe funkcje byty niezalezne od czasu, to teraz problem stal sie nieautono-
miczny — i to kazde z réwnan, jak otrzymamy z zasady maksimum. A tak nie musi by¢.
Wskazéwka. Rozwazyé zmienng dualng p(t) = X\ - e$t i Hamiltonian wartosci obecnej HC
zdefiniowany jako HC (t, p, x,u) = w
Cwiczenie 11.13. Zapisaé¢ zasade maksimum Pontriagina przy uzyciu nowych zmiennych i
podziwiaé¢ odzyskana autonomicznosé (kiedy wyjsciowe funkcje byly niezalezne od t).

Rozwigzanie. Réwnania na trajektorie stanu i kostanu oraz sterowanie dla problemu maksy-
malizacji (minimalizacji) beda mialy w nowych zmiennych nastepujaca postaé:
(t) = ch(tvﬂvg*(t)’u*(t))

z warunkiem poczatkowym z,(0) = zo;

a(t) = —8Hc(t’“’§;(t)’u*(t)) + p - ¢ z warunkiem koncowym p(t1) = 7‘99“’3*(“));

w.(t) € Argmax,eq HO(t, 1, 2. (1), u) '
(u* (t) € Argminueﬂ HC (t7 Hoy T (t)v U))

T

Cwiczenie 11.14. Do zadan 11.1, 11.2, 11.3 i 11.4 dorzuémy teraz czynnik dyskontowy e ¢t i
wyprowadzmy nowe warunki konieczne i dostateczne ze skorygowanej zasady maksimum wyli-
czonej w ¢wiczeniu 11.13.

Cwiczenie 11.15. Do zadan 11.5 i 11.7 dorzuémy teraz czynnik dyskontowy e ¢ i wypro-
wadzmy nowe warunki konieczne i dostateczne ze skorygowanej zasady maksimum wyliczonej
w ¢wiczeniu 11.13.

11.4. Funkcja wartosci i r6wnanie Bellmana

W tym rozdziale sformulujemy warunki dostateczne na to, aby zadane sterowanie minimali-
zowalo funkcjonal kosztu (lub maksymalizowalo funkcjonal wyplaty) korzystajace z oczywistego
spostrzezenia poczynionego przez Bellmana [9] — zasade optymalnosci.

Stwierdzenie 11.1 (Zasada optymalnosci Bellmana). Polityka [strategia] optymalna ma te
wlasno$c, Ze jakikolwiek jest stan poczgtkowy i poczgtkowa decyzja, pozostale decyzje muszq
tworzyé polityke [strategie] optymalng ze wzgledu na stan wynikly z pierwszej decyzji.

Metoda postepowania oparta na tej zasadzie, ktéra opiszemy w tym rozdziale zostata zapro-
ponowana przez Bellmana [9] pod nazwa programowania dynamicznego.

Sformutujemy warunki dostateczne na to, zeby pewna funkcja zwracala nam warto$¢ mi-
nimalna funkcjonatu kosztu (badz maksymalna funkcjonalu wyplaty), a wyliczone sterowanie
bylo sterowaniem optymalnym, dla zagadnienia Bolza ze swobodnym punktem koncowym (i
ustalonym czasem koncowym).

Aby to zrobi¢, zaczniemy od pozornego utrudnienia — zamiast szuka¢ jedynie rozwiazania
zadanego problemu sterowania optymalnego, bedziemy chcieli znalezé rozwigzania dla calej
klasy sterowan optymalnych, zawierajacych nasz wyj$ciowy problem.

Nie beda to zagadnienia sztuczne. Wyobrazmy sobie, ze wybraliémy sterowanie optymalne
i stosujemy je. Uplynal pewien czas od poczatkowego 0 — mamy czas ¢ i stan systemu zmienil
sie zgodnie z odpowiedzia na nasze sterowanie i teraz jest réwny z. W sposéb naturalny mo-
zemy sformulowaé nowe zagadnienie sterowania optymalnego — startujace w chwili ¢ ze stanu
Z z funkcjonatem kosztu/wyplaty ft—tl O(z(t), u(t))dt + g(t1, z(t1)). Zasada optymalnosci méwi,
ze wybrane przez nas sterowanie optymalne dla poczatkowego zagadnienia jest sterowaniem
optymalnym dla nowego zagadnienia.

Dla tej klasy zagadniefi bedziemy szukaé funkcji wartoéci — przypisujacej parom (¢, Z) war-
to$¢ minimalng funkcjonatu kosztu (lub maksymalna funkcjonalu wyplaty) dla nowego zagad-
nienia.
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To pozorne utrudnienie bardzo nam jednak ulatwi znajdowanie optymalnego sterowania.
Przy danej funkcji wartosci sterowanie optymalne jest zdefiniowane przy pomocy rodziny sta-
tycznych zagadnien optymalizacji zaleznych od funkcji wartosci, okreslonych na zbiorze para-
metréw sterujacych 2.

Wprowadzimy pomocnicze oznaczenie — funkcja € : R x R” x Q — R (rozszerzajaca pojecie
wyjsciowej funkeji kosztu lub wyplaty €) oznaczajaca wartosé funkcjonatu kosztu lub wyptaty
wzdluz trajektorii bedzie zdefiniowana jako
Clt,z,u] = fftl fO(z(t), u(t))dt + g(t1,z(t1)), gdzie trajektoria z jest zdefiniowana réwnaniem
rézniczkowym & = f(z(t),u(t)) z warunkiem poczatkowym xz(t) = Z.

Dla ustalenia uwagi, sformulujemy problem w wersji dla minimalizacji funkcjonatu kosztu.

Definicja 11.1. Funkcje W* : R" x R — R nazywamy funkcjg wartosci (dla klasy zagadniet
minimalizacji €[t, x, u]), jesli
W*(x,t) = infyeq €[t x, ul.

Przy uzyciu tych oznaczen mozemy przeformutowaé zasade optymalnosci jako:
jesli u, jest sterowaniem optymalnym dla €[0, 2o, u] (czyli, réwnowaznie sterowaniem optymal-
nym dla €[zg]) a z, odpowiadajacg mu trajektoria, to dla kazdego ¢ > 0 u.|;>7 jest optymalna
trajektoria dla minimalizacji €[t, z.(¢), u].

Sformutujemy réwniez warunek dostateczny.

Twierdzenie 11.5. Jesli funkcja W : R® x R — R klasy C' spelnia réwnanie réz-
niczkowe czgstkowe
—aWT(ZE@ = infyueq fO(x,u) + (VoW (x,t), f(x,u)) (réwnanie Bellmana)
z warunkiem korcowym
W(z,t1) = g(t1,2),
to

a) dla kazdego sterowania u, czasut i stanu x
W(z,t) < €[t, z,ul.

b) Jesli ponadto istnieje funkcja v. : R™ x R — R™, ktorej odpowiada absolutnie
ciggla trajektoria x. taka, Ze
vi(z,t) € Argmin,cq O (z, u) + (VoW (2, 1), f(z,u)), to W jest funkcjg wartosci i
W(z,t) = €[t,x,us] dla sterowania u, spelniajacego u.(t) = vi(z(t),t), czyli us jest
sterowaniem optymalnym w petli otwartej.

Dowdd. a) Niech x bedzie dang absolutnie ciagta odpowiedzia na sterowanie u.

Woéwezas funkcja w(t) = W (t, z(t)) jest absolutnie ciagla na dowolnym przedziale [a,b] C
(0,t1), wiec mozemy ja zrézniczkowaé prawie wszedzie i
dwlt) — WML 4 (7, W (x(t), t), 120)) = VLD 4 (7 W (2(t), 1), f((t), ult))) dla prawie
kazdego t.

Poniewaz nie mamy absolutnej ciaglo$ci na calym przedziale [0, ¢1], ograniczymy sie do [a, b].
Mamy woéwczas
W (b, (b))~ W (a, 2(a)) = w(b)~w(a) = [> 940 gt = [» VCOD LG W (2 (t), 1), f((t), ult))dt >
Ji =1(t), u(t) at.

Jedli teraz z otrzymana nieréwnoscig przejdziemy do granicy przy ¢ — 0 i b — t1, to
otrzymamy
Wt 2(t)) — W(0,2(0)) > — i {°(a(t), u(t)) dt.

Poniewaz W (t1,x(t1)) = g(t1,x(t1)), otrzymujemy stad zadana nieréwnosé.
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b) Dla w, i x, powtarzamy dowdd a) z tym, ze zamiast nieréwnosci bedziemy mieé¢ réwnosé.

O

Uwaga 11.3. Funkcja v, jest optymalnym sterowaniem w postaci rozszerzonej zamknietej petli
(w niektérych podrecznikach te postaé¢ réwniez nazywamy zamknieta petla) — w takiej postaci
otrzymujemy optymalne sterowanie z rownania Bellmana. Latwo widaé, ze w ogdlnym przypad-
ku w skonczonym horyzoncie czasowym nie da sie go przedstawié¢ jako ,sprzezenie zwrotne”
zalezne jedynie od .

Uwaga 11.4. Mozna tez udowodnié¢ wersje twierdzenia 11.5 bez ustalonego czasu koncowego —
patrz na przyklad Cesari [14] s. 502-505 lub Bagar, Olsder [39] s. 236-237.

Cwiczenie 11.16 (Zagadnienie liniowo-kwadratowe). Rozwiazaé¢ przy pomocy réwnania Bel-
Imana (z twierdzenia 11.5) problem minimalizacji kosztéw z {*(z,u) = az? + bu?, g(x) = cz?,

flx,u) =dz+ fuiQ =R, gdzie b >0, a,c > 0.

Wskazowka. Po wyliczeniu kandydata na vi(x,t) szukamy W w postaci C(t) - 2.

11.4.1. Nieskoniczony horyzont czasowy

W przypadku, kiedy rozwazamy nieskonczony horyzont czasowy a zagadnienie jest auto-
nomiczne, funkcja wartosci przestaje byé¢ zalezna od czasu. Dlatego tez dla nieskonczonego
horyzontu czasowego twierdzenie o warunku dostatecznym ma prostsza postac.

Twierdzenie 11.6. Jesli funkcja W : R — R klasy C' spelnia réwnanie réiniczkowe
infyeq f(z,u) + (VW (x), f(z,u)) =0
z warunkiem koricowym
liminf; oo W(z(t)) = 0 dla kazdej trajektorii x osiggalnej z xq to

a) dla kazdego sterowania u i stanu x W (z) < €(t,z,u).

b) Jesli ponadto istnieje funkcja vy : R™ — R™, ktorej odpowiada absolutnie ciggla
trajektoria x., taka, Ze
vi(z) € Argmin,cq fO(z,u) + (V. W (), f(z,u)) z warunkiem korcowym
limy oo W(z4(t)) =0, to W jest funkcjg wartosci, v, jest optymalnym sterowaniem w
postaci sprzezenia zwrotnego 1
W(x) = €(t,z,us) dla sterowania us spelniajgcego u.(t) = vi(x«(t)), czyli us jest
sterowaniem optymalnym w petli otwartej.

Dowdd. a) Wynika z zastosowania z twierdzenia 11.5 dla zagadnien optymalizacyjnych ze skon-
czonym horyzontem czasowym 7' i funkcja g = W oraz faktu, ze W jest niezalezna bezposrednio
od czasu. Otrzymujemy
Jo (@), u(t)) dt + W (2(T)) > W((0)).

Bierzemy granice dolng przy T — oo i otrzymujemy zadang nieréwnosé.

b) Dla przypadku u, mamy réwnosé
S 502 (1), ue () At + W (2. (T)) = W (2.(0)), ktéra zachowuje si¢ przy przejéciu do granicy.

O

Uwaga 11.5. Jesli zbiér standéw jest jednowymiarowy, to zamiast réwnania czastkowego w nie-
skonczonym horyzoncie czasowym mamy réwnanie zwyczajne. Problemem jest jedynie warunek
koncowy w nieskonczonosci — zwlaszcza dla obliczen numerycznych.
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Cwiczenie 11.17 (Zagadnienie liniowo-kwadratowe z nieskonczonym horyzontem czasowym).
Rozwazy¢ problem minimalizacji kosztéw z §(z,u) = az? + bu?, f(x,u) = dr + fui Q = R,
gdzie b > 0, a,c > 0.

Czy mozna skorzysta¢ z z twierdzenia 11.67

11.4.2. Funkcja wartosci i rownanie Bellmana dla zagadnien z dyskontowaniem

Rozwazamy teraz zagadnienia minimalizacji funkcjonatow
;1 §fO(2(t), u(t))e Stdt 4 g(ty, z(t1))e " w skonczonym horyzoncie czasowym i
J22 102 (t), u(t))e ¢ tdt w nieskoticzonym horyzoncie czasowym.

Jezeli potrakujemy czynnik dyskontujacy jako dodatkowa wspoélrzedna zmiennej stanu, mo-
zemy zastosowaé odpowiednie wersje twierdzen 11.5 i 11.6. Jednakze tak otrzymane réwnanie
jest trudne w interpretacji i zbyt ztozone. Dlatego dla zagadnien z dyskontowaniem formutuje
sie inng posta¢ réwnania Bellmana.

Dla zagadnien z dyskontowaniem ponownie definiujemy nasze pomocnicze oznaczenie — funk-
cja € : R x R" x 2 — R wzdluz trajektorii bedzie zdefiniowana jako
Clt, z,u] = ft—tl fO(x(t), u(t)e=CEDdt4g(ty, 2(t1))e =1 w skoficzonym horyzoncie czasowym
i
Clt, z,u] = [2°50®2(t), u(t))e~ < Ddt w nieskoficzonym horyzoncie czasowym,
dla trajektorii « zdefiniowanej réwnaniem rézniczkowym & = f(x(t), u(t)) z warunkiem poczat-
kowym z(t) = Z.

Interpretacja jest analogiczna jak w przypadku bez dyskontowania — do chwili ¢ stosowali$my
pewne sterowanie, ktére zaprowadzilo nas do stanu Z. Teraz mamy nowy problem optymaliza-
cyjny — chcemy zminimalizowaé¢ zdyskontowany funkcjonal kosztu od tego momentu. Cho¢ ma-
tematycznie réznica pomiedzy dyskontowaniem na chwile 0, a na chwile ¢ to tylko przemnozenie
przez stala, jednak dla ekonomisty oczywiste jest, ze dyskontujemy zawsze na chwile podej-
mowania decyzji, czyli . Ponadto okaze sie, ze dla tak zdefiniowanej zdyskontowanej funkcji
wartosci otrzymamy proste rownanie Bellmana i warunek koncowy.

Cwiczenie 11.18. Wypisa¢ i udowodnié¢ zasade maksimum dla zagadnienia z dyskontowaniem,
tak aby otrzymac réwnosé W (z,t) = €[t, T, u] dla optymalnego sterowania w.

a) przy skonczonym horyzoncie czasowym ;

b) przy nieskonczonym horyzoncie czasowym.

Wskazowka. Mozna albo powtorzycé z niewielkime zmianami schemat dowodowy dla zagadnienia
bez dyskontowania, albo potraktowaé zagadnienie z dyskontowaniem jako zagadnienie autono-
miczne z n + 1- wymiarowq zmienng stanu, gdzie dodatkowa wspdlrzedna to czynnik dyskontu-
jacy. Ponadto zalozyé, Ze wchodzi on do funkcji wartosci multiplikatywnie.

Rozwigzanie. Przy skonczonym horyzoncie czasowym réwnania Bellmana ma postaé

WD) W () = infyeq Oz, u) + (VoW (x,8), f(2,u))

z warunkiem koncowym Wz, t;) = g(t1, ),

Przy nieskonczonym horyzoncie czasowym réwnanie Bellmana ma postaé

inf,cq f(z,u) + (VW (z), f(z,u)) = - W(z)

z warunkiem koncowym

liminf; ... W (z(t)) - e~* = 0 dla kazdej trajektorii = osiagalnej z .

Cwiczenie 11.19. Rozwazmy nasze zagadnienie maksymalizacji zysku z lowiska, tyle ze teraz
z nieskonczonym horyzontem czasowym i dyskontowaniem:

Dane z(0) > 0, {f%(z,u) = In(uz), f(z,u) = (r —u) -z, przy Q = (0, M], gdzie M —
odpowiednio duze.
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Wskazowka. Mozna to zrobi¢ na co najmniej dwa sposoby:

1. zalozyé pewng pewnq postaé funkcji wartosci (tu A+ B -Inx), z réwnania Bellmana wyliczyé
brakujgce parametry, tak, aby bylo spelnione a na koniec sprawdzi¢, czy zachodzi warunek kon-
cowy;

2. ograniczyé sie do pewnej klasy sterowan (tu sterowania stale w czasie), znaleZé optimum w
tej klasie i sprawdzié, czy spelnia rownanie Bellmana;

3. poza tym przy rozwigzywaniu zagadnien z nieskonczonym horyzontem czasowym mozina uzy-
skaé funkcje wartosci jako granice funkcji wartosci dla zagadnien ze skoriczonym horyzontem
czasowym (choé w tym konkretnym wypadku nie jest to ulatwienie).

Cwiczenie 11.20. Rozwigzaé jeszcze raz minimalizacji kosztéw dla zagadnien liniowo-kwadratowych
ze skonczonym i nieskonczonym horyzontem czasowym (zadania 11.16 1 11.17) z dyskontowa-
niem.

11.5. Teoria sterowania — problemy ekonomiczne

11.5.1. Optymalizacja konsumpcji w cyklu zycia

W tym podrozdziale przedstawimy model optymalizacji konsumpcji w cyklu zycia przez
racjonalnego konsumenta, czasem nazywany zagadnieniem wyboru miedzyokresowego.

Ten sam model mozemy tez zastosowaé¢ do optymalizacji wydatkéow budzetowych w ciaggu
roku budzetowego. Zaproponowany tu model stanowi uciaglona wersje przypadku dyskretnego,
ktéry mozna znalezé w wielu podrecznikach makroekonomii.

Pan Kowalski uwaza, ze uwaza, ze bedzie zyl jeszcze T czasu. Jego dochody w chwili ¢
wyznacza zewnetrzna, deterministyczna funkcja Y (t) > 0.

Jego biezaca funkcja wyplaty (nazywana w tym kontekscie biezaca funkcja uzytecznosci) to
U(C) Scisle rosnaca i $cisle wklesta funkcja konsumpcji C.

Konsumenci mogg korzystaé z idealnego konta bankowego, o jednakowej dla kredytéw i lokat
stopie procentowej r kapitalizacji ciagltej. Tak wiec pan Kowalski moze bez ograniczen lokowaé
lub zadtuzaé sie, z jednym ograniczeniem — ze w chwili T" jego stan konta musi by¢ nieujemny,
poniewaz bank, znajacy doskonale zagadnienie optymalizacyjne klienta, nie pozyczy mu nigdy
kwoty, ktorej nie mégtby odzyskaé z jego pdzniejszych zarobkow.

Pan Kowalski chce zmaksymalizowa¢ uzytecznosé konsumpcji w cyklu zycia, czyli
fOT U(C(t)) - e Stdt, gdzie ¢ > 0 — jest miara jego niecierpliwoéci. Biezaca funkcja uzytecznosci
U w notacji skryptu to funkcja wylaty §°.

~ Stan konta w chwili ¢, oznaczany przez A(t) opisuje réwnanie rézniczkowe:
A(t) =r-A(t)+ Y(t) — C(t) z warunkiem poczatkowym
A(0) = Ap. W notacji skryptu A to nasza zmienna stanu z, prawa strona rownania definiuje
wiec funkcje f.

Parametrem sterujacym jest wielkoé¢ konsumpcji C' — w oznaczeniach skryptu jest to u.
Zbior parametréw sterujacych Q = Ry (= [0, +00).

Cel A(T) > 0 zapisujemy jako 7 = R.

Cwiczenie 11.21. Pokazaé, ze pan Kowalski nic nie zamierza zabraé¢ do grobu, czyli A(T) = 0.

Wskazowka. Mozna to pokazac to bez odwolywania sie do zasady maksimum. Zasada maksimum
w wersji zapisanej w twierdzeniu 11.1 w tym wypadku nie dziala ze wzgledu na ograniczenia na
stan koncowy.

Cwiczenie 11.22. a) Pokazaé, ze niezaleznie jaka mierzalng funkcja jest Y i jakie jest Ag, jedy-
na wielkoscia, przez ktéra maja one wplyw na optymalna konsumpcje jest bogactwo (,wealth”)
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zdyskonotowane na moment 0, czyli liczba W = Ag + fOT Y (t) - e7"tdt, ktéra ponadto powinna
wyjs$é réwna fOT C(t) - e "tdt.

b) Pokazaé¢ réwnoczesnie, ze zaleznos¢ pomiedzy C(t) a C(s) jest zdefiniowana przy uzyciu
pochodnych U, przy czym dla ( = r otrzymujemy stata konsumpcje w cyklu zycia.

Wskazowka. Aby obejsé problem z nietypowym warunkiem koncowym mozna, korzystajgc z
wyliczen z cwiczenia 11.21, potraktowac to jako problem z wustalonym punktem koncowym -
wowezas bedzie zachodzi¢ zasada maksimum bez warunku transwersalnosci na \(T).

Uwaga 11.6. Problem z ograniczeniem na wartos¢ konicows, zmiennej stanu mozna rozwigzaé me-
todami podanymi w tym skrypcie, rozwazajac dwa przypadki — optymalizacje bez tego ograni-
czenia (wéwcezas korzystamy z zasady maksimum z warunkiem transwersalnosci) i optymalizacje
z ustalonym punktem koncowym réwnym zadanemu ograniczeniu.

Istnieje takze wiele gotowych wersji zasady maksimum dla zagadnien z ograczeniami na
zmienna stanu (nie tylko warto$é konicowa) — zainteresowani moga je znalezé na przyklad w
opracowaniach Chiang [15] lub Hartl, Sethi, Vickson [36].

11.5.2. ,,Chcemy wygraé¢ nastepne wybory!” czyli polityczny cykl koniunkturalny

Model Nordhausa, przyklad podany za Chiang [15].

Do nastepnych wyboréw zostato T' czasu. Obecnie panujacy rzad jest zainteresowany mak-
symalizacjg szansy na wygranie nastepnych wybordéw, a ta z kolei jest $cisle rosnaca funkcja
zadowolenia spoteczenstwa w chwili wyborow.

W tym uproszczonym modelu sa tylko dwa parametry ekonomiczne zwigzane ze sobg i
wplywajace na zadowolenie spoteczenstwa posrednio lub bezposrednio kontrolowane przez rzad.
Sa to inflacja II (bedaca pod bezposrednia kontrola rzadu emitujacego pieniadz) i bezrobocie U
powiazane z Il zalezno$cia (zwana w ekonomii krzywq Philipsa i potwierdzana przez wiele lat
przez dane empiryczne).

W ogdlnym przypadku zalezno$é opisana krzywa Philipsa ma postaé I = ¢(U) + a - 11, gdzie
II° to oczekiwana inflacja (nazywana tez oczekiwaniami inflacyjnymsi), ¢’ < 0, a a € (0,1].

Zakladamy ponadto tak zwane adaptacyjne oczekiwania, czyli (I1¢)" = b - (IT — I1¢) — oczeki-
wania inflacyjne zmieniaja si¢ proporcjonalnie do pomytki w szacowaniu przez nie rzeczywistej
inflacji.

Biezace zadowolenie spoleczenstwa mierzy funkcja v(U,II) o obu pochodnych czastkowych
ujemnych, przy czym przewaznie ludzie gorzej znosza duze wartoéci inflacji niz bezrobocia — co
mozna odzwierciedli¢ funkcja liniowa wzgledem II i kwadratowa wzgledem U.

Podejmujac decyzje wyborcza ludzie lepiej pamietaja to, co jest blizsze. To daje nietypowe
ydyskontowanie” w funkcji maksymalizowane;j:

ST o(U ), TI(t))eS .

Aby uprosci¢ model, wyrugowujemy ze wzoréw faktyczna inflacje II. Po przeksztatceniach
otrzymujemy zagadnienie
zmaksymalizowaé [ v(U(t), ®(U(t)) + a - T1(t))dt
przy [e(t) = b- (®(U) + (1 — a) - 1°)

z warunkiem poczatkowym I1¢(0) = II§ > 0.

W tak przedefiniowanym rownaniu zmienng stanu bedzie I1¢, a sterowaniem U.

Aby uzyskaé¢ wyniki analityczne, Nordhaus analizowal model liniowo-kwadratowy (liniowa
dynamika, kwadratowa wklesta funkcja wyplaty biezacej). Potraktujemy jego model jako éwi-
czenie.

Cwiczenie 11.23. Znalez¢é optymalne sterowanie (poziom bezrobocia U) i trajektorie oczeki-
wanej inflacji II¢ dla modelu politycznego cyklu koniunkturalnego z
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v(U,II) = —U? — h - dla statej h > 0 i
p(U)=j5—k-Udlajk>0.
Nastepnie obliczy¢, jak zachowuje si¢ faktyczna inflacja II.

Interpretacja ekonomiczna wynikéw ¢wiczenia 11.23 i implikacje tychze w rzeczywistosci.

Optymalne U jest malejaca funkcja czasu, a inflacja i oczekiwania rosnaca.

Ten pierwszy fakt oznacza, ze dla rzadu kierujacego sie maksymalizacja funkcji wyptaty jak
okre$lona w ¢éwiczeniu 11.23 optymalne jest tuz po wyborach ustanowienie wysokiego poziomu
bezrobocia, zeby bylo z czego schodzi¢. ,,Ustanowienie wysokiego poziomu bezrobocia” wynika
z tego, ze tylko po wyborach mozna pozwoli¢ sobie na duszenie inflacji (podobnie jak i inne
malo popularne, acz niezbedne reformy).

Tak naprawde to przypominamy sobie, ze bezrobocia rzad nie ustawia — jest ono skutkiem
takiej a nie innej polityki monetarnej — czyli obnizenie bezrobocia jest skutkiem zwickszania
inflacji. Jedli pomyslimy o tym, ze ten sam problem optymalizacji bedzie mial miejsce po wy-
borach, to jasne jest, ze potem ponosimy dodatkowe koszty — bo same oczekiwania inflacyjne
zwiekszaja inflacje, a duszenie inflacji powoduje wzrost bezrobocia...

A zatem potem mamy nastepne wybory i kolejny rzad ma wysokie II§ na starcie i to samo
zagadnienie optymalizacyjne.

Warto dodaé jeszcze ciekawostke: krzywa Philipsa i polityczny cykl koniunkturalny potwier-
dzaly dane empiryczne. Do czasu — poniewaz ludzie sie ucza. Oczekiwania adaptacyjne z czasem
zamienily sie na racjonalne (wiemy, jak dziata rzad, wiec jestesmy w stanie wyliczy¢ faktyczna
inflacje bedaca skutkiem jego dzialan), a dodruk pustych pieniedzy przestal wplywaé na realny
rynek, powodujac jedynie inflacje, bez wptywu na zmniejszenie bezrobocia.

Niestety, proceder nakrecania inflacji przed wyborami, o ile nie ma ograniczen prawnych,
czesto nadal ma miejsce.

11.5.3. Wydobycie surowcéw nieodnawialnych przez wtasciciela — monopoliste.
Model Hotellinga

Przyklad podany za Chiang [15].

Koszt wydobycia ilosci u surowca (ropy naftowej, wegla, etc.) opisuje funkcja c(u) rosnaca
(zazwyczaj Scisle), wypukla (zazwyczaj $cisle) i nieujemna. Jesli na rynku jest u > 0 surowca,
woéwczas ustala sie nieujemna cena p(u) za jednostke, przy czym funkcja p, nazywana przez
ekonomistéow odwrotna funkcja popytu, jest malejaca (zazwyczaj SciSle na zbiorze tych u dla
ktorych jest niezerowa), gdyz ludzie sa sklonni zaplaci¢ wiecej za towar deficytowy.

Monopolista — posiadacz ztoza chce zmaksymalizowaé taczne zdyskontowane zyski, czyli
fOT[p(u(t)) ~u(t) — c(u(t))] - e=Stdt, przy czym koncowy czas T moze byé skoficzony lub réwny
+00.

Zazwyczaj] ¢ = r > 0, gdzie r to rynkowa stopa procentowa, przy oczywistym réwnaniu
stanu @(t) = —u(t) dla z(t) > 01 &(t) = 0 dla z(t) = 0.

Roéwnie oczywiste jest ograniczenie ,z préznego i Salomon nie naleje”, czyli jesli z(t) = 0,
to jedynym dostepnym sterowaniem jest 0.

Model opisuje tez dowolna sytuacje wyprzedazy zapaséw.

Cwiczenie 11.24. Rozwiagzaé¢ problem wydobycia surowcéw nieodnawialnych przy p(u) = (b—
a-u)" dla pewnych statych a,b > 0 i ¢ stalym dla przypadku

a) bez dyskontowania (¢ = 0);

b) z dyskontowaniem (¢ > 0).

Wskazowka. Zagadnienie sterowania optymalnego tylko pozornie jest z ustalonym czasem koni-
cowym i wolnym stanem koncowym — w chwili osiggniecia z(t1) = 0 koniczy sie jakikolwiek
wybor.
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Mamy wiec albo zagadnienie z wolnym czasem koncowym t1 < T ¢ ustalonym stanem koncowym
0 (a wiec mozemy zastosowaé zasade maksimum bez warunku transwersalnosci, z pewnym pa-
rametrem Ao ), albo zagadnienie z ustalonym czasem koricowym i swobodnym stanem korncowym
xz(T) > 0. Po poréwnaniu wyplat otrzymamy sterowanie optymalne.

Rozwigzanie.

W kazdym z przypadkéw z(7T') = 0.

a) Sterowanie optymalne jest stale.

b) Sterowanie optymalne maleje w czasie.

Cwiczenie 11.25. Jak sie zmieni rozwiazanie problemu znalezienia sterowania optymalnego
dla wydobycia surowcéw nieodnawialnych przy p = (b — a - u)* dla pewnych statych a,b > 0,
jedli c(u) = dy - u® +do - u + d3 dla dy > 0, dg, d3 dowolnych?

Cwiczenie 11.26. Rozwazy¢ problem wydobycia surowcéw nieodnawialnych ze skonczonym
horyzontem czasowym T w najbardziej ogdlnej postaci w przypadkach z dyskontowaniem i bez.
Wypisaé¢ warunek jaki musi speliaé iloraz pochodnych biezacej funkcji wyptaty dla stero-
wania optymalnego w dwodch réznych momentach czasu ¢ i s.
Co on implikuje, jesli biezaca funkcja wyptaty jest Scisle wklesta?

11.5.4. Lowimy ryby, wycinamy puszcze — czyli exploatacja surowcoéw
odnawialnych

W pojeciu eksploatacja surowcéw odnawialnych miesci sie cata klasa zagadnien tzw. ekonomii
ekologicznej, w ktérej przedmiotem eksploatacji jest ekosystem lub jego czedé. Sa to zagadnienia
od jednowymiarowych do bardzo ztozonych.

Najprostsze modele eksploatacji, w ktérych mamy jedna zmienng stanu, jak na przykiad
populacja Sledzia battyckiego albo powierzchnia lasu ignoruja wielowymiarowy charakter za-
leznosSci opisujacych stan ekosystemu. Bardziej zlozone biora pod uwage zaleznosci pomiedzy
gatunkami (na przyklad interakcje drapieznik-ofiara), a nawet strukture wiekowa populacji w
ramach gatunku.

Zmienna stanu opisuje stan ecosystemu — jest to na przyklad wektor, ktérego wspdirzed-
nymi sa licznosci osobnikéw kazdego z gatunkéw. Parametrem sterujacym moze byé wielkosé
eksploatacji, albo np. nakltady na eksploatacje.

Tym razem réwnanie stanu ma postac z(t) = f(x(t), u(t)), przy czym przewaznie zaktadamy,
ze jesli x' = 0, to fi(z,u) = 0 (jedli gatunek wyginat, to nie da si¢ go odtworzy¢). Ponadto
eksploatacja zazwyczaj nie moze by¢ ujemna.

Wtasciciel towiska maksymalizuje taczna zdyskontowana uzytecznosé eksploatacji
a) [oo[U (u(t), z(t)) - e “tdt albo
b) Jo U (u(t), z(t)) - e=Ctdt +g(x(tr)) - e~ (kiedy postanowie przejéé na emeryture, prawa do
towiska moge sprzedad).

Ro6zne wersje tego modelu badaliSmy w éwiczeniach 11.5, 11.7, 11.12 1 11.19.

Funkcja U moze tez mieé¢ postaé¢ jak funkcja wyplaty biezacej w modelu Hotellinga (pod-
rozdzial 11.5.3) przy czym koszt dodatkowo moze zalezeé od stanu systemu — U(u, x) = p(u) -
u—c(u, x) — i by¢ wzgledem niego malejacy (wylowienie tony §ledzia kosztuje duzo, jesli $ledzie
prawie wyginely, natomiast jest tansze, gdy jest ich pelno).

Cwiczenie 11.27. Rozwiazaé problem wydobycia surowcéw odnawialnych bedacy modyfikacja
modelu Hotellinga z ¢wiczenia 11.24 (p(u) = (b—a-u)™ dla pewnych stalych a,b > 0, staltym c,
skoficzonym horyzontem czasowym 7' i 2 = R;) przy dynamice stanu systemu z(t) =7 -z —u
i ograniczeniu na zmienna stanu z(t) > 0 dla kazdego ¢t < T

Rozwazy¢ dwa przypadki
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a) bez dyskontowania (¢ = 0);
b) z dyskontowaniem (¢ > 0).

Przyktadem zagadnienia wielowymiarowego jest sytuacja, gdy mamy dwa gatunki, a pomie-
dzy nimi trzy mozliwe relacje: symbioza, konkurencja o wspélne zZrodto pokarmu i drapieznik-ofiara.

Cwiczenie 11.28. Mamy dwa gatunki ryb, pomiedzy ktérymi zachodza rézne interakcje opi-
sane uktadem réwnan

By = o () + gt 220 — ul(2),
P2t =¢* 2 () +r-22() —u

o ile z1(t),z2(t) > 0.

z* to iloé¢ osobnikéw i-tego gatunku, a u’ polowy tegoz gatunku.

Rozwazamy skonczony horyzont czasowy T

Dla uproszczenia zbiér parametréw sterujacych ma postaé [0, M] x [0, M], gdzie M jest takie,
ze odpowiedZ na kazde sterowanie mierzalne spetnia x!(¢), 22(¢) > 0 dla kazdego t < T.

Liczba r > 0, natomiast znaki ¢! i ¢? zaleza od rodzaju relacji pomiedzy gatunkami: symbioza
to ¢',¢%> > 0, konkurencja o wspélne zrédlo pokarmu to ¢',¢> < 0, a drapieznik-ofiara ¢' >
0,¢? < 0. Dla utatwienia rachunkéw niech |¢!| = |¢?| = ¢ < r.

Funkcja wyplaty biezacej to U(u,z) = ' —a- (u')2 +b-u' + 22 —a- (u?)? +b-u?, a kohcowej
g(x) = 2! + 22

Znalez¢ optymalne sterowanie i trajektorie.

Poréwnaé optymalna trajektorie z odpowiedzia na u = 0 (,naturalna trajektorie systemu”).
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