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1. Uktady dynamiczne- definicje i przyktady

1.1. Co to jest uktad dynamiczny

— Uklad dynamiczny (topologiczny)
X -przestrzen topologiczna (najczesciej- metryczna), ¢ : X — X- przeksztalcenie ciagte.
— Uktad dynamiczny (metryczny)
(X, M, p)- przestrzen z miara probabilistyczna.
¢ : X — X przeksztalcenie mierzalne zachowujace miare p.
Tu definicja:
Definicja 1.1. (X, M, ) przestrzen z miara. Mowimy ze przeksztalcenie ¢ : X — X jest
mierzalne jesli dla kazdego A € M przeciwobraz ¢~!(A) réwniez nalezy do o- ciata M.
Definicja 1.2. Przeksztalcenie mierzalne ¢ : X — X zachowuje miare p jesli dla kazdego
A€ M (61 (A)) = p(A).
— Uklad dynamiczny (gladki), z czasem dyskretnym
M- gladka rozmaitosé, f : M — M dyfeomorfizm (lub endomorfizm) klasy C*
— Uktad dynamiczny (gladki) z czasem ciaglym
M- gladka rozmaitos$é (na ogdl zaklada sie tez zwarto$é), X- pole wektorowe na M, klasy
C', ¢4- potok pola wektorowego X. Jest to rodzina dyfeomorfizméw, tzn ¢!+ = ! o ©*

d 4 _ to
S (@)t = X(6(2))

Jesli rozmaitosé jest zwarta to z twierdzenia o przedtuzaniu trajektorii wynika ze potok pola
wektorowego X jest okre$lony dla wszystkich ¢ € R. Rodzina przeksztalcen ¢! jest wiec
jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw M.

Definicja 1.3. Niech T bedzie uktadem dynamicznym z czasem dyskretnym. Trajektoria punk-

tu z nazywamy cigg nieskonczony x,Tz,...T"x,....

1.2. Najprostsze przyklady

Przyklad 1.1 (Obrét na okregu). Niech St = {z : |z| = 1}; okreslamy przeksztatacenie
Ta(z) = ™9y

To przeksztalcenie zachowuje oczywiscie miare Lebesgue’a na okregu. Zauwazmy ze jesli a jest
wymierne- kazda trajektoria jest okresowa, a gdy « jest niewymierne- kazda trajektoria jest
gesta (dlaczego?).

Przyktad 1.2 (Przesuniecie na torusie). Torus mozemy utozsamiaé z przestrzenia ilorazowa
R? / 72; gdzie relacja utozsamienia jest nastepujaca:

(T1,91) ~ (z2,92) <= (¥1— 22,91 —¥2) € 7’

Zatem - torus mozna tez utozsamiaé¢ z produktem dwéch okregéw S! x S!. Na plaszczyZnie
rozwazamy przeksztalcenie (z,y) — (x + a,y + b). Wyznacza ono przeksztalcenie torusa

St xSt 3 (21, 22) — w21, Wazo
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6 1. Uklady dynamiczne- definicje i przyklady

gdzie wy = ¥4 wy = €270,

Zauwazmy ze jesli wi, wo sa pierwiastkami z jedynki (réwmowaznie- jesli a, b sa wymierne)
to kazda trajektoria jest okresowa.

Zalézmy ze a,b sa niezalezne nad pierécieniem Z, to znaczy na + mb € Z ma tylko jedno
rozwiazanie w liczbach catkowitych: n = m = 0. Ponizej sprawdzimy ze wtedy kazda trajektoria
jest gesta w T?2.

Natomiast jesli a, b sa zalezne nad Z, ale przynajmniej jedna z tych liczb jest niewymierna,
to mamy jeszcze inna sytuacje (niewidoczna w przypadku jednowymiarowym): niech, np a ¢
Q,b = 0. Wéwcezas torus jest suma niezmienniczych okregéw; kazda trajektoria jest gesta na
”swoim” okregu, ale zadna trajektoria nie jest gesta na torusie.

W nastepnym rozdziale zbadamy ogdlng sytuacje przesuniecia na n-wymiarowym torusie.
Wprowadzimy tez wazne w Ukladach Dynamicznych pojecie topologicznej tranzytywnosci.

Przyktad 1.3 (Uklad z ciaglym czasem na torusie). Okreslamy jednoparametrowa grupe prze-
ksztalcen torusa:
Sl > Sl = (2'17 2’2) N (QQﬂiach e2mﬂt22)

Te przeksztalcenia w R? przed utozsamieniem, maja postaé
(z,y) — x + at,y + Ft.
Jest to wiec potok pola wektorowego (réwnania rézniczkowego) na plaszezyznie:
T=a,y=>
Przyktad 1.4 (Uklad z ciaglym czasem na plaszczyznie).
&= —y+pr(l—a® —y°)
y=a+py(l—a®—y°)
Ten uktad we wspélrzednych biegunowych ma postaé
f=1
9= pr(l —r?)

Zatem - dla kazdego punktu (z,y), poza stacjonarnym punktem (0,0), zbiér punktéw granicz-
nych trajektorii jest okregiem |z| = 1, ten okrag jest trajektoria zamknieta.

Przyktad 1.5 (Uklad z ciaglym czasem na plaszczyznie).
T=1y
y=x—2° — uy(2y? — 22 + 2)
Jest to zaburzenie uktadu
T=y
y=x— z3

Latwo sprawdzié¢ ze dla tego drugiego ukladu funkcja H(z,y) = 2y*> — 222 + 2% jest calka
pierwsza. Zatem - trajektorie sg zawarte w poziomicach funkcji H.

Cwiczenie 1.1. Naszkicowaé poziomice H. Nastepnie, badajac znak pochodnej %H(x(t), y(t))
dla wyjsciowego uktadu, naszkicowaé jego trajektorie. Zbadaé¢ punkty skupienia trajektorii.
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1.3. Topologiczna tranzytywno$¢: przyklad- przesuniecie na torusie

Definicja 1.4. Niech X bedzie przestrzenia metryczna zwarta, 7' : X — X- przeksztalceniem
cigglym. Méwimy ze T jest topologicznie tranzytywne jesli dla dowolnych otwartych podzbioréw
U,V € X istnieje n € N takie ze

T (U)NV #0 (1.1)

Wykazemy

Stwierdzenie 1.1. Niech X bedzie metryczng przestrzenig zwartg i osrodkowg. Niech T : X —
X bedzie przeksztalceniem cigglym. Wowczas T jest topologicznie tranzytywne wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje x € X takie zZe trajektoria x jest gesta w X.

Dowdd. Jesli istnieje gesta trajektoria to istnieja k,I > k takie ze T%(z) € U, T'(x) € V.
Zatem T(l_k)(U) NV # (. Aby dowies¢ druga implikacje, ustalmy przeliczalng baze topologii
U,. Ustalamy jeden zbiér z tej rodziny U,,. Rozpatrzmy teraz zbiér D, zlozony z punktéow,
ktorych trajektorie omijaja Uy, :

Dyy={xeX:Vn>0 T'x¢ Uy}

Ten zbidr jest domkniety i brzegowy (ta druga wlasnosé wynika stad ze zaltozylismy (1.1)). Z
Twierdzenia Baire’a (zauwazmy ze przestrzen X jest zupelna) wynika ze zbiér

D =JD,
n

jest brzegowy, i -w szczeg6lnosci- niepusty. Kazdy punkt x € X \ D ma gesta trajektorie.
O

Zbadamy teraz topologiczna tranzytywnos¢ przesunie¢ na n-wymiarowych torusach. Oczy-
wiécie, przesuniecie na T" = S! x -+ x S! jest dane wzorem

T(z1,22...2,) = (exp(2miay)z1, exp(2miag)zs . . . exp(2miay,)zy). (1.2)

Mamy

Stwierdzenie 1.2. Niech T bedzie przesunieciem na torusie T". Wowczas T jest topologicznie
tranzytywne wtedy i tylko wtedy gdy ai,aq,...an $¢ niezalezne nad Z, tj. jesli dla pewnych
ki,ko...kn €7Z

kiar + koas + ... kpay, € Z

tOk‘l:k‘Q:---:O.
Dowdd. Zalézmy ze wspoélrzedne przesuniecia (aq,...a, sa zalezne; kiay + --- + kpa, € Z.
Rozwazmy funkcje

B(21,. .. 2) = 250 .. 2P,

Wéwezas ¢ o T = ¢ (méwimy ze funkcja ¢ jest T- niezmiennicza). Rozwazmy ¢ = re¢; ta
funkcja tez jest ¢t- niezmiennicza. Widzimy ze dla pewnego t € R zbiory U; = {z : ¢(x) < t}
i Vi = {x : ¢(xr) > t} sa niepuste. Ponadto, sa one otwarte i T-niezmiennicze: T(U;) = Uy,
T(V;) = Vi. Przeczy to tranzytywnosci.

Zatézmy teraz ze T’ nie jest tranzytywne, czyli dla pewnych otwartych U, V' i dla wszystkich
naturalnych n T*(U) NV = . Biorgc U = J>°__ T"(U) iV =2 __ T™(V) widzimy ze sa
to dwa otwarte, roztaczne, T- niezmiennicze podzbiory.

Rozwazmy funkcje g = 15- czyli funkcje charakterystyczna U

Chcemy uzy¢ rozwiniecia Fouriera tej funkcji, doktadniej- mamy
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Stwierdzenie 1.3. W przestrzeni L?(T™) mamy ortonormalng baze dang przez funkcje postaci

2k ok

(kl,kig .. kn) ez,

Korzystajac z tego stwierdzenia, mozemy napisaé

ki _k K

9= D bl ko)L 2% 2
(k1,k2...kn)
i rozktad ten jest jednoznaczny.
Woéwezas
_ k1 _ko kn . . .
goT = Z Ok ko k)21 22 - - 2" €xp(2mikya1) exp(2mikaas) . . . exp(2mikpan)
(k1,kz...kn)

7 jednoznacznosci rozwiniecia Fouriera wynika wiec ze

Ok ko kn) = O(ky ko k) - €XP(27iar) exp(2miaz) . . . exp(27iay)

Poniewaz funkcja g nie jest stala, jej rozwiniecie ma wiecej niz jeden sktadnik. Wynika stad
ze dla pewnych ki, ... ky, (nie wszystkich réwnych zero) mamy

kia1 + ... kpa, € Z.
O

Zauwazmy jeszcze
Uwaga 1.1. Dla przesunecia na torusie mamy réwnowznos$é: pewna trajektoria jest gesta jest
réwnowazne temu ze kazda trajektoria jest gesta. Wynika to stad ze trajektorie dwoéch réznych
punktéw réznig sie o przesuniecie (mnozenie przez element grupy T™)



2. Uklady dynamiczne na okregu

2.1. Najprostszy uklad- obrét na okregu

Oznaczamy okrag przez S', zaé znormalizowana miare Lebesgue’a na S! przez . Oznaczmy
przez T, obrét na okregu o kat 2wra. ROwnowaznie: rozpatrzmy na prostej R przeksztalcenie

(przesuniecie o «):
Fo(z) =z +a.
Przy naturalnym rzutowaniu 7 : = — 2™ mamy
T,om=moF,
Dowdéd ponizszego stwierdzenia pozostawiamy jako zadanie:
Stwierdzenie 2.1. — (a) Jesli a jest wymierne (o = g), to kazda trajektoria jest okresowa
z okresem q.
— (b) Jesli o jest niewymierne, to kaida trajektoria jest gesta w S*.
— (c)Jesli a jest niewymierne to dla kazdej funkcji cigglej ¢ : S' — R mamy:
o) T P o) Z—WL_1
n

— (d) Jesdli o jest niewymierne to dla kazdego z € St i dla kazdego tuku I C S*
<n:Tk
#k<n TO‘(Z)EI)—J(I)

n
Uwaga 2.1. Z punktu (c) poprzedniego stwierdzenia mozemy wywnioskowaé ze

O 0 b oy

n
a nawet wiecej: dla kazdej miary borelowskiej probabilistycznej v na S' i dla kazdej funkcji
cigglej ¢ mamy:

v+ (Ta)*y + -+ (Tgf*l)*lf(f)

v(f)+v(foTa)+ - +v(poTi™H)
n
o o Tn—1
¢p+¢oTy+ -+ ¢poTy )—>/fdl

n

:y(

Uzyta tutaj zbiezno$é miar to staba-* zmieznosé (inaczej- zbiezno$é wedtug rozktadu).
Zatem cigg miar

v+ (Ta)*V + -+ (Tg_l)*y
n
jest zbiezny stabo-* (inaczej: zbiezny wedlug rozkladu) do znormalizowanej miary Lebesgue’a
na St
Wynika stad, ze istnieje tylko jedna probabilistyczna borelowska miara niezmiennicza dla
T,- jest to miara Lebesgue’a.
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10 2. Uklady dynamiczne na okregu

2.2. Homeomorfizmy okregu. Liczba obrotu

Niech f bedzie homeomorfizmem okregu S! zachowujacym orientacje. Wowczas istnieje $ciéle
monotoniczna funkcja F': R — R taka ze m o F' = f o, gdzie 7w jest naturalnym rzutowaniem
7:R — Sl 7w(z) = €™, Oczywiscie funkcja F' (zwana podniesieniem f) nie jest wyznaczona
jednoznacznie; wszystkie inne podniesienia sa postaci F'(x)+k, gdzie k € Z. Zauwazmy wlasnosé
podniesienia F':

Fz+1) = F(z) + 1

Oczywiscie, podniesieniem obrotu Ty, jest przeksztalcenie F,,
Udowodnimy

Twierdzenie 2.1 (o istnieniu liczby obrotu). Jesli f jest homeomorfizmem S* zacho-
wujgeym orientacje, F jego dowolnym podniesieniem, to dla kazdego x € R istnieje
granica

n—00 n

Ta granica nie zalezy od punktu z. Ponadto, jesli F = F + k jest innym podniesie-

niem, to p(F) = p(F) + k. Zatem cze$é ulamkowa {p(F)} nie zalezy od podniesienia.
Oznaczamy jq p(f) i nazywamy liczba obrotu homeomorfizmu f.
Ponadto p(f) € Q wtedy i tylko wtedy gdy f ma punkt okresowy.

Dowdéd. Zalézmy ze f ma punkt okresowy z, f9(x) = . Wybierzmy punkt X € R lezacy "nad”
x, tzn taki ze 7(X) = e2™X = 2. Wéwcezas F9(X) = X + p dla pewnego p € Z. Zatem

F2(X)=FI(FYX)) = FYX +p)=FI(X)+p=X+2p
i przez indukcje:
FM(X) =X +kp
Dla n € N znajdujemy k takie ze kg < n < (k + 1)q i zapisujemy

F(X) _ FrMFrX)  FI(X) N Frakpak(X) — FIR(X)

Teraz widzimy ze pierwszy sktadnik dazy do g gdy n — oo za$ drugi dazy do zera (wystarczy
zauwazyc ze licznik jest ograniczony).
Zatozmy teraz ze granica % istnieje Jesli wybierzemy inny punkt Y € R, to Y € [X +

k,X + k+ 1) dla pewnego k € Z. Mozemy zatem zapisac:
F'"(X)4+k+1=F"(X+k+1)>F"(Y)>F"(X+k)=F"(X)+k

Po podzieleniu przez n widzimy ze granica %(Y) istnieje i jest taka sama jak dla punktu X.

Zalézmy ze f nie ma punktu okresowego. Ustalamy X, m € Z. Wowczas X +k < F™(X) <
X + k+ 1 dla pewnego k € Z. Stosujac te obserwacje ponownie, mamy:

X+2%k<F"(X)+ k< F"(X)< F"(X)+k+1< X +2(k+1)
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i, przez indukcje:

X +nk < F™(X) < X +n(k+1),

czyli

nk = F"™(X) — X < n(k + 1).

Oznaczajac a, = W mamy:
k+1
— < Qpm < —
m m
oraz (ktadac n = 1)
k+1

Qm
Zatem |anm — am| < 2 i podobnie (zamieniajac m i n rolami) |anm — an| < 2. Stad

2 2
lan — am| < — + —
m n
Widzimy ze ciag a, spelnia warunek Cauchy’ego, zatem jest zbiezny.

Pozostaje do pokazania ze jesli f nie ma punktu okresowego to p(f) nie jest liczba wymierna.
Niech o = %; pokazemy ze o # p(f). Zauwazmy ze F1(X)— X —p # 0 dla kazdego X . Poniewaz
funkcja F9(X)—X —p jest okresowa, wynika stad ze |F'9(X)—X —p| > § dla pewnego dodatniego
5. Mozemy zalozyc ze F9(X) — X —p > §. Mamy wéwczas (przez indukcje) F*(X) — pk > ké
a stad:

n kq
i E) g FRO p 0
q

n—00 n k—oo  kq q

O]

Uwaga 2.2. Dla liczby obrotu homeomorfizmy nie zachowujace orientacji nie sg ciekawe. Spraw-
dzi¢ ze homeomorfizm zmieniajacy orientacje ma dwa punkty state na okregu i zerowa liczbe
obrotu.

2.3. (Pél)sprzezenie z obrotem i Twierdzenie Denjoy

Dla 2 € S' oznaczmy przez w(x) zbiér punktéw skupienia trajektorii w przéd punktu z.
Udowodnimy najpierw

Stwierdzenie 2.2. Niech f bedzie homeomorfizmem okregu zachowujgcym orientacje, p(f) ¢
Q. Wowczas albo
— dla kazdego x € S* w(x) = ST albo
— dla kazdego x € S* w(x) jest (tym samym dla wszystkich x!) zbiorem doskonatym, nig-
dziegestym.

Dowdd. Dowdd oprzemy na nastepujacym tatwym lemacie:

Lemat 2.1. Niech f bedzie homeomorfizmem okregu, p(f) ¢ Q. Niech m,n € Z, x € S, I-
odcinek o koricach f™(z), f*(x). Woéwczas dla kaidego y € S* orbita y, f(y),... przecina I.
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Dowdéd. Zalézmy ze m < n. Zauwazmy ze f™ "(I) jest odcinkiem przylegajacym do I, f2(m=m]
przylega do f™~"(I) itd. Otrzymujemy wiec ciag odcinkéw zawartych w w(x) z ktorych nastepny
przylega do poprzedniego. Twierdzimy ze te odcinki pokryja caly okrag. Istotnie, gdyby tak nie
byto- kofice odcinkéw zbiegalyby do pewnego punktu z € S, stalego dla f™~", wiec okresowego
dla f. Ale f nie ma punktéw okresowych.

Skoro tak okreglone odcinki pokrywaja caly okrag- istnieje k > 0 takie ze y e fF(m—n) (1) .
Wtedy fEm=m)(y) e I. O

Z lematu natychmiast wynika ze zbiér w(z) nie zalezy od x. Istotnie, niech p € w(z) i niech
f™(z) bedzie ciggiem obrazéw z zbieznym do p. Wezmy dowolne y € S'. Wéwczas miedzy
kazdymi dwoma punktami f™(z), f™+ znajdzie sie jakis punkt z trajektorii y, a zatem - istnieje
cigg obrazéw y zbiezny do p.

Zalézmy teraz ze w(x) ma niepuste wnetrze. Woéwcezas istnieje odcinek I C w(x) o koncach
(), f™(x) (gdzie m,n € Z. Wtedy f™ ™(I) jest odcinkiem przylegajacym do I, f2(m=mJ
przylega do f™~"(I) itd. Otrzymujemy wiec ciag odcinkéw zawartych w w(x) z ktorych nastepny
przylega do poprzedniego. Tak jak w dowodzie lematu - sprawdzamy ze odcinki te musza pokry¢
caty okrag. Zatem w(z) = S'.

Pozostaje do wykazania ze zbiér w(x) jest doskonaly. Domknietos¢ wynika z samej definicji
w(z). Niech p € w(x). Wiemy juz ze zbiér graniczny w(z) nie zalezy od z, w takim razie
w(z) = w(p) i p € w(p). Zatem- istnieje ciag ™ (p) — p. Wszystkie punkty f™i(p) naleza do
w(p) = w(z). Wiec p jest granica ciagu punktéw nalezacych do w(x). Wykazalidmy ze w(x) jest
doskonaty. O

Twierdzenie 2.2 (o pélsprzezeniu z obrotem). Niech f : S! — S! bedzie homeomor-
fizmem zachowujgcym orientacje i o = p(f) niewymierne. Wowczas istnieje ciggle i
zachowujgce orientacje przeksztalcenie h : S — S! stopnia 1 takie ze

hof=Ty0h
Ponadto, h jest homeomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy P(f) = S'.

Uwaga 2.3. Inaczej mozemy wyrazi¢ wlasnosci h nastepujaco: Jesli H : R — R jest podniesie-
niem h to H(x+1) = H(z)+11 H jest monotoniczne (chociaz niekoniecznie $cisle monotoniczne).
W istocie przekonamy sie ze jesli zbiér P(f) nie jest calym okregiem (wéwczas - jak juz wiemy-
S'\ P(f) jest otwarty i gesty w S!) to funkcja h przeksztalca kazda sktadowa spdjna zbioru
S\ P(f) w jeden punkt.

Dowod twierdzenia o polsprzeieniu.. Wybieramy jakie$ podniesienie F' homeomorfizmu f. Wy-
bieramy jakis punkt x € P(f) i jego podniesienie X € R. Rozpatrujemy zbiér Ox = {F"(X) +
m} (jest to dokladnie- podniesienie orbity { f™(z)} do prostej przy kanonicznym rzutowaniu 7).
Okre$lamy przeksztalcenie

H : Ox — R wzorem:

F"(X)+m— na+m.

Zauwazmy nastepujace wlasnosci tego przeksztalcenia (zostawiamy sprawdzenie jako ¢éwi-
czenie):

Stwierdzenie 2.3. Przeksztalcenie H zachowuje porzgdek, tzn.

F"l(X)+m1 >F”2(X)+m2 < N1+ mi > no + mo.
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Ponadto
HoF(Y)=H(Y)4+«a, HY+1)=H(Y)+1, (2.1)

dlaY € Ox.

Przeksztalcenie H mozna teraz przedtuzyc do ciagltego na Ox = 7~ 1(P(f)). Istotnie, dla
x € Ox kladziemy:

H(z)= sup H(y)= inf H(y).
yeOx ,y<z yeOx y>w

Te dwie wartosci (sup i inf) pokrywaja sie. Wynika to stad ze H jest cisle rosnace na Ox i
ze obraz H(Ox) = {na + m} jest gesty w R. Widzimy tez (z okre$lenia H na domknieciu Ox)
ze jesli I jest skladowa uzupelnienia Ox to H\; jest stala.

Rozszerzona funkcja H ma oczywiscie tez wlasnosci opisane w réwnaniu (2.1). Poniewaz H
ma wlasnoéé H(z +1) = H(X)+ 1, H wyznacza ciagle przeksztalcenie h : St — S Z wiasnosci
(2.1) wynika ze ho f =T, o h. O

Wykazemy teraz ze przy pewnych zalozeniach na gtadko$é¢ f h jest homeomorfizmem.
Dowdd poprzedzimy spostrzezeniem:

Stwierdzenie 2.4. Jesli f jest homeomorfizmem z niewymierng liczbg obrotu, P(f) # St, I-
sktadowa S\ P(f), to I jest zbiorem (tukiem) bladzqcym:

fran i) =10

dla n,m € Z, n # m.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢ ze jesli a, b sa koncami I to f™(I) jest tukiem o koncach f"(a), f™(b).
Z niezmienniczosci zbioru P(f) wynika ze punkty a,b, f"(a), f*(b) € P(f) i ze f™(I) jest inna
sktadowa S'\ P(f). O

Whiosek 2.1. Przeksztalcenie h skonstruowane w Twierdzeniu 6.1 jest homeomorfizmem wtedy
i tylko wtedy gdy f nie ma odcinka (tuku) bladzgcego.

Twierdzenie 2.3 (Twierdzenie Denjoy). Jesli f : St — S! jest dyfeomorfizmem klasy
C? o niewymiernej liczbie obrotu, to f jest topologicznie sprzeione z obrotem o kqt

a=p(f).

Uwaga 2.4. Oczywiscie dla wymiernej liczby obrotu twierdzenie jest nieprawdziwe. Dla obrotu
o kat wymierny wszystkie punkty sa okresowe.

Dowdd Twierdzenia Denjoy. Zgodnie z poprzednim stwierdzeniem, wystarczy pokazac ze f nie
ma odcinka (luku) btadzacego. Niech I bedzie takim odcinkiem. Mamy wéwczas

1
(1) = (A E)] ) = |
@) = 1) O] L) = [T PRI
dla pewnych punktéw 27 € I, Z§ € f~™(I). Mnozac stronami otrzymujemy:
OO nyrnyg
1 U e

Logarytmujac mamy:
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n ST n—l . .
log('f Ly (I))‘=Ilog!(f”)’(Z?)!—log\(f")’(zg)!<Zlloglf’!(fl(z?)—log!f’l(f’(zg)!

1=0

Poniewaz f jest dyfeomorfizmem klasy C2- funkcja log |f’| jest lipschitzowska. Zatem ostat-
nig sume mozemy oszacowac z gory przez

LY NG, £ EDN

gdzie L = sup J}—/,/ jest stalg Lipschitza dla funkcji log | f/|, za$ przez [f*(z}), f1(2%)] oznaczyliémy
odcinek (tuk) o konicach fi(27), f(2%).

Zauwazmy teraz ze wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci dazy do nieskoniczonoéci gdy n —
oo (wynika to stad ze dtugosci odcinkéw f" (1), f~™(I) musza dazy¢ do zera, skoro jest to odcinek
bladzacy). Zatem, jesli wskazemy nieskoficzony ciag n-6w, dla ktérego odcinki [f¢(27), fi(25)]
(i < n) beda parami roztaczne- dostaniemy sprzeczno$¢ , bo wowczas wyrazenie po prawej
stronie bedzie sie szacowalo z géry przez dlugosé okregu.

Taki ciag néw jest wskazany w nastepnym stwierdzeniu (ktore konczy dowéd tw Denjoy)

Stwierdzenie 2.5. Niech I bedzie odcinkiem blgdzgcym dla f, V,-minimalnym tukiem za-
wierajgeym I, f~"(I), ale nie zawierajacym f(I). Wowczas dla nieskoriczenie wielu n odcinki
Vi, (V) ... f7Y (V) sq parami rozlgezne.

Dowdd. Ze wzgledu na polsprzezenie f z obrotem o kat o wystarczy udowodnié¢ ze dla nie-
skoniczenie wielu n odcinek (luk) W, laczacy punkty x i T,,"(x) ma analogiczna wlasnos¢:
Wi, T*(W,,) ... T~ 1(W,,) sa parami rozlaczne. Mozna tatwo si¢ przekonaé ze tak jest jedli wy-
bieramy n jako czas "najblizszego podejécia do poczatku trajektorii”, tzn takie n ze d(z, T/ (z)) >
d(x, T™(z)) dla wszystkich j =1,2,...n — 1. O

Wnhiosek 2.2. Dia tak wybranychn (tuki) [Fi(z0), fi(z9)] (i =0,...,n—1) sq parami rozlgczne,
bo [f*(=1), f*(23)] C F* (V).
O



3. Strukturalna stabilnosé. Uktady Morse’a-Smale’a
na okregu

3.1. Pojecie strukturalnej stabilnosci dla przeksztalcen i dla pdl
wektorowych

Moéwiac nieformalnie, przeksztalcenie (lub pole wektorowe) chcemy nazwaé strukturalnie
stabilnym- w jakiej$ klasie, jesli po malym zaburzeniu - w obrebie tej klasy- przeksztalcenie
(pole wektorowe) zachowa swoje wlasnosci, czyli dynamika nie zmieni sie.

Ponizej formalizujemy te definicje. Najpierw musimy wprowadzi¢ jakies formalne pojecie
odlegtodéci w przestrzeni przeksztalcen, dyfeomorfizméw i pél wektorowych.

3.1.1. Metryki i topologie w przestrzeniach przeksztalcen i w przestrzeniach pdl
wektorowych

O wszystkich rozmaitosciach ktore tu rozpatrujemy, bedziemy zaktadali ze sg klasy C* i ze
sa zanurzone w R® (dla pewnego s). Niech M bedzie taka rozmaitoscia, m = dimM, zalézmy
dodatkowo ze M jest zwarta. Istnieje skoniczony atlas- rodzina map ¢; : B(0,1) — M (mozna
oczywiscie zalozy¢ ze B(0, 1) jest wspélna dziedzing dla wszystkich map z atlasu. Wéwcezas, dla
pewnego p < 1 obrazy mniejszej kuli B(0,7) przy ¢; tez pokrywaja M. Jesli f, g : M — R* to
mozemy okresli¢ odlegtosé f i g:

dor(f,9) = max;l[f o i —go SOz‘HCT\B(o,p)
Sprawdzenie nastepujacego faktu pozostawiamy jako zadanie:

Stwierdzenie 3.1. Tak zdefiniowana metryka zalezy oczywiscie od wyboru atlasu, ale topologia
wyznaczona przez te metryke nie zalezy od atlasu, ani od wybory r.

Poniewaz kazde pole wektorowe na rozmaitoéci M zanurzonej w R® mozna traktowaé jak
funkcje okreslona na rozmaitoéci, o wartosciach w R*, w ten sposéb mamy zdefiniowang topologie
C" w przestrzeni p6l wektorowych klasy C" na M.

Podobnie, jesli N jest rozmaitoécia gladka zanurzong w R¥, to mamy w ten sposéb okrelong
topologie C* w przestrzeni przeksztalcen f: M — N.

Bedziemy dalej rozpatrywali dyfeomorfizmy klasy C”, f : M — M.

Stwierdzenie 3.2. W przestrzeni wszystkich przeksztalcen f : M — M klasy C™ dyfeomorfizmy
stanowiq otwarty podzbior.

3.1.2. Réwnowazno$¢ i sprzezenie miedzy polami wektorowymi i dyfeomorfizmami

Definicja 3.1. Niech M bedzie gtadka zwarts rozmaitosciag. Méwimy ze dwa pola wektorowe
X, y na rozmaitosci M sa topologicznie réwnowazne jesli istnieje homeomorfizm h : M — M
przeksztalcajacy trajektorie (krzywe calkowe) pola X na trajektorie pola Y, z zachowaniem
orientacji (ale niekoniecznie czasu!)

Wstep do teorii Uktadéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Definicja 3.2. Pola X, Y na M sa topologicznie sprzezone jedli istnieje homeomorfizm h : M —
M sprzegajacy potoki tych pél. Doktadniej- niech ¢ bedzie potokiem pola X, 1‘-potokiem pola
Y. Sprzezenie oznacza ze

ho'=1toh

Stwierdzenie 3.3. Jesli h jest topologiczng rownowaznosciq miedzy polami X ©Y to
1. p € M jest punktem stacjonarnym pola X <= h(p) jest punktem stacjonarnym pola Y .
2. trajektoria pola X przechodzgca przez punkt p € M jest zamknieta wtedy i tylko wtedy gdy
trajektoria pola 'Y przechodzgca przez punkt h(p) € M jest zamknieta.

3. h(w(p)) = w(h(p))

Cwiczenie 3.1. Zbudowaé sprzezenie topologiczne miedzy polami na plaszczyznie:

X(z,y) = (x,y)
Y(z,y) = (z+y,—x+y)

Cwiczenie 3.2. Pole wektorowe na plaszczyznie

Z(x,y) = (y, —x)
nie jest sprzezone i nie jest rownowazne zadnemu z pol X, Y.

Definicja 3.3. Niech M bedzie gtadka rozmaitoscia, f,g : M — M- dyfeomorfizmy. Méwimy
ze f 1 g sa topologicznie sprzezone jesli istnieje homeomorfizm h : M — M taki ze ho f = goh.

3.1.3. Strukturalna stabilnosé

Definicja 3.4. Niech M bedzie zwarta rozmaitoscia; X- polem wektorowym klasy C™ na M.
Méwimy ze X jest C"- strukturalnie stabilne jedli istnienie otoczenie U pola X w C” topologii
w przestrzeni pél wektorowych na M takie ze kazde pole wektorowe Y € U jest topologicznie
réwnowazne polu X.

Definicja 3.5. Niech M bedzie zwarta rozmaitoscia, f : M — M dyfeomorfizmem klasy C".
Moéwimy ze f jest strukturalnie stabilne jesli istnieje otoczenie W > f w C"(M, M) takie ze
kazdy dyfeomorfizm g € W jest topologicznie sprzezony z f.

3.2. Strukturalnie stabilne dyfeomorfizmy okregu

W tym rozdziale podamy pelna charakteryzacje C'- strukturalnie stabilnych dyfeomorfi-
zmow okregu.

Definicja 3.6. Dyfeomorfizm f : S' — S! klasy C! zachowujacy orientacje nazywamy dy-
feomorfizmem Morse’a- Smale’a jesli p(f) € Q oraz dla kazdego punktu okresowego = mamy
[(f9) (x)] # 1 (gdzie q jest okresem, wspdlnym dla wszystkich punktéw okresowych). (Punkt
okresowy o tej wlasnosci nazywamy niezdegenerowanym.)

Twierdzenie 3.1 (O strukturalnie stabilnych dyfeomorfizmach okregu). —
Dyfeomorfizm f : S' — S! jest strukturalnie stabilny wtedy i tylko wtedy gdy jest
dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a.

— Dyfeomorfizmy Morse’a Smale’a stanowiq gesty podzbior przestrzeni dyfeomorfi-
zmow S' — St w C1 metryce.
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Dowdd. Najpierw wykazemy ze dyfeomorfizm Morse’a-Smale’a jest strukturalnie stabilny. Niech
p(f) = g € Q. Przechodzac do iteracji g = f? mamy p(g) = 0. Poniewaz wszystkie punkty stale
dla g sa niezdegenerowane, jest ich skonczenie wiele. Oznaczmy je p1, ..., pm. Oczywiscie istnieje
otoczenie punktéw p;, U = U, takiezedla X ¢ U |G(X)—X| > ¢,zasdla X € U G'(X) > 1+e.
Stad widac ze jesli zaburzy¢ f do f na tyle malo w C! ze G- odpowiednie podniesienie § = f4
jest § blisko G, to G ma tyle samo punktéw stalych co G i sg one tego samego typu (zrédlia lub
Scieki). Okrag jest wiec podzielony przez punkty okresowe f na tuki miedzy odpowiadajacymi
sobie wzajemnie punktami okresowymi (dla f i tak samo dla f ). Wybierzmy jeden z tych tukéw
[r, s] 1 odpowiadajacy mu tuk [7, §] Pokazemy jak zbudowac homeomorfizm sprzegajacy ¢g i § na
odcinkach [r, s] i [F, 5].

Rysunek 3.1. Budowa sprzezenia h.

(tu rysunek)

Wybieramy dowolny punkt z € [r,s] i dowolny punkt # € [, 5]. Przeksztalcamy odcinek
J = [z,9(x)] na J = [, §(%)] jakimkolwiek homeomorfizmem h. Poniewaz [r,s] = U,z 9°(J),
mozna przedtuzyc h na caly odcinek [r, s] ktadac h(g*(y)) = §*(h(y)). Mamy wiec na odcinku
[, 5]

h(f4(x)) = f(h(z)) (3.1)

Przedluzamy teraz sprzezenie h na caly orbite odcinka [r,s] Usc f'([r, s]) tak aby otrzymaé
sprzezenie pomiedzy f i f . Jest tylko jeden spos6b na przedtuzenie h: trzeba potozyé

h(f'(z)) = f'(h(z)).

Cwiczenie 3.3. Sprawdzi¢, uzywajac rc’)wnoéci~(3.1) ze tak zdefiniowane rozszerzenie h : S —
S! rzeczywiscie jest sprzezeniem pomiedzy f i f.

Zatem wykazaliSmy strukturalng stabilnos¢ dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a.

Pokazemy teraz ze jesli f jest dyfeomorfizmem klasy C? i p(f) ¢ Q to mozna f zaburzyé
dowolnie malo w metryce C? tak ze zmieni si¢ liczba obrotu.

Uzyjemy sprzegajacego z obrotem o kat o = p(f) homeomorfizmu, danego przez twierdzenie
Denjoy. T, o h = h o f. Rozpatrujemy teraz rodzine dyfeomorfizméw

f5:T50f75>0

(w poniesieniu odpowiada to wzigciu funkeji F(X) = e+ F(X)). Zauwazmy ze h(T:(x) = ¢(x)
jest przeksztalceniem okregu o dodatniej liczbie obrotu ( w podniesieniu mamy

H(X +¢) = X + ®(X),

o(X) > 0).

Zatem h o f. o h~! ma wieksza liczbe obrotu niz f. Stad i samo f. ma wicksza niz f liczbe
obrotu.

Skorzystamy z nastepujacego faktu:

Stwierdzenie 3.4. Kazdy dyfeomorfizm okregu klasy C* mozna przyblizyé w metryce C1 dyfe-
omorfizmami klasy C* (a nawet C™).

Z poprzedniego stwierdzenia wynika od razu ze kazdy dyfeomorfizm klasy C! ktory jest C*
strukturalnie stabilny musi mie¢ wymierng liczbe obrotu.

Wykazemy teraz ze dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a klasy C! stanowia gesty podzbiér w
metryce C' w przestrzeni C! dyfeomorfizméw okregu.
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Wezmy dowolny dyfeomorfizm ¢ klasy C'. W jego dowolnie malym otoczeniu mozemy zna-
lezé dyfeomorfizm f klasy C2. Jeéli ten dyfeomorfizm ma wymierng liczbe obrotu, ustalamy
go. Jesli nie- to zaburzamy f w taki sam sposéb jak powyzej, tworzac rodzine f.. Poniewaz,
jak widzieliémy, w ten sposéb mozna zwiekszy¢ liczbe obrotu i poniewaz liczba obrotu dla f.
jest ciagla funkcja €, istnieje dowolnie male € takie ze f. ma wymierna liczbe obrotu. Zatem- w
dowolnie matym C! otoczeniu funkcji g mozemy wskazaé dyfeomorfizm f klasy C? z wymierng
liczba obrotu. Ustalmy ten dyfeomorfizm, nazwijmy go f.

Pokazemy ze f mozna zaburzyé¢ dowolnie mato w metryce C? (wiec tym bardziej-w C!) tak
zeby wszystkie punkty okresowe staly sie¢ niezdegenerowane.

Najpierw zalézmy ze istnieje przynajmniej jeden punkt okresowy niezdegenerowany dla f.
Ten punkt dzieli okrag na ¢ tukéw; w podniesieniu mamy odcinek diugoéci 1 podzielony na
q odcink6éw. Ustalamy jeden z tych odcinkéw, nazwijmy go [r,s]. Wezmy teraz nieco mniejszy
odcinek [r',s'] C (r,s) taki ze w (r,s) \ [r,s'] nie ma zadnych punktéw okresowych dla f
(a doktadniej: podniesien punktéw okresowych). Taki odcinek mozna wybraé bo trajektoria
okresowa do ktérej naleza punkty r, s jest niezdegenerowana. Zmniejszajac odcinek [r, s] mozemy
tez zalozy¢ ze istnieje § > 0 takie ze jesli f jest dyfeomorfizmem okregu & - bliskim f w metryce
C'i fi(r) = r, fi(s) = s to w odcinku (r,s) \ [/, s'] nie ma innych punktéw statych dla f.
Niech ¢ = ¢. bedzie gladka funkcja okreslona w [r, s| taka ze ¢ = € na odcinku [, s'], d =0 w
otoczeniu punktéw r, s. Przedluzamy funkcje ¢ do réwnej zero poza [r, s]. (rysunek Okreslamy
nowa rodzine funkcji (w podniesieniu ) F. = ¢. o F. Dla malych e funkcja F. (odpowiednio f)
jest d- bliska F' (odpowiednio- f). Zatem jesli x € [r, s] jest punktem stalym dla fZ to alboz =r,
albo x = s, albo x € [/, §']. Zauwazamy teraz ze x jest punktem okresowym zdegenerowanym
dla f. wtedy i tylko wtedy gdy X jest punktem krytycznym i miejscem zerowym dla funkcji
Fi(X) — (X + p). Poniewaz kazda trajektoria dlugosci ¢ zawarta w [r/,s'] (a wlasciwie: jej
podniesienie) przecina dokladnie raz odcinek F([R',S’]), a funkcja F' pozostaje niezmieniona
poza tym odcinkiem, widzimy ze na odcinku F~(¢~D([R’,§']) mamy F? = F9 + ¢. Zatem jesli
istnieja punkty okresowe zdegenerowane dla f., to p + € jest wartoscig krytyczng dla funkcji
X — F1(X)— X. Aby pokaza¢ ze dla wielu € to jest niemozliwe, skorzystamy z prostej wersji
twierdzenia Sarda:

Lemat 3.1 (Twierdzenie Sarda na prostej). Niech h: R — R bedzie funkcjq klasy C%. Wéwczas
zbior wartosci krytycznych dla h ma miare Lebesgue’a réwng zero.

Korzystajac z tego lematu , mozemy wiec wybra¢ dowolnie male ¢, dla ktérego € + p nie
jest wartoscia krytyczna dla F9(X) — X. Zatem nasze F. nie ma nezdegenerowanych punktow
okresowych.

Dla zakonczenia dowodu pozostaje upewnic si¢ ze zawsze mozna mato zaburzy¢ f aby otrzy-
ma¢é przynajmniej jeden punkt okresowy niezdegenerowany. O

Przyktad 3.1. Rozwazmy przeksztalcenie F' dane wzorem F'(X) = X +esin(2rkX). Jesli 0 <
2kme to F jest $ciSle rosnaca i F(X + 1) = F(X)1. Zatem F wyznacza dyfeomorfizm okregu. f
ma 2k punktéw stalych; sa to punkty odpowiadajace warto$ciom na prostej X = (2]7;) §=0,....2k—1-
Dla j nieparzystych mamy $cieki, dla j parzystych-zrodia.

Przykltad 3.2. Teraz niech F/(X) = X + 4 +esin(2kmX). Tym razem mamy dwie orbity okreso-

we o okresie k; punkty g—fg stanowia orbite odpychajaca, zas punkty 2]2;1 - orbite przyciagajaca.

p(f) =1

3.3. Strukturalnie stabilne pola wektorowe na okregu

Ponizej- wazna definicja strukturalniej stabilnosci
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Definicja 3.7. Méwimy ze pole wektorowe v na zwartej gladkiej rozmaitoéci jest strukturalnie
stabilne jedli istnieje otoczenie U pola v w metryce C?, takie ze dla kazdego w € U istnieje
homeomorfizm h : M — M przeksztatcajacy trajektorie pola v na trajektorie pola w.

Uwaga 3.1. Tu pojawia sie koniecznoéé precyzyjnego okreslenia C! topologii w przestrzeni pol
wektorowych na zwartej gltadkiej rozmaitosci.

W tym rozdziale ograniczamy sie jednak do pdl wektorowych na okregu S'. Ustalmy orien-
tacje na S'; w kazdym punkcie € S! mamy wiec wyznaczony jednostkowy wektor styczny,
dodatnio zorientowany 1,. Pole wektorowe jest wiec wyznaczone przez funkcje v(z) : S — R
(v(z) = v(z) - 1), lub- réwnowaznie - przez okresowa funkcje V : R — R. Zauwazmy ze jesli ¢’
jest potokiem pola wektorowego na prostej © = V (z), to mog! (gdzie 7 jest rzutowaniem z prostej
na okrag) jest potokiem pola wektorowego na okregu @ = v(z). Nastepujaca charakteryzacje C*
strukturalnie stabilnych pél wektorowych na S' mozna udowodnié¢ modyfikujac (a wiladciwie-
upraszczajac) odpowiedni dowdd dla dyfeomorfizméw.

Stwierdzenie 3.5. Pole wektorowe v klasy C' jest C' -strukturalnie stabilne wtedy i tylko
wtedy gdy wszystkie stacjonarne punkty pola v sq niezdegenerowane (tzn. jesli V(X) = 0, to
V'(X) # 0. Zbiér takich pél wektoroweyh na S* jest otwarty i gesty w C topologii.
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4.1. O poszukiwaniu punktéw okresowych dla przeksztalcen odcinka

Rozpatrzmy ciaggle przeksztatcenie f : I — I gdzie I jest odcinkiem domknietym.
Moéwimy ze odcinek (domkniety) J C I nakrywa odcinek domkniety K jesli K C f(J).
Oznaczenie: J — K.

Lemat 4.1. Niech J, K C I bedq odcinkami. Zatozmy ze J — K. Wowczas istnieje domkniety
odcinek L C J taki Ze f(L) = K.

Dowdd. Oznaczmy odcinek K przez [a,b]. Wezmy ¢ = max{z € J : f(z) = a}, d = min{y >
c: f(xz) = b}. Jedli takie d istnieje, odcinek [c, d] jest szukanynm odcinkiem L. Jesli takie d nie
istnieje (warto$c b nie jest przyjmowana na prawo od c),to istnieje d < ¢ takie ze f(z) = b.
Wybieramy najwieksze d o takiej wlasnosci. Jesli wartos¢ a nie jest przyjmowana w odcinku
[d, c], to jest to nasz szukany odcinek L. W przeciwnym razie- modyfikujemy (zmniejszamy) c,
zastepujac je najmniejszym x > d takim ze f(z) = a. O

Lemat 4.2. Jesli J — J to f ma punkt staly w J.

Dowdd. Korzystamy z poprzedniego lematu. Mamy odcinek L = [¢,d] taki ze f(c) = a < ¢,
f(b) = d > b. Zatem funkcja f(z) — x zmienia znak w odcinku [c,d], a stad- istnieje punkt
e € (c,d) taki ze f(e) =e O

Przez prostg indukcje dostajemy nastepujace uogdélnienie Lematu 4.1

Lemat 4.3. Jesli
Ipn—ILL — I — ... — 1,

to w odcinku Iy mozna znaleZé odcinek Ly, taki Ze f™(Ly) = I,.

Dowdd. Znajdujemy odcinek Ly C Iy taki ze f(Ly1) = I;. Poniewaz I} — Iy wiec istnieje
odcinek L] C I taki ze f(L}) = I. Zatem Ly — L) i istnieje odcinek Lo C L taki ze
f(Lo) = L4, czyli f2(Ly) = I5. Dalej postepujemy przez indukcje: mamy juz Ly C Ip takie ze
f(Lg) = Ij; skoro I, — Ij41 to istnieje L) C I takie ze f(L)) = Ix41. Wowcezas L — L
(przy f*) wiec istnieje Lpy1 C Ly takie ze f¥(Lyi1) = L, czyli FE Y (L) = Tngr O
Whniosek 4.1. Jesli

Io—>11 —>IQ—> n—1 —>Io
to istnieje punkt okresowy x o okresie n taki e x € Iy, f(x) € I1 ... f*"Y(x) € I_1.

Ostatni wniosek stuzy do ”produkowania” orbit okresowych o zadanej trajektorii.
Udowodnimy nastepujace twierdzenie, pochodzace od Li i Yorka.

Twierdzenie 4.1 (”Okres 3 implikuje chaos”). Zalézmy ze f : I — I ciggla i zZe f
ma punkt o okresie 3. Wowczas f ma punkty okresowe o wszystkich okresach.

Wstep do teorii Ukladéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Dowdd. Oznaczmy orbite o okresie 3 przez z1 < zo < z3. Zalézmy ze f(z2) = z3. Oznaczmy I =
[21, z2], Is = |22, z3]. Wbwezas, skoro z1 +— 29 +— 23, mamy I} — Io, Iy — 11, Iy — Iy. Zatem
mozemy z naszym przeksztalceniem zwiazaé¢ graf o dwéch wierzchotkach (1), (2) i strzatkach
(1) = (2),(2) — 1,(2) — (2). Po pierwsze, zauwazmy ze skoro (2) — (2), to z wniosku powyzej
wynika ze f ma punkt staly zawarty w odcinku Is.

Kazdej petli w grafie odpowiada jaki$ punkt okresowy. Rozwazmy wiec petle (1) — (2) —
(2) — -+ — (1). Z wniosku 4.1 wynika ze istnieje orbita okresowa xg,z1,...x, = zo taka ze
xo€ i, x; € lrbdlai=1,...,n— 1. Sprawdzimy zZe n jest okresem podstawowym dla xq. Jesli
xo = x;j dla pewnego j < n, to (biorac pod uwage ze jeden z tych punktéw lezy w I a drugi
w I3), xg musi by¢ wspdélnym koficem odcinkéw I i Io, xyp = z2. To jednak jest niemozliwe.
Istotnie, jesli n = 2 to f2(xg) = zo podczas gdy f2(z2) # 2zo. Jedli zag§ n > 3 to sprzecznosé
wynika z faktu ze f2(z2) = 21 € Iy, podczas gdy f?(xg) € Is.

U

4.2. Twierdzenie Szarkowskiego

W latach szesédziesiatych ukrainski matematyk Szarkowski wykazal Ze istnieje pewien nie-
standardowy porzadek liniowy w zbiorze liczb naturalnych, ”rzadzacy” pojawianiem si¢ punktéw
okresowych dla funkcji cigglych okreélonych na odcinku.

Zaczniemy od wprowadzenia tego porzadku.

Definicja 4.1. Porzadek Szarkowskiego:
Najpierw liczby nieparzyste wieksze niz 1 ustawiamy w porzadku malejacym:
3>5>7>49...

Nastepnie pojawiaja sie w tym porzadku wszystkie liczby bedace iloczynem dwdjki i liczby
nieparzystej (zaczynajac od 2 - 3), liczby postaci 22- liczba nieparzysta etc.
Mamy wiec

35D > T >0>>:23>,25>, 27>, ->,223>.625>,227>, - >,2"3>,2"5 >, ...

W ten sposéb uporzadkowane zostaty wszystkie liczby poza potegami dwojki. Ustawiamy je
na koncu, w porzadku malejacym

> 2850225 22> 21 > 20 =1
Zatem: najwieksza liczbg w tym porzadku jest 3, zag najmniejsza 1.

Mozemy teraz sformutowaé

Twierdzenie 4.2. Twierdzenie Szarkowskiego.

Niech f : I — R bedzie funkcjq ciggla. Wowczas, jesli f ma punkt o okresie (pod-
stawowym) n, to f ma punkty o wszystkich okresach mniejszych (w porzadku Szarkow-
skiego) od n.

Uwaga 4.1. OczywiScie twierdzenie 4.1 jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Szarkowskie-
go. Liczba 3 jest najwigksza w porzadku Szarkowskiego, zatem istnienie punktu o okresie 3
implikuje istnienie punktéw o wszystkich innych okresach.
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4.3. Bifurkacja podwajania okresu. Obserwacja Feigenbauma

Z twierdzenia Szarkowskiego wynika ze istnienie jednych orbit okresowych wynika istnienie
innych i ze "najwczesniejszymi” orbitami okresowymi sa orbity o okresach bedacych potegami
2. W ”"modelowej” rodzinie przeksztalecen odcinka = +— ax(l — x), a € [0,4] obserwujemy
pojawianie sie kolejnych orbit okresowych o okresach 2"; doktadniej- bifurkacja polega na tym
ze orbita okresowa przyciagajaca o okresie 27! staje sie odpychajaca (pochodna iteracji ma
modul wigkszy od 1), a blisko niej - tworzy si¢ nowa orbita przyciagajaca, o dwukrotnie dluz-
szym okresie. Niech a, oznacza parametr w ktéorym pojawia sie orbita okresowa o okresie 2.
Feigenbaum zauwazy! (choé nie umial tego udowodnié) ze ilorazy

Gntl — Gn (4.1)

an — An-1

majg prawdopodobnie granice. Zauwazyl tez ze ta granica pozostaje niezmieniona gdy rodzine
funkcji  — ax(1 — x) zastapitl inna rodzina. Te wspdlng granice ciagdéw (4.1) nazywa sie stala
Feigenbauma.

Badania nad wyjaénieniem tego zjawiska doprowadzily do rozpatrywania tzw. operatora
renormalizacji (zdefiniowanego w odpowiedniej przestrzeni funkcji), wykazania istnienia punktu
statego dla tego operatora i hiperbolicznosci tego punktu statego, oraz badania tzw rozmaitosci
stabilnej w tym punkcie. (Pojecie hiperbolicznosci i rozmaitosci stabilnych dla przeksztalcen
okreslonych w R™ badz na rozmaitoéci pojawi sie w nastepnych rozdziatach; opis problemu
renormalizacji wykracza jednak poza zakres tego wykladu).



5. Pola wektorowe na rozmaitosciach. Zbiory
graniczne i zbiér punktéw niebladzacych. Pola
gradientowe

Bedziemy moéwili o trajektoriach pola wektorowego na rozmaito$ci M zanurzonej w R™. Be-
dziemy réwniez zakladali ze rozmaito$¢ M jest zwarta. Z twierdzenia o przedtuzaniu rozwigzan
wynika ze wéwczas potok pola wektorowego ¢! jest okreélony dla wszystkich czaséw t € R.
Mamy wiec jednoparametrowa rodzine dyfeomorfizméw okreslonych na rozmiatosci M.

Duza czes¢ rozwazan ma jednak charakter lokalny, wiec wystarczy wtedy wykaza¢ odpowied-
nie twierdzenia dla pola okreslonego na otwartym podzbiorze R™ i skorzysta¢ z nastepujacej
obserwacji:

Stwierdzenie 5.1 (O trajektoriach pola w parametryzacji). Niech X bedzie polem wektoro-
wym okre$lonym na gladkiej, m-wymiarowej rozmaitosci M zanurzonej w R™. Niech v bedzie
parametryzacjq otwartego podzbioru M. 1 jest zatem okreslone na otwartym podzbiorze R™.
Rozwazmy pole Y = ¢* X, czyli Y okreslone na otwartym podzbiorze R™ wzorem.:

Y(p) =¥ X(p) = (D¥(p) " (X (¢(p)))

Wéwczas c(t) jest krzywaq calkowq réwnania © = X (x) wtedy i tylko wtedy gdy ¢(t) = 1 o ¢(t)
jest krzywaq calkowq réwnania & = X (x).

Dowdd. Zatézmy ze:
Sprawdzamy ze

Mamy

%1/1(0(@) = Dip(e(t))(é(t)) = Dy (e(t)) (Y (e(t) = (Do Y)(e(t)) = X (c(t))

Dowdd odwrotnej implikacji jest analogiczny. O

5.1. Zachowanie asymptotyczne trajektorii. Zbior w-graniczny.

Definicja 5.1. Niech X bedzie polem wektorowym na rozmaitosci gladkiej zwartej M, ¢'-
potokiem tego pola. Méwimy ze y € M jest punktem w- granicznym trajektorii x, y € w(z) jesli
istnieje ciag czaséw t, — oo taki ze

P (x) — y.

Wstep do teorii Ukladéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Twierdzenie 5.1 (Wlasnosci zbioru w-granicznego). Niech X bedzie polem wektoro-
wym klasy C" na zwartej rozmaito$ci M. Niech p € M. Wowczas:
— w(p) #0
— w(p) jest domknietym podzbiorem M .
— w(p) jest niezmienniczym (ze wzgledu na potok pola X ) podzbiorem M, to znaczy
w(p) jest sumaq pewnych trajektorii pola X .
— w(p) jest zbiorem spéjnym.

Dowdd. Pierwsza wlasnos¢ wynika natychmiast ze zwartosci M. Druga wlasnosé wynika z na-
stepujacej obserwacji: jesli ¢, jest potokiem pola X i ¢y, (p) — ¢ dla pewnego ciagu t, — oo,
to
Pto-tto (P) = P10 (1, (P) = #10(9);

zatem ¢y, (¢) € w(p). Spdjnosé wykazemy niewprost: zalézmy ze w(p) jest suma dwdch roz-
tacznych domknietych zbioréw w(p) = A U B. Poniewaz sa to domkniete roztaczne podzbiory,
mozemy znalezé otoczenia Vi D A, Vo O B takie ze V1NV = (). Poniewaz A C w(p) wiec istnieje
ciag t, — oo taki ze ¢, (p) € V4. Poniewaz B C w(p), dla kazdego ¢, znajdzie sie t), > t, taki
ze oy (p) € {V1 U Va. Zatem (pamietamy ze M \ (v1 U Va) jest zwarty) istnieje punkt ¢ € w(p)
w V1 U Vo, Otrzymujemy sprzecznosé. O

Przyklad 5.1 (Obmotka na torusie). Rozpatrzmy state pole wektorowe na R?: X (x,y) = (a, b).
Trajektorie tego pola w R? to oczywiscie proste (z(t),y(t) = (z0,y0) + t(a,b). To samo pole
mozna rozwazaé na torusie - przestrzeni ilorazowej T? = R2/Z2. Trajektoriami na torusie sa
linie powstate jako rzutowania prostych (z(t),y(t) = (wo,%0) + t(a,b). Jeslli iloraz § jest liczba
wymierna tokazda trajektoria na torusie jest okresowa. Jesli iloraz jest niewymierny to kazda
trajektoria jest gesta. W tym drugim przypadku mamy: w(x) = T? dla kazdego = € T?.

Definicja 5.2 (Zbiér punktéw niebtadzacych Q(X).). Méwimy ze punkt x € M jest bladzacy
jedli istnieje jego otoczenie U ity > 0 ze dla kazdego t > to mamy ! (U) NU = (). Uzupelnienie
zbioru punktéw bladzacych nazywamy zbiorem punktéw niebtadzacych i oznaczamy Q(X).

Uwaga 5.1. Zbiér Q(X) jest niezmienniczy ze wzgledu na dzialanie pola X (tzn ¢'(Q(X)) =
Q(X)) i domkniety.

Uwaga 5.2. Oczywiscie zbidr w(z) jest zawarty w Q(X).

5.2. Pola gradientowe

Przyklad- potoki gradientowe

Niech M bedzie gtadka m- wymiarowa podrozmaitodcia zanurzona w R™. W przestrzeni
stycznej do M mamy zdefiniowany iloczyn skalarny i norme dziedziczong z R"™. (Mamy wiec
strukture Riemannowska dziedziczona z R™).

Niech f : M — R bedzie funkcja klasy C™!. Wéwczas rézniczka f w punkcie p € M |
dyf jest 1- forma (przeksztalceniem liniowym 7, M — R. Zatem istnieje doktadnie jeden wektor
X (p) w przestrzeni stycznej T, M, taki ze dp f(v) = (X(p),v). Ten wektor nazywamy gradientem
funkcji f w punkcie p. Otrzymujemy w ten sposéb pole wektorowe klasy C” na M. Jedli funkcja
f jest okreslona nie tylko w M, ale réwniez na otoczeniu M w R™, to latwo mozna zwigzac
gradient f|p; ze zwyklym wektorem gradientu w R™. Mozemy policzy¢ ”zwykla” rozniczke f w

R", Df, i "zwykly” gradient Grad(f) = (2L, ... 2L). Woéwczas dla v € T,M

Ox1’ """ Oxn

df (v) = Df(v) = (v,Gradf) = (v, v, + vs) = (v, Vst)
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Zatem gradf (gradient f ”wzdluz” rozmaitosci M jest rzutem prostopadlym gradientu po-
liczonego w przestrzeni R”, Gradf, na przestrzen styczna do M.

Definicja 5.3. Punkt ¢ jest punktem osobliwym pola wektorowego X jesli X (q) = 0.

Stwierdzenie 5.2 (Wtasnosci pola gradientowego). Niech M C R™ bedzie gladkq rozmaitosciq,
f: M — R-funkcjg klasy C™' na M ,za5 X = gradf- gradientowym polem wektorowym (klasy
C" na M. Wéwczas

— Pole gradientowe X nie ma trajektorii zamknietych.

— Dla kazdego p € M 2zbidr w- graniczny w(p) jest zawarty w zbiorze punktéw osobliwych

pola X.

Dowéd. Zauwazmy ze dla kazdej trajektorii pola ¢!(z) mamy:

(6 () = dF(64(x)) = df (gradf (6" () =< gradf(6'(2)), gradf (¢'(x)) >> O

Zatem funkcja f jest niemalejaca wzdluz kazdej trajektorii, a dokladniej- Scisle rosnaca
wzdluz kazdej "niestacjonarnej trajektorii”.

Wynika stad oczywiscie ze pole nie ma orbit zamknietych.

Zalézmy teraz ze punkt y € w(x) i X(y) # 0. Wowczas w otoczeniu punktu y poziomica N
funkcji f przechodzaca przez y jest podrozmaitoécia M prostopadta do linii pola X. Z twier-
dzenia o prostowaniu trajektorii wynika ze kazda trajektoria pola startujaca dostatecznie blisko
punktu y musi przeciaé¢ poziomice N. Jedli y € w(x) to trajektoria z, ¢'(z) musi zatem przeciaé
nieskonczenie wiele razy poziomice N. Poniewaz jednak, jak juz wiemy, funkcja f jest Scisle
rosnaca wzdluz tej trajektorii, jest to oczywiscie niemozliwe. O

Przyklad 5.2. Pole gradient wysokosci na sferze. To pole ma dwa punkty osobliwe N i S. Punkt
N jest Zrodiem, punkt S-Sciekiem. Dla kazdego punktu z # N mamy w(z) = {S} (rysunek 5.1)

Rysunek 5.1. Gradient wysokos$ci na sferze.
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Przyktad 5.3. Pole wektorowe gradientowe na postawionym torusie. Tu f(z,y,z) = —z. To
pole ma cztery punkty stacjonarne: N, S, R,Q. N jest Zrodiem, S-sciekiem, R, Q- siodlami.
Zauwazmy ze tym razem zbiér w- graniczny zalezy od punktu, w szczegélnosci istnieja punkty
dla ktorych w(z) jest siodtem. Istnieja tez polgczenia miedzy siodlami- trajektorie ¢f(z) takie
ze dla t — —oco ¢f(z) — R, za$ dla t — oo ¢'(z) — Q. (rysunek 5.2).

Rysunek 5.2. Gradient wysokosci na torusie.

5.3. Ciecia transwersalne i przeksztalcenie Poincare’go w otoczeniu orbity
okresowej

Rozwazmy pole wektorowe X klasy C" okreslone (dla uproszczenia) w otwartym podzbiorze
R™. Niech v bedzie zamknieta trajektoria tego pola, typ- okresem tej trajektorii, p € v. Mozemy
zalozyé ze X,,(p) # 0. Rozwazmy hiperpowierzchnie ¥ = {z : z,, = py,}. Zatem pole jest w
punkcie p transwersalne do 3. Dla x bliskich p trajektoria pola wychodzaca z x wréci po czasie
bliskim ¢y do ¥. Formalne sprawdzenie: Niech ¢! bedzie potokiem pola X, okreglamy funkcje

U(z,t) = (@) = Py

Woéwcezas (t,z) =0 < ¢'(z) € 3 i(tg,p) = 0.

Mamy 5 5
aw('%t)(p,to) = a‘pgn(x)(p,to) = Xm(p) 7é 0

Zatem- z twierdzenia o funkcji uwiklanej wynika ze istnieje otoczenie (p,tp) w ¥ X R w
ktéorym to réwnanie wyznacza t jako funkcje z, tej samej klasy co X. Oznaczamy te funkcje

7(x).

Mamy wiec w otoczeniu p w ¥ zdefiniowane przeksztalcenie klasy C”:
7(z)
z " (z)

Nazywamy je przeksztalceniem Poincare’go, oznaczenie: P,.

Pytamy o zwiazek miedzy warto$ciami wlasnymi dla pochodnej przeksztatcenia Poincare’go
w punkcie p i rézniczki potoku pola: D! (p).

Wiemy juz ze jedna z warto$ci whasnych D' (p) jest 1, bo D' (p)(X (p)) = X (p).

Twierdzenie 5.2. Wartosci wlasne rézniczki D' (p), réine od 1, sq takie same jak
wartosci wlasne rézniczki DPy(p).

Dowoéd. W R™ wprowadzamy uktad wspétrzednych, w ktéorym jednym z wektoréw bazowych
jest X(p), a pozostate wektory- to baza 3. Wezmy wektor styczny dla 3, ma on postaé (w
ukladzie wspotrzednych w R™ z wyrézniong ostatnia wspotrzedna) (v,0). Rézniczka D! w tej

bazie to
A0
to __
Dyp* = ( 0 1 ) (5.1)

Tutaj A jest macierza (n—1) x (n—1). Przeksztalcenie Poincarego P(z) = ¢(7(z), x). Zatem
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DyP(0,0) = X(p)Dr(p)(v.0) + 22 (p, 7(p))(2,0) = X (p) D(p)(v,0) + ( 4 ) [ : ]

Skadingd wiemy ze obrazem D,P(v,0) musi byc wektor styczny do ¥, wiec wspoélrzedna w
kierunku pola X znika i ostatecznie

D,P(v,0) = (Av,0)

To za$ oznacza ze D, P ma takie same wartosci wlasne jak rézne od 1 wartoéci wlasne Dy (p).
O

Definicja 5.4. Méwimy ze orbita okresowa -, o okresie ty pola X jest hiperboliczna jesli
dla punktu p € « rézniczka D' (p) ma tylko jedna -pojedyncza warto$é wilasna réwna 1.
Roéownowaznie- jesli dla ciecia Poincare’go ¥ rézniczka przeksztalcenia Poincare’go P nie ma
wartosci wlasnych réznych od 1.



6. Rozmaitosci stabilne 1 niestabilne. Twierdzenia o
ich istnieniu 1 wlasnosciach

6.1. Hiperboliczne punkty state i stacjonarne

Definicja 6.1. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa skonczonego wymiaru nad R (albo nad
C), niech L : V. — V bedzie odwracalnym przeksztalceniem liniowym. Méwimy ze L jest
przeksztatceniem hiperbolicznym jesli wszystkie wartosci wlasne L majg modul rézny od 1.

Definicja 6.2. Niech f bedzie dyfeomorfizmem okreslonym na otoczeniu 0 w R™, takim ze
f(p) = 0 i rézmiczka D f(p) jest hiperbolicznym przeksztalceniem liniowym. Wéwcezas méwimy
7e p jest hiperbolicznym punktem statym dla f. Jeli p jest okresowy dla f, f*(p) = p i rézniczka
Df%(p) jest hiperbolicznym przeksztalceniem liniowym, to méwimy ze p jest hiperbolicznym
punktem okresowym.

Definicja 6.3. Jedli f jest dyfeomorfizmem rozmaitosci M, f(p) = p to méwimy ze f jest
punktem stalym hiperbolicznym jesli dla mapy ¢, okre$lonej na otoczeniu zera, takiej ze ¢(0) =
p, punkt 0 jest hiperbolicznym punktem statym przeksztatcenia o ~1- f- ¢ (ta definicja nie zalezy
od wyboru mapy!)

Definicja 6.4. Niech X bedzie polem wektorowym klasy C!, okre§lonym w pewnym otoczeniu
p w R™ takim ze X (p) = 01 rézniczka A pola X w punkcie p (rozumianego jako funkcja o war-
tosciach w R™) nie ma wartosci wlasnych o zerowej czesci rzeczywistej. Taki punkt stacjonarny
p nazywamy hiperbolicznym.

Definicja 6.5. Niech X bedzie polem wektorowym klasy C!, okreglonym w pewnym otoczeniu
p € M (M- gladka rozmaitos$é). X (p) = 0. Méwimy ze p jest punktem stacjonarnym hiperbo-
licznym dla pola X jesli dla mapy ¢ okreslonej na otoczeniu zera, takiej ze ¢(0) = p, punkt 0
jest punktem stacjonarnym hiperbolicznym dla pola ¢*(X) (ta definicja nie zalezy od wyboru

mapy).

6.2. Twierdzenia Grobmana- Hartmana

To twierdzenie jest znane z kursu Jakoéciowej Teorii Réwnan Rézniczkowych; przytaczamy
je w wersji potrzebnej do naszych celéw i podajemy szkic dowodu.

Wstep do teorii Ukladéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Twierdzenie 6.1 (Twierdzenie Grobmana-Hartmana o lokalnej stabilnosci).

— Wersja dla dyfeomorfizmow: Niech f bedzie dyfeomorfizmem okreslonym na oto-
czeniu 0 w R™ takim ze f(0) = 0 i rézniczka D f(0) jest hiperbolicznym przeksztal-
ceniem liniowym. Wowczas istnieje homeomorfizm h okreslony w pewnym otoczeniu
zera U taki zZe dla x € U mamy:

ho f(x) = Loh(x)

— Wersja dla potokéw: Niech X bedzie polem wektorowym klasy C*, okreslonym w
pewnym otoczeniu zera w R™ takim ze X(0) = 0 i rozniczka A pola X w punkcie
0 (rozumianego jako funkcja o wartosSciach w R™) nie ma wartosci wlasnych o
zerowej czesci rzeczywistej. Wowczas istnieje homeomorfizm h okreslony w pewnym
otoczeniu zera U taki ze dla x € U potok varphi® pola wektowego X jest sprzezony
przez hR 2z potokiem ' pola liniowego z macierzq A (czyli z potokiem x — t(x) =
exp(tA)x).

Dowdd. Podamy najpierw szkic dowodu dla dyfeomorfizméw.

Lemat 6.1. Niech V bedzie przestrzenig Banacha. Niech L bedzie przeksztaiceniem liniowym
cigglym L 'V — V, takim Ze ||L|| < a < 1, niech G bedzie odwracalnym przeksztalceniem
liniowym takim ze |G| < a < 1. Wéwczas

1. I+ L jest odwracalne i ||(I + £)71| < 12

2. I+ G jest odwracalne i ||(I + G)™'|| < %

Lemat 6.2. Dla hiperbolicznego przeksztatcenia liniowego L : R™ — R™ istnieje norma w R™
taka ze jesli R™ = E* @ E" jest rozkladem na (niezmiennicze) podprzestrzenie odpowiadagjgce
wartosciom wlasnym mniejszym (wiekszym) co do modutu od 1, to ||L|||gs < a <1, [|[L7Y||pu <
a<l1

Nastepujace Stwierdzenie jest kluczowym krokiem dowodu:

Stwierdzenie 6.1. Niech L bedzie hiperbolicznyn przeksztalceniem lintowym Istnieje € > 0
takie zZe jesli ¢ € Cyp(R™) spelnia warunek Lipschitza ze stalqg mniejszq niz e, to L i L + ¢ sq
topologicznie sprzezone w R™ czyli istnieje homeomorfizm h : R™ — R™ taki Ze

hoL=(L+¢)oh
Dowdd. Szukamy homeomorfizmu h w postaci h = I + u, gdzie u € Cy(R™). Zadamy wiec aby
(I+u)oL=(L+@)I+u) (6.1)

czyli
L+uoL=L+Lou+o(I+u),
o(I+u)=uoL— Lou. (6.2)

Sprawdzimy zZe réwnanie (6.2) ma dokladnie jedno rozwiazanie w C,(R™). Rozpatrzmy prze-
ksztalcenie liniowe £ : Cp(R™) — C(R™) okreslone L(u) =wuo L — Lou.

Lemat 6.3. Przeksztalcenie L jest odwracalne. Ponadto

LY
L7 < I )
I < =
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Dowéd. Mozemy zapisaé
L(u)=Lo(u—L 'ouol),

czyli jako zlozenie dwéch operacji: najpierw u — u — L™ ou o L, potem v — L o v. Wystarczy
ozywiscie sprawdzié¢ ze ta pierwsza operacja jest odwracalna, a w tym celu wystarczy sprawdzi¢
ze przeksztalcenie liniowe v — L~ owo L ma norme mniejsza niz 1. Mozemy zapisa¢ u = u® +u®
(korzystajac z rozkladu R™ = E* @ E"), i roztozy¢ w ten sposéb przestrzen Cp(R™) na sume
prosta Iy & Fy. Nasze przeksztalcenie zachowuje ten rozklad. Funkcja u?® jest przeksztalcana na
L~'u*L To ostatnie przeksztalcenie jest odwracalne (odwrotne to oczywiscie u — Lowuo L™1) i
ma norme mniejsza niz 1. Z lematu 6.1 wynika ze £|p, jest odwracalne. Podobnie sprawdzamy
ze L|p, jest odwracalne. O

Szukane u jest postaci
u= L o(I +u).

Zauwazmy ze, przy matym e, przeksztalcenie u — L71(o(I + u)) jest kontrakcja. Tak jest
bo
1£7 (1 +ur) = L7+ uz) || < L7 [e|lur — uzl]

Stad wynika ze istnieje doktadnie jeden punkt staly tego przeksztalcenia w Cp(R™). Otrzymuje-
my zatem u spelniajace (6.1). Do konica dowodu potrzeba wykazaé ze I+u jest homeomorfizmem.
Mozemy w tym celu skorzystaé z jedynosci rozwigzania. Zauwazamy (nalezy to sprawdzié) ze
w ten sam sposob jak powyzej mozna uzyskaé¢ réwniez jedyne rozwiazanie nieco ogdlniejszego
zagadnienia:

(L+¢1)-(I+v)=UT+wv) (L+p2)

(o ile ¢1, 1 spelniaja warunek Lipschitza z odpowiednio mala stala). Zatem, jesli v spelnia
(L)-(I+v)=T+v)-(L+)

to
(I+u)(I+v)(L+¢)={T+u)L(I+v)=(L+¢)I+u)(I+v)

To ztozenie (I + u)(I + v) jest oczywiscie postaci I plus jakas funkcja z Cp(R™), 1 - sprzega
L + ¢ 7z samym soba. 7 jedynosci rozwiazania wynika ze

I+u)(I+v)=1

Tak samo sprawdzamy ze (I +v)({ +u) = I. W takim razie I + u jest homeomorfizmem.
O

Dla zakonczenia dowodu twierdzenia nalezy jeszcze wykazaé

Lemat 6.4. Jesli f spelnia zalozenia twierdzenia to dla dowolnego € > 0 istnieje przedluzenie
f z pewnego otoczenia zera U na cale R™, postaci L + ¢, gdzie p € Cp(R™) i stala Lipschitza
@ nie przekracza €.

Dowdd. Dowdd polega na zastosowaniu standardowej procedury: Wezmy funkcje S klasy C'*°
okreslona w (0,00) taka ze S(z) = 1 dla = € (0,3], S(z) = 0 dla @ > 1. Oczywicie S spelna
warunek Lipschitza z pewna stala C. Poniewaz Df(0) = L to funkcja ¢ = f — L spelnia
¥(0) =0, Dy(0) = 0; ||[Dy(x)|| < 55 jesli [|z|| < & i d jest odpowiednio bliskie zera.
Woéwezas funkcja el
x

pla) = S - (a)

jest szukanym rozszerzeniem. O
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Pozostaje udowodnié twierdzenie dla potoku pola wektorowego.
Wystarczy udowodnié¢ twierdzenie dla pola wektorowego okreslonego w otoczeniu zera w
R™. Rozwazmy wigc réwnanie rézniczkowe zadane przez

& = g(x)

gdzie g(0) = 0 i macierz A = Dg(0) nie ma wartosci wlasnych o zerowej czesci rzeczywistej.

Podobnie jak poprzednio, modyfikujemy funkcje g do g. Funkcja g jest rowna ¢ na pewnym
otoczeniu zera i réwna A poza pewnym (wigkszym) otoczeniem zera.

Niech ¢! bedzie potokiem pola wektorowego wyznaczonego przez funkcje §. Nieréwno$
Gronwalla gwarantuje ze rozwiazania réwnania przedtuzaja sie do nieskonczonosci (dlaczego?),
zatem potok jest dobrze okreslony dla wszystkich .

Sprawdzimy (ponizej) ze dyfeomorfizm (! speia zatozenia Stwierdzenia 6.1. Istnieje wiec
homeomorfizm h sprzegajacy ' z jego czescia liniowa L = exp A; @' o h = h o ¢! Ten home-
omorfizm sprzega réwniez cale potoki, tzn. ¢! o h = ho !, Aby to sprawdzié¢, zauwazmy ze jedli
zdefiniowaé¢ h = @t o hoe 4 to h jest réwniez sprzezeniem miedzy @' z jego czescia liniowa
L =expA.

Istotnie:

’

SDIOiLZQDIOQDtOhOG_At:C,Dto(plohoe_AtZQDtOhOG_AtOSA:hoeA

Ale h jest, podobnie jak h malym (tzn. ograniczonym) zaburzeniem identycznosci (pamie-
tamy ze teraz t jest ustalone):

h—T=¢"(I+u)oe ™ —T= (o —e)ohoe M+ eM(h—TI)oe
Pierwszy skladnik jest ograniczony bo réznica w nawiasie jest rowna zero dla argumentéw
o duzym module. Drugi skladnik jest ograniczony bo (h — I) jest ograniczone. Z jedynosci
sprzezenia w pierwszej, juz udowodnionej czesci twierdzenia, wynika ze h = h.
Pozostaje wiec do sprawdzenia ze dyfeomorfizm ¢! spelnia zalozenia Stwierdzenia 6.1. Za-

pisujac § = A + r, mamy

% (e_AtQOt(l’)) = —Ae Mol (x) + e A+ 1)l () = a Mot (z)

Wiec:

t
M @) = [ et @)ds + e 00a)
czyli
t
ol (z) = eMa +/ A=) (% (1)) ds
s=0

o'(z) = Lo + 7

gdzie 7 = f81:0 eA=5)r (0% (x))ds. Jesli r jest lipschitzowskie z mala stata, to 7 tez.
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6.3. Twierdzenie Hadamarda-Perrona

Twierdzenie Grobmana -Hartmana gwarantuje istnienie lokalnych zbioréw stabilnych i niestabilnych-
sa to obrazy przy homeomorfizmie h podprzestrzeni liniowych E® i E“. Mozemy wiec wywnio-
skowadé ze sa to topologiczne podrozmaitoéci. W istocie- sa to podrozmaitosci rézniczkowalne,
tej samej klasy co wyjsciowe przeksztalcenie.

Definicja 6.6. Niech f bedzie dyfeomorfizmem klasy C”, okreslonym na otoczeniu punktu
p € R™. Zakladamy ze f(p) = p i ze rézniczka D f(p) jest hiperbolicznym przeksztalceniem
liniowym. Dla 8 > 0 okreslamy

Wi(p) = {z € Bg(p) : "(x) € Ba(p)¥n >0

Wi (p) =A{x € Bg(p) : f"(x) € Bs(p)Vn <0
Zbiory te nazywamy- odpowiednio- stabilng i niestabilng lokalna rozmaitoscia punktu p,

Twierdzenie ponizej uzasadnia nazwe

Twierdzenie 6.2 (Twierdzenie Hadamarda-Perrona). Niech f bedzie dyfeomorfizmem
klasy C", okreslonym na otoczeniu punktu p € R™. Zakladamy Ze f(p) = p i Ze 16z-
niczka D f(p) jest hiperbolicznym przeksztalceniem liniowym. Wéwczas, dla malego (3,
zbiory W5(p) i W (p) sa rézniczkowalnymi podrozmaitosciami klasy C”. Przestrzeniq
styczang do W (p) w punkcie p jest E°, przestrzeniq styczng do Wy (p) w punkcie p jest
Ev.

Ponadto, dla x € Wg(p) mamy f"(x) — p gdy n — +oo; dla x € Wi(p) mamy
fM(x) = p gdyn — —o0

6.4. Globalne rozmaitosci stabilne i niestabilne

Niech teraz f bedzie dyfeomorfizmem gtadkiej m- wymiarowej rozmaitosci M i niech p bedzie
punktem stalym hiperbolicznym. Wowczas istnieja lokalne rozmaitosci- stabilna i niestabilna-
punktu p. Sa to obrazy przy parametryzacji odpowiednich rozmaitoéci skonstruowanych dla
przedstawienia f w mapie: f = of o o~L. Sa to wiec C"- podrozmaitosci M.

Definicja 6.7. Globalng rozmaitoécia stabilng punktu statego hiperbolicznego nazywamy zbior
W2(0) ={z e M: f"(z) »p gdy n— +oo}
Zatem:
o0
wo(p) = |J 7 (W;p)
k=0
Wykazemy

Twierdzenie 6.3. Jesli p jest hiperbolicznym punktem stalym dla dyfeomorfizmu f
klasy C" na rozmaitosci M, to W#(p) jest immersyjng podrozmaitoscig M, klasy C".
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Dowdd. Niech 1) bedzie parametryzacja otoczenia p w W5 (p) (juz wiemy ze Wj(p) jest podroz-
maitoscia). ¥ jest zatem okreslone na otwartym podzbiorze W C R*; mozna zatozy¢ ze 1(0) = p.
Rézniczka Dt ma rzad s. Rozpatrzmy

g=y¢ lofor (6.3)

Rézniczka Dg ma wszystkie wartosci wlasne mniejsze co do modutu od 1 (dlaczego?). Wow-
czas niekoniecznie norma rézniczki Dg(0) jest mniejsza niz 1 (klatki Jordanal!) ale mozna
zmieni¢ norme w R°, aby to uzyska¢ (taka zmiana normy byla juz w dowodzie twierdze-
nia Grobmana-Hartmana). Wéwczas istnieje otoczenie zera U takie ze dla kazdego z € U
1Dg(a)]] < 1.

Cwiczenie 6.1. Istnieje rozszerzenie przeksztalcenia g do § okreslonego na calym R* takie ze
g jest dyfeomorfizmem R* i ||Dg|| < a < 1.

Uzywajac § budujemy immersje ¢ : R® — W?*(p) , to znaczy rézniczkowalne przeksztalcenie
roznowartosciowe i takie ze w kazdym punkcie rézniczka ma maksymalny, rowny s rzad:

Y(x) = f"otog"(x)

Poniewaz dla kazdego x istnieje m takie ze ¢"(x) € W, rozszerzenie v jest okreslone dla
wszystkich z. Poprawno$¢ definicji wynika z okreslenia g (6.3).
O]

Zdefiniujemy teraz rozmaitosci stabilne i niestabilne dla elementéw krytycznych (tzn. punk-
téw stacjonarnych i orbit zamknietych) pél wektorowych.

Niech X bedzie polem klasy C" na gladkiej zwartej rozmaitosci M, niech (! bedzie potokiem
tego pola. Niech p bedzie hiperbolicznym punktem stacjonarnym X.

Definicja 6.8. Globalna rozmaitoscia stabilna (niestabilna) dla p nazywamy zbior
Wx(p) ={z:¢'(x) = p gdy t— +oo}

(odpowiednio dla W¥(p) t — —o0).

Twierdzenie 6.4. Przy powyzszych zalozeniach, W*(p), W (p) sq immersyjnymi po-
dorozaitosciami M, tej samej klasy co pole wektorowe X .

Dowdd. Dowdd wynika z wykazanego juz faktu dla dyfeomorfizméw i z nastepujacego faktu
(pozostawiamy udowodnienie jako zadanie)
Cwiczenie 6.2. Przy zalozeniach jak powyzej- niech f = @' bedzie ” dyfeomorfizmem po czasie
1 dla pola X. (Wéwczas oczywiscie f(p) = p i p jest punktem stalym hiperbolicznym dla f).
Wtedy

Wx(p) = Wi(p)

(i tak samo dla W*)); przez W3 (p) oznaczyliémy globalna rozmaito$¢ stabilna punktu p dla f.
O



7. Pola Morse’a-Smale’a. Dyfeomorfizmy Morse’a-
Smale’a. ()-eksplozja i podkowa Smale’a

7.1. Pola wektorowe i dyfeomorfizmy Morse’a- Smale’a

Definicja 7.1. Niech M bedzie zwarta rozmaitoécia wymiaru n, zas X- polem wektorowym
klasy C" na M. Méwimy ze X jest polem Morse’a-Smale’a jesli
— 1 X ma skonczenie wiele elementéw krytycznych i wszystkie elementy krytyczne sa hiper-
boliczne.
— 2 Jedli 01, o9 sa elementami krytycznymi, to rozmaitosci W*(o1), W#*(o2) przecinaja sie
transwersalnie.
— 3 Q(X)- zbiér punktéw niebtadzacych- jest suma elementéw krytycznych.

Dla dyfeomorfizméw mamy odpowiednio definicje:

Definicja 7.2. Dyfeomorfizm f : M — M jest dyfeomorfizmem Morse’a-Smale’a jesli:
— 1 f ma skonczenie wiele punktéw okresowych i wszystkie sa hiperboliczne.
— 2 Waszystkie przeciecia W*(p) N W*(q) sa transwersalne

— 3Q(f) = Per(f)

Jak wiemy, jesli X jest polem wektorowym na zwartej rozmaitosci, to X generuje rodzine
dyfeomorfizméw (potok pola) ¢!, Warto w tym miejscu zastanowi¢ sie czy jedli X jest polem
Morse’a Smale’a to dyfeomorfizm ¢! jest dyfeomorfizmem Morse’a Smale’a. Latwo sprawdzié¢ ze
mamy

Cwiczenie 7.1. Niech X bedzie polem wektorowym Morse’a -Smale’a na zwartej gladkiej
rozmaitoéci M. Wéwezas dyfeomorfizm ¢! (¢ # 0) jest dyfeomorfizmem Morse’a Smale’a wtedy
i tylko wtedy gdy X nie ma orbit zamknietych (tzn zbiér elementéw krytycznych X sktada sie
tylko z punktéw krytycznych).

W rozdziale trzecim uzyskaliémy pelna charakteryzacje C!' strukturalnie stabilnych dyfe-
omorfizméw i pdl wektorowych na okregu (okazalo sie ze sa to dokladnie pola wektorowe i
dyfeomorfizmy Morse’a - Smale’a). Zatem- naturalne jest pytanie czy te wyniki przenosza sie
na przypadek wyzszych wymiaréw.

Mamy nastepujace twierdzenie, wykazane przez J. Palisa (nie bedziemy go tu dowodzié):

Twierdzenie 7.1 (O otwartosci zbioréw dyfeomorfizméw i pél wektorowych Mor-
se’a-Smale’a). Niech M bedzie gladkq zwartq rozmaitoscia. Wowczas dla kazdego r > 1
zbior dyfeomorfizméow Morse’a -Smale’a klasy C” jest niepusty oraz otwarty w prze-
strzeni Dif f.(M). Podobnie, zbior pol wektorowych Morse’a -Smale’a klasy C” jest
niepusty i otwarty w przestrzeni F" (M) pdl wektorowych klasy C™ na M.

Wstep do teorii Ukladéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Twierdzenie 7.2. Jesli X jest polem Morse’a -Smale’a to X jest (C1) strukturalnie
stabilne. Podobnie, jesli f jest dyfeomorfizmem Morse’a -Smale’a to f jest strukturalnie
stabilne.

Roéznica pomiedzy sytuacja jednowymiarowa (okrag) a ogélna polega jednak na tym, ze
w ogdlnym przypadku dyfeomorfizmy i pola wektorowe Morse’a Smale’a nie stanowia zbioru
gestego i nie wypelniaja wszystkich przyktadéw strukturalnie stabilnych.

7.2. Q-eksplozja

Zajmiemy sie teraz opisaniem waznego przykladu (ktéry jednoczeénie pokazuje dlaczego w
wyzszych wymiarach nie mozna spodziewaé sie gestosci dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a.

Twierdzenie 7.3 (Q-eksplozja). Na rozmaitosci M wymiaru d > 2 dyfeomorfizmy
Morse’a-Smale’a nie sq geste w przestrzeni dyfeomorfizméw D f f*(M).

szkic. Rozwazamy na sferze S? pole wektorowe X ktére ma cztery punkty krytyczne. Punkty
s1 1 s sa Sciekami, punkt ss jest siodlem, za§ s4-Zrodlem. Ponadto istnieje trajektoria dla
ktorej zbiorem « i w-granicznym jest ten sam punkt S3- bowiem globalne rozmaitosci stabilna
i niestabilna punktu s3 pokrywaja sie. Niech ¢! bedzie potokiem tego pola; oznaczmy przez
f = ¢! "dyfeomorfizm po czasie 17. Na rysunkach 7.1 i 7.2 przedstawiono portret fazowy
wyjsciowego pola wektorowego (widziany na plaszczyznie i na sferze).

Zaburzymy teraz dyfeomorfizm f w ten sposéb ze punkt sz pozostanie siodlem, ale dla
nowego zaburzonego przeksztalcenia (oznaczanego dalej przez g) W*(s3) bedzie przecinaé sie z
W#(s3) transwersalnie.

Wybieramy punkt p € W%(s3) i otoczenie punktu p takie ze f~1(U)NU = 0. Uzyjemy
"lokalnej deformacji”- przeksztalcenia (dyfeomorfizmu) ¢ takiego ze i = id poza U oraz, do-
datkowo, i(p) = p, ale i(W"(s3)) N U przecina teraz tranwersalnie (W*(s3) N U w punkcie p.
(Mowiac nieformalnie, ¢ "wykrzywilo” lokalnie rozmaito$¢ W*(s3)). Na rysunkach 7.3 1 7.4
przedstawiono deformacje i i efekt jej zastosowania.

Rozpatrujemy teraz dyfeomorfizm g = i o f. Zauwazmy ze g pokrywa sie z f poza zbiorem
f~1(U). W wyniku tej deformacji globalna rozmaitoéé niestabilna (zdefiniowana, przypomnijmy,
jako Jg"(W}:,) zmienia si¢ w otoczeniu punktu p (dokladniej- ten fragment rozmaitosci nie-
stabilnej, ktéry jest zawarty w U zostanie zastapiony przez jego obraz przy przeksztalceniu ).
Natomiast fragment rozmaitosci stabilnej W*(s3) zawarty w U pozostanie niezmieniony. Pojawi
sie zatem w punkcie p transwersalne przecigcie rozmaitosci stabilnej i niestabilnej (rysunki 7.3
i 7.4).

Zauwazamy teraz

Stwierdzenie 7.1. Punkt p jest nieblgdzacy dla zaburzonego przeksztatcenia g.

Dowdd. Niech W C U bedzie matym otoczeniem p ; | niech bedzie fragmentem rozmaito-
Sci niestabilnej W*(s3) zawartym w W. Rozpatrujemy kolejne obrazy [ przy przeksztalceniu
g (rysunek 7.4). Rysunek pokazuje ze obrazy ( a dokladniej: ich fragmenty) zblizaja sie do
fragmentu rozmaitosci niestabilnej zawartego miedzy punktami sz i p) i ukladaja ”réwnolegle”
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Rysunek 7.1. Potok pola .

do niego. Zatem- musza przecia¢ W. Formalny dowéd wymaga wykorzystania tzw A-lematu,
ktorego sformulowanie podajemy na koncu tego wyktadu. O

Mozemy teraz wyjaéni¢ dlaczego opisane tu zjawisko nazywa sie €2-ekspozja. Zauwazmy
ze wyjsciowe pole wektorowe X mialo bardzo prosty zbiér punktéw niebladzacych Q(X) =
{s1, s2, 83, $4}. Réwniez dyfeomorfizm f ma ten sam zbiér punktéw niebladzacych. Z konstruk-
cji wynika ze mozemy dowolnie malo zaburzyé f (i to zaburzenie mozemy uczyni¢ matym w
C™ topologii) tak aby pojawil sie¢ dodatkowy punkt niebladzacy. Naprawde, tych nowych punk-
téw niebtadzacych pojawi sie wiecej- sa to przynajmniej wszystkie obrazy i przeciwobrazy p.
W nastepnym rozdziale (7.4) wykazemy ze, w istocie zbiér punktéw niebladzacych dla g jest
nieprzeliczalny.

Oczywiscie g nie jest dyfeomorfizmem Morse’a Smale’a. Aby dokonczyé dowdd wystarczy
wykazaé ze istnieje otoczenie g w C' topologii zlozone z dyfeomorfizméw, ktére réwniez nie sa
Morse’a Smale’a. Wystarczy w tym celu wykazaé

Stwierdzenie 7.2. Jesli § jest dyfeomorfizmem odpowiednio bliskim dyfeomorfizmowi g w C*
topologii, to g ma punkt staly Ss bliski s3, bedgcy tez siodiem i rozmaitosci niestabilna i stabilna
(dla g i siodla S3) przecinajg sie traswersalnie.
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52

Rysunek 7.2. Potok pola .

Istotnie, ze Stwierdzenia 7.2 wynika ze zaden dyfeomorfizm g nie jest Morse’a -Smale’a (bo
ma punkty niebtadzace- punkty przecigcia rozmaitosci stabilnej i niestabilnej dla siodla) ktére

nie s3 okresowe.
O]
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L(W“(SB)/) U)

Rysunek 7.3. Zaburzenie i.

7.3. )\ lemat

Niech p bedzie punktem stalym (okresowym) hiperbolicznym dyfeomrofizmu f na rozma-
itosci n wymiarowej M. Wprowadzmy w otoczeniu p uklad wspoélrzednych taki ze p jest w tym
uktadzie obrazem 0 € R™. W tym uktadzie wspdéirzednych rozmaitosci stabilna i niestabilna
punktu p sg podrozmaito$ciami stycznymi w 0 odpowiednio do E*, E* C R". W} _ jest wy-
kresem funkcji ¢ : Us — E" (gdzie Us jest otoczeniem zera w E®) takiej ze Dps(0) = 0,
podobnie W} jest wykresem funkcji ¢, : Uy, — E* (gdzie U, jest otoczeniem zera w E*), takiej
ze D¢, (0) = 0.

Wéwczas przeksztalcenie

(s, 2u) = (s — Pu(Tu), Tu — ps(Ts))

jest dyfeomorfizmem przeksztalcajacym W7 na otoczenie zera w E*, zas W}’ na otoczenie zera
w E%. W tych wspétrzednych najlatwiej jest sformutowac A lemat:
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Rysunek 7.4. Przeksztalcenie g. Teraz rozmaitoéci stabilna i niestabilna punktu ss przecinaja
sie transwersalnie .

Twierdzenie 7.4 (A\-lemat). Niech V = B§xB§ (w opisanym uktadzie wspotrzednych;
zatem By = Wi ., Bf = W ). Rozwazmy q € W . = Bj i immersyjnie zanurzony
dysk D" o wymiarze u = dimE", transwersalny do W . w punkcie q.

Oznaczmy przez D! te spdjna sktadowq f"(D™) NV, do ktérej nalezy punkt f™q.

Woéwczas dla kazdego € > 0 istnieje ng takie Ze jesli n > ng to D} jest € bliskie B
(to znaczy: jest wykresem funkcji g : Bf — E° o wartosciach i pochodnej mniejszych
co do normy od €)

rysunek

A-lemat méwi wiec ze kazdy dyski DY, po odpowiedniu dalekiej iteracji, ma w obrazie pod-
zbiér otwarty ”prawie réwnolegly” do W2 = BY.
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7.4. Podkowa Smale’a

Najpierw zdefiniujemy pewien uklad dynamiczny w przestrzeni symboliczne;j.

Definicja 7.3. Niech n bedzie liczba naturalna niech
¥ =1{1,...n}*
W przestrzeni ¥ okreslamy odleglosé: jesli x = (x;),y = (y;) € X to

1

gdzie N jest najwieksza liczba naturalna taka ze (z_n,...zn) = (Yy—n,...yn). Jedli takie NV
nie istnieje, to kladziemy d(x,y) = 2. W przestrzeni ¥ mamy naturalne przeksztalcenie o-

przesuniecie w lewo:
[e.9]

a(xi)i:—oo = (:EiJrl)zQi—oo

Opiszemy teraz dyfeomorfizm sfery S? ktéry ma interesujacy podzbiér niezmienniczy.

Zaczynamy od kwadratu = [0, 1] x [0,1]. W tym kwadracie wyrézniamy dwa rozlaczne po-
zome prostokaty: H; i Hs oraz dwa roztaczne pionowe prostokaty Vi i Vo , polozone jak na
rysunku

Chcemy aby dyfeomorfizm f przeksztatcal Hy na Vi, Ho na Vs afinicznie, i aby DN f~1(D) =
H{ U H,. Nieformalnie méwigc- rozciggamy wzdhuz kwadrat D, a otrzymany prostokat zginamy
w "podkowe” (rysunek 7.5).

Aby rozszerzyc takie przeksztalcenie, doklejamy do kwadratu dwa topologiczne dyski (np
pétkola) U, i V' (otrzymujemy w ten sposéb nowy dysk topologiczny N = DU U UV tak ze
f(Ga) CV, f(G1) C U, f(Gs) C U. Teraz trzeba jeszcze zdefiniowaé¢ f na U i na V. Obrazy
tych potkoli sg przedstawione na rysunku 7.6.

f jest zdefiniowane na U w ten sposéb ze wewnatrz f(U) jest umieszczony punkt staly
przyciagajacy S i () f"(U) = {s}. Wynika stad ze dla kazdego ¢ € U (a takze dla kazdego
q € V) w(q) = {p}. Mamy wiec zdefiniowany dyfeomorfizm N — f(N) i cl(f(N)) C N. Tak
zdefiniowane przeksztalcenie mozemy przedtuzyc tez do dyfeomorfizmu catej sfery S? (N mozna
utozsamié¢ przez dyfeomorfizm z gérna poélsfera; na dolnej potsferze S definiujemy dyfeomorfizm
tak aby f(S) =S%\ f(N) (zatem f(S) D S), umieszczajac punkt staly na przyktad w biegunie
potudniowym r. Wéwczas dla kazdego ¢ € f(S) = S%\ f(IN) mamy a(q) = {r}. Z tych obserwacji
wynika ze zbiér punktéw niebladzacych roznych od r, s Q(f)\ {r, s} jest zawarty w wyjsciowym
kwadracie D. Istotnie, jedli p € S to ujemna trajektoria punktu p i calego jego otoczenia
jest przyciagana do bieguna poludniowego r, zatem istnieje takie otoczenie U punktu p ze
f"(U)NU = 0 dla wszystkich n. Podobnie, jesli p € U, to p jest przyciagane przy iteracji
w przéd do punkty statego s, i, z tych samych powoddéw p jest punktem bladzacym. Poniewaz
f(V) C U izbiér punktéw niebtadzacych € jest niezmienniczy, wiec réwniez zbioér V nie przecina
Q(f). Korzystajac jeszcze raz z niezmienniczosci zbioru Q(f) wykazaliémy zatem

Stwierdzenie 7.3. Zbior punktow nieblgdzacych Q(f) jest zawarty w zbiorze
oo
Dy = ﬂ M (D)yu{r,s}
n=—o0o
(zauwaimy ze zbior Do sklada sie z punktow ktorych trajektorie przez caly czas pozostajg w D)

Wykazemy teraz ze caly zbiér Dy, jest zawarty w zbiorze punktéw niebtadzacych Q(f). W
tym celu skonstruujemy sprzezenie topologiczne pomiedzy przeksztalceniem f : Do — Dy i
przesunieciem w lewo ¢ na przestrzeni symbolicznej.
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Vi VTJ_
Rysunek 7.5. Podkowa Smale’a.

Rozwazmy zbior
n
Dy = f{(D)
i=0

Widzimy (tu bedzie rysunek ze Dj = (I, f!(D) jest suma 2" pionowych prostokatéw,
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Rysunek 7.6. Rozszerzenie przeksztalcenia.

ktérych szerokoéci maleja wykladniczo z n; w szczegdlnosci- D} jest suma dwéch pionowych
prostokatéw Vi, Va. Ponadto, w kazdym prostokacie P pojawiajacym si¢ w Dy sa zawarte
doktadnie dwa prostokaty nastepnej generacji; przy czym suma szerokosci tych prostokatow
jest réwna szerokosci P pomnozonej przez . Zatem DS = (72, fi(D) jest produktem zbioru
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Cantora i odcinka. Zbidr ten sktada sie doktadnie z punktéw ktére przez calyg swoja historie w
przesztosci pozostawaly w D.
Podobnie, zbior

0
D%, = ) fi(D)
i=—n
sklada si¢ z 2" poziomych prostokatéw; w szczegélnosci D, jest to podzbiér D zlozony z
punktéw, ktore w pierwszej iteracji trafiaja do D. Zbior

0
DY = () fi(D)

i=—n

sktada sie zatem z punktéow ktére przez cala swoja przyszlo$é pozostana w D; podobnie jak
poprzednio- widzimy ze jest to produkt ”pionowego” zbioru Cantora i poziomego odcinka.

Oczywiscie Dy jest przecieciem tych dwoch zbioréw; jest to zatem produkt kartezjanski
dwodch zbiorow Cantora. W szczegdlnosci Do, jest zwarty.

Kazdemu punktowi x € D, mozemy przyporzadkowaé jego ”"kod”- nieskonczony cigg sym-
boli (z;) = m(z) W przestrzeni symbolicznej ¥ = {1,2}>_: x; = 1 jedli fi(x) € Hy, x; = 2 jedli
fi ($) € Hs.

Wykazemy

Twierdzenie 7.5. Przeksztalcenie f: Do — Do jest topologicznie sprzeione z prze-
sunieciem o na przestrzeni symbolicznej Y; sprzeienie jest zadane przez kodowanie
e

com=mo f

Dowdd. Formuta ¢ om = 7 o f wynika wprost z definicji kodowania 7. Pozostaje wiec do
sprawdzenia ze 7 jest homeomorfizmem. Sprawdzimy najpierw ze 7 jest wzajemnie jednoznacz-
ne. Réznowartosciowoé¢ m wynika z obserwacji, ze zbior punktéw ktoére maja ten sam kod
Tep,.-.,X0,- .. Ly jest domknietym prostokatem P, o rozmiarach malejacych wyktadniczo z n.
Ponadto P,y1 C P,. Zatem przeciecie jest jednopunktowe. Z konstrukcji wynika tez ze prze-
ksztalcenie 7 jest "na”- kazdy kod jest realizowany. Wykazemy ze m~! jest ciggle. Wystarczy
w tym celu sprawdzié¢ ze jesli ciag kodow (svgk)) EO)

1 (z® ©

— (z;”) to ciag odpowiadajacych punktéw

). Z definicji metryki w przestrzeni ¥ wynika ze dla kazdego N istnieje
takie ko ze dla kazdego k > ko ciagi (l‘gk)) oraz (332(0)) maja te same wyrazy dla wszystkich
k takich ze |k| < N. Stad za$ wynika ze odpowiadajace im przy przeksztalceniu 7—! punkty
leza w tej samej spdjnej sktadowej (prostokacie) zbioru DY\ N D{Y. Poniewaz dlugosci bo-

e €

kéw tego prostokata maleja wykladniczo z N, dowodzi to zbiezno$ci ﬂfl(xgk)) — ﬂ,1<x§0)).
Mamy wiec ciaggta bijekcje pomiedzy dwiema przestrzeniami metrycznymi zwartymi, zatem-
homeomorfizm. O

Zauwazmy ze mamy nastepujace stwierdzenie (pozostawiamy dowdd jako ¢wiczenie)

Stwierdzenie 7.4. W przestrzeni ¥ punkty (ciqgi) okresowe przy przeksztalceniu o stanowiq
gesty podzbior.

Stad za$ wniosek

Whniosek 7.1. W zbiorze Do punkty okresowe dla f sq geste.
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Poniewaz kazdy punkt okresowy jest zawarty w zbiorze punktéw niebladzacych Q(f), i zbior
Q(f) jest domkniety, poréwnujac ze Stwierdzeniem 7.3, otrzymujemy

Twierdzenie 7.6. Zbidr punktéw niebladzqcych Q(f) dla dyfeomorfizmu f jest réwny

Dy, = ﬂ fn(D)U{T,S}

n=—oo

Punkty okresowe stanowiq gesty podzbior Q(f).

do zadan: rozmaitoSci stabilne i niestabilne w podkowie, continuum Knastera.
Podkowa Smale’a to pewien abstrakcyjnie zdefiniowany uklad dynamiczny. Jego wazno$é
wyjasnia ponizsze twierdzenie

Twierdzenie 7.7 (Punkt homokliniczny produkuje podkowe). Niech f bedzie dyfe-
omorfizmem rozmaitosci M, p- hiperbolicznym punktem stalym. Zalozmy Ze istnieje
punkt homokliniczny q (czyli punkt transwersalnego przeciecia rozmaitosci stabilnej
W#(p) i niestabilnej W"(p), rézny od p). Wéwczas zbidr punktéow nieblgdzacych Q(f)
zawiera zwarty niezmienniczy podzbior A, homeomorficzny ze zbiorem granicznym pod-
kowy Doo; homeomorfizm ten sprzega dzialanie f|n z dzialaniem opisanego przeksztal-
cenia na podkowie.

Szkic dowodu. Uzywamy wprowadzonego powyzej uktadu wspoétrzednych. Niech V' = B§ x By
Mozemy zalozyé¢ ze q € V. Istotnie, jesli g jest punktem homoklinicznym to wszystkie jego
obrazy- tez. Poniewaz q € W*(p) wiec f"(q) — p; zatem ktérys obraz q lezy w V.

Twierdzimy ze dla wszystkich odpowiednio duzych k zbiér f¥(V) NV ma co najmniej dwie
sktadowe; punkty ¢ i p naleza do réznych sktadowych (rysunek 7.7).

Na rysunku 7.8 przestawiono przeciecie zbiorow A; i Ao z ich kolejnymi obrazami. W
odréznieniu modelu liniowego, zadne z uzywanych tu przeksztalcen nie jest liniowe. Poniewaz
uzywamy iteracji (f¥)" = f™*, wiec obrazy paskéw mogltyby bardzo sie zdeformowaé. Trzeba
wiec sprawdzi¢ ze mozna wybraé¢ k na poczatku tak duze ze wszystkie paski pozostang ”prawie
poziome”. Wybér k mozna przeprowadzi¢ na przyktad tak:

1. Istnieje ng takie ze f"0(Bj§) zawiera cala skladowa zbioru V N W"(p) do ktérej nalezy
punkt = (wynika to stad ze w tych lokalnych wspélrzednych By jest lokalna rozmaitoscia
Wik, wiee U f"(BY) = W"(p)).

2. Ustalamy mate ¢y > 0.

3. Ustalamy n = n(no,e0) takie ze obraz f(v) jest o bliski (C') zbiorowi f™(B}) o ile v
jest n- bliskie (C1) BY.

4. Ustalamy [ € N na tyle duze ze kazdy immersyjnie zanurzony dysk zawarty w V', i e-bliski
w C1 dyskowi W¥(p) N Ay jest przeksztalcany przez f! na zbiér (dysk immersyjny) + taki
ze v NV jest n-bliskie By.

Tutaj wykorzystujemy A-lemat.

5. Ustalamy k& = ng +1
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8. Zbiory hiperboliczne. Dyfeomorfizmy i potoki
Anosowa. Stabilnosé¢ zbioréw hiperbolicznych.

W poprzednim wyktadzie opisaliSmy skomplikowany zbiér niezmienniczy dla dyfeomorfizmu-
Podkowe Smale’a. Teraz opiszemy kilka innych przyktadéw zbioréw hiperbolicznych.

Definicja 8.1. Niech f bedzie dyfeomorfizmem gladkiej zwartej rozmaitoéci M. Zakladamy,
jak zawsze w tym wykladzie, ze M jest zanurzona w przestrzeni euklidesowej RY, i ma, w
takim razie, odziedziczona z R" strukture Riemannowska ( w szczegdlnodci, dtugoéci wektoréw
w przestrzeni stycznej mierzymy uzywajac dtugosci zmierzonej w RV,

Niech A bedzie zwartym niezmienniczym podzbiorem M. Méwimy ze A ma strukture hiper-
boliczng jesli w kazdym punkcie p zbioru A istnieje rozktad przestrzeni stycznej T, M na sume
prosta dwoch podprzestrzeni: T,M = E; @ E;. Rozklad ten ma by¢ niezmienniczy ze wzgledu
na f:

Dy f(Ey) = E*(f(p))

Dy f(Ep) = E*(f(p))
Ponadto, zadamy aby istnialy state C' > 0, A > 1 takie ze
[1Dpf" ()] < CA™|v]]

dlav e Ef, oraz

[ Dpf" ()| < CAT"|[v]]
dla v e E;j.

Uwaga 8.1. Warto zauwazy¢ ze jesli wektor v € T,M ma (w rozkladzie na sume prosta T, M =
E; & By niezerowa druga sktadowa, to diugosci obrazéw wektora D f"(v) (n > 0) rosna z n
wyktadniczo szybko.

Mamy nastepujace wazne Twierdzenie

Wstep do teorii Uktadéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Twierdzenie 8.1 (Twierdzenie o rozmaitosci stabilnej dla zbioréw hiperbolicznych).
Niech f : M — M bedzie dyfeomorfizmem klasy C*. Niech A bedzie niezmienniczym
zbiorem hiperbolicznym dla f. Wowczas istnieje € > 0 4 A< A C >0 takie ze dla
kazdego p € A zbiory

We(p, f)={a € M :¥n>0f"(q) € B(f"p,e)} = {g € M : Vn > 0d(f"(q), f"(p)) < CA™"}

oraz

We(p, f)={g € M:¥n>0f"(q) € B(f "p.e)} = {g € M :¥n > 0d(f"(q), f"(p)) < CA ™"}

sq gladkimi podrozmaitosciami klasy C* w M. Ponadto T,W:(p, f) = E; oraz
T,W(p, f) = E}

Uwaga 8.2. Zauwazmy ze réwnosé¢ definiujaca W2 (p, f) (i podobnie W (p, f)) na dwa rézne
sposoby tez wymaga dowodu!

Dowdd. do napisania O

Definicja 8.2. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Mowimy ze odwracalne przeksztatcenie
T:X — X jest ekspansywne jedli istnieje € > 0 takie ze dla dowolnych z,y € X istnieje n € Z
takie ze T"(x), T™(y) > e.

Whiosek 8.1. Obciecie dyfeomorfizmu do zbioru hiperbolicznego jest przeksztalceniem ekspan-
sywnym.

Zauwazmy ze w definicji zbioru hiperbolicznego nie zadamy zeby przestrzenie Ej, £ zalezaly
w sposOb ciagly od punktu. Wynika to jednak z innych wtasnosci:

Stwierdzenie 8.1. Przestrzenie £, E, zalezq w ciggly sposéb od p.

Dowdd. Wezmy ciag punktow A > p, — p € A. W kazdej przestrzeni E, wybieramy bazg
ortonormalng

. Przechodzac do podciagu, mozna zatozy¢ ze
vl =t e M.
Skoro

1Dy, Ol

i Ul <
to (z ciaglosci) mamy takze

1D, 0 Il < CAT"[[o']]

Zatem, v’ € E;.
Pokazalidémy wiec ze

lim E5, C ES.



49

W ten sam sposéb sprawdzamy ze

limE, CE,.

Skoro Ej & B =T, M to musi by¢
limE) = Ep,
lim £, = E,
O

Whiosek 8.2. Podprzestrzenie Ej i E) sq "jednostajnie transwersalne”, tzn istnieje o takie
ze dla lazdego p € A i dla dowolnych v € E,, w € E kat miedzy wektorami v,w jest wickszy
niz ag.
Dowdd. Niech a(p) bedzie minimalnym katem miedzy v € E;, w € Ej. z poprzedniego stwier-
dzenia wynika ze a(p) jest ciagla funkcja p. Ze zwartosci A wynika ze a(p) > ag > 0. O

Definicja 8.3. Globalna rozmaitosc stabilna (niestabilna)
Przy zalozeniach takich jak w poprzednim twierdzeniu definiujemy zbiory

W2 f) = {g € M= d(f"(q), F"(®) — 0 gdy n— o= FI(Wp. f)
=0

oraz
W p, f)={qa€ M :d(f"(q), f"(p) = 0 gdy n—oo= ]/ (Wp,f)
=0

Zbiory te nazywamy odpowiednio globalng rozmaito$cia stabilng i niestabilng. Ta definicja
wymaga uzasadnienia:

Cwiczenie 8.1. Przy zalozeniach jak w poprzednim Twierdzeniu, wykazaé ze zbiory W* (p, f)
i W4(p, f) sa immersyjnymi podrozmaito$ciami klasy C* w M

Cwiczenie 8.2. Sprawdzi¢ ze podkowa Smale’a, zdefiniowana w poprzednim wykladzie, jest
zbiorem hiperbolicznym.

Stwierdzenie 8.2 (Zbié hiperboliczny dla bliskiego przeksztalcenia). Niech A bedzie zbiorem
hiperbolicznym dyfeomorfizmu f. Wowczas istnieje otoczenie V' zbioru A takie zZe jesli g jest
dyfeomorfizmem, dostatecznie bliskim (w C' metryce) f na V., to zbiér

A= g"(V)
nez

jest hiperboliczny.
Uwaga 8.3. Nie wiemy jeszcze jak zbior A{, jest zwiazany z A, a nawet- czy jest niepusty.

Dowdd. Na zbiorze A mamy rozklad przestrzeni stycznej T,M = E; @& E, zalezny wspos6b
ciagly od p. Mozemy ten rozklad rozszerzyé¢ do ciaglego (niekoniecznie niezmienniczego!) na
pewne otoczenie A C V.

Rozpatrujemy teraz rodzine stozkéw poziomych i pionowych. Stozki poziome to

Hl ={v+w:veE we kg, |w]] <]}
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8.1. Solenoid

W tym rozdziale skonstruujemy pewien hiperboliczny atraktor (czyli zbiér ktory przyciaga
cale swoje otoczenie). Do tej pory mielismy do czynienia z przeksztalceniami (lub potokami)
Morse’a Smale’a, w ktérych jedynymi atrakotrami byly punkty stale (stacjonarne) lub orbity
okresowe. Ten atraktor jest zupelnie innego rodzaju.

Rozpatrzmy petny torus M = S' N D2. Okrag parametryzujemy argumentem ¢ (¢ — e
za$ na dysku jednostkowym D uzywamy zespolonej zmiennej z. NA okregu rozpatrujemy prze-
ksztalcenie 22 czyli t — 2t,,0q1 Rozpatrujemy przeksztatcenie f : M — M dane wzorem

27rit) ,

£6.2) = (9(0). 32+ 3¢

f przeksztalca zatem kazdy dysk D; odpowiadajacy t = const na mniejszy dysk, o pro-
mieniu czterokrotnie zmniejszonym, zawarty w dysku o dwukrotnie powiekszonym argumencie.
Latwo mozna zobaczy¢ jak wyglada dysk ¢ = ¢y przeciety z obrazem f(M): jest to suma dwéch
rozlacznych dyskéw, kazdy o promieniu %. (Powstaly jako obrazy odpowiednich dyskéw dla
argumentéw 2 i % + 7).

rysunek

Niech My = N j = 0% f3(M) = f7(M). Nastepujace stwierdzenie wynika tatwo z konstrukcji

Stwierdzenie 8.3. Dla kazdego t zbiér My, N Dy jest sumq 28 roztacznych domknietych dyskéw
0 promieniu 4% kazdy. Dla kazdego odcinka [t1,ts] zbidr My N Ute[tl’tg] Dy jest sumg 2F rozlgcz-
nych pelnych walcow (oczywiscie mowimy o zbiorach dyfeomorficznych z walcami, nie o walcach
geometrycznych).

dwa rysunki Niech wreszcie A = () f/(M). Jest to nasz atraktor; z definicji wynika ze
jesli mM to d(f™(z),A) — 0 gdy n — oo. Nietrudno sprawdzi¢ ze przeciecie D; N A jest
homeomorficzne ze zbiorem Cantora.

Wykazemy

Twierdzenie 8.2 (Wlasnosci topologiczne Solenoidu). Zbior A ma nastepujgce wia-
snosci:
1. A jest spojny.
. A\ nie jest lokalnie spojny.
. A\ nie jest tukowo spdjny.
. Punkty okresowe dla f stanowiq gesty podzbior A.
- fia Jjest topologicznie tranzytywne: dla dowolnych otwartych podzbioréw U,V prze-
cinajgcych A istnieje n € N takie ze f*(U)NV N A # (.

v A o o

Szkic dowodu. Spdjnoéé A wynika stad ze A = (| Mg; jest to zstepujacy ciag zbioréw zwartych
i spéjnych.
Przypomnijmy ze lokalna spéjnosé oznacza ze dla kazdego z € A mamy:

Ve > 036 > O0Vy € B(z,0)3G C A spdjny taki ze z,y € G
. Tymczasem (rysunek) zbiér My, przeciety z Uteltr 1) Dt Jest suma 2F skreconych walcow:; jesli

punkty x,y nalezg do réznych walcow to nie da sie ich potaczyé¢ spéjnym podzbiorem A o malej
srednicy (jedyne ”polaczenie” miedzy tymi walcami prowadzi dookola torusa).
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Wykazemy teraz ze zbiér A nie jest tukowo spdjnym tzn ze nie kazde dwa punkty A dadza
sie polaczyc krzywa zawarta w A. Rozwazmy w tym celu dysk Dy; oczywiscie f(Dg) C Dy.
Wybierzmy punkt p € Dy N A.

Zbiér My, N Dg jest sumg rodziny Dy, o ztozonej z 2F dyskéw, ktére mozna laczyc drogami
wzdhuz rozciagnietego torusa f¥(M). Po wykonaniu jednego obrotu, trafiamy do kolejnego dysku
w zbiorze M}, N Dy; po wykonaniu 2% obrotéw- trafiamy do wyjsciowego dysku. Zatem mozemy
wybraé punkt ¢; w tym dysku, ktory jest otrzymany z dysku zawierajacego punkt p przez 281
obrotéw. Zatem- kazda droga laczaca w M), punkty p i ¢, musi przecia¢ Dy przynajmniej 21
razy, i wykonaé pelny obrét wokédt torusa pomiedzy kazdymi dwoma przecieciami. W nastepnym
kroku konstrukeji, w dysku z rodziny Dy, o zawierajgcym p pojawiajg sie na dwa dyski z rodziny
Dj41,0. Wybieramy ten z nich, ktéry zawiera punkt p; oznaczmy go DY +1- Podobnie, w dysku
k-tej generacji zawierajacym ¢ pojawig sie dwa dyski k + 1-szej generacji. Jeden z tych dyskow
da sie polaczyé z D}, 41 droga ktora obraca si¢ wokol torusa 2k=1 razy; drugi- droga ktéra obraca
sie 2% razy. Wybieramy ten drugi, i jakis punkt g1 w tym dysku. Oczywiscie tak zdefiniowany
ciag qi jest zbiezny i jego granica q jest w A. Z konstrukcji wynika ze kazda droga w A, taczaca
p i ¢, musialaby przecina¢ Dy przynajmniej k razy i pomiedzy dwoma przecieciami wykonaé
przynajmniej jeden obrét wokoét torusa. Poniewaz tak musi by¢ dla kazdego k, taka droga nie
istnieje (przeczy to ciaglosci drogi).

Sprawdzimy gesto$¢ orbit okresowych. Zauwazmy najpierw ze istnieje gesty zbiér argumen-
téw t dla ktorych dysk D, jest przeksztalcany przez pewna iteracje f™ (zalezna od t) w siebie
(sa to po prostu argumenty ¢ odpowiadajace punktom okresowym dla przeksztalcenia 2% na
okregu). Oczywiscie w kazdym takim dysku znajdzie sie, w takim razie, punkt staly dla f.
Zatem- w kazdym zbiorze postaci Uyey, 4, Dt jest jakis punkt okresowy dla f. Rozwazmy teraz
dowolne otoczenie U dowolnego punktu p € A. Istnieje ”cienki cylinder” - czyli zbiér postaci
Cr = Mpn{t € T1,T>} (dla pewnych Ty, T5) zawarty w U (dlaczego?). Wystarczy teraz zauwazy¢
ze fF(Cy,) jest zbiorem postaci Utet, 1, Dt- Zatem znajdzie si¢ w nim jakis punkt okresowy dla
f. Skoro w nim- to takze w zbiorze C}, a wiec- takze w U.

O

Stwierdzenie 8.4. A jest zbiorem hiperbolicznym.

Szkic dowodu. Zapiszemy rézniczke przeksztalcenia f we wspoétrzednych (¢, 2):

2 0
Df(t,z) = ( i exp(2mit) ild )

Wektor styczny zapisujemy jako (u,v), gdzie u € R,v € C. Pod dzialaniem rézniczki wektor
(0,v) jest przeksztalcany na wektor (0, iv); mamy wiec wyznaczona wiazke stabilng. Wykazanie
istnienia wigzki niestabilnej jest trudniejsze. Metoda opisana ponizej nazywana jest metoda
stozkéw niezmienniczych.

Wykazemy najpierw ze istnieje ”wiazka niezmiennicza stozkéw niestabilnych”. W kazdym
punkcie solenoidu S rozwazamy stozek (podzbiér przestrzeni stycznej zaczepionej w tym punk-
cie), opisany nieréwnoscia:

5(p) = {(u,0) € T,M < Jul > o]

(Zatem jest to rodzina stozkéw polozonych ”poziomo”). Rézniczka f nie zachowuje kierunku
poziomego, czyli wektora postaci (u,0) (tak jest tylko dla ¢ = 0. Ale- zachowuje rodzine stozkéw
poziomych

Cwiczenie 8.3. Sprawdzi¢ ze dla kazdego p € S mamy

Df(S(p)) € S(f(p))
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Widzimy teraz jak mozna prébowaé uzyskaé szukana foliacje niestabilna: skoro D f(S(p)) C
S(f(p)), to r6Wniez Df(S(f~1p)) C S(p), itd i otrzymujemy zstepujacy ciag stozkéw:

Df(S(f"(p)) € S(p))

Jesli wykazemy ze przeciecie tego ciagu stozkow, zaczepionych w punkcie p jest jedng pro-
sta (zawarta w 1),(M))) otrzymamy jednowymiarowa niezmiennicza foliacje. Jesli dodatkowo
sprawdzimy, ze D f rozciaga wektory nalezace do prostych z tak wybranej foliacji- otrzymamy
brakujacg foliacje niestabilna.

Najpierw sprawdzimy warunek rozciagania: Na stozkach S(p) mozemy uzyc dowolnej normy
réwnowaznej z norma euklidesowa (czyli np z norma |u| + [|v]|). Poniewaz ||v|| < 2|u|, wiec
na stozkach S(p) réwnowazna norma jest po prostu |||(u,v)||| = |u|. Oczywiscie, ta norma jest
mnozona przez 2 przy dzialaniu rézniczki D f. Zatem warunek rozciagania zostal sprawdzony.

Aby sprawdzié ze przeciecie D f™(S(f~™(p)) jest jedna prosta, zobaczymy jak zmniejsza (zwe-
za) sie stozek S(p) po zastosowaniu operatora rézniczki D f,. Wezmy dwa wektory (u1,v1), (ug, v2) €
S(p). "Nachylenia” tych wektoréw to wartosci ¢t, 2. Niech teraz (Ui,Vi) = Df((u1,v1),

(Ua, Va) = D f((ug,v2). Z wzoru na rézniczke D f dostajemy od razu:
i Vs

U |Us

1

8

1 ()

ur U2

Zatem réznica miedzy nachyleniami obrazéw przy D f* dwéch dowolnych wektoréw naleza-
cych do stozka maleje wyktadniczo z k. Wynika stad oczywiscie ze przecigcie zstepujacego ciagu
stozkoéw

Df*(S("(p)) € S(p))

sktada sie doktadnie z jednej prostej. Jest to szukana przez nas foliacja niestabilna E*.
O

8.2. Dyfeomorfizmy Anosowa

Zaczniemy od przykladu. Rozwazmy automorfizm algebraiczny torusa T? okreélony wzorem:

T(x)= ( ? i )x (8.1)

Mowiac precyzyjniej, przeksztalcenie T' najpierw jest okreslone wzorem 8.1 na plaszczyznie.
Poniewaz T jest liniowe i przeksztalca punkty o wspotrzednych catkowitych na punkty o wspot-
rzednych catkowitych, T' indukuje gtadkie przeksztalcenie torusa f : T? — T2. Zauwazmy ze
f jest odwracalne (poniewaz wyznacznik macierzy jest réwny 1); przeksztalcenie odwrotne jest
indukowane przez przeksztalcenie liniowe plaszczyzny o macierzy:

T(x)z(_i _;>£L'

Punkt p = (0,0) jest punktem stalym hiperbolicznym. Wartosci wlasne dla macierzy prze-

ksztalcenia T to A\ = % > 11X = 3_27‘/5 < 1. Odpowiednie (wzajemnie prostopadle)
kierunki wtasne to y = @x, Yy = —@x. Oznaczmy prosta wyznaczona przez pierwsze

réwnanie na plaszczyznie przez Ly, drugg prosta przez Lo. Wéwcezas T'(L1) = Li (ta prosta jest
rozciagana przy dzialaniu T'); podobnie T'(Ly) = Lo (ta prosta jest $ciagana przy dzialaniu 7).
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Zauwazmy dalej ze jedli p jest dowolnym punktem plaszczyzny, to obrazem prostej afinicz-
nej p + L jest prosta afiniczna T'(p) + L1; podobnie dla Ly. Mamy wiec w kazdym punkcie
plaszczyzny wyznaczony kierunek stabilny E° i niestabilny E*. Mamy tez globalne rozmaitosci
niestabilng p + Lp i stabilna p + Ly. Po zrzutowaniu na torus proste p + L1, p + Lo utworza
foliacje stabilna i niestabilna dla przeksztalcenia f. Zrzutowane proste sa gesto nawinigtymi
obmotkami na torusie.

Whiosek 8.3. Dia tego dyfeomorfizmu cala rozmaitosé T? jest zbiorem hiperbolicznym.

Stwierdzenie 8.5. Zdefiniowany powyzej dyfeomorfizm f : T? — T2 ma gesty zbior orbit
okresowych.

Dowdd. Dowdd pozostawimy jako zadanie:

Cwiczenie 8.4. Wykazaé ze jedli f jest hiperbolicznym automorfizmem torusa T™ to punkt
x € T™ jest okresowy wtedy i tylko wtedy x = 7(X) dla pewnego punktu X € R™ o wymiernych
wspoirzednych.

O]

Zauwazmy ze ten dyfeomorfizm jest bardzo rézny od dyfeomorfizméw Morse’a- Smale’a,
omawianych przez nas wczesniej. Dla tamtych dyfeomorfizméw zbiér punktéow niebtadzacych
sktadat sie ze skoniczonej liczby hiperolicznych orbit okresowych. Dowdd ich strukturalnej sta-
bilnosci (przeprowadziliémy dowdéd dla dyfeomorfizméw okregu w wykladzie 7?7 rozpoczynal
sie od sprawdzenia ze przy malym zaburzeniu wszystkie orbity zachowaja sie.

W tej nowej sytuacji mamy nieskoniczenie wiele hiperbolicznych orbit okresowych. Mimo
to, przy malym zaburzeniu wszystkie te orbity zachowuja sie! Twierdzenie to ma daleko idace
uogoélnienia (stabilno$é dowolnych zbioréw hiperbolicznych). Najpierw podamy elegancki dowéd
(pochodzacy od J. Mosera) dla automorfizmu algebraicznego torusa.

Twierdzenie 8.3. Hiperboliczny automorfizm torusa T™ jest C' strukturalnie stabil-
ny.

Dowdd. Bedziemy dla uproszczenia zaktadali ze mamy do czynienia z automorfizmem f dwu-
wymiarowego torusa. Jest on reprezentowany przez macierz przeksztalcenia liniowego T na
plaszczyznie. Nlech g bedzie dyfeomorfizmem torusa bliskim f w C! topologii. Twierdzimy
ze wowcezas istnieje dyfeomorfizm plaszezyzny G, ktéry jest C! bliski T, i taki ze m o G = g.
Istotnie, mamy f o7 = 7o T. Zatem, jeli g(z) jest e bliskie f(x) to dla kazdego X € 7~ !(x)
istnieje doktadnie jeden punkt Y € 7~ !(g(x) ktéry jest € bliski punktowi 7(X) na plaszczyznie.
Kladziemy G(X) = Y. G jest zatem dobrze okreslone; jest gladkie poniewaz -lokalnie G zapisuje
sie jako 7! o g o7 ( dla pewnej gatezi 7—1). Zastosujemy do przeksztalcenia liniowego T i do
dyfeomorfizmu G twierdzenie Grobmana- Hartmana. Mozemy je zastosowaé bo G jestC! malym
zaburzeniem 7' w calym R? . Zatem G mozemy zapisaé¢ jako G = T + ¢ gdzie phi jest klasy C!
i jest C'! bliskie zera.
Wspomniane Twierdzenie gwarantuje istnienie homeomorfizmu H : R? — R2, ktéry jest
sprzezeniem miedzy T i G:
HoT=GoH (8.2)

Oczywiscie, nie wynika stad ze homeomorfizm H da si¢ zrzutowaé¢ do homeomorfizmu h na
torusie, sprzegajacego dziatanie f i g. Przypomnijmy, ze w dowodzie twierdzenia Grobmana-
Hartmana (rozdzial 6) homeomorfizm H otrzymuje sie w postaci I +u (I jest przeksztalceniem
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identycznosciowym). Na to zeby H = I 4u rzutowato sie do T? potrzeba aby dla kazdego p € Z?
istnialo ¢ € Z? takie ze
(I +u)(X +p)=q+ T +u)(X)

czyli u(X +p) = ¢+ X +u(X), u(X +p)— X = g—p. Jesli H ma by¢ bliskie identycznosci (czyli
||u|| ma byé¢ male) to trzeba aby u(x + p) = u(x), czyli zeby u bylo (dwu)okresowe. Wéwczas
h = 7o (I +u)or ! jest dobrze okreslone i jest homeomorfizmem torusa. Musimy zatem
wykaza¢ ze w dowodzie twierdzenia Grobmana- Hartmana mozemy poszukiwaé rozwigzania
zagadnienia 8.2 w postaci H = I 4+ u gdzie u nalezy do podprzestrzeni przestrzeni C’I?(R2
zlozonej z funkcji dwuokresowych. Oznaczmy te podprzestrzen przez P. Tak jak w dowodzie
twierdzenia Grobmana- Hartmana, wprowadzamy operator S dzialajacy w przestrzeni funkcji
CY(R?, okreslony wzorem S(u) = uoT — T ou. Tak samo jak poprzednio, stwierdzamy ze S jest
odwracalny, skoro T jest hiperboliczny. Zauwazamy teraz ze S przeksztatca funkcje dwuokresowa
u na funkcje dwuokresowa. Zatem S zachowuje przestrzen P. Przeksztalcenie

K(u) = 571 +u))

jest kontrakcja w normie C,? i zachowuje domknieta podprzestrzen P. Zatem jedyny punkt staly
u lezy w podprzestrzeni P.
Punkt staly u spelnia réwnanie

(I4+u)oT =(T+¢)(I+u)
czyli H = I + u spelnia
HoT=GoH

. Wéwcezas homeomorfizm H rzutuje sie do homeomorfizmu h : T? — T?, czyli ro H = hor i
h jest szukanym sprzezeniem: ho f = go h. 0

Whiosek 8.4. Jest to jeszcze jeden sposob na przekonanie sie Ze w wymiarze > 2 dyfeomorfizmy
Morse’a-Smale’a na gladkiej zwartej rozmaitosci nie stanowiq gestego podzioru w C topologii.

8.3. Stabilnos$¢ zbioréw hiperbolicznych

Stwierdzenie 8.6 (Zbié hiperboliczny dla bliskiego przeksztalcenia). Niech A bedzie zbiorem
hiperbolicznym dyfeomorfizmu f. Wowczas istnieje otoczenie V' zbioru A takie ze jesli g jest
dyfeomorfizmem, dostatecznie bliskim (w C' metryce) f na V, to zbiér

A= g"(V)
ne”Z

jest hiperboliczny.
Uwaga 8.4. Nie wiemy jeszcze jak zbior A{, jest zwiazany z A, a nawet- czy jest niepusty.

Dowdd. Na zbiorze A mamy rozklad przestrzeni stycznej T,M = EJ @& E, zalezny wsposob

ciagly od p. Mozemy ten rozklad rozszerzy¢ do cigglego (niekoniecznie niezmienniczego!) na
pewne otoczenie A C V.
Rozpatrujemy teraz rodzine stozkdw poziomych i pionowych. Stozki poziome to

Hl ={v+w:veE,weEy, |[lw]] <y}

stozki pionowe:
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Vi ={vtw:veE weE;, |l <Allwl}

Jesli x € A, to stozek poziomy H jest przeksztalcany przez D, f w stozek poziomy zacze-
piony w punkcie f(z); podobnie stozek pionowy V) jest przeksztalcany przez D, f~! w stozek
pionowy w punkcie f~!(x); doktadniej- mamy nawet pewien ”zapas”- obraz H) jest zawarty w
Hx Qm; podobnie dla stozkéw pionowych. Dzieki temu, jedli g jest bliskie f w C' metryce, to
rowniez D, g zachowuje te rodzing stozkdéw poziomych i pionowych; nie tylko dla = € A ale tez
dla z € V, gdzie V jest pewnym otoczeniem A.

Wykazemy ze stad wynika dla punktéw z € A{, istnienie niezmienniczego rozktadu T, M na
podprzestrzen stabilng i niestabilng przy dzialaniu g.

W tym celu udowodnimy nastepujacy

Lemat 8.1. Niech L, : R" = R*“®R* - R* @G R bedzie ciggiem przeksztalcen liniowych takich
ze

1. L(H?) C intH?

2. L'V, C itV

3. || L (w)|| > AJu|| dlawe HY

4o ||Lin ()] < A7 Y|v|| dla v € L,H(VY).

Wowczas zbiory

[e.e]
Ep = () Lm-10Ln—20:+0Ly_H
1=0
oraz

m—1

oo
Eyn =L oLy io-oL L V7
1=0

sq (odpowiednio) s- i u- wymiarowymi podprzestrzeniami liniowymi R™

do skonczenia

8.4. DA atraktor

do uzupelnienia Naszkicujemy konstrukcje interesujacego atraktora, ktory powstaje dla
przeksztalcenia uzyskanego przez modyfikacje automorfizmu ergodycznego torusa (stad nazwa:
Derived from Anosov). Zaczynamy od opisanego w poprzednim rozdziale hiperbolicznego auto-
morfizmu torusa f wyznaczonego przez przeksztalcenie liniowe

T(ZE):<_} _;>£L'

Punkt p = (0,0) jest punktem stalym hiperbolicznym. Zmodyfikujemy przeksztalcenie w
otoczeniu punktu p tak aby stal sie Zrédlem; blisko pojawia sie dwa inne punkty stale (siodla).
Ustalmy wiec mate otoczenie U punktu p; bedziemy w nim uzywali wspélrzednych w bazie
wyznaczonej przez kierunki wlasne. Zatem zapis wektora (up,us) oznacza ze wektor ten jest
kombinacja liniowa (u1v, + ugvs). Zmodyfikujemy przeksztalcenie f ”likwidujac” Sciaganie w
kierunku stabilnym. Formalnie, mozna to zrobic na przyktad tak: WeZzmy pomocnicza funkcje
¢ klasy C* o wykresie w ksztalcie "dzwonu”: p(x) = 1 dla |z| < ro, ¢(x) = 0 dla || > ro.
Rozpatrujemy w otoczeniu punktu (0,0) pole wektorowe o réwnaniu:
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{m =0
iy = uzp(]|ul])

Oznaczajac przez F; potok tego pola widzimy ze
1 0
DF,(0,0) = ( 0 o >

i ze poza otoczeniem zera ||u|| < ro F} jest identycznodcia.
Nasze nowe przeksztalcenie to

g=Fof
gdzie t jest na tyle duze ze e! jest wieksze od odwrotnosci mniejszej wartoéci wlasnej 7. We
wspolrzednych w bazie wektoréw wtasnych T macierz rézniczki ¢ ma postaé

A 0
Dg(070):< 0 et)\g)

Zatem punkt (0,0) stal sie zrédtem. Nowe przeksztalcenie tez jest dyfeomorfizmem.

Wykazemy

Twierdzenie 8.4. Dla dyfeomorfizmu g mamy:

Q(g) ={ptuA

gdzie A jest hiperbolicznym atraktorem. Wymiar topologiczny A jest réwny 1. gja jest
topologicznie tranzytywne. Orbity okresowe sq geste w A

Dowdd. Rozmaitosé stabilna dla f (jest to podprzestrzen liniowa stabilna) W# jest zachowywana
oczywiscie réwniez przez g; podobnie- podprzestrzen niestabilna. Przeksztalcenie obciete do
rozmaitodci niestabilnej pozostaje niezmienione. Natomiast na rozmaitosci stabilnej (rysunek)

pojawiaja sie dwa nowe punkty state piips. rysunek
Twierdzimy ze s to siodla. Istotnie, w kierunku stabilnym rézniczka ma warto$¢ wlasna

mniejsza niz 1. Zauwazmy ze macierz rézniczki dyfeomorfizmu F; ma postaé

(1)

Wynika to stad ze potok F; zachowuje wspotrzedna u;. Zatem Dg ma postaé

(=0 0) (%Y

Dla rézniczki wyliczonej w punktach p; i po wyraz zaznaczony * ma modul mniejszy niz 1
(por. wykres przeksztalcenia g obcigtego do podrzestrzeni stabilnej f. Zatem p1, p2 sa siodlami.
7 naszych rozwazan wynika tez ze w calym zbiorze U rézniczka g ma postaé

-(3?)

Dla rézniczki policzonej w punkcie p oczywiscie b jest réwne 0, za$ ¢ ma modul wiekszy od 1.
Ustalmy teraz otoczenie V ounktu p takie ze
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1. Dla ¢ € V wyraz ¢ w wyrazeniu na rézniczke Dg(q) jest wiekszy (co do modutu) od 1.

2. 0 < ¢ < 1 dla rézniczki policzonej w punktach g ¢ ¢(V) (czyli poza V g pozostaje
Sciagajace wzdluz wyjsciowego kierunku stabilnego E¥).

3. g(V)DV

Rysunek 8.1. Konstrukcja DA atraktora.

Istnienie takiego V' wynika z linearyzacji ¢ w otoczeniu p.

Skoro V' C g(V') to V.C W!(p); ponadto W' (p) = U5 ¢/(V). Niech Z = T?\ V. Wéwezas
9(Z)C Z.

Definiujemy A = T?\ W (p) = Nnlo 9" (2)

Widaé jak powstaje zbiér A. Operacja zamiany f na g prowadzi do ”rozszczepienia”’ roz-
maitosci stabilnej punktu p; staje sie on zrédlem, a dodatkowo powstaja dwa siodla p; i po.
"Szczelina” pomigdzy W*(p1) i W#(p2) to Wy'(p). Uzupetnienie tego zbioru to A.

O



9. Przeksztalcenia zachowujace miare

9.1. Podstawowe definicje i fakty

Rozpatrujemy przestrzen z miara probabilistyczna (X, F, u) (F jest o cailem zbioréw mie-
rzalnych).

Definicja 9.1. Mowimy ze przeksztalcenie T : X — X jest mierzalne wzgledem o-ciata F jesli
dla kazdego zbioru A € F zbiér T~1(A) tez nalezy do o-ciata F.

Definicja 9.2. Méwimy ze mierzalne przeksztalcenie zachowuje miare p jesli dla kazdego A € F
mamy

(T H(A) = p(4) (9.1)
tu beda przykltady: 22, namiot, 2 — 22, utamki lancuchowe

Uwaga 9.1. Jedli dodatkowo T jest odwracalne i 7! jest mierzalne, to warunek 9.1 mozemy
zapisaé

Twierdzenie 9.1 (Twierdzenie Poincare’go o powracaniu). Niech (X,F,u) bedzie
przestrzenig probablistyczng T : X — X - zachowuje miare u, A € F. Wowczas dla
wu-prawie kazdego x € A istnieje nieskonczenie wiele czaséow n takich zZe T"(x) € A.

Dowdéd. Zbioér
B={ze€A:Im>0:Vn>m T"(x) ¢ A

jest mierzalny (dlaczego?). Pokazemy ze u(B) = 0. Wystarczy pokazaé ze u(C) = 0 gdzie
C={rcA:Vn>1 T"(z)¢ A

Zauwazamy ze zbiory C,T-1(C),...,T~"(C)... sa parami rozlaczne. Jest ich nieskonczenie
wiele, miara X jest skonczona, Zatemu wszystkie te zbiory muszg mie¢ miare zero. O

Podamy teraz wazna definicje:

Definicja 9.3 (Ergodycznosé). Przeksztalcenie mierzalne przestrzeni z miara X nazywamy
ergodycznym jedli dla kazdego A zbioru mierzalnego mamy

WA=TH(A)=0 = pu(A)=0 lub w(X\A) =0

Uwaga 9.2. W tej definicji ergodycznoéci nie zaktadamy ani niezmienniczo$ci miary p dla prze-
ksztalcenia T ani skonczonosci miary p. Jesli T dodatkowo spelnia implikacje pu(A) = 0 —
w(T~H(A) = 0, w szczegdlnodci jesli T zachowuje miare p to definicje ergodycznosci mozna
réwnowaznie zapisaé (taka definicje spotyka sie na ogdt)

Wstep do teorii Ukladéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Definicja 9.4 (Ergodyczno$é miary niezmienniczej). Przeksztalcenie mierzalne T' przestrzeni
z miarg X, zachowujace te miare jest ergodyczne jesli dla kazdego A zbioru mierzalnego mamy

A=T"1A) = u(A)=0 lub uw(X\ A) =0

Zdefiniujemy teraz o-cialo zbiorow ”prawie” niezmienniczych

G={AcF:u(A-T1A)=0
Mamy tatwe

Stwierdzenie 9.1. Jesli funkcja ¢ : X — R jest mierzalna wzgledem o-ciala G to ¢ jest prawie
na pewno stata na trajektoriach:

iz : §(Tx) = $(a)} = 1

Dowdd. . Zalézmy przeciwnie, ze D = {z : ¢(Tz) # ¢(r)} ma dodatnia miare. Wowczas
istnieje takie a € Q ze zbiér D, = {x € D : ¢(x) < a i ¢(Tx) > a} ma dodatnig miare (albo
dodatnia miare ma zbiér D, zdefiniowany przez przeciwne nieréwnosci). Ale D, nie przecina
sie z T~Y1(D,) (wystarczy spojrzeé na definicje zbioru D,); z drugiej strony D, jest elementem
o ciala G. Wynika stad ze pu(D,) = 0, wbrew przypuszczeniu (zbiory z o-ciala G réznia sie
przeciez od swojego przeciwobrazu o zbiér miary zero). O

Zanotujmy jeszcze oczywiste ale wazne fakty:

Stwierdzenie 9.2. Jesti T : X — X jest przeksztalceniem zachowujacym miare, to T jest
ergodyczne wtedy i tylko wtedy gdy o- cialo G jest trywialne (sklada sie wylgcznie ze zbioréw
miary 0 i zbioréw miary 1).

Whniosek 9.1. Jesli T : X — X jest ergodyczne, to kazda funkcja mierzalna ¢ : X — R ktora
jest T- niezmiennicza (tzn ¢ o T = ¢ prawie wszedzie) jest stalg prawie wszedzie.

Gdzies troszke dalej w forma zadania moze, trzeba umiescic r6zne warunki réw-
nowazne na ergodyczno$é

9.2. Twierdzenie ergodyczne

Twierdzenie Ergodyczne jest jednym z najwazniejszych wynikéw w teorii przeksztalcen
zachowujacych miare. Rozwazmy funkcje mierzalna ¢ : X — R (czyli - w jezyku rachunku
prawdopodobienistwa- zmienna losowa). Mamy woéwczas ciag funkcji mierzalnych (zmiennych
losowych)

b, poT,poT? ... .poT", ... (9.2)

(mamy wiec jakas funkcje (obserwable) okre$lona na naszej przestrzeni X i wyliczamy jej war-
tosci wzdluz trajektorii).

Otrzymujemy w ten sposéb cigg zmiennych losowych o tym samym rozkladzie (dlaczego?),
ale oczywiscie nie niezaleznych. Twierdzenie Ergodyczne jest odpowiednikiem Prawa Wielkich
Liczb, dla takiego wlasnie ciagu jednakowo rozlozonych i catkowalnych ale zaleznych (przez
sposob w jaki zostaly zdefiniowane) zmiennych losowych.
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Twierdzenie 9.2 (Twierdzenie Ergodyczne). Niech T : X — X bedzie przeksztalce-
niem zachowujgcym miare probabilistyczng p okreslong na o ciele F podzbiorow X.
Niech ¢ : X — R bedzie funkcjq catkowalng wzgledem miary p (¢ € L' (u)). Wowczas
mamy

p+poT +doT?+ - +¢poTn !
— F
n

(¢19) (9-3)

(gdzie E(¢|G oznacza warunkowq wartosé oczekiwang wzgledem o- ciala G). Zbieznosé
jest tutaj prawie wszedzie i w L.

Uwaga 9.3. Zauwazmy ze (jak wynika ze Stwierdzenia 9.1) funkcja E(¢|G jest (prawie wsze-
dzie) T- niezmiennicza. Zatem w twierdzieniu ergodycznym otzymujemy zbiezno$é¢ do funcji 7-
niezmienniczej, oczywiscie o tej samej calce co ¢.

Whniosek 9.2. Jesli dodatkowo zalozymy ze T jest ergodyczne, mamy

p+¢poT+¢oT?+---+¢poT" !
n

— E(9) (9.4)

prawie wszedzie (zatem dla ergodycznego przeksztalcenia T teza twierdzenia jest doktadnym od-
powiednikiem Prawa Wielkich Liczb).

Whniosek 9.3 (Czestoéé odwiedzin). Jesli T : X — X jest ergodyczne, A € F to z Twierdzenia
Ergodycznego, zastosowanego dla ¢ = €4 otrzymujemy

card (i < n:T'(z) € A)
n

— u(A) (9.5)

prawie wszedzie.
Dowéd Twierdzenia Ergodycznego. Najpierw udowodnimy nastepujacy Lemat:

Lemat 9.1 (Maksymalne Twierdzenie Ergodyczne). Niech f € L'(u). Zdefiniujmy zbiér A
nastepujgco:

A={ze X: Supzn:f(Ti(x)) =00

k=0
Wowczas
IREL
A
Dowdd. Okreslamy
k—1
Fn:max<ZfOTi, 1<k<n> (9.6)
i=0
Zauwazmy ze
F" () — F*(Tx) = f(x) — min (0, F,(Tz)) (9.7)

Wynika stad po pierwsze ze ciag F"T!(z) — F™(Tx) jest nierosnacy, a po drugie- ze dla
r € A mamy
Foir(z) — Fa(Ta) — f(x) (9.5)
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a stad:
0< [ (Fusi = F)du= [ (Fan = FooT)— [ fan (9.9)
A A A

Ro6wnosé wynika stad ze z niezmienniczos$ci miary g mamy [ F-1(4) FoT = [, F,, a dzieki temu

ze zbi6r A jest niezmienniczy ( A (f~1(A) = A), mozemy nastepnie f~1(A) zastapié¢ przez A.
Ostatnie przejscie do granicy jest uprawnione, bo ciag funkcji F, 11 — F,, oT jest nierosnacy,

i zbiezny na zbiorze A do catkowalnej funkcji f. Formuta 7?7 konczy dowdéd Maksymalnego

Twierdzenia Ergodycznego.
O

Zalozmy teraz ze E(f|G) < 0 prawie wszedzie. Skoro A jest niezmienniczy, to oczywiscie

A € G, zatem
1= EBr19) <0
A A

Zatem: jesli E(f|G) < 0 prawie wszedzie, to z Maksymalnego Twierdzenia Ergodycznego wynika
ze u(A) = 0. Poza zbiorem A mamy za$ oczywiscie:

. 1 n—1
lim sup — > foT"<0 (9.10)
k=0
Zastosujemy te obserwacje do funkcji
f=0—-E(9|G) —¢

(€ jest tu dowolna liczba dodatnia). Oczywiscie E(f|G) = —e < 0
Mamy zatem

n—1

limsup%Z(qﬁ—E(Mg)—s)oTk <0 (9.11)
k=0

Stwierdzenie refniezm pozwala teraz zauwazy¢ ze funkcja E(¢|G) jest T- niezmiennicza,
zatem nieréwnos$é¢ 9.11 mozemy (prawie wszedzie) przepisac:

n—1
lim Sup% > (¢ o Tk) < E($G)+e (9.12)
k=0

Dla zakonczenia dowodu wystarczy teraz zauwazy¢ ze € jest dowolne, zatem

n—1
limsup% Z (qb o Tk) < E(¢]9)
k=0

prawie wszedzie (wystarczy wybraé ciag epsylonéw zbiezny do zera), za$ zamieniajac ¢ na —¢
otrzymujemy:

n—1

lim inf 1 Z (ng o Tk) > E(4|G)
"i=o

Pozostaje do sprawdzenia ze zbieznoéé jest takze w L! O

Sformutujemy teraz kilka warunkéw réwnowaznych ergodycznosci; pozostawimy je jako za-
danie:

Cwiczenie 9.1 (Warunki réwnowazne ergodycznosci). Niech T': X — X bedzie przeksztalce-
niem zachowujacym miare u. Wykazaé rownowaznosé nastepujacych warunkdw:
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— 1. T jest ergodyczne

— 2. kazda funkcja f € L'(u, T- niezmiennicza jest stata prawie wszedzie.
— 2. kazda funkcja f € L?(u, T- niezmiennicza jest stala prawie wszedzie.
— 3. dla kazdej funkcji ¢ € L'(u) mamy

1 n—1
— Z poTF — /(bdu
" k=0

— 3. dla kazdego zbioru A € F mamy

lim 1 (card{i <n:Tizx)e A}) — u(A)

n—oo N

W~ prawie wszedzie.
— 4. dla dowolnych zbioréw A, B € F

n—1

U u(ANTHB)) — w(An(B)
k=0

Nastepne ¢wiczenie pokazuje ze dla tego samego przeksztatcenia miary ergodyczne niezmien-
nicze sg dla siebie ”wzajemnie niewidoczne”.

Cwiczenie 9.2. Nlech T : X — X bedzie przeksztalceniem mierzalnym wzgledem o-ciata F.
Wykazaé ze jesli pq, po sa dwiema réznymi miarami okreslonymi na F, to p1, po sa wzajemnie
singularne.

Wskazowka. Skoro miary sq rozne, to istnieje A € F taki Ze pi(A) # p2(A). Skorzystaé z
wlasnosdci 3’ z poprzedniego zadania.

9.3. Przyklady przeksztalcen ergodycznych

obrot na okregu, przesuniecia na torusie, automorfizmy torusa, uktady symbo-
liczne



10. Jak szuka¢ miar niezmienniczych

10.1. Twierdzenie Krylowa- Bogoliubowa

Rozwazmy przeksztalcenie mierzalne wzgledem o- ciata F, T : X — X. Czy X ma jaka$
miare niezmiennicza okredlong na F? Ot6z- nie musi tak byé. Rozwazmy

Przyklad 10.1. Rozwazmy przeksztalcenie T : [0,1] — [0, 1] okreslone wzorem T'(z) = Sz dla
x # 0, T(0) = 1. Wéwcezas T jest oczywiscie mierzalne wzgledem o-ciala zbioréw borelowskich
na [0, 1], ale nie istnieje borelowska miara niezmiennicza dla T'. Istotnie, poniewaz (0,1] =
T710,4] =T72(0,1] = ...T7(0, 5], mamy ((0,1]) = p((0, 3], czyli p((3,1] = 0 i, podobnie,
sprawdzamy ze ,u(%k, 2;%1] = (. Zatem jedyna miara niezmiennicza musialaby by¢ skupiona w
punkcie 0, ale, poniewaz T'(0) # 0, ta miara tez nie jest niezmiennicza

Widzimy, ze powyzszy przykiad jest nieco sztuczny; ciagle przeksztalcenie zostalo zmo-
dyfikowane w punkcie stalym i w ten sposéb wyrugowaliémy jedyna miare niezmienniczg dla
wyjsciowego, ciaglego przeksztalcenia domknietego odcinka [0, 1].

Istotnie mamy nastepujace

Twierdzenie 10.1 (Twierdzenie Krylowa- Bogoliubowa). Jesli X jest przestrzenig
metryczng zwartg, T : X — X przeksztalceniem cigglym, to istnieje przynajmniej
jedna borelowska miara niezmiennicza dla T'.

Uwaga 10.1. Zauwazmy ze to twierdzenie jest nietrywialne, o ile 7' nie ma zadnej orbity okre-
sowej. Jedli bowiem z,Tx,...T"x = x jest orbita okresowa, to miara

1
Mz = " (530 +07g + -+ 5T"*l(ac))
jest niezmiennicza miarg borelowska.
Zanim przystapimy do dowodu Twierdzenia, zapiszemy warunek na niezmienniczo$¢ miary w
innej, réownowaznej formie: Przypomnijmy, ze niezmienniczoé¢ miary oznacza ze u(T 1(A) =
u(A) dla kazdego mierzalnego zbioru A. Z przeksztalceniem cigglym 7' : X — X mozemy
zwiazaé ciagle przeksztalcenie Ty : C'(X) — C(X) dane wzprem

T(@)(f) = o(f o T)

Stwierdzenie 10.1. Jesli X jest przestrzeniq metryczng zwartg, T : X — X przeksztalceniem
ctgglym to borelowska miara reqularna jest niezmiennicza dla T wtedy 1 tylko wtedy gdy Tep = .
Dowdéd. Zatozmy ze Ty = p. Mamy pokazaé ze dla kazdego borelowskiego zbioru A mamy
w(T=H(A) = u(A). Z regularnosci miary wynika ze dla kazdego dodatniego e istnieja zbiory
E > A D F (E- otwarty, F- domkniety) takie ze pu(F) < u(A) —e < u(A) + ¢ < p(F) oraz
w(TE) < p(T71A) —e < p(T71A) + & < p(T7LF) Istnieje funkcja ciagta f : X — R taka ze
fir =1 fix\e =0, 0< f < 1. Mamy zatem

[u(f) = n(A)] < 2

Wstep do teorii Uktadéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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1(f o T) — p(T ' 4)] < 2¢

Stad (skoro pu(f oT) = u(f))
[W(THA) = u(A)] < 4e

Wobec dowolnoéci e, u(T~1(A) = u(A). Odwrotnie, jesli dla kazdego A borelowskiego u(T~1(A) =
wu(A), to mozemy napisaé¢ dla funkcji ciaglej f > 0, (ale takze dla dowolnej borelowskiej, f > 0

/fd,u:/ u({z € X : f(z) > t})dleb
0.00)

Z tego zapisu wida¢ od razu ze [ foT = [ f. Poniewaz dowolna funkcje ciagla f mozemy teraz
zapisaé jako réznice dwéch funkceji cigglych nieujemnych f = fi — f_, dowdd jest zakonczony.
O

Dowéd Twierdzenia Krylowa- Bogoliubowa. Przypomnijmy ze kazda borelowska regularna mia-
ra na X jest ciaglym funkcjonalem liniowym dzialajacym na przestrzeni funkcji ciagtych C'(X)
i, odwrotnie, kazdy nieujemny (tj przyjmujacy nieujemne wartosci na funkcjach nieujemnych)
funkcjonal ciagly na C(X) jest dany przez pewna miare borelowska regularna. (Ta odpowied-
nios¢ jest dana przez formute: uscislic

wh) = [ s

W przestrzeni miar probabilistycznych rozpatrujemy staba* topologie (to znaczy topologie
pochodzaca z utozsamienia miar z funkcjonatami liniowymi na C'(X), czyli elementami (C'(X))*.
Zastosujemy znane twierdzenie Banacha- Alaoglu, méwiace ze kula jednostkowa w przestrzeni
sprzezonej do przestrzeni Banacha jest zwarta w stabej—* topologii.

Uwaga 10.2. Staba * topologia w przestrzeni miar unormowanych jest metryzowalna uzupelnic

Wyberzmy dowolny punkt x € X i rozpatrzmy ciag miar

1 _
o = — (596 + 6rg 4 ... 0T" 1(35))
wybierzmy podciag stabo zbiezny:

_ L

(62 + 010 + ... 6T (@) — o (10.1)
K

/J,nk

Miara pg jest woéwczas szukang miarg niezmiennicza.
Istotnie, sprawdzimy ze Typ = p. Mamy

1 1
Lipiny, = e (612 + 0725 + ... 6T (2)) = pin,, + ne (6T (x) — 0z) (10.2)
k k
Pozostaje jeszcze zauwazy¢ ze T pin, — tyfto ,zas$ % (0T™ (x) — dz) — 0. O

Przyktad 10.2. Obrét o kat niewymierny (doktadniej: niewspdlmierny z 7 ) na okregu ma
tylko jedna miare niezmiennicza (jest nia oczywiscie miara Lebesgue’a) - por. Stwierdzenie 2.1.
Przeksztalcenia ktore maja tylko jedna miare niezmiennicza nazywa sie Scisle ergodycznymi.

Cwiczenie 10.1. uogéblnienie na przesuniecia na torusach
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Cwiczenie 10.2 (Inna konstrukcja poélsprzezenia homeomorfizmu okregu z obrotem). Niech
f bedzie zachowujacym orientacje homeomorfizmem okregu, o niewymiernej liczbie obrotu.
Niech p bedzie borelowska miara niezmiennicza. Wykazaé ze miara p jest bezatomowa. Ustalmy
o € S' i oznaczmy przez [z¢, ] dodatnio zorientowany tuk miedzy punktami zg,z € S!.
Okreélamy przeksztalcenie h : S' — S! wzorem

h(x) = exp(2rip([o, ).

Niech 8 = p([zo, f(x0)]). Wykazaé ze wéwczas h jest "polsprzezeniem f z obrotem T o kat
213, tj.

hOf:T/gOh.

Jaki jest zwiazek [ z liczba obrotu dla f?

10.2. O sposobach szukania miar niezmienniczych w klasie miary
Lebesgue’a. Operator Perrona-Frobeniusa

Jedli rozwazane przez nas przekszgtalcenie jest okreslone na podzbiorze R™ o dodatniej
mierze Lebesgue’a, lub na rozmaitosci gltadkiej, to naturalne jest pytanie o zachowanie trajektorii
punktéw typowych w sensie miary Lebesgue’a. Twierdzenie ergodyczne daje taka odpowiedz,
pod warunkiem ze istnieje miara niezmiennicza (najlepiej: ergodyczna) bezwzglednie ciagla
wzgledem miary Lebesgue’a.

Przyktad 10.3. Rozwazmy kawalkami afiniczne przeksztalcenie odcinka 7' : [0,1] — [0, 1].
Mamy: 0 = a9 < a1 < ag < -+ < a, = 1. Kazdy z odcinkow [a;,a;+10 jest przeksztalcany
afinicznie na caly odcinek [0, 1).

Dla tego przeksztalcenia miara Lebesgue’a jest niezmiennicza (dlaczego?)

Jedli teraz rozwazymy podobne przeksztalcenie - ale dopuscimy zeby T przeksztalcalo écisle
monotonicznie i gladko kazdy z odcinkéw naszego podzialu na caly odcinek [0,1) ale nieko-
niecznie afinicznie - to miara Lebesgue’a (na ogél) nie jest juz niezmiennicza. NA tym prostym
przykladzie oméwimy technike, ktéra pozwala (réwniez w znacznie ogdlniejszych sytuacjach)
rozstrzygaé o istnieniu miary niezmienniczej w klasie miary Lebesgue’a i o jej wlasnosciach.
Wykres przeksztalcenia T jest przedstawiony na rysunku 10.1.

Rysunek 10.1. Wykres przeksztalcenia T'.
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Twierdzenie 10.2. Niech ag =0 < a3 < ag < --- < a = 1. Oznaczmy I_[a;—1,a;)
(zatem [0,1) = UY_, I).
Rozpatrujemy przeksztalcenie T : [0,1) — [0,1) o nastepujgcych wlasnosciach:

(1) T jesli klasy Ca na kazdym odcinku I; i przeksztalca $cisle monotonicznie odcinek
I; na [0,1).

2) T, >a>1

(3) T rozszerza sie do przeksztalcenia klasy C? na troche wiekszy odcinek (zatem
druga pochodna |T"| jest ograniczona na I;)

Wowczas istnieje miara niezmiennicza bezwzglednie ciggla wzgledem miary Lebes-
gue’a. Ponadto, gestosé g tej miary wzgledem miary Lebesque’a jest ograniczona z gory
1 z dolu: istniejq stale c,C' takie Ze

O<e<yg(z)<C

Dowdd. Bedziemy postepowaé¢ wedtug dowodu twierdzenia Krylowa- Bogoliobowa, biorac za
punkt startowy- miare Lebesgue’a na odcinku [0,1). Oznaczmy ja przez v. Rozpatrujemy ciag
miar v, = T}'v. Nastepnie rozpatrzymy (tak jak w dowodzie tw Krylowa- Bogoliubowa) $rednie
miar v,

1
unZE(Vo—l-I/l—i-"'-i-Vn)

Nie jest trudno zauwazy¢ ze kazda z tych miar jest bezwzglednie ciagla wzgledem miary Le-
besgue’a. Ale oczywiScie nie wynika stad ze staba granica podciggu jest tez absolutnie ciggla.
Dlatego udowodnimy trzy pomocnicze stwierdzenia. Najpierw wprowadzimy oznaczenie

intl! ; =1, NT '(Iy)Nn---nT"(1,)

Zauwazmy ze odcinek [0,1) jest podzielony na rozlaczne intl]?
jest przeksztalcany przez iteracje T $cisle monotonicznie na [0, 1).

i ze kazdy odcinek intI}

1yeeeln

Stwierdzenie 10.2. Miara v, jest bezwzglednie ciggla wzgledem miary Lebesque’a z gestoscig

1
gn(z) = Z(x) 1T W) (10.3)

yeT—1

Funkcja g, jest klasy C*

Dowdd. Wzoér na gestosé obrazu miary Lebesgue’a przy przekstalceniu 1" wynika bezposrednio
z wzoru na catkowanie przez podstawienie. Zostawiamy jako ¢wiczenie. ]

Stwierdzenie 10.3. Cigg funkcji g,(x) jest wspdlnie ograniczony z gory i z dolu: istniejq stale
¢, C takie Ze
0<c<gnlx)<C

Dowdd. Wezmy dwa punkty x, z € [0, 1]. Wowczas kazdy z tych punktéw na k™ przeciwobrazéw
przy T"; kazdy w innym odcinku intlj} ; . Mozemy je wigc w naturalny sposéb polaczyc w
pary. Zatem dwa przeciwobrazy y € t~"(z),w € T~ "(z) sa w parze jesli dla kazdego 0 < j <n
punkty 77(x) i T7(w) naleza do tego samego przedzialu monotonicznoéci T. POniewaz na
kazdym takim przedziale 77”7 jest ograniczona, T" > 1, wiec funkcjia log |T”| spelnia warunek
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Lipschitza. Oznaczmy przez L wsp6lna stala Lipschitza (dla wszystkich przedzialéw). Mozemy
teraz poréwnad |(T") (y)| i (T™) (w)|: Mamy
( ") (y) H ’ /
= log [(T")"(y)| — log |(T") (w)]
]|~ |
- n—1

Z og |[T'(T*(y))| = > _ log |T"(T"(w))]]

log

Y =0 (10.4)
< | log [T'(T'(y)| — log |T"(T* (w)|
=0
n—1
<L [T'(y) — T'(w)]
=0

Poniewaz przeksztalcenie T jest kawalkami rozszerzajace (|T'| > a > 1) , wiec |T%(z) —
T"(w)| < o™ '. Ostatnie wyrazenie mozna wiec oszacowaé z goéry przez uniwersalna stala,
niezalezna od n (sume odpowiedniego szeregu geometrycznego). Stad wynika ze

Tn /
Ty (2)
dla pewniej statej C. Z wzoru (10.3) natychmiast wynika teraz ze
gn(2) <C
gn(2)
Poniewaz g, jest gestodcia miary 7}'(Leb), wigc [ gn = 1. Istnieje zatem punkt y taki ze g,(2) <
1. Stad za$ wynika ze dla kazdego x mamy g, (z) < C. Z tego samego powodu: g,(x) > 1 dla
kazdego x.
O

Ostatnie stwierdzenie jest ogdlne; nie dotyczy tylko tej konkretnej sytuacji:

Stwierdzenie 10.4. Jesli cigg miar probabilistycznych p, na prostej jest stabo-* zbieiny do
miary w1 gestosci miar p, S¢ wspdlnie ograniczone z gory i z dolu przez stale dodatnie ¢, C),
to miara graniczna p tez jest bezwzglednie ciggla i gestosé jest ograniczona przez te same stale
(prawie wszedzie).

Dowdd. Skorzystamy z réwnowaznej charakteryzacji stabej zbieznoéci miar (rozkladéw) na pro-
stej: cilag miar jest stabo zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy ciag dystrybuant jest zbiezny punk-
towo, w kazdym punkcie ciaglosci dystrybuanty miary granicznej. Zatem- jesli u, — p i rozpa-
trzymy odcinek J = [a,b]) taki ze pu(0J) = 0 (czyli 1 nie ma atoméw w koncach przedziatu)
to

plJ) = limpo () = lim [ g, < C1J]
J
Zatem- dla kazdego odcinka J ktorego konce nie sa atomami miary p
u(J) < C|J|. (10.5)

Atoméw jest tylko przeliczalnie wiele, wiec kazdy odcinek J mozna przyblizy¢ z géry odcinkami o
konicach nie bedacych atomami. Latwo stad widaé ze nieréwnosé (10.5) zachodzi dla wszystkich
przedziatéw J C [0, 1]. Poniewaz dla kazdego zbioru borelowskiego w [0, 1] mozna znalezé zawie-
rajacy go zbiér otwarty (czyli sume przeliczanej liczby otwartych odcinkéw) o mierze Lebesgue’a
dowolnie blisko przyblizajacej miare naszego zbioru, latwo stad otrzymujemy nieréwnosé (10.5)
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dla dowolnego zbioru borelowskiego. Wynika stad ze miara p jest bezwzglednie ciagta wzgledem
miary Lebesgue’a i ze gesto$¢ jest ograniczona z gory przez C. Podobnie otrzymujemy teraz
ograniczenie z dotu gestosci przez c. Szczegolty pomijamy. O

Z tych trzech stwierdzen teza naszego Twierdzenia wynika natychmiast; wystarczy zauwazy¢
ze ograniczenia na gestos¢ miar v, z gory i z dohu przenosza sie od razu na takie same ograni-
czenia dla gestosci miar p,. Szukana miara niezmiennicza jest stabg granica pewnego podciagu
ciaggu miar fuy,.

O]

Wykazemy jeszcze
Twierdzenie 10.3. Miara p jest ergodyczna.

Szkic dowodu. Do dowodu ergodycznosci postuzymy sie twierdzeniem Lebesgue’a o punktoach
gestosci. Zalozmy zatem ze miara p nie jest ergodyczna; istnieje wowczas w pelni niezmienniczy
podzbiér E miary niezerowej i niepelnej Wéwczas réwniez Leb(E) > 0 i Leb(E¢) > 5 > 0. Z
twierdzenia Lebesgue’a wynika ze prawie kazdy punkt zg € F jest punktem gestosci tego zbioru.

Niech Ij; ; bedzie odcinkiem n- tego podziatu do ktérego nalezy x¢. Z szacowania (10.4)
zastosowanego do dowlonych punktéw z,w € I, wynika ze wahanie pochodnej (T™)| na
odcinkach n-tego podziatu jest ograniczone przez stala C'. Stad i z niezmienniczoéci zbioru E

wnioskujemy ze

Leb(E°NIE ) 0
s> 073 (10.6)
Leb(I}} ;)
Jesli teraz B jest kulg o srodku w zo 1 promieniu réwnym dlugosci odcinka I ;. to
otrzymujemy stad

Leb(E°NB) 1 __,
- > —_C 10.7
Leb(B) 2 p (10.7)

co oczywiscie przeczy temu ze xg jest punktem gestosci. O
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11.1. Twierdzenie Liouville’a

To twierdzenie jest znane z kursu Rownan Rozniczkowych Zwyczajnych.

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe & = F(z) (gdzie F jest funkeja klasy C* na gladkiej zwartej
rozmaitoéei, albo (dla uproszczenia) w R™. Na rozmaitosci zwartej kazde rozwigzanie takiego
rownania mozna przedtuzyé na cala prosta; w R™ tak nie musi by¢, ale - jest tak na pewno
na przyktad wtedy gdy funkcja F' jest ograniczona lub gdy mamy réwnanie hamiltonowskie i
poziomice hamiltonianu sa zwarte.

Niech ¢! bedzie potokiem tego pola wektorowego, zatem %g@t(m)‘tzo = F(x). Dla t bliskich
Zeru mamy wiec

O'(x) =z + F(x) -t + O(t?) (11.1)
Niech D bedzie obszarem; oznaczmy D(t) = vol(¢?(D).

Twierdzenie 11.1. Jezeli divF = 0 to funkcja D(t) jest stala, czyli potok pola zacho-
wuje objetosé w przestrzeni fazowe;.

Dowdd. Sprawdzimy ze
d

%D(t)“:():/Ddide:E

Istotnie, mamy policzy¢

d d
ﬁ/DUacgot(:U)]d:U: ﬁ/DJacgot(x)de:O

Oprécz 11.1 mamy, dla t bliskich zeru:

Dyl (z) =1+ tg]; +O0(t?)

Ten drugi wzér wyraza twierdzenie méwiace iz D, o' (x)- funkcja zmiennej ¢ o wartoéciach
macierzowych, spelnia réwnanie rézniczkowe liniowe YV = %—5(30’5(1:))3/ z warunkiem poczatko-
wym Y (0) = I.

Jesli- liczac wyznacznik macierzy D,¢'(x) interesujemy sie tylko jego pochodna wzgledem
t, to widzimy ze przy liczeniu wyznacznika [ 4+ t%—’i + O(t?) musimy wziaé tylko te wyrazy ktére
zawieraja t w pierwszej potedze. Po zsumowaniu-mamy

d ¢ OF, 0F, OF, .
— ==+ =+ -+ =— =divF 11.2
et @) = G+ G e+ S = A () (11.2)
Zauwazamy dalej, ze
d d d tts d s/ &
%D(tht:to = %D(to =+ 3)\3:0 = £V0190 ot (‘D)|s:0 = £|SZOVOISO (¢™(D))

Wstep do teorii Uktadéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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ZAtem, z udowodnionej juz czedci, zastosowanej dla ' (D) wynika teza.
Latwo widaé¢ ze warunek +F = 0 jest tez konieczny (szczegdly zostawiamy jako ¢wiczenie)
O

Uwaga 11.1. W podobny sposéb mozna sprawdzié ze jedli p > 0 jest funkcja klasy C* i div(p
F) = 0 to potok pola wyznaczonego przez F' zachowuje miare z gestoécia p wzgledem miary
Lebesgue’a.

Whiosek 11.1. Rozwazmy pole hamiltonowskie w R>™; H jest funkcjq klasy C2, uklad réwnari
ma postac

) OH
qi =
Opi
- oI (11.3)
Di = o4,
oOH oOH oOH oOH
Zatem F = <8p1 s B T S ”‘78q7m)'

Poniewaz divF = 0, otrzymujemy wazny wniosek: Potok pola hamiltonowskiegoz achowuje
objeto$é w przestrzeni fazowey.

Potok hamiltonowski ma calke pierwsza: jest nig funkcja Hamiltona H. Zatem przestrzen
fazowa rozpada sie na niezmiennicze powierzchnie stalej energii. Mamy

Twierdzenie 11.2. Jesli dla uktiadu hamiltonowskiego powierzchnia stalej energii % =
{H = ¢} spelnia gradH # 0 w kazdym punkcie tej powierzchni, to miara na ¥ okreslona

wzorem d
g

A) = / _do

#A) = |, Teradd]

jest niezmiennicza wzgledem potoku pola z hamiltonianem H. o oznacza tutaj standar-
dowqg miare powierzchniowq na powierzchni 3.

Dowdd. Skoro gradH # 0 na powierzchni ¥, mozemy zalozy¢ (ograniczajac sie¢ do pewnego
otwartego podzbioru ¥) ze %—i # 0 na X. W tekim razie, p,, daje sie (lokalnie) wyznaczy¢ jako

funkcja pozostalych zmiennych; p,, = F(q1,---,qm,p1,---Pm—1) = F(q,p’). Miara powierzch-
niowa ¢ na Y moze by¢ wiec wyliczona wedtug formuty:

= [ /14 1lgradFIP
A

A jest mierzalnym zbiorem R?*™~1 A = {(x, F(z)),z € A} jest odpowiadajagcym mu zbiorem
na wykresie. Bezposrednim rachunkiem wyliczamy ze

_ lgradH||?

||<'9pm
(pomineliSmy w tym napisie argumenty funkcji) Zatem
|lgradH ||
o(A)= [ qudp'
A Ha]TmH

/A ||gradH|| / H

7

zas
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Przeksztalcenie

R2m_1 2 (Q7p/) = (QIa"'vaplv"' 7pm71) = (Qh-- -qdm, P15 - - 'apmflaF(qvp/)) € RQm

. . ep s s ;. 1 . . 12
jest parametryzacja rozmaitosci X, zas miara Wda na X jest- jak sprawdziliémy- obrazem

miary H(%—i“dpdq’ w przestrzeni parametréw. Aby sprawdzié¢ ze potok wyjéciowego pola 11.3

zachowuje miare HngdHHdU’ mozemy wiec sprawdzi¢, rownowaznie, ze potok pola przeniesionego

parametryzacja do R?™~! zachowuje miare H%—{Ianpdq’ . Jest to miara z gestoscia rho = H%H

wzgledem miary Lebesgue’a. Aby sprawdzi¢ ze jest ona zachowana, skorzystamy z Uwagi 11.1).
Roéwnania we wspélrzednych (g, p') wygladaja oczywiscie:

. oH .
qi = (QapaF(q’p,)a = ]-a---am

opi 11.4
. aH / . ( ' )
pi:_a.(QapaP((Lp)v 71:17-~'am_1

)

Oznaczajac przez X funkcje wektorowa (w R*™~1) po prawej stronie réwnania mamy wiec
sprawdzi¢ ze div(p - X) = 0. Liczymy

i (2 <6H OH OH OH )
vl (=—,....,—, ———, ..., —
S\ opy opm’ Oq Om—1

(znowu pomineliSmy w zapisie argumenty wystepujacych tu funkcji). Poszczegdlne sktadniki
(wystepujace we wzorze na dywergencje) wypiszmy z uwzglednieniem argumentéw: Pierwszy

skladnik to:

i %(q7p,7F(Q7p/) _8(_8_F>
oa | 3L (q.p . F(q.p)] a1 \ 9p

Stad juz latwo widaé ze suma sktadnikow jest réwna zero, co konczy dowdd. O

11.2. Réwnania Lagrange’a i Hamiltona. Potoki geodezyjne

W mechanice klasycznej réwnania ruchu punktu materialnego w polu sit z potencjatem V'
sa opisywane przez réwnania Eulera-Lagrange’a: Niech M bedzie rozmaitoscig riemannowska
(przestrzeniq konfiguracyi), T M-wiazka styczng (przestrzeniq fazowq). Funkcja Lagrange’a

1
L:TM—»]R:L(:U,U)ZE<v,v>—V(x):K—V (11.5)

jest rézniczkowalng funkcja opisujaca ruch przez rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu w T'M:

dOL 0L
dt ov  Ox
K(v) = £ < wv,v > jest energia kinetyczna. Rozwiazanie jest to zatem funkcja t — (z(t),v(t)) €

TM. Tutaj iloczyn skalarny < v,v > odpowiadajacy strukturze Riemannowskiej na M (w
szczegdlnodei, zalezy od od punktu z, gdzie v € T, M).

Stwierdzenie 11.1. Réwnanie Lagrange’a ma calke pierwszq; jest nig catkowita energia H(x,v) =
3 <v,0>+4V(2)
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Dowdéd. Uzyjemy lokalnych wspoétrzednych; w tych wspoétrzednych mozemy zapisaé iloczyn ska-
larny w przestrzeni stycznej prz pomocy macierzy symetrycznej ¢%. Zatem

1 1 i
L:K—V§ <wv,v>-=V(zr) = fZg]ij—V(a:).

2 “=
17-7
Oznaczajac przez < .,. >, zwykly iloczyn skalarny w przestrzenie euklidesowej, mozemy
napisacé
oK y
(5),= X0
! J
Zatem: 8K
< —,0 >.=2K
v
s oL 0K
<—, > —L=<—v> -L=2K-K+V=K+V=H
v v

Dzieki tej formule mozemy tatwo policzy¢ pochodng funkcji H wzdluz rozwigzania:

iH( (1) (t))—i<a—L >—<18—L >+<8—Ld—v>—<a—'>—<a—L'>
at NPT S 9y T T T S wtan e ov' dt € oz’ " v’ e

Z réwnania Eulera-Lagrange’a ( i z faktu ze & = v) wynika ze ta suma jest réwna zero.
O

Uwaga 11.2. Jedli rozmaitosé M jest zwarta, to kazda poziomica funkcji H jest zwartg podroz-
maitoécia T'M. Z twierdzenia o przedtuzaniu trajektorii wynika ze wéwczas kazde rozwiazanie
réwnania Eulera- Legrange’a mozna przedtuzy¢ do nieskonczonosci, zatem potok pola jest okre-
$lony dla wszystkich ¢t € R.

Szczegbdlnym przypadkiem jest potok geodezyjny, opisujacy ruch swobodny na rozmaitosci
M (w przestrzeni konfiguracji z ”wiezami” ):

Definicja 11.1. Potokiem geodezyjnym na rozmaitoéci Riemannowskiej M nazywamy potok
pola zadanego przez rownanie Eulera-Lagrange’a z funkcjg Lagrange’a réwna

1
L(xz,v) = 5 <uv >
Poniewaz potok ten zachowuje dlugosé wektora stycznego v(t), wiec potok mozna rozpatry-
wacé na podrozmaitosciach statej energii; w tym przypadku- sg to podrozmaitosci 7'M odpowia-
dajace ustalonej dlugoéci wektoréw stycznych.
Nastepujace twierdzenie, wynikajace z zasady wariacyjnej, uzasadnia nazwe:

Twierdzenie 11.3. Jesli x(t),v(t) jest trajektoriq (rozwigzaniem) réwnania
Eulera-Lagrange’a dla V = 0, to rzut trajektorii na M jest geodezyjng w M.

Potok geodezyjny ma naturalng gtadka miare niezmiennicza. Wyliczymy ja, przechodzac do
odpowiedniego réwnania Hamiltonowskiego. Opiszemy to przejscie (standardowe w mechanice
klasycznej).

W przestrzeni stycznej T, M jest struktura iloczynu skalarnego, ktéra pozwala utozsamic
przestrzen styczna z przestrzenia kostyczna Ty M w oczywisty sposob: wektor v jest utozsamiany
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z funkcjonatem liniowym w —< v,w >. Uzywajac lokalnych wspétrzednych mozemy zapisaé
v = (v;), woéwczas

< v,w >=Z Zgij’l)j w;
( J

(¢ zaleza oczywiécie od punktu ). Zatem wektorowi v odpowiada element T M, ktéry w
lokalnej bazie dz; ma wspolrzedne 3 g v;. Ta ostatnia suma jest rowna, jak wiemy, (%—If)i. W
ten sposob okreslilismy przeksztatcenie Legendre’a L prowadzace z wiazki stycznej TM do wigzki
kostycznej T* M. Mozemy wiec uzy¢ wspétrzednych lokalnych ¢; w M i odpowiadajacym ich w
opisany sposob wspotrzednych p; w przestrzeni T, M do utworzenia lokalnych wspétrzednych w
T*M.

Zalézmy ze trajektoria (q(t),v(t)) spelnia réwnanie Eulera-Lagrange’a. Sprawdzmy jakie
réwnanie spelnia odpowiadajaca trajektoria w przestrzeni TM: (q(t), p(t)).

Stwierdzenie 11.2. Jesli (q(t),v(t)) spelnia réwnanie Eulera-Lagrange’a z funkcja Lagran-
ge'a 11.5, to (q(t),p(t)), uzyskane przez zamiane zmiennych transformatq Legendre’a- spelnia
rownanie Hamiltona 11.3 z funkcjo H réwng catkowitej energii.

Dowdéd. W nowych wspétrzednych (g,p) funkcja calkowitej energii H ma postaé H(q,p) =
%Zz}j gijpip; + V(q) gdzie g;; jest macierza odwrotna do g%.

Mamy
*1 (2
i=v=N gip = —
S aims = o
Stad pierwsze réwnanie Hamiltonowskie. Pozostaje wyznaczy¢ p. Skoro p = %—[5 = %, to z
réwnania Eulera-Lagrange’a wynika ze p = %' Funkcje energii H mozemy zapisa¢ inaczej jako
% <v,v>4+V =<wv,p>., —L. Stad %—ZI = —‘g—s. uzupelnic O

Potok pola hamiltonowskiego otrzymanego z pola Lagrange’a przez opisana zamiang zmien-
nych zachowuje- jak juz sprawdziliémy- naturalna miare, ktéra w lokalnych wspélrzednych (p, q)
mozna zapisaé dpdq. Wracajac do wspéirzednych na rozmaitosci T'M otrzymujemy miare nie-
zmiennicza na T'M; jej postaé wyliczamy ponize;j.

Macierz iloczynu skalarnego (g'j) mozemy zdiagonalizowaé, znajdujac macierz C' = C, (za-
lezng oczywiscie od polozenia) taka ze CTGC = I Jesli zmienimy wspolrzedne w T*M kladac
p' = Cy(p).q = q, to otrzymamy

dgqdp = dq'dp' (detC) ™! = d¢'dp'\/detG(q)

Ostatnia réwnoéé bierze sie stad ze CTGC = I, zatem (detC)?detG =. Jest to wiec produkt
kanonicznej miary objetosci na M (dg/detG(q)) oraz miary objetosci na T,M zadanej przez
macierz G (nowa baza p’ jest baza ortonormalna w przestrzeni T, M.

Na powierzchniach stalej energii H otrzymujemy indukowana gladka miare niezmiennicza
W szczegdlnym i najwazniejszym dla nas przypadku potoku geodezyjnego powierzchnie stalej
energii odpowiadaja wiazkom sfer 3" p? = C.

Mozemy zmienié¢ zmienne jeszcze raz, na sferyczne: (r,0), r € Ry, 0 € S™1 Mamy wtedy:

dgdp = dq/dp’\/detG(q) = \/detG(q)rm_ldrdH

Poniewaz 12 = 3. p/2 = 2H, to

)

Ostatecznie, w zmiennych (¢, H,#) miara niezmiennicza ma postaé
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H2m 1231, [detG(q)dHddg

Za$ na powierzchni stalej energii (czyli na wiazce sfer) jest to miara z gestoScia proporcjonalna
do
detG(q)dqdd

\/detG(q)dq jest kanoniczna miara objetosci na M, zas df jest miara o rozkladzie jednostaj-
nym na sferze.



12. Potok geodezyjny na rozmaitosci o stalej
ujemniej krzywiznie- wazny przyklad potoku
Anosowa

12.1. Metryka hiperboliczna

Wprowadzimy bardzo wazne wanalizie zespolonej pojecie plaszczyzny hiperbolicznej

Definicja 12.1. Niech
H? = {(x,y) € C:im(z) > 0

(czyli - gbwna pétplaszczyzna) W H? wprowadzamy metryke (Riemannowska):
1
|dZ‘ -
Yy

Inaczej méwiac: w nowej metryce, dtugos¢ ||v|[, wektora v nalezacego do przestrzeni stycznej
T, H? jest réwna i||v||e (przez ||v||e oznaczyliSmy norme euklidesowa, a przez ||v||,- hiperbo-
liczna). Jeszcze inaczej: w metryce euklidesowej iloczyn skalarny wektoréw v, w stycznych w

punkcie z = z 4 1y jest réwny < v,w >.= uw. lloczyn skalarny w nowej metryce jest réwny

_ 1

<V, W >p=UW - 5.
(Y

Cwiczenie 12.1. Sprawdzi¢ ze wszystkie homografie (przeksztalcenia Mobiusa) zachowujace
H? sg postaci:

az+b

T(z) = &0
(2) cz+d’

< ‘C‘ 2 ) € GL,(2,R)

Stwierdzenie 12.1. Wszystkie homografie zachowujgce H? sq izometriami w metryce hiperbo-
licznej w H.

Dowdd. Kazde takie przeksztalcenie mozna zapisa¢ jako zlozenie trzech, postaci z — z + A,
z — Bz, z — —%, A, B > 0. Wystarczy sprawdzié¢ ze te trzy przeksztalcenia sg izometriami.
Sprawdzimy trzecie: mamy

1\’ 1

T =-=)]|=—

@=|(=3)] =z

Nalezy sprawdzié¢ ze
1
T'(2)] - Cimz = 1
()] imT(2) e
Réwnosé zachodzi, poniewaz imT'(z) = ‘Z%, imz =y O

Wstep do teorii Ukladéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Cwiczenie 12.2. Niech z € H2, v € T,H?, 2/ € H2, v/ € T.H2. Wéwczas istnieje izometria
T :H? — H? taka ze T(z) = 2/, DT, (v) = v'.

Stwierdzenie 12.2. Geodezyjne w H? sq to tuki (pot)okregow prostopadtych do prostej y = 0.
Geodezyjng jest tez okrag przechodzqcy przez punkt w nieskoriczonosci, czyli - kazda (pot)prosta
prostopadta do prostej y = 0.

Definicja 12.2. Wprowadzamy metryke w SH? (czyli w wiazce wektoréw stycznych o dtugosci
hiperbolicznej 1). tu rysunek

Niech z = (p,v),y = (¢, w). Jesli p = ¢ to miara odleglosci miedzy z,y jest d(v,w)- miara
kata miedzy wektorami w,v. Jesli p # ¢ to istnieje dokladnie jedna geodezyjna v przechodzaca
przez punkty p, q. Niech w’ € T, sz bedzie obrazem w przy przesunieciu réwnolegltym wzdluz tej
geodezyjnej. Inaczej- mozna powiedziec tak: Rozpatrujemy izometrie (przeksztalcenia Mobiusa)
dla ktérych geodezyjna + jest niezmiennicza (jak je znalezé?) i wybieramy przeksztalcenie T-
taka sposréd tych izometrii, ktéra punkt g przeksztalca na p. Wektor w’ jest réwny DT, (w).

Odleglosé miedzy x, y definiujemy:

d(z,y) = \Jd(v, )2 + du(p, q)?

12.2. Potok geodezyjny w H?>

Niech z = (p,v) € SH? Potok geodezyjny ¢'(z) mozna, jak wiemy opisac nastepujaco:
znajdujemy jedyna geodezyjna (t) taka ze v(0) = p, 4(0) = v. Po czasie t mamy ¢'(x) = (y, w)
gdzie y = y(t), w = %(¢). tu rysunek

Rozpatrzmy zatem z = (i,v = (0,1)). Geodezyjna zawierajaca punkt i, wypuszczona w
kierunku v to oczywiécie potprosta pionowa v(t) = (0,e!) = i-e', t € R. Uzyliémy parametryzacji
e! poniewaz ma to by¢ parametryzacja odpowiadajaca ruchowi ze stala predkoscia: ||§(t)||, = 1.
Mamy:

. . 1 el
Y Oln = 1¥(E)] - (@) 1

t t

Zatem: o' (x) = (e'i,vy), gdzie wektor v; jest to wektor (0,1) zaczepiony w punkcie ei
Nlech teraz y = ((a + i),w) € SH?, a € R. Oczywiicie mamy ¢*(y) = (e'(a + i), w;) gdzie
wektor w; jest to wektor (0, 1) zaczepiony w punkcie e!(a + i)
Zobaczmy jak zmienia sie z czasem odleglos¢:

d(¢' (), " (y)
. Mamy:
dp, (etz’, el(a+ z)) =et
(dlaczego?)
Podobnie
d(¢'(x), o' (y) < e™".
Ta obserwacja prowadzi do definicji:

Definicja 12.3. Horocykl to kazda linia pozioma R + ir i kazdy obraz tej linii przy przeksztal-
ceniu Mébiusa zachowujacym H?2.

tu rysunek Widzimy ze dla kazdego = = (p,v) € SH? istnieje dokladnie jedna geodezyjna
wyznaczona przez ten punkt i wektor i dokladnie dwa horocykle takie ze punkt p nalezy do
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horocyklu, za$ wektor v jest normalny do horocyklu. Nazwijmy je odpowiednio horocyklem
wchodzgcym i horocyklem wychodzgeym wyznaczonymi przez x = (p,v)

tu dwa rysunki: geodezyjna, horocykl wchodzacy i wychodzacy- dla geodezyjnej
pionowej i dla geodezyjnej ”typowej”

Niech 2 = (p,v). Rozpatrzmy horocykl wchodzacy wyznaczony przez x, W kazdym punkcie
horocyklu wybieramy wektor normalny do horocyklu , w ten sposéb aby wybér byl ciagly i
aby wektor v byl wybrany. Otrzymujemy jednowymiarowa podrozmaitoéé SH?. Oznaczmy ja
przez W#((p,v). Podobnie, rozwazmy horocykl wychodzacy wyznaczony przez x i wybierzmy
ciagla rodzine wektorow normalnych do niego, tak aby wektor v nalezal do tej rodziny. Te
podrozmaito$é oznaczamy W"((p,v).

Wyliczenie(powyzej) zmiany odleglosci przy ¢! dla punktéw (i odpowiednich wektoréw) za-
chowuje sie¢ przy zastosowaniu izometrii; powyzszy racunek prowadzi do Stwierdzenia (szczegdly
pomijamy)

Stwierdzenie 12.3. Zbior W**((p,v) stanowi silng rozmaitos¢ stabilng punktu x = (p,v); dla
kazdego y € W*((p,v) d(¢"(y),¢'(x) — 0 gdy t — co.

Zbior W' ((p,v) jest silng rozmaitoscig niestabilng punktu x = (p,v); dla kazdego y €
W ((p,v) d(¢'(y), ¢'(x) — 0 gdy t — —o0.

Cwiczenie 12.3. Uzupelié¢ brakujace szczegdly; w szezegdlnosci wykazaé ze wskazany zbior
wyczerpuje cata rozmaito$é stabilng (niestabilna); tzn jezeli y ¢ W*¢((p,v), to d(p!(y), ! (z) =
0

Oproécz silnej rozmaitosci (nie)stabilnej mamy jeszcze slabg rozmaito$é (nie)stabilng. Za-
uwazmy ze jesli (p'v’) jest punktem (w SH? nalezacym do geodezyjnej wyznaczonej przez (p,v),
to (p/,v") = ¢*(p,v) dla pewnego s, zatem d((p,v), (p'v") = d(¢'(p,v), o' (p',v") dla wszystkich
t € R. Mamy wiec

Stwierdzenie 12.4. Slaba rozmaitos¢ stabilna W*(x) punktu x = (p,v) jest sumq wszystkich
silnych rozmaitosci stabilnych punktéw x' = (p/,v") nalezgcych do geodezyjnej wyznaczonej przez
z = (p,v).

W*(@) = {y € SH’ : supd(p(2), ' (y)) < oc.
Oczywiscie- symetryczne stwierdzenie mamy dla rozmaitosci niestabilnej. Silne rozmaitosci
sa jednowymiarowe, stabe - sa dwuwymiarowe.
Przecieciem slabej rozmaitosci stabilnej i niestabilnej przechodzacej przez (p, v) jest geode-
zyjna wyznaczona przez (p,v), a precyzyjniej- jej podniesienie do SH?2.

Whniosek 12.1. Otrzymalismy w ten sposdb globalng foliacje stabilna i niestabilng dla potoku
geodezyjnego na SH?.

Kazda zwarta orientowalna powierzchnie M mozna (topologicznie) utozsamiaé z przestrzenia
ilorazowa H2/T" dla pewnej dyskretnej podgrupy grupy zachowujacych orientacje izometrii H?
(T" jest wowczas grupa podstawowa tej powierzchni). Na rysunku (rysunek: osmiokat hi-
perboliczny i dwuprecel i utozsamienia) przedstawiona jest realizacja ”dwuprecla” (czyli
sfery z dwiema raczkami) jako hiperbolicznego osmiokata O z odpowiednimi sklejeniami. Po
dokonaniu wskazanych utozsamien bokéw osmiokata otrzymujemy (topologicznie) dwuprecel.
W szczegdlnodci wszystkie wierzchotki oémiokata sklejaja si¢ w jeden punkt. wszystkie katy
tego osmiokata sa réwne 7. (zatem suma jest réwna 2.

Rozpatrzmy izometrie odpowiadajace tym utozsamieniom: bok a jest utozsamiany z o’ (i
odpowiednio pozostale kroki) przy pomocy hiperbolicznej homografii (przesuniecia wzdtuz geo-
dezyjnej). Grupa I' generowana przez te homografie jest dyskretna podgrupa pelnej grupy izome-
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trii. Dziatajac elementami tej grupy na oémiokat O otrzymujemy ” parkietaz” dysku Poincare’go
D. Osmiokat O (i kazda z jego kopii jest dziedzina fundamentalna dla dzialania grupy I'.

Cwiczenie 12.4. Jakie znaczenie maja w tej konstrukcji miary katéw oémiokata O?

Zatem powierzchnia M jest homeomorficzna z przestrzenig ilorazowa D/I". Poniewaz grupa
I' dziala przez izometrie, metryka hiperboliczna rzutuje si¢ na metryke riemannowska na M;
mazywamy ja tez metryka hiperboliczng.
Uwaga 12.1. Na jednej powierzchni istnieje wiele, nieizometrycznych metryk hiperbolicznych.

Poniewaz rzutowanie jest lokalna izometria, obrazami ( przeciwobrazami) geodezyjnych przy
rzutowaniu sa geodezyjne. Potok geodezyjny na rozmaitosci M = /T jest wiec obrazem potoku
na I, czyli (izometrzycznie) na H2.

Wykorzystujac wykazane wczesniej istnienie globalnej foliacji stabilnej i niestabilnej dla
potoku geodezyjnego i powyzszg uwage otrzymujemy

Twierdzenie 12.1. Niech M bedzie zwartg rozmaito$ciq otrzymang jako przestrzen
ilorazowa D/T (gdzie T jest dyskretng podgrupg grupy zachowujgcych orientacje izo-
metrii D, z dziedziczong z D metrykq hiperboliczng. Wowczas potok geodezyjny na SM
jest potokiem Anosowa.

Wykazemy jeszcze

Twierdzenie 12.2. Jeslh I' jest dyskretng podgrupg izometrii D zachowujgcych orien-
tacje, takq Ze M = D/T jest zwarta, to orbity okresowe (czyli podniesienia zamknietych
geodezyjnych) sq geste w SM.

Dowéd. Wybierzmy punkt (x,v) € SM i wyznaczona przez (z,v) geodezyjna C(t). Zatem
C(0) = z,C(0) = v. Wowczas krzywa c(t)- przeciwobraz C' przy rzutowaniu 7 jest geodezyjna
w I; niech ¢(0) € O. Niech 21,2 € S! beda koncami tej geodezyjnej (rysunek); rozwazmy
otoczenia U i V tych punktéw otrzymane przez tuki geodezyjnych, prostopadtych do c¢. Geode-
zyjna ¢ mozemy pokry¢ kopiami dziedziny fundamentalnej O (czyli obrazami O przy dziataniu
elementami grupy I'). Poniewaz wszystkie takie kopie O; maja te sama $rednice hiperboliczna;
te kopie ktoére sg blisko brzegu D, maja malg Srednice euklidesowa. Mozna wiec znalezé jakies
O; C Ui O; C. Mamy wigc wyrdznione trzy obszary z naszego parkietazu, przecinajace geo-
dezyjna c: 0;,0, Oj, polozone w tej kolejnosci "wzdtuz” geodezyjnej c. Niech v € I' bedzie
taka izometrig nalezaca do I', ze v(O;) = O;. Wéwcezas v jest izometria hiperboliczna; jeden jej
punkt staly jest w U, drugi w V. Niech ¢ bedzie ”osia” tej izometrii. Wowczas ¢ rzutuje si¢ na
zamknieta geodezyjna na M. Poniewaz otoczenia U,V moga by¢ dowolnie mate, mozna w ten
sposéb znalezé punkt (Z,0) € ¢ blisko (z,v). Punkt (Z,9) pod dzialaniem potoku geodezyjnego
ma okresows trajektorie. O
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13.1. Geometryczny dowdd ergodycznosci dla prostego uktadu
hiperbolicznego

Twierdzenie 13.1. Niech T bedzie hiperbolicznym automorfizmem torusa T™. Jak
wiemy, T zachowugje miare Lebesque’a. Postugujac sie stukturg hiperboliczng (caly to-
rus jest dla tego ukiadu zbiorem hiperbolicznym) wykazemy Ze miara Lebesgue’a jest
ergodyczna.

Dowdd. Niech g bedzie funkcjg prébna; na poczatek zakladamy ze g jest ciagla.
Rozpatrzmy funkcje

1 n—1
g*(x) = lim — ZO goT'(x)
1=
oraz
n—1
~(z) = lim — I
g (z) = lim — ;go ()

7 twierdzenia Birkhoffa wynika ze
G={x:9"(x),g (v) istnieja i sa réwne }

ma pelng miare.
Poniewaz T jest hiperboliczne, mamy niezmiennicze globalne foliacje stabilna i niestabilna.
Ustalmy z¢ € T? i kawatek rozmaitosci stabilnej I* = W*(zg), a nastepnie- zbi6r

R=J W!y).
yels

Dla malego r ten zbiér jest rownoleglo$cianem.

Punkt poczatkowy xg musimy wybraé tak, zeby

GNW7(xo) byto podzbiorem pelnej miary w W;¥(zo). Istnienie wielu takich z¢ wynika z tw
Fubiniego.

Woéwezas zbior

H=|J Wi
yeGNI*
jest pelnej miary w R.

Wezmy z1, z9 € H. Istnieja wiec y1 € I° N WH(z1) oraz yo € I° N W} (22). Mamy wéwczas
1. g7 (z1) = g~ (y1) bo z1,y1 leza w tym samym widknie niestabilnym wiec zblizaja sie przy

dziataniu T7".
2.9~ (1) =g" (1)
3. g7 (1) = g7 (y2) bo y1,y2 leza w tym samym wléknie stabilnym.

Wstep do teorii Ukladéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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4. g% (y2) = 97 (32)
5. g7 (22) = g7 (y2) bo 22,2 leza w tym samym widknie niestabilnym
Poniewaz calg nasza rozmaitos¢ mozemy pokry¢ przez skonczenie wiele takich ”prostokatow”
R, otrzymujemy wniosek: g~ i g7 sa stale prawie wszedzie, i réwne [ gdleb.
W nastepnym kroku dowodu pokazemy ze to samo jest prawda jeli g zastapimy dowolna
funkcja h € L. Niech h € L'. Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje funkcja g ciggla taka ze ||g—h|| ;1 < e.
7 twierdzenia ergodycznego wynika ze prawie wszedzie istnieje, niekoniecznie stata granica
i % 1 %
hy = lim ZhoT lim Z(h—g)oT —|—nZgoT

n—o00 s n—oo n,
1=

Wiemy juz ze druga granica jest réwna stalej [ ¢g. Orzymujemy stad wniosek- funkcja graniczna
hy nie moze réznié si¢ bardzo od statej. Dokladniej- mamy:

1 .
he— [g=lim =~ (h—g)oT"
+— 9= lim—> (h—g)o

Oznaczmy funkcje k,, = % S (h—g)oT". Z twierdzenia ergodycznego wynika ze k, — k = hy— [ g
prawie wszedzie i w L'. Zatem

[ (1ne = [ al) = [ 1tk = 1l

Norme ||k||z1 mozna zas oszacowaé:

1 7,
allis = [ |2 =gy o

Z/\h g)|oT" = /!h il

Zatem
K]y = lim |[knl[zr < [|h — gl|L1-

Wynika stad wiec ze
s = [ gllr < lIh = gllus <.

Zatem h, rézmi sie od stalej [h o mniej niz 2. Wobec dowolnosci e, dowodzi to ze hy jest
stale prawie wszedzie. Dowdd ergodycznosci przeksztatcenia T' wzgledem niezmienniczej miary

Lebesgue’a jest wiec zakonczony.
O

Uwaga 13.1. Ergodycznosé tego konkretnego przeksztalcenia mozna wykazaé réwniez inaczej
(zadanie). Na tym prostym przyktadzie przesledziliémy jednak do$é ogélna metode dowodzenia
ergodycznosci.

Uwaga 13.2. Widzimy ze dowdd nie wykorzystywal szczegdlnych wlasnosci przeksztatcenia T
wykorzystywal natomiast- strukture hiperboliczna, czyli istnienie regularnych foliacji stabilnej i
niestabilnej i zbudowanie z nich ” prostokatéw”. Ten ogdlny schemat dowodzenia ergodycznosci
przy istniejacej strukturze hiperbolicznej pochodzi od Hopfa. Ponizej sprawdzimy w tej sposob
ergodyczno$é potoku geodezyjnego (oczywiscie- nie kazdego!).

13.2. Potok geodezyjny na rozmaitosci o stalej ujemnej krzywiznie-
ergodycznosé

. W wykladzie 11 wykazaliémy ze potok geodezyjny na wiazce sfer SM C T'M zachowuje
naturalna gtadka miare- miare Liouville’a. W wyktadzie 12 wykazalidmy ze potok geodezyjny
na powierzchni o statej ujemniej krzywiznie jest potokiem Anosowa. Wykorzystamy teraz te
fakty i, stosujac argument Hopfa wykazemy wazne
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Twierdzenie 13.2. Niech I' bedzie dyskretng grupg zachowujacych orientacje izome-
tris H2, dzialajgcg bez punktéw statych. Zaléimy tei Ze rozmaitosé M = HA\T jest
zwarta. Wowczas potok geodezyjny na M jest ergodyczny wzgledem miary Liouville’a
(oznaczmy jg p) na SM.

Dowdéd. Podobnie jak w przypadku opisanym w poprzednim rozdziale, wystarczy wykazaé ze
jesli g jest funkcja ciagta w SM to Srednia ergodyczna

T
lim = | 9(¢'(2)) (13.1)

jest stala prawie wszedzie. Ponadto, wystarczy wykazac¢ ze dla istnieje pokrycie SM zbiorami
otwartymi (tak jak poprzednio- prostokatami), na ktérych ta granica jest stala prawie wszedzie.

Widzimy wiec ze jest to ten sam dowdd co poprzednio; nalezy tylko wskazaé pokrycie
SM zbiorami otwartymi (odpowiednikami wczesniejszych ”prostokatéw”), dla ktérych bedzie-
my umieli udowodni¢ ze odpowiednia granica jest stala prawie wszedzie. Wezmy wiec punkt
r = (p,v) € SH2. Zatézmy ze w punkcie x istnieje granica 13.1 Z poprzedniego wykladu wiemy
jak wyglada rozmaito$¢ stabilna punktu (p,v); jest to rzut na M odpowiedniego horocyklu
(”wchodzacego”) - razem z jego wektorami normalnymi. Punkt = = (p,v) nalezy oczywiscie do
tego horocyklu (a raczej: jego podniesienia w SM). Dla wszystkich punktéw y z rozmaitosci
stabilnej = granica 13.1 istnieje i jest réwna granicy policzonej w punkcie x. Staba rozmaitosé
stabilna to suma wchodzacych horocykli, wypuszczonych z wszystkich punktéw (p’, v’) lezacych
na geodezyjnej wyznaczonej przez x.

Zauwazmy ze granica 13.1 jest varphi- niezmiennicza, wiec istnieje i jest réwna granicy
policzonej w z, réwniez we wszystkich punktach y nalezacych do stabej rozmaitosci stabilnej x.

Podobnie jak poprzednio, wykazujemy ze jesli z1 = (q1,w1), 22 = (g2, w2) sa blisko z = (p, v)
to mozna je poltaczy¢ ”tancuszkiem ” rozmaitosci stabilnych i niestabilnych i wykazaé istnienie
i réwnoéc¢ granic 13.1 w punktach z; i 2o.

rysunek O

13.3. Potoki geodezyjne na wybranych powierzchniach; przyktady
catkowalnych potokéw geodezyjnych

W tym rozdziale opiszemy potoki na kilku naturalnych (dobrze znanych, i zanurzalnych
izometrycznie w R3) powierzchniach. Ich wlasnoéci sa zupelie inne niz opisane w poprzednim
rozdziale wlasnosci potokéw na powierzchniach o ujemniej krzywiznie.

13.3.1. Potok geodezyjny na sferze

Stwierdzenie 13.1. Geodezyjne na sferze S? sq kotami wielkimi. Potok geodezyjny na wigzce
sfer stycznych do S? to ruch ze stata (co do dlugosci wektora) predkoscig po kole wielkim. Zatem-
kazda trajektoria jest okresowa. Potok geodezyjny nie jest wiec oczywiscie ergodyczny.

Dowdd. Niech v bedzie dowolna geodezyjna. Ustalmy punkt p € « i kolo wielkie ¢, ktére zawiera
punkt p i dla ktérego jednostkowy wektor styczny w punkcie p pokrywa sie z 4(p). Rozwazmy
symetrie wzgledem plaszczyzny wyznaczonej przez koto wielkie c. Jest to oczywiscie, po obcieciu
do sfery, izometria w metryce sferycznej. Symetria ta zachowuje koto wielkie ¢, a geodezyjna
~(t) przeksztalca na geodezyjna, przechodzaca przez ten sam punkt p i styczna w punkcie p
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do tego samego co v wektora. Stad wynika ( z jednoznacznego wyznaczenia geodezyjnej przez
punkt i wektor styczny) ze obrazem +(t) przy symetrii jest v(t), z zachowaniem parametryzacji,
wiec krzywa 7(t) jest zawarta w zbiorze punktéw stalych naszej symetrii. Zatem- jest to kolo
wielkie, po ktérym ruch odbywa sie ze stata predkoscia. O

13.3.2. Potok geodezyjny na torusie T?

Torus utozsamiamy z przestrzenia ilorazowa:

T? = R?/Z?

7? dziata na T? jako grupa izometrii przestrzeni euklidesowej (z,y) — (x +n,y +m), gdzie
n,m € Z. Mozemy zatem wprowadzi¢ indukowana metryke na torusie; jest to jedyna metryka
przy ktérej rzutowanie 7 : R? — T? jest lokalng izometrig.

Cwiczenie 13.1. Torus jest ”lepiej znany” jako obiekt (powierzchnia opony) zanurzony w
R3. Na takim zanurzonym torusie mamy metryke Riemannowska dziedziczona z R? (dlugosé
wektora stycznego to dlugos$é zmierzona w R3, dlugoéé drogi na torusie tez mierzymy liczac
po prostu dlugoéé w R3. Wyjasni¢ w jaki sposéb torus -przestrzen ilorazowsg utozsamiamy z
torusem- "opong” i jak maja sie do siebie te dwie, réznie wprowadzone, metryki.

Stwierdzenie 13.2. Geodezyjne na torusie pokrywajq sie z rzutami (przy kanonicznym rzuto-
waniu 7 : R? — T?) prostych w R2.

Dowod. Najpierw sprawdzamy ze geodezyjnymi na plaszczyznie sa wszystkie proste. Na przyktad-
tak samo jak dla geodezyjnych na sferze (nalezy uzy¢ symetrii osiowej zamiast symetrii wzgle-
dem plaszczyzny). Poniewaz rzutowanie jest lokalna izometria, obrazami (i przeciwobraza-
mi)geodezyjnych sa geodezyjne. O

Whniosek 13.1. Potok geodezyjny na wigzce sfer ST? nie jest ergodyczny. Istotnie, moZemy
podzieli¢ wigzke ST? na dwa niezmiennicze podozbiory dodatniej miary: Rozatrzmy w SR? zbior
A={(x,v): 2 €R%rev > 07 A = {(z,v) : € R% rev < 0. Zbiory Ai A" sq niezmiennicze
przy potoku geodezyjnym w R2?, zatem 7w(A) i w(A’) sq niezmiennicze przy potoku geodezyjnym
na T2.

13.3.3. Potok geodezyjny na elipsoidzie
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14.1. Entropia rozbicia

Niech (X, F, ) bedzie przestrzenia z miara probabilistyczna.

Definicja 14.1. Rozbicie mierzalne { = {Ay, ..., A }- wszystkie A; sa mierzalne, parami roz-
taczne i JA; = X.

Definicja 14.2. Niech &, n beda rozbiciami. Okreslamy rozbicie (drobniejsze od obu)
§Vn
Jest to rozbicie sktadajace sie ze wszystkich zbioréw postaci:
AiNBj,A; €& Bjen.

Definicja 14.3 (Entropia rozbicia). Niech ¢ bedzie rozbiciem mierzalnym, skonczonym lub
przeliczalnym.

=Y —u(A)log u(A)
acg

Cwiczenie 14.1. Sprawdzi¢ ze, jedli rozbicie ¢ ma n elementow, to H(§) < logn i réwnosé
zachodzi dla rozbicna na n zbioréw o mierze = kazdy

Definicja 14.4 (Entropia warunkowa). Niech &, 1 beda rozbiciami mierzalnymi, co najwyzej
przeliczalnymi. Entropia & pod warunkiem 7 to

A; Bj A; Bj
Hih) == 2 (B, (Zﬂ(mgﬁ iog M S )>

Twierdzenie 14.1. Niech £,7,( bedg rozbiciami Wowczas:

1. H(EVn|¢) = H(E[C) + H(nlE V C)
H(EVn=H(§)+ H(nlE)

£ <n= H(|C) < H(nl¢)

n < ¢ = H(&n) > H(C)
H(EVn|¢) < H(EIC) + H(n|¢)
H(&[C) < H(&ln) + H(nl¢)

S Grds Lo o

Dowdd. Dowdd jest rachunkowy, zostawiony jako ¢wiczenie O

Wstep do teorii Ukladéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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14.2. Entropia przeksztalcenia

Niech T': X — X bedzie przeksztalceniem zachowujacym miare p.

Stwierdzenie 14.1 (Stwierdzenie i definicja entropii przeksztalcenia na rozbiciu). Niech &
bedzie rozbiciem co najwyzej przeliczalnym. Oznaczamy

r=evTiev ... v Ve
Wowczas istnieje granica
1 n
Jim —H(Eg)

nazywamy ja entropiq T wzgledem rozbicia & i oznaczamy h(T,§)

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢ ze ciag H (&) jest podaddytywny. Mamy
H(G™)+H(EVT T Ev-- VT 06 = H ((€V TV - VTN V(T (V- V™))

Z wtasnosci (5) w poprzednim twierdzeniu i z niezmienniczo$ci miary, mozemy prawa strone
oszacowal z gory przez

H(&y) + H(")
O

Definicja 14.5 (Entropia przeksztalcenia). Niech T' bedzie przeksztalceniem zachowujacym
miare. Entropia h,,(T') to
hu(T) = sup hT.¢)

gdzie supremum jest wziete po wszystkich skoniczonych mierzalnych rozbiciach X.

Nastepujace wazne twierdzenie podajemy bez dowodu:

Twierdzenie 14.2 (Twierdzenie Shannona- Breimana- Mcmillana). (X, F, u)- prze-
strzen z miarg probabilistyczng, T- ergodyczne przeksztalcenie zachowujgce miare L,
&- mierzalne rozbicie (skoriczone, albo przeliczalne, o skoriczonej entropii). Oznaczmy

I(&71)() = —log u(An(x)
(g9dzie A, (x) jest elementem rozbicia 56‘_1 do ktdrego nalezy punkt x). Wowczas:
1 n—1
(&) @) — H(t,6)

prawie wszedzie i w L*(u).
Bezposrednio z definicji entropii wynika:

Twierdzenie 14.3. Entropia metryczna jest niezmiennikiem izomorfizmu miarowego
przeksztatcen: jesli T zachowuje miare p na przestrzeni X, zas S zachowuje miare v
na przestrzeni Y ,i istnieje mierzalna bijekcja h : X — Y przeksztalcajgca miare 1 na
miare v taka ze Soh =hoT, to hy(T) = h,(S).
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14.3. Jak liczy¢ entropie metryczna

Widaé ze wyznaczenie entropii wymaga - wedhug definicji- policzenia supremum po wszyst-
kich skonczonych rozbiciach. W wielu przypadkach mozna jednak wyliczy¢ entropie powolujac
sie na twierdzenie ponizej:

Definicja 14.6. Niech T bedzie automorfizmem przestrzeni z miara (X, F,u). Rozbicie £
nazywamy dwustronnym generatorem, jesli najmniejsze o-cialo zawierajace wszystkie zbiory
nalezace do rozbié¢ /¥ N IT"E jest réwne F.

Twierdzenie 14.4. Niech T bedzie automorfizmem przestrzeni z miarg (X,F, u).
Zatozmy ze € jest dwustronnym generatorem. Wowczas

hu(T) = h#(T, 5)

Przykltad 14.1. Niech T bedzie obrotem na okregu. Policzmymy entropie wzgledem miary
Lebesgue’a.

Jedli kat obrotu jest wspoimierny z 7, to T% = Id dla pewnego k, a to oznacza ze dla kazdego
skoficzonego rozbicia ¢ liczebno$é rozbicia & V T-1EV -+ -V T7"(€) jest ograniczona przez stala
niezalezna od n. Zatem H(\/?_; T~'¢) jest ograniczone, a stad h(t) = 0.

Jedli kat obrotu nie jest wspotmierny z 7 to rozbicie £ na dwa pdlokregi jest dwustronnym
generatorem (dlaczego); zatem- entropi¢ mozna policzy¢ na tym rozbiciu.

Rozbicie \/g*1 T~ ma co najwyzej 2n elementéw (dlaczego?) Stad wynika ze %H(\/gi1 T7i¢) —
0.

WykazaliSmy wiec ze entropia obrotu na okregu, wzgledem mairy Lebesgue’a, jest réwna
ZETO.

Przyktad 14.2 (Przesuniecie Bernoulliego). Niech Y — {0,2,...,k — 1}. Niech X = [[* Y.
Elementami X sa wiec nieskoniczone ciagi dwustronne, o wyrazach nalezacych do zbioru Y. W
Y wprowadzamy miare, ktora kazdemu elementowi ¢ przyporzadkowyje wage p;; w X wprowa-
dzamy miare produktowa, an o-ciele generowanym przez wszystkie zbiory cylindryczne, postaci
Tep = G_p,...,T0 = ag, - - - Tn, = ay. Przeksztalceniem T jest przesuniecie ciagu w lewo o jedno
miejsce. OczywiScie rozbicie £ na cylindry pierwszej generacji:

o = Qg

jest dwustronnym generatorem i mozna policzy¢ entropie na tym rozbiciu:

.1 _ (n— o1
hu(T) =lim —H@EVTEV - vT~ D) = —lim— 3" pigpi, - pin_, 108 Dighiy - - Pin s
n n 10,81 5---In—1
1 k—1
=—lm— > piPii - Pin i (108Ds +logpi + -+ logpi, )

204---In—1=0

o1
= —lim —n pologpo( Y. iy Piny) + 0110810 D PigPiy - Pig_y) -
ily"-in—l i07i2~--in—1

(141)
POniewaz kazda z sum w nawiasach jest réwna 1 (dlaczego?), otrzymujemy

hu(T) == pilogp;.
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. c . . c1 01 . 111 - .

Zatem- na przyklad: przesunigcie Bernoulliego z wagami 3, 5 i z wagami 533 nie sa izomor-
ficzne, bo maja rézne entropie.

Przesuniecia z wagami %, %, %,i i %, %, %, é,% maja te sama entropie, réwna 2log2. W la-

tach sze$édziesiatych Mieszalkin wykazal ze te dwa ostatnie uklady sa izomorficze (chociaz

maja rézne liczby standéw). Pézniejsze, stynne twierdzenie Ornsteina méwi, ze dwa przesuniecia

Bernoulliego sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy maja rowne entropie metryczne.



O entropii topologicznej

15.1. Definicja entropii

Ograniczymy sie do zdefiniowania entropii topologicznej dla ciggtego przeksztalcenia zwartej
przestrzeni metrycznej. Zatem-X jest przestrzenig zwarta metryczna z metryka d, T : X — X-
ciaglym przeksztalceniem.

Definicja 15.1. Odlegtos$¢ d,, miedzy punktami z,y € X to
dn (33', y) = maX0<i<n(d<Tix7 sz))

Definicja 15.2. Méwimy ze punkty z, y, sa (n, €)- rozdzielone, jesli d, (x,y) > €. Zbiér punktéw
(n, e)- rozdzielonych to zbiér w ktérym kazde dwa rézne elementy sa (n,e)- rozdzielone.

Definicja 15.3. Méwimy ze punkty x1,...xp stanowia (n,e)-sie¢ jesli dla kazdego y € X
istnieje z; takie ze D, (y,x;) < e.

Oznaczmy przez s(n, ) maksymalng liczebnosé zbioru (n, €)- rozdzielonego, a przez r(n, ¢)-
minimalna liczebnosé (ne) -sieci.

Definicja 15.4 (Definicja entropii topologicznej). Entropia topologiczna h(T') jest to

1 1
lim lim sup — log r(n, ) = lim lim sup — log s(n, ¢)
e—=0 n—ooo N e—=0 n—oo N

Ta definicja wymaga uzasadnienia: po pierwsze- w kazdej z tych dwdch formut trzeba spraw-
dzi¢ czy istnieje granica lim._,, po drugie- ze obie formuly prowadza do tego samego wyniku.
Sprawdzenie jest zawarte w Stwierdzeniu - ponizej. Dowéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Stwierdzenie 15.1. Mamy:
r(n,e) < s(n,e)
s(n,2¢) < r(n,e)
Ponadto, dla € > & mamy s(n,e’) > s(n,¢e), r(n,e’) > r(n,e)

Przyktad 15.1 (Izometria). Niech T : X — X bedzie izometria, na przyklad- obrotem na
okregu. Wéwezas h(T) = 0. Istotnie, ustalmy € i jaka$ e sie¢ (w naszej notacji jest to (1,¢)-
sie¢ S o liczebosci N = N (e). Poniewaz T jest izometria, ten sam zbior S jest tez (ne)- siecia.
Zatem liczebno$¢ minimalnej (n, ) sieci nie ro$nie z n. Stad h(T") = 0.

Cwiczenie 15.1 (Przeksztalcenie z — zd). Sprawdzi¢ ze entropia tego przeksztalcenie jest
rowna logd. Wskazéwka: dla ustalonego n mozemy podzieli¢ okrag na d" tukéw, z ktorych
kazdy jest przeksztalcany (rozciagany) przez T na caly okrag. W kazdym takim tuku wybie-
ramy % réwno odlegltych punktéw. Te wszystkie punkty (jest ich razem %2") stanowig, zbior
(n, £)-rozdzielony.

Cwiczenie 15.2 (Trudniejsza wersja). Niech M bedzie Riemannowska zwarta rozmaitoscia, a
T : M — M- rozszerzajacym przeksztalceniem, tzn istnieje A > 1 takie ze ||DT,(v)|| = Al|v]|.
Uzasadni¢ ze wowczas T jest nakryciem; niech d bedzie stopniem tego nakrycia. Wykazaé¢ ze
h(T) = logd.

Wstep do teorii Uktadéw Dynamicznych (© A.Zdunik, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Cwiczenie 15.3. Niech T bedzie hiperbolicznym automorfizmem torusa T2. Wéwczas macierz
A reprezentujaca T ma dwie rzeczywiste wartosci wlasne A\; > 1 > A\y. Wykazaé ze h(T) =
log A1.

Stwierdzenie 15.2. Jesli (X, d1),(Y,d2) sq przestrzeniami metrycznymi zwartymi, T : X —
X, S:Y =Y sq sprzezone topologicznie, to h(T) = h(S).

Dowdd. Ustalmy e > 0. Istnieje § > 0 takie ze dy(z,y) < d = da(h(x),h(y)) < e. Wynika stad
ze jesli G jest zbiorem (n,¢) rozdzielonym dla S, to h~1(G) jest zbiorem (n,§)- rozdzielonym
dla T'. Zatem

st(n,d) > sg(n, )

Stad juz tatwo wynika ze h(T') > h(S). O

15.2. Zwigzki z entropig metryczng

Nastepujace dwa twierdzenia podajemy bez dowodu:

Twierdzenie 15.1 (Twierdzenie Goodwyna). Niech X bedzie zwartq przestrzeniq me-
tryczng, T : X — X- cigglym przeksztalceniem, pu- miarg borelowskq probabilistyczng
na X, niezmienniczg dla T. Wowczas:

Wzmocnieniem jest silniejsze twierdzenie

Twierdzenie 15.2 (Twierdzenie Goodmana). Przy poprzednich zaloZeniach, mamy
h(T) = hu(T)
o

gdzie supremum jest wziete po wszystkich niezmienniczych borelowskich miarach pro-
babilistycznych.

15.3. Zwigzki ze stopniem przeksztalcenia

Definicja 15.5. Niech M bedzie zwarta, zorientowana rozmaitoscig gtadka, T : M — M- gtad-
kim przeksztatceniem. Na M mamy wiec naturalng miare Lebesge’a. Niech x bedzie wartoscia
regularna (tw Sarda gwarantuje ze jest to zbiér pelnej miary). Stopniem przeksztalcenia t w
nazywamy

deg,T = Z Ey
yET~1(z)

gdzie g, jest réwne 1 lub —1 w zaleznosci od tego czy DT (y) zmienia czy zachowuje orientacje.
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Uwaga 15.1. Mozna sprawdzi¢ ze w istocie, stopien deg, T nie zalezy od wyboru punktu z- war-
tosci regularnej. Zatem- mozemy zdefiniowac degT- jako wspdélna warto$é deg, T dla wszystkich
wartosci regularnych x.

Twierdzenie 15.3 (Misiurewicz, Przytycki). Jesli M jest gladkq orientowalng roz-
maitoéciq, a T : M — M- przekzstalceniem klasy C* to h(T) > log |degT|.
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