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1. Procesy stochastyczne. Proces Wienera

Podczas pierwszego wyktadu okreslimy czym jest proces stochastyczny oraz zdefiniujemy
proces Wienera — najwazniejszy przyktad procesu o ciaglych trajektoriach.

1.1. Podstawowe definicje

Zaczniemy od podania waznych definicji uzywanych podczas catego wyktadu.

Definicja 1.1. Niech (2, F,P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, (E, ) przestrzenia mie-
rzalng, za$ T dowolnym zbiorem. Procesem stochastycznym o wartoSciach w E, okreslonym
na zbiorze T, nazywamy rodzing zmiennych losowych X = (X}):cr, przyjmujacych wartosci w
zbiorze F.

Uwaga 1.1. W czasie wszystkich dalszych wyktadéw T bedzie podzbiorem R (najczesciej prze-
dziatem, niekoniecznie ograniczonym), za§ E = R lub RY. Parametr ¢ mozna wéwczas interpre-
towadé jako czas.

Definicja 1.2. Trajektorig procesu X nazywamy funkcje (losowa!) t — X;(w), okre$lona na
zbiorze T o wartosciach w F.

Definicja 1.3. Powiemy, ze proces X = (Xy)ter, T C R ma przyrosty niezalezne jesli dla
dowolnych indekséw tg < ¢1 < ... < ¢, ze zbioru 7', zmienne losowe X , X, — Xy, Xy, —
Xty Xy, — Xy, | sa niezalezne.

Definicja 1.4. Méwimy, ze proces stochastyczny (X¢)i>0 ma przyrosty stacjonarne, jesli roz-
ktad X; — X, zalezy tylko od t — s, czyli

\V/t>s>0 Xt - Xs ~ Xt—s - XO-

1.2. Proces Wienera (ruch Browna)

Definicja 1.5. Procesem Wienera (ruchem Browna) nazywamy proces stochastyczny W =
(Wt)t>0 taki, ze

Wo =0 p.n; (WO0)
W ma przyrosty niezalezne; (W1)
Dla 0 < s < t zmienna W; — W, ma rozklad normalny N (0,¢ — s); (W2)
Trajektorie W sa ciagle z prawdopodobienstwem 1. (W3)

Uwaga 1.2. Warunek (W3) oznacza, ze istnieje zbiér A taki, ze P(A) = 1 oraz dla wszystkich
we A, t - Wi(w) jest funkcja ciagla na [0, 00). Czasami w definicji procesu Wienera zaklada
sie, ze wszystkie trajektorie sg ciagle oraz Wy = 0.
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6 1. Procesy stochastyczne. Proces Wienera

1.3. Charakteryzacje procesu Wienera

Najpierw podamy twierdzenie, ktére znacznie utatwia sprawdzanie, ze dany proces jest pro-
cesem Wienera. Musimy wpierw podaé¢ wazna definicje.

Definicja 1.6. Proces X = (X;)ier nazywamy gaussowskim, jesli wszystkie skonczenie wy-
miarowe rozklady X sa gaussowskie, tzn. wektor (Xi,...,X;,) ma rozklad gaussowski dla
dowolnych t1,...,t, € T.

Przyktad 1.1. Nastepujace procesy sg procesami gaussowskimi:
— Xy = f(t)g, gdzie f: T — R dowolne oraz g ~ N (0,1),
— proces Wienera (Wy)>o,
— most Browna X; = W; —tW7, 0 <t < 1.

Przyklad 1.2. Procesy (W?)i>0, (exp(W3))i>0 nie sa gaussowskie.

Twierdzenie 1.1. Proces (X)i>0 jest procesem Wienera wtedy i tylko wtedy, gdy
jest procesem gaussowskim, o cigglych trajektoriach p.n. takim, Ze EX; = 0 oraz
Cov(X¢, Xs) = min{t, s}.

Dowdd. =: Mamy EX; = E(X; — Xo) = 0 oraz Var(X;) = Var(X; — Xo) = ¢ na mocy (WO0)
i (W2). Ponadto z niezaleznosci przyrostéw, dla t > s, Cov(Xy, Xs) = Cov(X; — X5, X5) +
Var(X;) = 0+ s = min{t, s}.

<: Zauwazmy, ze Var(Xo) = 0 = EXy, wiec spelniony jest warunek (W0). Dla ¢ > s, zmienna
Wi — W5 ma rozktad normalny ze $rednia 0 i wariancja Var(X; — Xs) = Var(X;) + Var(X;) —
2Cov(X¢, Xg) =t — s, wiec zachodzi (W2). By sprawdzi¢ niezalezno$é przyrostéow ustalmy 0 <
to < t1 < ... < t,. Zauwazmy, ze wektor (X, Xy, — Xto, Xty — Xty -+ -, X4, — Xt,,_, ) ma rozklad
gaussowski, wiec jego wspolrzedne sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy sa nieskorelowane.
Mamy jednak dla s; < s < s3 < s4,

Cov(Xsy, Xsy — Xs,) = Cov(Xy,, Xss) — Cov(Xg,, Xsy) =51 —51 =0
oraz
Cov(Xs, — X5, Xs, — Xs3) = Cov(Xs,, X, — Xsy) — Cov(Xs,, X5, — Xs3) =0.
O

Kolejne twierdzenie pokazuje, ze (z dokladnoscia do drobnych technicznych zalozen oraz
normalizacji) proces Wienera jest jedynym procesem o ciaglych trajektoriach oraz niezaleznych
i stacjonarnych przyrostach.

Twierdzenie 1.2. Zalézmy, ze proces (X¢)e=0 spelnia warunki (W0), (W1), (W3) (z
W zastgpionym przez X ) oraz

X ma przyrosty stacjonarne; (W2a)
EXl = O, Var(Xl) = 1; (W2b)
EX} < oo dla wszystkich t > 0. (W2c)

Wowczas Xy jest procesem Wienera.
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Dowdd. Okredlmy dla t > 0, a(t) = EX; oraz b(t) = Var(X;). Zauwazmy, ze na mocy niezalez-
nosci i stacjonarnosci przyrostow,

b(t + S) = Var(XH_S — Xt + Xt) = Var(Xt+8 — Xt) + Var(Xt)
= Var(X;) + Var(Xy) = b(t) + b(s).

Ponadto oczywiscie b(t) > 0, zatem funkcja b(t) jest addytywna i niemalejaca na [0, 00), wiec
b(t) = ct dla pewnego ¢ > 0, co wobec (W2b) daje Var(X;) = b(t) = t. Analogicznie sprawdzamy,
ze a(t + s) = a(t) + a(s), wiemy tez, ze a(0) = 1, stad wnioskujemy, ze EX; = a(t) = 0 dla
t wymiernych. Wezmy ¢ > 0 i wybierzmy dazacy do t ciag liczb wymiernych (¢,). Na mocy
(W2c), EX? < oo, wiemy tez, ze EX? = Var(Xy,) = tn, zatem (E|X;, — X¢|))¥/? < M dla
pewnej stalej M. Z ciagloSci trajektorii X;, — X; prawie na pewno, czyli rowniez wedlug
prawdopodobienstwa. Zatem dla ¢ > 0,

|EXt’ = |EXt —Eth| < E|Xt th| 6+E|Xt th‘l{‘xt_th|>€}

<e+ (BIX; — Xp, ) PP(|X; — X3, | > €)'/

e+ MP(|X, — Xy, | >e)/? < 2
dla dostatecznie duzych n. Stad EX; = 0. WykazaliSmy wiec, ze Xy ma Srednig zero i wariancje
t.

Ustalmy ¢ > s > 0, chcemy pokazaé, ze X; — X ma rozklad normalny N (0, ¢ —s). Zauwazmy,
ze .
Xe — X = Z Yn,k7 gdzie Yn,k = Xs+k(tfs)/n - Xer(kfl)(tfs)/n'
k=1

Zmienne (Y, 1)1<k<n tworza uklad tréjkatny, mozemy wiec skorzystaé z Centralnego Twierdze-
nia Granicznego i wykazaé, ze Y j_; Y, zbiega do N(0,¢ — s) wedlug rozkladu. Mamy

n n
Z EY, r =0, Z Var(Y, i) =t —s,
k=1 k=1

wystarczy wiec sprawdzi¢ warunek Lindeberga. Dla € > 0,

n

Ly(e) = Z Yy k1, e} < E[( > !Yn,k\Z)I{maxk@ Vo i}
k=1

(E(ZWM\)) B (max Vol > <)

Zauwazmy, ze zmienne (Y, ;) dla ustalonego n sa niezalezne i maja $rednig zero, zatem

E(X, - —E(ZYM) = Y B YarYakYk
1<k k2, k3,kasn

—ZE k6 Y. EY,

1<k<I<n

ZIE 42 Y EY, (Zyynk\)

1<k<iI<n

Z ciaglodci trajektorii X wynika, ze P(maxg<y |Yn k| > €) — 0 przy n — oo, zatem spelniony
jest warunek Lindeberga lim,, o L,(¢) = 0. O
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Uwaga 1.3. Warunek (W2c) nie jest konieczny - zob. Twierdzenie 5 z paragrafu 13.1 ksiazki [3].

Okazuje sig, ze rowniez nie trzeba zakladaé skonczonosdci wariancji ani nawet istnienia war-
tosci éredniej Wy - warunek (W2b) ma charakter czysto normalizacyjny. Dokladniej zachodzi
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.3. Zaldzmy, Ze proces stochastyczny X = (Xi)i>0 spelnia warunki
(W0),(W1), (W2a) i (W3). Wéwczas istniejg stale a,b € R i proces Wienera W takie,
ze Xy = aW; + bt dla wszystkich t > 0.

1.4. Uwagi i uzupelnienia

1.4.1. Konstrukcja Procesu Wienera

Podczas nastepnych wyktadéw podamy dos$é abstrakcyjna konstrukcje procesu Wienera
oparta o ogdlniejsze twierdzenia dotyczace istnienia i ciagglosci trajektorii proceséw stochastycz-
nych. Alternatywna, bardziej bezposrednia konstrukcja (wymagajaca pewnej znajomosci analizy
funkcjonalnej) procesu Wienera jest zawarta w Cwiczeniach 1.10-1.12.

1.4.2. Nierézniczkowalno$é¢ trajektorii

Trajektorie procesu Wienera maja wiele ciekawych wtasnosci, jedng z nich jest to, ze praw-
dopodobienstwem 1 sa funkcjami ciggltymi, nierézniczkowalnymi w zadnym punkcie.

Twierdzenie 1.4. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera (Wy)i=o sq funkcjami
nierozniczkowalnymi w Zadnym punkcie, tzn.

P(Elt0>o t — Wi(w) jest rozniczkowalne w t0> =0.

1.5. Zadania

Cwiczenie 1.1. Zmajdz rozktad zmiennej 5Wy — W3 + Wr.
Cwiczenie 1.2. Dla jakich parametréw a i b, zmienne aW; — Wy oraz W3 + bWs sa niezalezne?
Cwiczenie 1.3. Udowodnij, ze lim;_.o % =0 p.n.

Cwiczenie 1.4. Znajdz rozklad wektora losowego (Wi, Wi, ..., Wi, ) dla 0 < t] <ty < ... <
t.

Cwiczenie 1.5. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera sg nie-
ograniczone.

Cwiczenie 1.6. Udowodnij, ze z prawdopodobiefistwem 1 trajektorie procesu Wienera nie sg
jednostajnie ciaglte na R.
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Cwiczenie 1.7. Udowodnij, ze nastepujace procesy tez sa procesami Wienera:
i) X; = —W; (odbicie);

i) Y, = ¢ 1/2Wy, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu);

iii) Zy = tWy ), dla t > 0 oraz Zp = 0 (inwersja czasu);

iv) Uy = Wy — W, T > 0;

V) Vi=Wydlat<T, V, =2Wpr—-W;dlat >T, gdzie T > 0.

Cwiczenie 1.8. Niech 7, = {tén),tgn), } gdme a= t( ") < ( ) <. t(n) = b bedzie
ciagiem podzialéw odcinka [a, b] oraz ||7TnH = maxy, ]tk —t (n) 1| oznacza sredmc@ . Udowodnij,
ze

n—Z|W(n) (n)\ —b—a w La(Q) przy n — oo,

jesli [|m,|| — 0 oraz S, — b —a pn., jesli Y, |||l < oc.

Cwiczenie 1.9. Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskonczo-
ne wahanie na kazdym przedziale.

Cwiczenie 1.10. Niech f;(¢) bedzie dowolna baza Ls[0,1], hi(t) = [ fi(s)ds oraz niech g;
bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych N (0,1). Wykaz, ze szereg X; = >, g;hi(t) jest zbiezny
w L? dla dowolnego t € [0,1] oraz X; ma te same rozklady skoficzenie wymiarowe co proces
Wienera.

Cwiczenie 1.11. Niech I(0) = {1},I(n) = {1,...,2" "}, n = 1,2,.... Ukladem Haara na-
zywamy rodzing funkcji (hnk)n=0,1,....ker(n) Okreslonych na [0, 1] wzorami hq1(t) = 1 oraz dla
n=12 ...,k € I(n),

n—1

272 (2k—2)27" <t < (2k—1)27"
hak(t) =4 —2"7 (2k—1)27" <t < 2k27™,
0 w pozostatych przypadkach.

Uktadem Schaudera nazywamy rodzing funkcji (Sn.k)n—0,1,... ker(n) Okreslonych na [0, 1] wzo-
rem S, x(t) = fg bk (s)ds. Niech (gnk)n—0.1,. ker(n) bedzie rodzina niezaleznych zmiennych
losowych o rozkladzie N'(0,1), polézmy

Z > G (W) S k().

m=0kel(m)

Wykaz, ze dla prawie wszystkich w €  ciag funkcji (Wt(n) (w)) zbiega jednostajnie na [0, 1]
do pewnej funkcji ciagltej Wi(w). Jesli okreslimy np. Wi(w) = 0 dla pozostalych w to tak
zdefiniowany proces stochastyczny jest procesem Wienera na [0, 1].

Cwiczenie 1.12. Niech (Wt)ie[o,1] bedzie procesem Wienera na [0, 1]. Wykaz, ze ((1+)W 1 —

1+t
W1)i>0 jest procesem Wienera na calej polprostej.

Cwiczenie 1.13. Udowodnij Twierdzenie 1.4.

Wskazowka. Wykaz wpierw, Ze jesli funkcja f jest rozniczkowalna w jakims punkcie przedzialu

[0,1), to

j+k+1)_f(ﬂ)‘<5M

In<oo Im<oo Vnzm Jo<i<n—3 V=012 ‘f( -

n



2. Rozklady proceséw stochastycznych

Podczas tego wykladu zdefiniujemy rozktad procesu stochastycznego, w szczegdlnosci powie-
my jakie zdarzenia okreslone przez proces sa mierzalne. Udowodnimy, ze rozklad procesu jest
wyznaczony przez rozklady skonczenie wymiarowe. Sformutujemy tez warunki, ktére musza by¢
spelnione, by istnial proces stochastyczny o zadanych rozktadach skonczenie wymiarowych.

Przypomnijmy, ze jesli X jest zmienna losowa o warto$ciach w przestrzeni mierzalnej (E, &),
to rozkladem X jest miara probabilistyczna na (F, ) zadana wzorem

pux(A)=P(X € A), Acé.

Dla uproszczenia bedziemy przyjmowaé, ze proces X przyjmuje wartosci rzeczywiste.

2.1. o-ciato zbioréw cylindrycznych

Proces X = (X;)ier mozemy traktowaé jako zmienna losowa o wartoéciach w R”. Jakie
podzbiory RT sa wéwczas na pewno mierzalne?

Definicja 2.1. Zbiory postaci
{x e RT: (v4,...,21,) € A}, t1,...,t, €T, A€ B(R")

nazywamy zbiorami cylindrycznymi. Przez B(RT) bedziemy oznaczaé¢ najmniejsze o-ciato za-
wierajace zbiory cylindryczne i bedziemy je nazywaé o-cialem zbiorow cylindrycznych.

Uwaga 2.1. Zauwazmy, ze
BRT) =c({z cRT: z; € A}, t € T, A € B(R)).

Przyktad 2.1. Zbiory {z: z; > xs}, {x: 2y > 0wy — 3y > 0., m
{2: Vicstseq, Tt > w5} naleza do B(RI>).

—xt, , > 0} oraz

n

Przyktad 2.2. Zbiér {z: sup,cr || < 1} nie nalezy do B(RT), gdy T jest nieprzeliczalny,
podobnie {z: t — z; ciagle} nie nalezy do B(RT), gdy T jest niezdegenerowanym przedzialem.

Definicja 2.2. Rozkladem procesu X = (X;)ier nazywamy miare probabilistyczna px na
B(RT) dang wzorem

ux(C) =P(Xper € O), C € B(RT).

Uwaga 2.2. Zatézmy, ze T jest przedzialem (skonczonym lub nie). Na przestrzeni funkeji ciaglych
C(T) rozwazmy topologie zbieznoéci niemal jednostajnej. Wéwcezas B(RT) N C(T) = B(C(T)),
co oznacza, ze jesli proces X = (X;)ier ma ciagle trajektorie, to X wyznacza rozklad proba-
bilistyczny na przestrzeni funkcji ciagtych (C(T'),B(C(T))). W szczegdlnosci proces Wienera
wyznacza pewien rozklad probabilistyczny na C10, co).

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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2.2. Warunki zgodnosci. Twierdzenie Kolmogorowa o istnieniu procesu

Najprostsze zbiory z B(RT) to zbiory cylindryczne. Miary takich zbioréw to rozktady skor-
czenie wymiarowe procesu.

Definicja 2.3. Dla procesu (X;);cr o wartosciach w Ri ¢q,...,t, € T okreSlamy miare (i, . ¢,
na R™ wzorem

Lir,.tn(A) =P( Xy, ..., Xy,) € A), Ae B(R").

Rodzine miar {1, . ¢,: t1,...,t, € T parami rézne} nazywamy rodzing skoriczenie wymiaro-
wych rozkladéw procesu X.

Stwierdzenie 2.1. Zaldimy, ze X = (Xip)ier © Y = (Yi)ter sq procesami o tych samych
skonczenie wymiarowych rozktadach, czyli

P(Xyy,..., X)) € A) =P((Y;,,...,Y;,) € A)
dla wszystkich t1,...,t, € T, A € B(R"). Wéwczas X 1Y majg ten sam rozklad, tzn.
P(X € C)=P(Y € C) dla wszystkich C € B(RT).
Dowdd. Rodzina zbioréw cylindrycznych A tworzy m-ukltad, a rodzina C zbioréw C' takich, ze

P(X € C) =P(Y € C), jest A-uktadem zawierajacym A. Zatem z twierdzenia o 7- i A- ukladach,
C zawiera réwniez o-cialo generowane przez A, czyli B(RT). O

Definicja 2.4. Powiemy, ze rodzina skonczenie wymiarowych rozktadéw
{pty,.tn: t1,...,tn € T parami rézne}
spetnia warunki zgodnosci, jedli zachodza nastepujace warunki:
i) Dla dowolnych t1,ts,...,t, € T, dowolnej permutacji (i1, ...,i,) liczb (1,...,n) oraz zbio-
réw Ay, Ag, ..., A, € B(R),
[t oo, (Aip X Ajy X 00X Aj) = iy, 0 (A X Ag X0 X Ay).
ii) Dla dowolnych ¢1,to,...,t,1 € T oraz Aj, Ag, ..., A, € B(R),
Loty otmstnir (A1 X Ag X0 Ay X R) = gy g, (A X Ag XL X Ay).
Oczywiscie rodzina rozktadow skonczenie wymiarowych dowolnego procesu stochastycznego

spelnia warunki zgodnosci. Okazuje sig, ze sa to jedyne warunki jakie nalezy natozy¢ na taka
rodzine.

Twierdzenie 2.1. Zaloimy, zZe dana jest rodzina skonczenie wymiarowych rozkia-
dow (pt,,..t,) spelniajgca warunki zgodnosci. Wowczas istnieje proces (Xi)ier majgcy
skoriczenie wymiarowe rozklady rowne (pu, ...+, )-

Nie bedziemy przedstawia¢ technicznego dowodu powyzszego twierdzenia - wszystkich zain-
teresowanych odsylamy do [9] lub [4]. W zamian sformulujemy uzyteczny wniosek.
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Whniosek 2.1. Zalozmy, ze T C R oraz dana jest rodzina rozkladow skonczenie wymiarowych
{1 <t < ... <tp,t1,...,ty € T} spelniajgca warunek

Pty (A1 X o X Ay X R X Apyq o x Ay)
= byttt setn (A1 X X A X A XX Ay).

dla wszystkich t1 < ta < ... < tp, n > 2,1 < k < n oraz zbiorow borelowskich Ai,...,A,.
Wowczas istnieje proces (Xi)ier taki, Ze (Xy,, ..., Xy,) ma rozktad pu, . 4, dlat; <ty <...<
t.

Dowdd. Dla ty,...,t, €T parami roznych istnieje permutacja (i1, ...,14,) liczb (1,...,n) taka,
ze ti, <ty <...<t;,. Mozemy wiec okresli¢ yu, .. jako rozklad wektora (Y7,...,Y},) takie-
go, ze (Yi,,...,Y;, ) ma rozklad oty oot - Nietrudno sprawdzié, ze tak okreslona rodzina miar
(ttty,...t,, ) spelnia warunki zgodnosci. O

Przyktad 2.3. Jesli (u¢)ier jest dowolna rodzing rozkladéw na R, to istnieje rodzina nieza-
leznych zmiennych losowych (Xy)ier taka, ze X; ma rozklad p,. Uzywamy tu twierdzenia o
istnieniu dla gy, ¢, = pt; @ ... @ i,

Przyktad 2.4. Istnieje proces speliajacy warunki (W0)-(W2) definicji procesu Wienera. Istot-
niedla 0 =ty < t; < t2 < ... < t, kladziemy

Pty oot ™ (XLXI + Xo, ..., z”: Xk),
k=1

gdzie X1, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi Xy ~ N (0, tx —tx_1). Warunki zgodnosci
wynikaja wowczas stad, iz jesli Y7, Y sa niezalezme i Y; ~ N(0,02) dlai = 1,2, to Y] + Y2 ~
N(0,0% + 03).

2.3. Uwagi i uzupetnienia

Podczas wyktadu zakladaliSmy, ze proces X ma wartosci rzeczywiste. Nic si¢ zmieni (poza
oczywistymi drobnymi zmianami definicji) dla proceséw o wartoéciach w R?. Czasem jednak
zachodzi potrzeba rozpatrywania proceséw o wartosciach w ogdlniejszej przestrzeni E. Warto
wiec zauwazy¢, ze
— w Stwierdzeniu 2.1 nie wykorzystywalidémy zadnych wlasnosci przestrzeni F,

— w dowodzie Twierdzenia 2.1 wykorzystuje sie regularno$¢ miar na E™ — tu wystarczy zalozy¢,
ze E jest o-zwarta przestrzenia metryczna, tzn. E jest przeliczalna suma zbioréw zwartych
lub dodaé¢ warunek regularno$ci rozpatrywanych miar (definicje i podstawowe wlasnosci miar
regularnych mozna znalezé w rozdziale 2 [7]).

2.4. Zadania

Cwiczenie 2.1. Udowodnij, ze jedli zbiér A € B(RT), to istnieje zbiér przeliczalny Ty C T taki,
ze jesli x,y € RT oraz x(t) = y(t) dlat € Tp, tox € A &y € A.

Cwiczenie 2.2. Niech T = [a,b], a < to < b, wykaz, ze nastepujace zbiory nie naleza do B(RT):
i) A = {x ¢ RT: SUPsefa ) |7t < 1}

ii) Ay = {x € RT: t — x4 ciagle na [a,b]};

iii) A3 = {x € RT: limy_4, s = 0};

iv) Ay = {r e RT: t — x; ciagle w to}.
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Wykaz mierzalnosé tych zbioréw przy zalozeniu ciaglosci (prawostronnej ciaglosci) trajekto-
rii, tzn. wykaz, ze wszystkie te zbiory po przecieciu z C(T') (odp. RC(T)—przestrzeni funkcji
prawostronnie ciagtych) naleza do B(RT) N C(T) (B(RT) N RC(T) odp.).

Cwiczenie 2.3. Niech T' = [a,b]. Wykaz, ze F = {ANC(T): A € B(RT)} jest o-cialem zbioréw

borelowskich (w metryce supremum) na C(T).

Cwiczenie 2.4. Wykaz, ze istnieje proces (X;)i>0 o przyrostach niezaleznych, startujacy z 0
taki, ze X; — X ma rozklad Cauchy’ego z parametrem t — s (proces taki nazywamy procesem
Cauchy’ego, badZ procesem 1-stabilnym).



3. Ciagtos¢ trajektorii

Wiemy juz kiedy istnieje proces o zadanych skonczenie wymiarowych rozktadach. Nasu-
wa sie pytanie — kiedy taki proces ma ciggle trajektorie? Zanim jednak zastanowimy sie nad
odpowiedzig wprowadzimy dwa wazne sposoby poréwnywania proceséw.

3.1. Procesy stochastycznie réwnowazne i nierozréznialne

Definicja 3.1. Niech X = (X})ter oraz Y = (Y;)ter beda dwoma procesami stochastycznymi,
okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Powiemy, ze:
a) X jest modyfikacje Y (lub X jest stochastycznie réwnowazny Y), jesi

Vier P(Xe =Y) = 15
b) X i Y sa nierozréznialne, jesli
P(Vier X¢ =Y:) = 1.
Zauwazmy, ze procesy nierozréznialne sa oczywiscie stochastycznie réwnowazne. Ponadto

dwa procesy stochastycznie rownowazne maja ten sam rozktad. Ponizszy przyktad pokazuje, ze
z rozktadu procesu nie mozna wnioskowaé o wlasnoéciach trajektorii.

Przyktad 3.1. Niech Z > 0 bedzie dowolna zmienng losowa o rozktadzie bezatomowym tzn.
P(Z = z) = 0 dla wszystkich z € R. Zdefiniujmy dwa procesy na T = [0, c0):

0 dlat#Zw),

X, =0 oraz Yt(w)Z{l dla t = Z(w).

Woéwcezas Y jest modyfikacja X, bo P(X; # Y;) = P(Z = t) = 0. Zauwazmy jednak, ze wszystkie
trajektorie Y sa nieciagle. W szczegélnosci P(Vi>o Xt = Y:) = 0, a zatem procesy X i Y nie sa
nierozréznialne.

Stwierdzenie 3.1. Zalézmy, Ze T jest przedzialem oraz procesy X = (Xi)er 1Y = (Y)ier
majg prawostronnie ciggle trajektorie. Wowczas, jesli X jest modyfikacjq Y, to X i Y sq nie-
rozroznialne.

Dowdd. Wybierzmy przeliczalny podzbiér Ty C T, gesty w T', zawierajacy dodatkowo sup T,
jesli T jest przedzialem prawostronnie domknietym. Niech

A = {NVier, Xt = Y3},

wowcezas P(A) = 1, jako przeliczalne przeciecie zbioréw pelnej miary. Ponadto, jesli w € A, to
dla dowolnego t € T',

X = 1l X = 1 Y. =Y
) = fim Xalw) = | Jim Vi) = Yilw),

czyli
P(Vier Xi =Y;) > P(A) = 1.

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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3.2. Twierdzenie o cigglej modyfikacji

Najwazniejsze twierdzenie tego wykladu podaje kryterium istnienia modyfikacji procesu,
ktéra ma ciagte trajektorie. Zanim sformutujemy doktadny wynik przypomnijmy definicje funk-
cji holderowskiej.

Definicja 3.2. Funkcja f: [a,b] — R jest hilderowsko ciggla z wykladnikiem -y, jesli dla pewnej
stalej C' < oo,
|f(s) — f(t)] < CJt — s|" dla wszystkich s,t € [a, b].

Twierdzenie 3.1. Zaldimy, ze X = (Xy)g[q,p jest procesem takim, Ze
vt,se[a,b] E‘Xt - XS’a < C’t - 3‘1+ﬁ (31)

dla pewnych statych dodatnich o, 3,C. Wowczas istnieje proces X = (Xt)te[a,b], be-
dgcy modyfikacjg procesu X, ktorego wszystkie trajektorie sq ciggle. Co wiecej tra-
jektorie kazdej modyfikacji X o cigglych trajektoriach sq, z prawdopodobienstwem 1,
holderowsko ciggle z dowolnym wykladnikiem v < g

Zainteresownych dowodem odsylamy np. do [4] lub [9].

Whniosek 3.1. Twierdzenie 3.1 jest prawdziwe, gdy przedzial [a,b] zastgpimy nieskorniczonym
przedziatem, o ile holderowskos¢ trajektorii zastgpimy lokalng holderowskosciq (tzn. hélderowsko-
Scig na kazdym przedziale skoriczonym). Co wiecej, wystarczy, by warunek (3.1) zachodzil dla
|s — t| <9, gdzie § jest ustalong liczba dodatnig.

Dowdéd. Przedzial nieskonczony T' mozna zapisaé jako przeliczalng sume przedzialéw [an, ant1],
dhugosci nie wiekszej od §. Z Twierdzenia 3.1 wynika istnienie modyfikacji )Zt(n) procesu X
na przedziale [a,,an+1], o ciaglych trajektoriach. Niech A4, = {XC(L:L + Xéﬁﬂ )}, wowczas
A =J,, A, ma miare zero. Mozemy wiec potozyc¢:

Xt(w) _ Xt(n)(w) dla t € [an, ant1], w & A,
0 dla w € A.

Whniosek 3.2. Istnieje proces Wienera, tzn. proces spelniajacy warunki (W0)-(W3).

Dowdd. Mamy E|W, — Wi|* = E|/t — sWi|* = (s — t)2EW} = 3(s — t)? i mozemy zastosowaé
Whiosek 3.1z 8=1, a=4iC = 3. 0

Whniosek 3.3. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera sq lokalnie hélderowsko ciggle z
dowolnym parametrem v < 1/2.

Dowdéd. Mamy E|[W, — Wi|P = (s — t)P/?E|W1|P = C,(s — t)P/? dla dowolnego p < co. Stosujac
Twierdzenie 3.1 z § = p/2 — 1, a = p dostajemy holderowska ciaglosé trajektorii z dowolnym
v < % — %. Biorac p — oo dostajemy teze. O
Uwaga 3.1. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera nie sa jednostajnie ciagle na [0, c0),
nie moga wiec by¢ globalnie holderowskie z zadnym wykltadnikiem.
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Uwaga 3.2. Zalozenia § > 0 nie mozna opusci¢ — wystarczy rozwazy¢ proces Poissona (N¢)i>0
(tzn. proces o prawostronnie ciaglych trajektoriach, startujacy z zera, o przyrostach niezaleznych
taki, ze N;— N ma rozklad Poissona z parametrem \(t—s) — zob. np. rozdzial 23 w [1]). Wéwczas
E|Ny — Ns| = At — s, a oczywiscie proces Poissona przyjmuje wartosci catkowite, wiec nie ma
modyfikacji o cigglych trajektoriach.

3.3. Uwagi i uzupelnienia

W tym wyktadzie koncentrowalismy uwage nad procesami o trajektoriach ciagtych. Warto
jednak wspomnieé¢ o innych formach ciggloéci proceséw stochastycznych.

Definicja 3.3. Niech X = (X;)icr bedzie procesem stochastycznym. Méwimy, ze
a) proces X jest stochastycznie ciggly, jesli

th, =t = th ﬂ Xt.
b) proces X jest ciggly wg p-tego momentu (ciggly w Ly), jesli
th, =t = E|th — Xt’p — 0.

Uwaga 3.3. Ciagloé¢ trajektorii oraz ciagto$¢ wg p-tego momentu implikujg cigglosé stocha-
styczna procesu. Z pozostalych czterech implikacji miedzy powyzszymi pojeciami ciagltosci pro-
cesu zadna nie jest prawdziwa bez dodatkowych zalozen.

3.4. Zadania

Cwiczenie 3.1. Proces X jest modyfikacja procesu Wienera. Ktére z nastepujacych wlasnosci
sg spelnione dla procesu X:

a) niezaleznos¢ przyrostow,

b) stacjonarnosé przyrostéw,

c) ciaglosé trajektorii,

d) lim; oo 2t =0 p.n.,

e) lim; o 5 = 0 wedlug prawdopodobienstwa?

Cwiczenie 3.2. Wykaz, ze trajektorie procesu Wienera nie sa lokalnie 1 /2-holderowskie.

Cwiczenie 3.3. Scentrowany proces gaussowski nazywamy ulamkowym ruchem Browna, jesli
E|X; — Xs|? = |t — s]?* (mozna wykazaé, ze taki proces istnieje dla 0 < a < 1). Udowodnij,
ze utamkowy ruch Browna ma ciaglta modyfikacje. Co mozna powiedzie¢ o hiolderowskoéci jej
trajektorii?

Cwiczenie 3.4. Udowodnij teze Uwagi 3.3.



4. Filtracje, momenty zatrzymania

Pokazemy jak zmodyfikowaé definicje omawiane podczas kursowego wykladu z rachunku
prawdopodobienstwa z przypadku czasu dyskretnego na czas ciagty.

Bedziemy zakladaé, ze T jest lewostronnie domknietym przedziatem (typowo T' = [0, 00)),
cho¢ wiekszos¢ definicji i wynikéw mozna uogdlni¢ na szersza klase zbiorow.

4.1. Filtracje z czasem cigglym
Definicja 4.1. Filtracjg (F;)ier przestrzeni probabilistycznej (€, F,P) nazywamy rosnaca
rodzine o-cial zawartych w F, tzn. F; C Fs C Fdlat<s, t,seT.

Zdarzenia z o-ciata F; mozemy interpretowac¢ jako zdarzenia obserwowalne do chwili ¢.

Definicja 4.2. Niech X = (X})ier bedzie procesem stochastycznym. Filtracjq generowang
przez X nazywamy rodzine (F7¥ )ier dang wzorem FX = o(X,: s < 1).

Stwierdzenie 4.1. Proces X; ma przyrosty niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
t <s,t,s €T prayrost Xs — X; jest niezalezny od o-ciata F;*.

Dowdd. =: Rodzina A zdarzen niezaleznych od X;— X; tworzy A-uktad, ponadto, z niezaleznosci
przyrostéw X, zawiera m-uktad zdarzen postaci { Xy, € Ay, ..., Xy, € Ayt dlat; <...<t, <t
ktéry generuje o-cialo F;X. Zatem, na mocy twierdzenia o 7- i A-ukladach, A D F/X.

«: Ustalmy ¢; < ... < t,, oraz zbiory borelowskie Aj, ..., A,. Zdarzenie {X;, € A1, Xy, —
Xy, € Aoy Xy, — Xy, , € Ap—1} nalezy do o-ciala .7:,5271, wiec jest niezalezne od zmiennej
th - th—l‘ St@d

P(th € Al,XtQ — th S AQ, ceey th — th_l S An)
= P(th € Aq,... 7th—1 — th_2 S An_l)P(th — th_l S An)

Iterujac to rozumowanie pokazujemy, ze
P(th EAl, Xt2 — th S AQ, ... ,th — th_l S An)
= P(th € Al)P(XtQ - Xy € Ag, ) s P(th - Xy, , € An)
O

Definicja 4.3. Proces X = (X;) nazywamy zgodnym z filtracjg (Fi)ier, Fi-adaptowalnym
lub adaptowanym do filtracji (Fy)ier, jesli dla wszystkich ¢ € T, X; jest F; mierzalne.

Uwaga 4.1. Oczywiscie proces X jest zgodny z filtracja (Fi)ier wtedy i tylko wtedy, gdy Fi¥ C
Frdlat e T. W szczegblnosci kazdy proces X jest zgodny z filtracja przez siebie generowana.

4.2. Momenty zatrzymania

Definicja 4.4. Momentem zatrzymania (momentem Markowa, czasem zatrzymania) wzgledem
filtracji (F;)ier nazywamy zmienna losowa o wartosciach w T'U {oo} taka, ze {7 < t} € F; dla
wszystkich t € T'.

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Moment zatrzymania to strategia przerwania eksperymentu losowego (np. zakonczenia udzia-
lu w pewnej grze losowej) taka, ze decyzje o przerwaniu do chwili ¢ podejmujemy tylko na
podstawie obserwacji dostepnych w tym czasie.

Dla zbioru A C R i procesu stochastycznego (X¢)ier okreslmy

Ta=inf{t e T: X; € A}.

Stwierdzenie 4.2. Jesli (X;)ier jest Fy-adaptowalnym procesem o cigglych trajektoriach, za$
A zbiorem domknietym, to T4 jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (Fy).

Dowdd. Niech Ty C T bedzie gestym podzbiorem T' zawierajacym lewy koniec. Z domknigtosci
zbioru A i ciagltosci X dostajemy dla t € T,

{TA<t}={E|S<t Xs € A} = m U {XSGAl/n}EJ:t,

n=1 s<t,s€Tp

gdzie
A; ={x e R": d(z,A) <e} (e-otoczka zbioru A).

O]

Uwaga 4.2. Jesli w powyzszym przyktadzie A bedzie zbiorem otwartym, to 74 nie musi by¢ mo-
mentem zatrzymania wzgledem filtracji (F;)¢er, ale musi by¢ momentem zatrzymania wzgledem
filtracji (Fi4 )ter, gdzie dla t < supT

ft-i— = ﬂ fs,

s>t

a jesli t jest najwiekszym elementem 7', to ktadziemy F; = F;.

Powyzsza uwaga motywuje ponizszg definicje, ktéra ma nieco techniczny charakter, ale jest
powszechnie uzywana w teorii procesow.

Definicja 4.5. Filtracje (F;)ier nazywamy prawostronnie cigglq, jesli Fry = F; dla wszystkich
t € T. Mowimy, ze filtracja (Fi)ier spelnia zwykle warunki, jesli

a) jest prawostronnie ciagla,

b) dla wszystkich t, F; zawiera wszystkie zbiory miary zero, tzn. jesli A € F, P(A) = 0, to
AeF.

Definicja 4.6. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F3)ier. Definiujemy
o-cialo zdarzen obserwowalnych do chwili T wzorem

Fr = {Ae]—“oo ::a(Uft>:VteT Aﬂ{7<t}€ft}.

te’l

Stwierdzenie 4.3. a) Zbior F; jest o-cialem.
b) Jesli T < o, to Fr C Fo.
¢) Zmienna losowa T jest Fr mierzalna.

Dowdd. a) Zbiér Q € Fr,bo QN{r <t} ={r <t} € F. Jesli A € F,, to An{r <t} = {7 < t}\
(An{r < t}) € Fy, czyli A’ € Fr. JeSli Ay, € Fr, to (U, An) N{7 <t} = U, (A.N{r < t}) € F,
zatem J,, A, € F-.

b) Wezmy A € F,, wowczas dlat € T, AN{o <t} = An{r <t} n{o <t} € F, czyli
AcFs.

c) Wystarczy pokazaé, ze {1 < s} € Fr,ale {7 < s} {7 <t} ={r <sAt} e Fsps CF. O
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Stwierdzenie 4.4. Zalozmy, ze T 1 0 sg momentami zatrzymania. Wowczas Frpne = Fr N Fy
oraz zdarzenia {1 < o},{o < 7},{7 < o},{o <7}, {r =0} nalezqg do Frp,.

Dowdéd. Zauwazmy, ze T A o jest momentem zatrzymania oraz T Ao < 717 Ao < o0, zatem
na mocy Stwierdzenia 4.3 dostajemy Frro, C Fr N F,. Na odwrét, jesli A € F, N Fg,, to
An{rho <t} =An{r <t}U{o<t}) = An{r <thU(ANn{o < t}) € F, czyli
A € Finp- Dalsza cze$é stwierdzenia pozostawiamy do samodzielnego udowodnienia w ramach
prostego ¢wiczenia. ]

4.3. Progresywna mierzalnosé

Okazuje sie, ze adaptowalnos¢ procesu nie gwarantuje np. mierzalno$ci zmiennych X, dla
wszystkich momentéw zatrzymania 7. Dlatego wprowadzimy jeszcze jedng technicznag definicje.

Definicja 4.7. Proces X = (Xi)ier nazywamy progresywnie mierzalnym wzgledem filtracji
(Fi)ier, jesli dla kazdego t € T, funkcja (s,w) — Xs(w) traktowana jako funkcja ze zbioru
TN (—o0,t] x @ w R jest mierzalna wzgledem o-algebry B(T N (—oo, t]) ® F;. Réwnowaznie

VieT Vacm) {(s,w) € T x Q: s <t, Xg(w) € A} € B(T' N (—o0,t]) @ Fi.

Stwierdzenie 4.5. Zaldimy, ze T jest przedzialem oraz dany jest proces X = (Xy)ier oraz
filtracja (Ft)ier-
a) Jesli proces X jest progresywnie mierzalny wzgledem (Fy), to jest Fy-adaptowalny.
b) Jesli proces X jest Fi-adaptowalny oraz ma prawostronnie ciggle trajektorie, to jest progre-
sywnie mierzalny wzgledem (Fy).
Dowdd. a) Zbiér {w: X;(w) € A} jest przekrojem zbioru {(s,w) € T'x Q: s < t,Xs(w) € A}, a
zatem nalezy do F;.

b) Ustalmy ¢ € T i polézmy dla s € T, s < t, Xgn) = X;_9-ny, gdzie k jest liczba catkowita
taka, ze t — 27" (k+ 1) < s <t — 27 "k. Wowczas

{(s,w) €T x Q: s <t, XM (w) € A}

:kf:jo(Tm(t_k;let_;D x{w:Xt_£(w)€A}

€ BTN (—o0,1]) ® Fi.

Zatem funkcja xm (w),s € TN(—00,t],w € Qjest B(T'N(—00,t]) ®F; mierzalna. Wobec prawo-
stronnej ciaglosci X mamy X;(w) = lim,, x{ (w), wige funkcja Xs(w), s € TN(—o0,t],w € Q
jest B(T' N (—o0,t]) ® F; mierzalna jako granica funkcji mierzalnych. O

Jesli 7 jest momentem zatrzymania, a X = (X;)ier procesem, to zmienna X, jest dobrze
zdefiniowana tylko na zbiorze {7 < oo}. Musimy zatem okresli¢ co mamy na mysli méwiac, ze
zmienna X, jest mierzalna.

Definicja 4.8. Moéwimy, ze zmienna losowa X okre$lona na zbiorze A jest mierzalna wzgledem
o-ciala G zawierajacego A, jesli {w € A: X(w) € B} € G dla dowolnego zbioru borelowskiego
B.

Przed sformutowaniem kolejnego stwierdzenia wprowadzimy jeszcze jedna uzyteczng defini-
cje.
Definicja 4.9. Jesli X = (X}):cr jest procesem stochastycznym, a 7 zmienng o wartosciach w
T U {oo}, to definujemy X7 = (X7 )ier — proces X zatrzymany w czasie T wzorem X = X, a¢.
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Stwierdzenie 4.6. Zaldzmy, ze X = (Xy)ier jest procesem progresywnie mierzalnym wzgledem
filtracji (Fi)ier, a T jest momentem zatrzymania. Wowczas zmienna losowa X, okreslona na
zbiorze {T < oo} € F; jest Fr mierzalna. Ponadto X™ — proces X zatrzymany w chwili T jest
progresywnie mierzalny.

Dowdd. Odwzorowanie
(s,w) = (T(w) As,w): TN (—00,t] x Q@ — T N(—o0,t] xQ
jest mierzalne wzgledem o-ciata B(T N (—oo,t]) @ F). Jedli zlozymy je z odwzorowaniem
(s,w) — Xs(w) mierzalnym z (T N (—o0,t] x Q,B(T N (—c0,t]) @ F) w R,

to otrzymamy odwzorowanie

(5,w) = Xr@)as(w) mierzalne z (TN (—oo,t] x Q, B(T' N (—o0,t]) ® F;) w R.
Stad wynika progresywna mierzalnos¢ procesu X7. By zakonczyé¢ dowdd zauwazmy, ze

{X;eAn{r <t} ={X;n € A}N{r <t} €F

na mocy progresywnej mierzalnosci (a wlasciwie adaptowalnosei) X7. O

4.4. Zadania

Cwiczenie 4.1. Zalézmy, ze T jest przedzialem i okreslmy:

Fig = ﬂfs, Fi = a( Ufs).

s>t s<t

a) Wykaz, ze filtracja Fy4 jest prawostronnie ciagta, tzn. Fiy = Fiy.

b) Udowodnij, ze jesli F; = F7* jest filtracja generowang przez proces X o lewostronnie ciaglych
trajektoriach, to F— = F;.

¢) Niech T = [0,00), A € F oraz X; = (t — 1)T14. Znajdz FX.

d) Dla X jak w punkcie c) okre§lmy 7 := inf{¢t: X; > 0}. Wykaz, ze 7 nie jest momentem
zatrzymania wzgledem F7X ale jest momentem zatrzymania wzgledem ]—"f,_.

Cwiczenie 4.2. Zalézmy, ze T jest przedzialem, wykaz, ze:
a) jesli 7 jest momentem zatrzymania, to {7 < t} € F; dla wszystkich ¢;
b) jesli {r < t} € F; dla wszystkich ¢, to 7 jest momentem zatrzymania wzgledem Fi .

Cwiczenie 4.3. Niech T = [0,00), a T bedzie momentem zatrzymania, ktére ze zmiennych
741,72, 7 — 1 musza byé momentami zatrzymania?

Cwiczenie 4.4. Niech T = [0,00), a X; procesem Fi-adaptowalnym o ciaglych trajektoriach.
Wykaz, ze dla A otwartego 74 := inf{t: X; € A} jest momentem zatrzymania wzgledem Fy; .

Cwiczenie 4.5. Wykaz, 7e jedli 7 i o sa momentami zatrzymania, to zdarzenia {r < o}, {7 = o'}
i{r <o} naleza do Fr, F, i Frpo.

Cwiczenie 4.6. Wykaz, ze jesli 7 jest momentem zatrzymania, to proces X, := Lio,m) (t) jest
progresywnie mierzalny.

Cwiczenie 4.7. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem (F;)er, a (X;) bedzie pro-
cesem JFi-adaptowalnym. Wykaz, ze

a) T jest Fr-mierzalne;

b) jesli T przyjmuje przeliczalnie wiele wartosci, to X; jest F; mierzalny na zbiorze 7 < oo.
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Cwiczenie 4.8. Wykaz, ze jesli o jest momentem zatrzymania, 7 > o oraz 7 jest F, mierzalny,
to 7 jest momentem zatrzymania.

Cwiczenie 4.9. Wykaz, 7e jedli proces X; ma niezalezne przyrosty i prawostronnie ciggle
trajektorie, to dla s > t zmienna X, — X} jest niezalezna od ]—"t)i.



5. Martyngaly z czasem cigglym

Tak jak podczas poprzedniego wyktadu, jesli nie zaznaczymy inaczej, bedziemy zakladaé, ze
T jest lewostronnie domknigtym przedzialem.

5.1. Definicje i przyklady

Definicja 5.1. Moéwimy, ze (X;)ier jest martyngalem (odp. podmartyngalem, nadmartynga-
tem) wzgledem filtracji (Fy)ter lub, ze (X, Fi)ier jest martyngalem (odp. podmartyngalem,
nadmartyngalem), jesli

a) dla wszystkich t € T, Xy jest Fe-mierzalny 1 E|X;| < oo,

b) dla dowolnych s,t € T,s < t, E(X;|Fs) = Xs p.n. (odp. > dla podmartyngatu i < dla
nadmartyngatu).

Przyktad 5.1. Jesli X jest calkowalng zmienna losowa, a F; dowolna filtracja to X; := E(X|F;)
jest martyngatem.
Sprawdzamy dla ¢t > s,

E(Xt|f8) = E(E(X‘]:tﬂfs) = E(Xu:s) =Xs pon.

Przyktad 5.2. (W:):>0 jest martyngatem wzgledem naturalnej filtracji 7 = o(Ws: s < t).
Istotnie dla t > s mamy z niezaleznosci przyrostéw

E(Wy|Fs) = E(Ws|Fs) + E(Wy — W |Fs) = W + E(Wy — W) =W, pan..

Przyklad 5.3. (W?);>0 jest podmartyngatem, a (W2 —t);>0 martyngalem wzgledem naturalne;
filtracji Fr = o(Ws: s < t).
Liczymy dla ¢t > s,

E(Wt2|F8) = E(W82|F5) + E(ZWS(Wt - W5)|fs) + E((Wt - W5)2\f5)
= W2 +2WE(W; — W) + E(W, = W) =Wl +t—s pu.
Uwaga 5.1. W ostatnich dwu przyktadach filtracje (F}V) mozna zastapié filtracja (.7-"21/ ).

Stwierdzenie 5.1. Zaldzmy, ze (X, Fy) jest martyngatem (odp. podmartyngatem), zas f: R —
R funkcjg wypukle (odp. wypukle i niemalejgcq) takq, ze E|f(Xy)| < oo dla wszystkich t. Wow-
czas (f(X¢), Ft) jest podmartyngalem.

Dowdd. 7Z nieréwnosci Jensena mamy E(f(Xy)|Fs) > f(E(X¢|Fs)) p.n., a ostatnia zmienna jest
réwna f(Xs) w przypadku martyngatu i nie mniejsza niz f(X;) dla podmartyngatu. O

Przypomnijmy definicje funkcji harmonicznych.

Definicja 5.2. Funkcje f: R™ — R nazywamy podharmoniczna (odp. harmoniczna, nadhar-
moniczna) jesli jest ograniczona na zbiorach zwartych oraz

1
Vacrn Voo f(2) < gy [ St r)doty) (odp. = ),

gdzie o(y) jest miara powierzchniowa na sferze, a |S,_1| = [gn_1 do(y) = 207/2(T'(n/2))~".

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Uwaga 5.2. Funkcja gladka jest harmoniczna (odp. pod-,nad-) wtedy i tylko wtedy, gdy Af =0
(odp. >, ). Dla n = 1 warunek podharmonicznosci jest réwnowazny wypuklosci. Funkcja
f(x) = —In|z — 20/ jest nadharmoniczna na R?, a funkcja f(z) = |x — z0|>~¢ nadharmoniczna
na R? dla d > 2.

Stwierdzenie 5.2. Niech W; = (Wt(l)7 . .,Wt(d)) bedzie d-wymiarowym procesem Wienera,

FV =a(Ws: s <t), zaé f: R — R funkcjq harmoniczng (odp. nad-, pod-) takg, ze E|f(W;)| <
0o dla t > 0. Wowczas (f(Wy), FV) jest martyngatem (odp. nad-, pod-).

Dowdd. Liczymy dla t > s korzystajac z niezaleznosci przyrostéw procesu Wienera oraz wpro-
wadzajac wspbtrzedne sferyczne,

E(f(W)|F) = B(f(Ws + (W, = Wy))|FY)
— (2t — 5))" Y2 /Rd FOW, + 2)e T da
— (2n(t— S))—d/Q/O Td_lg_m(/sd_l f(W +y)d0(y))d7‘
= @n(t— ) Vs FOv) [ P41~ gy
0
— (27r)*d/2|5d*11/0 Pl T dr f(W) = caf (Ws)  pon..

By zauwazy¢, ze ¢q = 1 przeprowadzamy albo bezposredni rachunek, albo podstawiamy powyzej
f=1 g

5.2. Nier6éwnosci maksymalne

Zacznijmy od przypomnienia podstawowego lematu dla martyngaléw z czasem dyskretnym,
pochodzacego od Dooba.

Lemat 5.1. Zalozmy, ze (Xn, Fn)o<n<n jest martyngalem (odp. nad-, pod-), zas 0 < 7 < 0 <
N dwoma momentami zatrzymania. Wowczas

E(X,|Fr) =X;  pn (odp. <, >).

Dowdd. Musimy pokazaé, ze dla A € F., EX 14 = EX,I4. Polézmy Ay := ANn{r =k} dla
k=0,1,...,N. Mamy

o—1 N
(Xo — Xp)la, = (Xo = Xp)lay = > (Xir1 — Xi)la, = D (Xis1 — Xo)Laygosiys
i=k 1=k
zatem
N
E[(Xe — X;)Ia,] = ZE[(XH-l — Xi)la,niosiy] =0,
i=k
gdyz A N{o > i} € F;. Stad
N
E[(Xy — X )La] = Y E[(Xs — X;)I4,] = 0.
k=0
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Uwaga 5.3. Lemat 5.1 nie jest prawdziwy, jesli nie zalozymy ograniczonosci momentéw zatrzy-
mania, np. biorac X;,, = Y p_; €p, gdzie &, niezalezne zmienne losowe takie, ze P(e,, = £1) = 1/2,
Fn=o0(e1,...,en), 7=0,0 =inf{n: X,, = 1} widzimy, ze EX; =0 # 1 =EX,.

Przed sformulowaniem kolejnego lematu przypomnijmy, ze przez X i X~ oznaczamy od-
powiednio cze$é¢ dodatnig i ujemng zmiennej X, tzn. X := max X,0 oraz X~ := max — X, 0.

Lemat 5.2. Niech (X,,, Fp)o<n<n bedzie podmartyngalem, wowczas dla wszystkich A > 0 mamy

Jr
a) AP(OQ%XN X, > A) < EXN fmasgeren Xn22} < EXF,

b) /\IP’(OggligN X, < —)\) < EX N fming<, oy o523 —EXo < EX{—EXo.

Dowdd. a) Niech 7 := inf{n: X,, > A}, z Lematu 5.1 dostajemy (wobec 7 A N < N)

EXy > EXT/\N = EXTI{maxogngNXnE/\} + EXNI{maxogngNXn<)\}
> )\P( H1a<XN X, = )\) =+ EXNI{maXogngNXn<>\}

INX

i po przeniesieniu wartosci oczekiwanych na jedng strone dostajemy postulowang nieréwnosé.
b) Definiujemy 7 := inf{n: X,, < —A}, z Lematu 5.1 dostajemy (wobec 7 A N > 0)

EXO IE‘)(T/\]V = EXTI{minogngN Xn<—>\} + EXNI{minggngN Xn>—>\}

_/\P(ogmiélN X, < =A) + EXNfmingepen Xn>—A}

NN

i znéw wystarczy pogrupowaé¢ wartosci oczekiwane. O

Whniosek 5.1. Jesli (X, Fn)ocn<n jest martyngatem, badZ nieujemnym podmartyngatem, to

a) Vp>1 V)\>0 )\p]P)(Oinna<XN ’Xn’ > )\) < E‘XNP?,

P P P\ p
b) Vp>1 E[Xn|" S E max [Xn|” < <p—1) E|Xy|P.

Dowdd. a) Funkcja f(t) = |t|P jest wypukla, niemalejaca na R, stad na mocy Stwierdzenia 5.1
| X»|P jest nieujemnym podmartyngatem, zatem z Lematu 5.2 mamy

p > fry p p > p

A P(OglnagXN‘XM > )\) A P(Oglang]Xn\ >\ )
< E‘XN‘pI{maxogngN | Xn|P=AP} < E|XN|p.

b) Niech X* := maxo<n<n | Xn|, z rachunku przeprowadzonego powyzej dla p = 1,

AP(X* > A) < E|Xy|Ix-5y)-

Stosujac kolejno wzor na catkowanie przez czesci, twierdzenie Fubiniego i nieréwnosé Holdera
dostajemy

(@) oo
E X, P = Plpx* > < / P2 X v [T xe
omax X p/o XPHP( AAA<p | NEXN L2y dA

X*
_ pE|XN|/ W2an < LR X ()
0 p—

< SES @I P) )P
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Jesli E| Xy [P < oo, to na mocy nieréwnosci Jensena, E|X,|P < E|Xy|P < oo dla0 < n < N oraz
E(X*)? < EYN |X,[P < co. Dzielac wiec otrzymang poprzednio nieréwnoéé stronami przez
(E(X*)P)P=D/P dostajemy

(B < - (]EIXNI”)I/’J

Udowodnimy teraz mnieréwnosé maksymalng Dooba w przypadku cigglym.

Twierdzenie 5.1. Zaldimy, ze (Xi, Fy)ier martyngalem lub nieujemnym podmartyn-
galem, o prawostronnie cigglych trajektoriach. Wowczas

a) Vo1 Vaso App(su¥ X > ) < Sup E|X 7
te te

P
b) Vps1 supE[X;|P < Esup | X¢|P < (L) sup E| Xy P.
teT teT p—1/ yer

Uwaga 5.4. Oczywiscie, jesli T zawiera element maksymalny ., to przy zalozeniach twier-
dzenia sup;cr E| X |P = E| Xy, . [P

Dowdéd. Jesli D jest skoniczonym podzbiorem 7', to na podstawie Wniosku 5.1 dostajemy

/\pIP’(sup\Xt\>/\) supE]Xt]p supE\Xt\p
teD

Niech Ty bedzie gestym podzbiorem T zawierajacym prawy koniec T' (o ile taki istnieje), zas
D,, wstepujacym ciagiem skonczonych podzbioréw Tp takim, ze U, Dn, = Tp. Wowcezas dla
dowolnego A > 0 dostajemy na mocy prawostronnej ciagtosci

XPP(§2$|X1‘/| > 5\) = S\I’P(feuj% | X¢| > 5\>

= lim XpIP’( sup | X¢| > )\) supE|Xt|p

n—oo teD,

Biorac ciag An, /A dostajemy postulowana w a) nieréwnoéé. Nieréwnosé z punktu b) wynika z
Wniosku 5.1 w podobny sposéb. O

Uwaga 5.5. Punkt b) Twierdzenia 5.1 nie zachodzi dla p = 1 — mozna skonstruowaé¢ martyngal
dla ktérego sup; E| X;| < 00, ale Esup, | X;| = co. Zachodzi jednak (przy zalozeniach T'wierdzenia
5.1) nieréwnosé
Esup [ X;| < —— (1 +supE| X[ In" [ X ).
teT e—1 teT

Whniosek 5.2. Dia dowolnych u,s > 0 zachodzi

IP’( sup W; > u) <e 2,

0<t<s
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Dowdd. Ustalmy A > 0, wéwczas M; := exp(AW; — A5t) jest martyngalem wzgledem filtracji

2

2
FV generowanej przez proces Wienera (Cwiczenie 5.2). Stad na mocy Twierdzenia 5.1 a) z
p =1 1 nieujemnosci M; dostajemy

IP’( sup W; > u) < P( sup M; > e’\“_iS)

0<t<s 0<t<s
)‘25 )\25 )\25
< e MTT sup E|My| = e M5 EMy = e T,
0<t<s
Zatem
. _)\u+>\25 _u?
P(sup Wt>u><1nfe 2 —e 2.
0<t<s A>0
O
5.3. Zadania

Cwiczenie 5.1. Zalézmy, ze (N¢)i=0 jest procesem Poissona, tzn. procesem o prawostronnie
ciaglych trajektoriach takim, ze Ny = 0, N ma przyrosty niezalezne, oraz Ny — Ng ~ Poiss(t — s)
dlat > s. Wykaz, ze (N; — \t);>0 oraz ((N; — At)? — \t);>0 sa martyngatami wzgledem (F7)i>o.

Cwiczenie 5.2. Wykaz, ze (exp(AW; — )‘TQt), F)i>0 jest martyngalem dla dowolnego A € R.

Cwiczenie 5.3 (Prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera). Wykaz, ze
a) limsup,_, o, \/% =1pn.,
b) liminf; \/ﬁ = —1 p.n..

Wskazéwka. i) Niech C > 1 oraz u > CY/2. Wykaz, ze

ZIP’( sup Wi > uv2C™Inln C”) < 0
n

cn <t<0n+1

i wywnioskuj stad, Ze limsup,_, M Cupon..

V2tlnlnt
i1) Wykaz, Ze limsup,_, . \/% < 1 p.n. oraz liminf; \/% > —1 p.n..
i) Udowodnij, ze dla g ~ N(0,1) it >0,
1 ,1 1
.

Vam
i) Wykaz, ze dla C >1iu<1

> P(Wen — Wen-1 2 uy/1—1/CV2C" Inln C") = oo

< ——e
V27t

i wywnioskuj sted i z i), Ze limsup,_, . \/% >u(l—1/C)V/2 - C~12 pon..
Cwiczenie 5.4. Udowodnij, ze

a) limsup;_,o4 \/#W =1pn,

b) lim inft_>()+ \/#W =-1 p.n..



6. Twierdzenia o zbieznos$ci martyngatow

Udowodnimy twierdzenia o zbieznosci martyngaléw z czasem ciaglym prawie na pewno i w
L,. Wykazemy tez ciggla wersje twierdzenia Dooba ,optional sampling”.

6.1. Przejscia w doét przez przedzial
Definicja 6.1. Zalézmy, ze I CR, f: I — R oraz a < (3. Jesli I jest skonczone, to okreslamy
m=inf{t € I: f(t) > B} oraz oy :=inf{t € I: t > 1, f(t) < a}
i dalej indukcyjnie dla i =1,2,...
Tiv1 :=inf{t € [: t > oy, f(t) > B} oraz o1 :=inf{t € I: t > 1341, f(t) < a}.
Definiujemy

Di(f, e, f]) :==sup{j: o; < oo} V0.
W przypadku, gdy I jest nieskonczone ktadziemy

Di(f,[a, B]) :=sup{Dp(f,[a, B]): F C T skonczone}.

Wielkos$¢ Dy(f, [, B]) nazywamy liczbg przejsé w dol funkcji f przez przedzial o, 3].

Przypomnijmy fakt z rachunku prawdopodobienstwa wigzacy skonczonosé liczby przejsé
ciggu przez przedzial z istnieniem granicy.

Lemat 6.1. Cigg liczbowy x,, jest zbiezny do pewnej, niekoniecznie skonczonej granicy wtedy i
tylko wtedy, gdy Dn((xy), [, B]) < 0o dla dowolnych liczb wymiernych o < [3.

Nastepny lemat jest niewielka modyfikacja poprzedniego.

Lemat 6.2. Jesli f: [a,b) — R, b < oo jest prawostronnie cigglq funkcjq takq, ze dla dowolnych
liczb wymiernych o < 8, Digpyno(/f; [a, B]) < oo, to istnieje (niekoniecznie skoticzona) granica

Dowdd. Zalézmy, ze postulowana granica nie istnieje, wtedy mozna znalez¢ liczby wymierne
a, (B takie, ze
lillrtnil?ff(t) < a < f<limsup f(t).
- t—b
Stad wynika, ze istnieje rosnacy ciag liczb wymiernych t,, z przedziatu [a, b) taki, ze f(tor—1) = 0

oraz f(tQk) S o Przyjmuj@c I = {t17t27 . } WIdZImY7 ze D[a,b)ﬁ@(f7 [aaﬁ]) 2> Df(fa [047/8])
00. g

Lemat 6.3. Zalozmy, ze X = (Xi)ier jest podmartyngalem wzgledem pewnej filtracji, a F jest
przeliczalnym podzbiorem T', wéwczas

_ +
BDE(X, o, ) < sup “ =P

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Dowdd. Stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej widzimy, ze wystarczy udo-
wodni¢ lemat dla skoniczonych zbioréw F', dla uproszczenia notacji mozemy oczywiscie przyjac,
ze F'=1{1,2,...,N}. Zauwazmy, ze (przy oznaczeniach jak w Definicji 6.1)

Xy — X5 20— gdy 0; < o0,
XTZ'/\N - Xoi/\N = X‘n‘ - XN P ﬁ - XN > _(XN - ﬁ)-‘r gdy T < 05 = 00,
Xy—Xn=0 gdy 7; = oo.
Zatem
N
Y (Xrian — Xouan) 2 (B — a)Dp(X, o, 8]) — (Xn — )T
i=1
Na mocy Lematu 5.1, EX,, , <EX,,, ., wiec

N
0> EZ(XTi/\N - Xoi/\N) > E(ﬁ - a)DF(Xa [avﬂ]) - E(XN - ﬁ)+
i=1

6.2. Zbieznos¢ prawie na pewno

Przypomnijmy twierdzenie dotyczace zbieznoéci podmartyngaléw z czasem dyskretnym:

Twierdzenie 6.1. Zaldzmy, Ze (X, )nen jest podmartyngalem wzgledem pewnej filtra-
cji takim, ze sup, ey EX;T < oo (lub nadmartyngalem takim, Ze sup,.nyEX, < 00),
wowcezas X = limy, oo Xy, istnieje i jest skoriczona p.n., ponadto E|X| < oco.

Sformutujemy teraz odpowiednik powyzszego twierdzenia dla czasu ciaglego.

Twierdzenie 6.2. Zaldzmy, zZe (Xt)te[a,b)7 b < oo jest podmartyngatem o prawostron-
nie cigglych trajektoriach takim, Ze supyciqp) EX;" < oo. Wéwczas X = lim;_j, X;
istnieje i jest skonczony p.n., ponadto E|X| < oo.

Dowdd. Dla ustalonego a < 8 na podstawie Lematu 6.3 mamy

sup E(X; — )" < oo,
ﬁ_ate[a,b) ( ' )

zatem P(D(, pyno(Xt, [, B]) = 00) = 0. Niech

A= m {D[a,b)ﬂQ(Xta [, B]) < oo},
a,BeQ,a<p
wowcezas P(A) = 1, bo A jest przecieciem przeliczalnej liczby zbioréw pelnej miary. Jesli w € A,
to Dy p)no(Xt(w), [, 8]) < oo dla dowolnych liczb wymiernych o < 3, czyli, na podstawie
Lematu 6.2, granica X (w) := lim;_,; X{(w) istnieje (choé¢ apriori moze by¢ nieskoniczona). Za-
uwazmy, ze E|X;| = 2EX;” — EX; < 2EX;" — EXj, zatem supc(, 5 E|X| < co. Z Lematu
Fatou

ED[a,b)ﬂQ(Xt, [O[, B]) <

E|X| = E%inll) | X¢| < lirtnigle|Xt| <supE|Xy| < oo,
— — t

czyli zmienna X jest calkowalna, a wiec w szczegdlnosci skonczona p.n.. O
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Whiosek 6.1. Zalézmy, Ze (X¢)i=0 jest niedodatnim podmartyngalem (lub nieujemnym nad-
martyngatem) o prawostronnie cigglych trajektoriach, wowczas granica X = lim;_,~ Xy istnieje
i jest skoriczona p.n., ponadto E|X| < oco.

6.3. Jednostajna catkowalnos$é
Definicja 6.2. Rodzine zmiennych losowych (X;);c; nazywamy jednostajnie catkowalng, jesli

lim sup E[X;|I{x,>cy = 0.

*)OOE

Stwierdzenie 6.1. Rodzina zmiennych losowych (X;);er jest jednostagnie calkowalna wtedy i
tylko wtedy, gdy spelnione sq nastepujgce dwa warunki

a) sup;er E|X;| < o0,

b) Vex035>0 P(A) < 6 = sup;e; E[X;|Ia <e

Dowéd. = Ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy C' takie, ze sup;c; E|X;|If x, >} < £/2. Wéwezas
Vier E|X;| < C+E|X¢‘I{|Xi|>c} <C+e¢/2<

oraz, jesli P(A) < § := 55, to
E|X;|Ta < CP(A) + E|X;|If x>0y < CI+ 5

<: Niech a := sup;c; E|X;| oraz § > 0 bedzie takie, ze sup;c; E|X;|I4 < € dla P(A4) < 4.
Wéwezas, jesli C' = a/6, to P(|X;| > C) < a/C = ¢ dla dowolnego i € I, czyli sup;e; E|X; |l x, >0y <
€. O

Podamy teraz kilka przykladéw rodzin jednostajnie catkowalnych.
Przyktad 6.1. Rodzina jednoelementowa {Y'} taka, ze E|Y| < co.

Istotnie, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej mamy lime .o E|Y Iy >0y =
0.

Przyktad 6.2. Rodzina wspdélnie ograniczona przez zmienna caltkowalna tzn. rodzina (X;)iecr
taka, ze V;er|X;| < Y oraz EY < .

Wynika to ze Stwierdzenia 6.1, poprzedniego przykladu i oczywistej obserwacji E|X;|I4 <
E|Y|L4.

Przyktad 6.3. Rodzina uérednien ustalonej catkowalnej zmiennej losowej, tzn. rodzina postaci
(E(X|Fi))ier, gdzie E|X| < oo, za$ (Fi)ier dowolna rodzina o-podcial F.

Na podstawie nieréwnosci Jensena E|X;| = E|[E(X|F;)| < E|X|, a zatem
E[Xi| _ EIX] _ E[X|
< <o dlaC >
C C J
Zbiér {|X;| > C} € F;, wiec z nieréwnosci Jensena
E| Xl x>0y = EIE(X L x; >0y )| < EE(| XL x>0 1)
E(IXLx,>cy) <€

jesli tylko dobierzemy odpowiednio male § korzystajac z jednostajnej catkowalnoscei {|X|}.
Jednostajna catkowalno$é jest jednym z kluczowych narzedzi (obok twierdzenia o zbieznosci
zmajoryzowanej) pozwalajacym ze zbieznosci prawie na pewno wywnioskowac zbieznodé¢ w L.

P(Xi| > C) <
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Stwierdzenie 6.2. Zaloimy, ze 1 < p < 00, a X, sq¢ zmiennymi losowymsi takimi, Ze rodzina
(I Xn|P)pe, jest jednostajnie catkowalna. Wowczas X, zbiega do zmiennej X w L, wtedy i tylko
wtedy, gdy X, zbiega do X wedlug prawdopodobienstwa.

Dowdd. Wystarczy udowodnié, ze zbieznosé¢ X, wedtug prawdopodobienstwa implikuje zbiez-
nos¢ w Ly, bo przeciwna implikacja jest zawsze prawdziwa. Zatézmy wigc, ze X, Ex , wowczas
dla pewnego podciagu ny, X, zbiega do X p.n., stad na mocy Lematu Fatou

E| X|P :Eklim | X, P < 11m1nfE|Xnk|p supE|X P < o0.
—0Q

Zatem rodzina {|X,[P:n = 1,2,...} U{|XP} jest jednostajnie calkowalna. Ustalmy ¢ > 0 i
dobierzmy § > 0 tak, by dla P(A) < § zachodzilo E|X,|P14 < € oraz E|X|PI4 < . Mamy

E’Xn—X‘p <e —i—E‘X X| I{|Xn —X|>e}
< el + 2PE| X, [PLy x, —x|>ey + 2PE[X I x, — X |>e}

a poniewaz X, — X, wicc P(|X,, — X| > ¢) < ¢ dla duzych n, czyli
E| X, — X|P < &P + 2°"1¢ dla dostatecznie duzych n.

O]

Whniosek 6.2. Jesli rodzina (X,)02, jest jednostajnie catkowalna oraz X,, zbiega prawie na
pewno do zmiennej X, to lim, ..o EX, 14 = EX14 dla wszystkich zdarzern A.

Dowdd. Stosujemy Stwierdzenie 6.2 i oczywiste szacowanie |[EX,14 — EXI4| < E|X, — X|. O

6.4. Ciagla wersja twierdzenia Dooba

Jestesmy teraz gotowi do dowodu ciaglej wersji Lematu 5.1.

Twierdzenie 6.3. a) Zalézimy, ze T jest przedzialem, a (Xi)ier martyngalem pra-
wostronnie cigglym, zas o ¢ T czasami zatrzymania takimi, Ze 0 < T < tpmax 0702
tmax € T. Wowczas E(X;|F,) = X5 p.n..

b) Jesli (Xt)ogt<oo jest prawostronnie cigglym martyngalem z ostatnim elementem Xoo
to dla dowolnych dwu czasow zatrzymania o < 7, BE(X;|F,) = X, p.n.

Dowdd. Udowodnimy czesé a) (czesé¢ b) mozna za pomoca zmiany czasu sprowadzi¢ do a)).
Zdefiniujmy

dla 7(w) € (tmax — L tmax — £,k =0,1,..., 02,
tmax —n dla T(w) < tmax

oraz

k k41 k — 2
() ::{ tmax — £ dla 0(w) € (tmax — EL tinax — £,k = 0,1,...,n2,

tmax — 1 dla o(w) < tpax — N

Wowcezas 0, < T < tmax Sa ograniczonymi czasami zatrzymania przyjmujacymi jedynie skon-
czenie wiele wartosci. Zatem na mocy Lematu 5.1 mamy E(X,, |F,,.) = X,, pn., E(Xy, . |Fs,) =
Xo, pn. oraz E(Xy, . |Fr,) = X5, p.n., w szczegblnosei wiec rodziny (X5,)o2; oraz (Xo, )02,
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sa jednostajnie catkowalne. Poniewaz 7, — 74 oraz o, — o+, wiec z prawostronnej ciaglosci
X oraz Stwierdzenia 6.2, X; — X;, X, — X, pn.iw L. Wezmy A € F, C F,,, wéwczas

EX,I4 = lim EX; Iy = lim EX,, 14 =EX,l4,

co oznacza, ze E(X;|F,) = X, p.n.. O

Whiosek 6.3. Zaldézimy, ze T jest przedziatem, a (My)ier jest prawostronnie cigglym martynga-
lem wzgledem (Fy)ier. Wowcezas dla dowolnego momentu zatrzymania T proces M™ = (Mpt)er
jest martyngalem zaréwno wzgledem (Frne)ier, jok i (Fi)er-

Dowdd. Niech s < t oraz s,t € T, woéwczas T A s < T At < t, wiec z Twierdzenia 6.3 mamy
E(Mrpt] Fras) = Mrps pn., czyli (Mrag, Frat)ier jest martyngatem.

By udowodni¢ druga cze$é¢ ustalmy s < t oraz A € Fs. Nietrudno sprawdzié, ze AN {7 >
s} € Frps, zatem z poprzednio udowodnionej czesci wniosku mamy

EMT/\tIAm{T>s} = EMT/\SIAH{T>s}-

Ponadto
]EMT/\tIAﬂ{Tgs} = EMTIAO{TQS} = EMT/\SIAQ{Tgs}'

Dodajac powyzsze tozsamosci stronami otrzymujemy EM p:JJa = EM a5l dla A € Fg, zatem
(Mrpey Ft)ter jest martyngatem. 0

6.5. Zbiezno$¢ martyngaléw w L,

Zacznijmy od warunkéw zbieznosci martyngatéow z czasem cigglym w L.

Twierdzenie 6.4. Zalozmy, Ze (Xt)te[a,b); b < oo jest prawostronnie cigglym mar-
tyngatem. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

a) Rodzina (Xi)ie[ap) Jest jednostajnie catkowalna.

b) Istnieje calkowalna zmienna losowa X, taka, ze X; zbiega do X, w Ly, tzn.
lim;_, E| Xy — X3| = 0.

c) Istnieje calkowalna zmienna losowa X, mierzalna wzgledem o-ciala Fp =
U(Ute[a,b) ft) taka, ze Xt = E(Xb’ft) dlat e [CL, b)

W przypadku, gdy zachodzq warunki (a)-(c), to Xp = limy_, Xy p.n..

Dowdd. a)=b): X; jest jednostajnie catkowalny, wiec sup, E|X;| < oo, czyli wobec Twierdze-
nia 6.2 istnieje zmienna calkowalna X; taka, ze Xy — X, p.n. przy t — b. Z jednostajnej
catkowalnosci i Lematu 6.2 wynika zbiezno$é¢ w L.

b)=-c): Dla pewnego podciagu tx, — b, Xy, — Xp p.n., stad mozemy zakladaé, ze zmienna
X, jest Fp mierzalna. Ustalmy t i A € F;, wéwcezas dla s > t

EXiq =EX 4 — EXply, s — oo

Zatem X; = E(X|F) p.n..
c)=a) Wiemy, ze rodzina uérednien ustalonej zmiennej jest jednostajnie catkowalna.
Ostatnia cze$é twiedzenia wynika z dowodu implikacji a)=b). O
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Twierdzenie 6.5. Zaldzmy, Ze (Xt)cjap) Jest prawostronnie cigglym martyngatem.
Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:

a) SuPseqp) B X¢|P < oo.

b) Rodzina (| X¢|P)iec(a ) jest jednostajnie catkowalna.

c) Istnieje zmienna losowa Xy, € Ly, taka, ze Xy zbiega do Xy, w Ly, tzn. lim_, E| X —
XpP = 0.

d) Istnieje zmienna losowa Xy € Ly, mierzalna wzgledem Fyy == 0(Uyepa ) Ft) taka, Ze
Xi =E(Xp|F:) dlat € [a,b).

W przypadku, gdy zachodzq warunki (a)-(d), to Xp = limy_p X; p.n..

Dowdd. a)=-b): Na podstawie Twierdzenia 5.1 wiemy, ze

p
E sup |X¢P < (L) sup E|X|P < oc.
tela,b) P—17 tefap)

Pozostale implikacje dowodzimy jak w dowodzie Twierdzenia 6.4. O

6.6. Uwagi i uzupelnienia

W wielu twierdzeniach zaktada sie, iz (X;) jest prawostronnie ciaglym podmartyngatem.
Oczywiscie modyfikacja podmartyngatu jest podmartyngatem — problem jest tylko z mierzal-
noscia, ale znika on, gdy filtracja spelnia zwykle warunki. Naturalnie jest wiec zapytaé kiedy
dany podmartyngal mozemy zmodyfikowaé tak, by stal sie prawostronnie ciaglty. Odpowiedz na
to pytanie jest bardzo prosta.

Twierdzenie 6.6. Zaldzmy, ze T jest przedzialem, a X = (Xy)wer jest podmartyn-
gatem (odp. nadmartyngalem) wzgledem filtracji (Fy)ier spelniajacej zwykle warunks.
Wowczas X ma prawostronnie cigglq modyfikacje wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja
t — EX;y jest prawostronnie ciggla.

6.7. Zadania

Cwiczenie 6.1. Ktére z podanych nizej warunkéw implikujg jednostajna catkowalno$é ciagu

><

a) suan]X | < o0,
)

o

c¢) Esup,, |X | < o0,
d) zbieznosé¢ X,, w L1,
e) zbiezno$é X,, p.n.?

Cwiczenie 6.2. Niech (Xn, Fn)n<o bedzie podmartyngatem (z czasem odwréconym!) takim,
ze lim, o EX, > —oo. Wykaz, ze (X,,) jest jednostajnie calkowalny.

Cwiczenie 6.3. Wykaz, ze martyngal M; = exp(AW; — A?t/2) jest zbiezny p.n. i znajdz jego
granice. Czy jest on zbiezny w L7
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Cwiczenie 6.4. a) Wykaz, ze jesli f jest dwukrotnie rézniczkowalna na R oraz f, f/, f" sa
ograniczone, to

My = f(W3) — f(Wo) — = / 1w,

jest martyngatem wzgledem F}V.
b) Ogélniej, jesli f jest dwukrotnie rézniczkowalna na R, pochodne czastkowe f rzedu mniej-
szego niz 2 sa ograniczone oraz W jest d-wymiarowym procesem Wienera, to

; d
My = J0v) = 1) = 5 [ 30 S W

jest martyngatem wzgledem F}V.

Cwiczenie 6.5. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem FV.
a) Wykaz, ze (Wran, Fran)oe, jest martyngatem.

b) Udowodnij, ze jesli Er < oo, to Esup,, W2,, < oco.

)

c¢) Wykaz, ze jedli ET < oo, to EW2 = Er i EW, = 0.

Cwiczenie 6.6. Niech W; bedzie jednowymiarowym procesem Wienera oraz
=inf{t > 0: Wy = a}, 7, :=inf{t > 0: |W| = a}.

Rozpatrujac martyngaty W; i W2 — t wykaz, ze
a) 74 < 0o p.n. dla Wszystklch a €R,

b) P(1, <7_) = =3 dlaa,b >0,

c) E7, = a? dlaa>0

d) Er, A7y =abdlaa,b> 0,
e) Et, = oo dla wszystkich a # 0.

Cwiczenie 6.7. Rozpatrujac martyngaty M} = exp(AW; — A%t/2) oraz N} = (M} + M, )/2
wykaz, ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania, dla wszystkich a, A > 0,

a) Ee *a — e—a\/ﬁ’

b) Ee~*e = (cosh(av/2)))~!

Cwiczenie 6.8. Niech W; = (W}, ..., W#) bedzie d wymiarowym procesem Wienera, a 2o € R?
oraz d > 2.

a) Wykaz, ze |[W; — x|>~? jest nieujemnym nadmartyngatem.

b) Udowodnij, ze |W; — xq|>~¢ zbiega przy t — oo do 0 wedtug prawdopodobiefistwa i p.n. oraz
wywnioskuj stad, ze limy_,o |W;| = oo p.n..

c) Wykaz, ze dla prawostronnie ciagltego nadmartyngatu (X;);>, zachodzi

Vaso AP(sup X; > \) <supEX, + EX,.
t=a t

d) Wykaz, ze P(3ps0 Wy = x) = 0.
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Podstawowy problem jakim sie zajmiemy podczas najblizszych wykladéw polega na Scistym
zdefiniowaniu calek fg f(s)dWs, fg XsdWy lub ogdlniej fg XsdYs, gdzie f(s) jest ,porzadna”
funkcja, a X, Y5 sa ,porzadnymi” procesami stochastycznymi.

Najprostsze podejscie polega na zdefiniowaniu osobno catki dla kazdej trajektorii, tzn. okre-
$leniu dla ustalonego w € Q, [ Ys(w)dX,(w). Sposéb takiej konstrukeji daje calka Stieltjesa,
uogodlniajaca catke Riemanna.

7.1. Calka Riemanna-Stieltjesa

W tej czeéci podamy tylko podstawowe fakty i definicje, bez dowodéw. Wiecej informacji
oraz kompletne dowody mozna znalezé¢ w [2, 5] 1 [8].

Definicja 7.1. Podzialem przedzialu [a,b] nazywamy niemalejacy ciag liczb I = (tg, t1, ..., tx)
taki, ze a = tg < t; < ... < t), = b. Srednice podzialu II definiujemy wzorem diam(II): =
max; ’ti—i-l — ti|.

Moéwimy, ze podzial IT' jest podpodziatem 11 (ozn. IT' < 11) jesli wszystkie punkty II sa punktami
Ir.

Ciag II" = (17, ..., t}, ) nazywamy normalnym ciggiem podziatéw, jesli diam(II") "2 0 oraz
<.

Definicja 7.2. Niech f,g: [a,b] — R. Powiemy ze f:gdf istnieje oraz, ze g jest catkowalna

wzgledem f, jedli dla dowolnego normalnego ciagu podziatow 11" = (7, ..., 1} ) oraz punktow
5055 Sg, 1 takich, ze t;‘? < 3? < tf 1 istnieje skofczona granica

ko
m Y g(s5 ) [f(t5) — F(E51)],
j=1

ktora nie zalezy od wybranego ciagu punktéw i podzialéw. Granice ta oznaczamy |, a{’ g(t)df(t)
i nazywamy catkg Riemanna-Stjeltjesa.

Uwaga 7.1. Mozna udowodnié, ze catka f;’ g df istnieje oraz jest rowna S, jesli dla dowolnego
e > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze dla dowolnego podzialu II" = (tf, ... ,t};‘n) o érednicy nie wiekszej

niz ¢ oraz punktéw sg,...,sp _; takich, ze t;? < sk

k
i St

kn
[ =>" gl DIFE) - FE)]| <=
j=1
Uwaga 7.2. 1) W przypadku f(t) =t calka Riemanna-Stieltjesa jest calka Riemanna.
ii) Jesli f € Cla,b], to f( 1) = f(t7) = f(©}) dla pewnego t;-”l < O} < t7, stad mozna

¥l )
prosto udowodnié, ze w tym przypadku f;g(t) df (t) = f;g(t)f’(t) dt.
Whprost z definicji natychmiast wynika.

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Stwierdzenie 7.1. i) Jesli g1 i g2 sq calkowalne wzgledem f, to dla dowolnych liczb ¢1 i co
funkcja c1g1 + cago jest caltkowalna wzgledem f oraz

b b b
/ (c191 + c292)df 261/ gldf+02/ g2df.

i1) Jesli g jest calkowalna wzgledem f1 i fa, to dla dowolnych liczb ¢y i ca, g jest calkowalna
wzgledem cy f1 + cafa oraz

b b b
/ gd(c1f1 + caf2) 201/ gdf1+(:2/ gdfa.

Uwaga 7.3. Moze sie zdarzyé, ze dla a < b < ¢ catki ff gdf i [, gdf istnieja, a calka [ gdf nie
istnieje. Jedli jednak wszystkie trzy calki istnieja, to [ gdf = [ : gdf + [, gdf.

Oczywiscie naturalnie jest zapytaé¢ dla jakich funkeji f i g istnieje catka [ gdf. By odpowie-
dzie¢ na to pytanie musimy zdefiniowaé¢ funkcje o wahaniu skonczonym.

Definicja 7.3. Jedli f: [a,b] — R, to liczbe

Wahy, 3 (f): = sup sup Z |f(ti) — f(tiz1)]

neN a=tp<...<tnp=b i=1
nazywamy wahaniem funkcji f w przedziale [a,b]. Méwimy, ze f ma wahanie skoriczone na
[a, b], jesli Wah, (f) < oo.
Oczywiscie 0 < Wahy, 3 (f) < oo Wahanie jest addytywna funkcja przedziatu, tzn. Wah, o(f)
Wah[a,b](f) + W&h[b7c](f) dlaa<b<ec.

Przyktad 7.1. Funkcje lipschitzowskie, funkcje monotoniczne maja wahanie skonczone na
ograniczonych przedziatach. Kombinacja liniowa funkcji o wahaniu skonczonym ma wahanie
skonczone.

Przyklad 7.2. Funkcja f(z) = 2sin(L) oraz f(0) = 0 jest ciagla, ale nie ma wahania skoficzo-
nego na [0, 1].

Twierdzenie 7.1. Jezeli f,g: [a,b] — R, przy czym g jest ciggla, a f ma wahanie
skomnczone, to f;gdf istnieje.

Twierdzenie to mozna odwrdocié.

Twierdzenie 7.2. Jesli calka Riemanna-Stieltjesa |, ; gdf istnieje dla dowolnej funkcji
cigglej g, to funkcja f ma wahanie skoriczone na |a,b].

7.2. Calka Lebesgue’a-Stieltjesa

Stwierdzenie 7.2. Jesli f ma wahanie skoriczone na [a,b], to istniejg funkcje niemalejgce
f1, fa takie, Ze fi(a) = fa(a) = 0 oraz f(t) = f(a) + fi(t) — fa(t). Co wigcej f ma w kaidym
punkcie granice jednostrone. Ponadto jesli f jest ciggla (odp. prawostronnie ciggla), to fi i fo
mozna wybraé ciggle (odp. prawostronnie ciggle).
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Szkic dowodu. Okre$lamy f1(t) = %(Wah[aﬂ(f) + f(t) — f(a)) oraz fao(t) = %(Wah[a,t](f) -
f(t) + f(a)). O

Definicja 7.4. Zalézmy, ze f jest prawostronnie ciagta funkcja na [a, b] o wahaniu skonczonym.
Niech f; i fo beda prawostronnie ciaglymi funkcjami niemalejacymi takimi, ze fi(a) = fa(a) =0
oraz f(t) = f(a)+ fi(t) — fa(t). Istnieja wtedy skonczone miary borelowskie up i p2 na [a, b
takie, ze p;la,t] = f;(t) dla ¢ = 1,2. Dla ograniczonych funkcji mierzalnych g na [a, b] okreslamy
calke Lebesque’a-Stieltjesa g wzgledem f wzorem

/[ . gdf = /gdm - /gduz.

Uwaga 7.4. Mozna wykazaé, ze dla funkcji cigglych g catki Riemanna-Stieltjesa i Lebesgue’a-Stieltjesa
g wzgledem f sa sobie réwne.

7.3. Nieskonczone wahanie cigglych martyngaléow

Niestety proces Wienera ma z prawdopodobienstwem jeden nieskoniczone wahanie na kazdym
przedziale. Prawdziwy jest znacznie ogdlniejszy fakt.

Twierdzenie 7.3. Zalozmy, Ze (Mt)te[a,b} jest cigglym martyngatem oraz
A = {w: My(w) ma wahanie skoriczone na [a,b]}.
Wowcezas My ma z prawdopodobienstwem 1 trajektorie state na A, tzn.

P(Viglap) Mila = Mola) = 1.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze istnieje stala C' < oo taka, ze dla wszystkich w € Q, Wahy, 3 (M;(w)) <
C oraz supe(q ) |Mi(w)| < C. Ustalmy 0 < u < b — a i rozpatrzmy zmienne losowe

n—1

Xn = Z(Ma+(k+1)u/n - MaJrku/n)Z'
k=0

Dla s < t mamy
EM,M; = EE(MM;|F,) = B(ME(M|Fs)) = EM?2,

stad
n—1
EXp =Y E(Mgy i 1yusn — Maykum) = EMy, — EM.
k=0
Szacujemy
n—1
’Xn‘ < sup ’Ma-‘r(k‘-i-l)u/n - Ma—kku/n‘ Z ’Ma-&-(k—i-l)u/n — Ma—i—ku/n’
0<k<n—1 o

< sup My — Mg[Wahg ) (M),

|s—t|<u/n



7.4. Zadania 37

stad | X,| < 2C? oraz, z ciaglosci M, lim, .o X, = 0. Zatem z twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznodci zmajoryzowanej lim, .o EX,, = 0, czyli EM?2,, = EM?. Zauwazmy jednak, ze

EM3+u = EE((Ma + (Ma+u - Ma))2|fa)
= EM? + E(Myyo — My)* + 2E[M,E((Myyy — M,)|F,)
= EM? + E(M,, ., — M,)>.

Stad Myt = M, p.n., czyli My = M, p.n. dla dowolnego ¢ € [a,b]. Z ciagloéci M wynika, ze
P(Vy My = M,) = 1.
W przypadku ogdlnym zdefiniujmy ciag czaséw zatrzymania

o = inf{t > a: sup |[Ms| > n} Ainf{t > a: Wahjy, > n},
a<s<t ’
wowczas martyngal M™ spelnia zalozenia pierwszej cze$ci dowodu (z C = n), wiec M™ ma

stale trajektorie p.n.. Wystarczy zauwazy¢, ze dla w € A, 7,(w) = oo dla dostatecznie duzych
n. O

7.4. Zadania

Cwiczenie 7.1. Zalézmy, ze h jest niemalejaca funkcja ciggla na przedziale [a, b]. Udowodnij,
Z€

a) Jesli g ma wahanie skoficzone, to g o h tez ma wahanie skonczone.

b) Jesli f:((;)) fdg istnieje, to

b h(b)
[, seogn) = [ (5)dg(s)

Cwiczenie 7.2. Zalézmy, ze f, g, h: [a,b] — R, przy czym f i g sa ciagle, a h ma wahanie
skonczone. Udowodnij, ze

a) H(z) = [ g(t)dh(t) ma wahanie skoficzone na [a, b],

b) Ji faH = J; fgdh.

Cwiczenie 7.3. Wykaz, ze dla dowolnej funkeji cigglej f o wahaniu skoficzonym na [a, b]
zachodzi [, f(s)df (s) = 3(F*(b) = f*(a)).

Cwiczenie 7.4. Oblicz granice w Ly(Q) przy n — oo,

a) Yrs, Wik /o Wek1)/n — Wikn),

b) 3020 Witk 1)/n Wetes1)/n — Wik jn)-



8. Calka izometryczna wzgledem procesu Wienera

Podczas kolejnych wyktadow zdefiniujemy catke wzgledem procesu Wienera - zaczniemy od
catkowania funkcji deterministycznych, by podzniej przejs¢ do konstrukcji izometrycznej catki
stochastycznej 1t6.

Konstrukcja catki stochastycznej ma pewne podobienstwa do konstrukcji catki Lebesgue’a.
Najpierw okresla sie, w naturalny sposob, calki najprostszych funkcji/proceséw (funkcje schod-
kowe, procesy elementarne), pdzniej pokazuje sie wlasnosci tak okreslonej caltki (oparte na licze-
niu drugich momentéw), ktére pozwalaja uogélnié¢ definicje na bardziej ztozone funkcje/procesy.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze catke stochastycznag definiujemy globalnie na calej przestrzeni
probabilistycznej, a nie dla kazdej trajektorii z osobna.

Dla uproszczenia notacji bedziemy definiowali catki fg XsdWs. Calke flj XsdWsdla0 <u <t
mozna wowczas okresli¢ na kilka sposobow - albo uogélniajac w naturalny sposob odpowiednie
definicje albo np. jako catke fg Xslju,00) (8)dWs.

Bedziemy zakladaé, ze 0 < T' < oo oraz (Fi)i>o0 jest filtracja spelniajaca zwykle warunki
taka, ze W; jest Fy-mierzalne oraz Wy — Wy jest niezalezne od F; dla s > ¢ (za F; mozna przyjac
uzupelnienie F}Y).

8.1. Catka Paleya-Wienera

Definiowanie catki stochastycznej wzgledem procesu Wienera zaczniemy od najprostszego
przypadku funkcji deterministycznych.
Dla funkcji schodkowej postaci

k
h:ZaiI(tiflytib O=to<ti <...<tp =t a; €R,
i=1

okreslamy
t k
I(h) = /0 h(s) AWy = 3" ag(W (k) — W(ti 1)),
=1

Z podstawowych wlasnosci procesu Wienera natychmiast otrzymujemy nastepujace wlasno-
$ci przeksztalcenia I:

Stwierdzenie 8.1. Przy powyzej wprowadzonych oznaczeniach mamy
i) EI(h) =0,

i) Var(I(h)) = EI(h)? = [{ h?(s)ds,

iii) 1(h) ma rozklad normalny N(0, [§ h?(s) ds),

’L’L’L) I(Clhl + Cghg) = le(hl) + CQI(hQ) dla c1,c9 € R.

Oznaczajac przez Fp zbiér funkeji schodkowych na [a,b] widzimy, ze przeksztalcenie I de-
finiuje liniowa izometrie La([0,t]) D E1 — L2(€2). Poniewaz funkcje schodkowe sa geste w Lo
izometrie w jednoznaczny sposéb mozemy rozszerzy¢ na cale Lo([0,¢]).

Definicja 8.1. Rozszerzenie powyzszej izometrii do izometrii na Lo([0,¢]) nazywamy calkq
Paleya-Wienera z funkcji h i oznaczamy fg h(s) dWs.

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Stwierdzenie 8.2. Dla dowolnej funkcji h € Lo([0,1]),
i) E(J3 h(s)dW5) =0,

ii) Var( [y h(s) dWs) = E(f§ h(s) dW;)? = [5 h%(s) ds,
iii) [3 h(s) dWs ma rozklad normalny N(0, [3 h%(s)ds).

Mozna tez udowodni¢ nastepujace proste wtasnosci catki Paleya-Wienera:

Stwierdzenie 8.3. i) Jezeli h € C'([0,1]), to

/Ot h(s) dW, = h(£)W; — /Ot W (5)W, ds.

Ponadto dla dowolnego h € L2[0,t],
i1) B| f5 h(s) dWo|? = E[WA[P(Jo h*(s) ds)?/*
oraz

i) [y h(s)dWy = fg h(s)1jo,(s)ds p.n. dla dowolnych 0 < u < t.

Dowéd pozostawiamy Czytelnikowi (zob. Cwiczenia 8.2-8.4).

8.2. Procesy elementarne

Starajac sie przeniesé¢ konstrukcje Paleya-Wienera na przypadek calki z proceséw, musimy
okresli¢ stochastyczny odpowiednik funkcji schodkowych - sa to tak zwane procesy elementarne.

Definicja 8.2. Powiemy, ze proces X = (Xt)te[o,T) nalezy do & - rodziny proceséw elementar-
nych (elementarnych proceséw prognozowalnych), jesli X jest postaci

m
Xi = &oljoy + D Gl (1), (8.1)
k=1
gdzie 0 =tg < t1 < ... <ty <T,zas { sa ograniczonymi zmiennymi losowymi, F;, -mierzalnymi.
Oczywiscie £ jest przestrzenia liniows.

Definicja 8.3. Dla X € £ definiujemy proces

I(X) = (I(X)t)icT = (/Ot Xs dWS)th

I(X); = Z Ee1(Wint — Wiy at).-
k=1

Uwaga 8.1. Definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od reprezentacji X € £.

Stwierdzenie 8.4. Jesli X jest procesem elementarnym, to proces I(X) = ([3 X5 dWy)i<r jest
martyngatem wzgledem (Fi)o<i<r, 0 ciaglych trajektoriach takim, ze 1(X)o =0 oraz

2 T
:E/ X2ds.
0

Dowdd. Przyjmijmy, ze X; jest postaci (8.1). Ciaglo$¢ trajektorii i I(X)o = 0 wynika natych-
miast z okreSlenia I(X). Jezeli t; <t < t;y1, to zmienna

T
E‘/ X, dW.,
0

I(X)e = & Wi, = W) + & (W = W) + ...+ §(We = W)
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jest F mierzalna. Ponadto I(X); = I(X),, dla t,, <t <T.
Sprawdzimy teraz, ze I(X) jest martyngalem, czyli dla s < ¢ < T mamy E(I(X){|Fs) =
I(X),. Wystarczy pokazac to dla t; < s <t < tj41, ale wtedy
E(I(X): = I(X)s|Fs) = E(&(We — W) |Fs) = GE(W, — W[ F) =0,

wykorzystujemy tu zalozenie, ze §; jest F¢; C Fs mierzalne. By zakonczy¢ dowod liczymy

EI(X)F =) E&G (Wi, — Wy ,)?]
k=1
+ 2 ZE[Sk—lgj—l(Wtk - Wtk_l)(Wtj - Wtjfl)] = Il + 12‘
i<k

Wykorzystujac mierzalnos¢ §; oraz niezaleznos$¢ przyrostéw procesu Wienera mamy

T
L= EG A E(Wy — W )| F )] = D BG (b — tr1) = E/O X2 ds
k k

oraz
I, =2 Z E[(gk—lgj—lE((Wtk - Wtk—l)(Wtj - Wtj71)|ftk—1)]
i<k
=2 Z E[ﬁk—l&j—l(Wtj - Wtj_1)E(Wtk - Wtk71|’¢tk—1)] =0,
i<k
bo E(Wtk - Wtkfl) = 0. O

Uwaga 8.2. Jedyne wlasnosci procesu Wienera jakie wykorzystywaliémy w dowodzie, to E(W; —
W|Fs) = 0 oraz E((W; — W;)?|Fs) =t — s dla 0 < s < t. Whasnodci te mozna formalnie
wyprowadzié¢ z faktu, ze procesy (W;) i (W2 — t) sa martyngalami wzgledem (7).

8.3. Martyngaly cigglte, calkowalne z kwadratem

Definicja 8.4. Przez M%C oznaczamy przestrzen martyngalow (My)o<i<r wzgledem filtracji
(Fi)iepo,) o trajektoriach ciaglych takich, ze EMF < co.

Uwaga 8.3. 1) Jesli M € M?F’C, to z nieréwnosci Jensena wynika, ze EM? < EMZ < oo, wiec
(M?)o<i<r jest podmartyngatem.

ii) Przestrzen M%C mozna utozsami¢ z przestrzenia martyngaléw ciagltych (M;)oci<r takich,
Ze sup; EM? < oco. Mozemy bowiem okreslié My jako granice p.n. M; przy t — T (zob.
Twierdzenie 6.5 dla p = 2).

iii) Z nieréwnoéci Dooba (Twierdzenie 5.1) wynika, ze dla M = (M,) € M?p’c,

Esup M7 < 4EMZ.
t<T

Twierdzenie 8.1. Przestrzen M%’c jest przestrzeniq Hilberta (tzn. zupelng przestrze-
niq euklidesowq) z iloczynem skalarnym

(M,N) = (M, N)p = EMyNp, M, N € M

oraz normag

1Ml = \/(M, M)r = \JEMZ = || Mrl|,0)-



8.4. Calka izometryczna Ité. Procesy prognozowalne 41

Uwaga 8.4. 1) Przy rozwazaniach dotyczacych calki stochastycznej utozsamiamy procesy nie-
odréznialne. Formalnie rzecz biorac elementy M%’C to klasy abstrakcji martyngatéw ciaglych
wzgledem relacji nieodréznialnosci.

ii) Przeksztalcenie M — My jest izometrycznym wlozeniem przestrzeni M?F’C w La(Q2, F,P).

Dowdd Twierdzenia. Oczywiscie M?p’c jest przestrzenia liniowa, za$ (M, N) jest iloczynem ska-
larnym, bo jest dwuliniowy, symetryczny, (M, M) > 0 oraz jedli (M, M) = 0, to EM2 = 0,
czyli Mp = 0 p.n., co z wlasnoéci martygatu implikuje, ze M; = 0 p.n., wiec z ciaglosci M,
P(Vicr My =0) = 1.

Musimy jeszcze udowodnié¢ zupelmosé. Niech M ™ = (Mt(n)) € M%’c bedzie ciggiem Cau-
chy’ego, czyli

1M — MO = B = M™)? =0 dlam,n — oo,

Woéwcezas Mén) jest ciagiem Cauchy’ego w Lo(Q2, Fr,P), zatem z zupelnosci Lo istnieje caltko-
walna z kwadratem zmienna Mt taka, ze E|M7(ﬂn) — Mr|? — 0 przy n — oo.

Mozemy potozyé¢ M; := E(My|F;), ale taka definicja nie gwarantuje ciagloéci M. Udowod-
nimy, ze mozna znalez¢ martyngal M, ktory jest ciagta modyfikacje M.

Zauwazmy, ze na mocy nieréwnosci Dooba,

Esup(M" — M{™)? < 4B|M{" — MM 2,
t<T

wiec mozemy wybraé podciag ny taki, ze

Yook Esup(M"™) — ™))% < 87F,
t<T

Wowczas

P(sup |Mt(nk) _ Mt(nk+l)| > 2fk) <2k,
t<T

Zatem, jesli okreslimy
Ay, = {sup [ M) =m0 > 927k
t<T

to >, P(Ak) < 00, czyli na mocy lematu Borela-Cantelli, P(limsup Ag) = 0.

Jedli w ¢ limsup Ay, to w ¢ Ay dla k > ko = ko(w), czyli sup;cp |Mt(nk) - Mt(n’““)| <27k
dla k > ko. Ciag (M, (w))o<t<r jest zatem zbiezny jednostajnie na [0,7] do pewnej funkcji
M;(w). Kladziemy dodatkowo M (w) = 0 dla w € limsup Ay.

7 ciaglosci M (™) wynika ciggloéé M. Poniewaz M}nk) — Mt w Lo wiec réwniez w Ly, czyli
Mt("’“) = E(M}n’“)‘}"t) — E(Mr|F;) w Ly, a ze Mt(n’“) — M, pn., wiec M, = E(Mp|F,) = M,
p.n., czyli (My)o<i<r jest martyngatem ciggltym. O

8.4. Calka izometryczna It6. Procesy prognozowalne

Kazdemu procesowi elementarnemu X przyporzadkowaliSmy martyngal ciagly I(X), co wie-
cej przeksztatcenie

Lo([0,T] x 2, B([0,T]) @ F,A@ P) = £ —5 M2

jest liniowa izometria. Przeksztalcenie I mozemy wiec rozszerzy¢ do liniowej izometrii (ktéra
tez bedziemy oznaczaé literg I) z £ w /\/l%’c, gdzie £ oznacza domkniecie przestrzeni proceséw
elementarnych w Lo ([0, T] x Q,B([0,7]) @ F, A @ P).
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Definicja 8.5. Tak zdefiniowane przeksztalcenie I przyporzadkowujace kazdemu procesowi
X = (Xi)ose<r 2z przestrzeni &€ ciagly, catkowalny z kwadratem martyngal I(X) nazywamy
1zometrycznq catkq stochastyczng Ito z procesu X i oznaczamy

t
1(X), = / Xy dW,, 0<t<T.
0

Oczywiécie natychmiast powstaje pytanie jak wyglada przestrzen £, czyli jakie procesy sto-
chastyczne umiemy catkowac.

Definicja 8.6. o-cialo zbioréw prognozowalnych P, to o-cialo podzbioréw [0, T) x 2 generowane
przez zbiory postaci {0} x A, (s,t] x A, s<t<T, A€ Fs.

Proces X = (X)o<t<r jest prognozowalny, jesli traktowany jako funkcja X : [0,7) xQ — R
jest mierzalny wzgledem P.

Z definicji natychmiast wynika, ze Xi(w) = La(w)I(yy|(t) jest prognozowalny, jesli A € F,
oraz u < v <T.

Poniewaz kazda ograniczong zmienng &, F,—mierzalna mozna aproksymowaé jednostajnie
przez zmienne postaci 3 a;la,, A; € Fy, wige proces &(w)l(, () jest prognozowalny dla dowol-
nej ograniczonej zmiennej &, F,—mierzalnej.

Zatem dowolny proces Y € &£ jest prognozowalny, czyli € C La([0,T) x Q,P, A\ ® P), stad

£ C Ly([0,T) x Q,P,ARP).

W szczegdlnosci kazdy proces z € jest nieodréznialny od procesu prognozowalnego. Okazuje sie,
ze zachodzi réwniez odwrotne zawieranie.

Stwierdzenie 8.5. Mamy £ = L*([0,T) x Q, P, AR P).

Dowéd. Wobec poprzednich rozwazan musimy tylko pokazaé, ze € D La([0,T) x Q, P, A @ P).
Rozwazymy dwa przypadki.

Przypadek I: T < oo.
Najpierw pokazemy, ze jesli I' € P, to Ir € £. W tym celu okreslmy A := {I' € P: Ir € £}
oraz

B:={{0} x A: Ae Fo}U{(u,v] x A: 0<u<v<T, A€ F,}.

Latwo sprawdzié, ze B jest m-uktadem, ponadto jedli I' € B, to Ir € £ C &, a zatem B C A. Co
wiecej A jest A-uktadem dla T < oo, bo
)T =1[0,T)x Q€ A, czyli Ir = 1 € £, gdyz biorac ciag T, ,/* T, otrzymujemy &€ 3 Iy +
Lo =

Lozgxe = lomixe — lorxa € €. B B
ii) 'y, I's e .A, I't c Ty, Ip2\p1 = IF2 — Ipl € & z liniowodci &, Czyli Iy \Fl € A
iii) I'y, € A wstepujacy, wéwcezas I, L2, IU r, € &, czyli YTy, € A.

Zatem dla T < oo, z twierdzenia o 7- i Ad-ukladach A D o(B) = P.

Dalej, jesliT'; € P, a; € R, to Y74 a;Ir, € € (zliniowosci). Ponadto funkcje proste >i<n ailr;
sa geste w L2([0,T) x Q,P,A®P), czyli £ = L*([0,T) x Q, P, AR P).
Przypadek II: T = oo.

Niech X € Ly([0,00) x Q,P, A ® P) oraz Xt(n)(w) = Xie(w)jonyxalt

S

X (™) s prognozowalne, naleza do Ly([0,n) x Q, P, A @ P), zatem X (™
I.

,w). Wowczas procesy
£ na mocy przypadku

Ponadto X — X w Ly([0,00) x Q, A ® P) (tw. Lebesgue’a o zbieznoéci zmajoryzowanej),
czyli X € €. O
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Okregliliémy zatem fg XsdWy, dla proceséw prognozowalnych catkowalnych z kwadratem
wzgledem miary A ® P na [0,7) x 2. Od tej pory przyjmujemy nastepujace oznaczenie

LY =L([0,T) x Q,P,A@P)
T
= {X = (Xt)ogt<T prognozowalny : ]E/ X2ds < oo}.
0
Dobrze by byto jeszcze wiedzieé, ze klasa proceséw prognozowalnych jest dostatecznie duza,
wynika to z nastepujacego faktu:

Stwierdzenie 8.6. Jesli X = (X¢)co0,1) jest procesem adaptowalnym i lewostronnie cigglym,
to X jest prognozowalny.

Dowdd. Dla T < oo okreslmy
2n—1

Xt(n) = Xolyoy + Z X%Tl(k—lT7%T],
k=1

omn

za$ w przypadku T = oo niech

n2"

Xt(n) = XOI{0}+ E Xk—ll(k—l k-
2mn
k=1

PICRPIO

Latwo zauwazy¢, ze procesy X (™) sg prognozowalne oraz z lewostronnej ciagtosci X wynika, ze
Xt(n) — X; punktowo. Prognozowalnos¢ X wynika z faktu, ze granica punktowa ciagu funkcji
mierzalnych jest mierzalna. O

Uwaga 8.5. Mozna udowodni¢, ze dla (F;)-adaptowalnego procesu X = (X¢)ejo,7) takiego,
ze EfOT X2ds < oo istnieje proces prognozowalny Y taki, ze X;(w) = Y;(w) dla A ® P pra-
wie wszystkich (t,w) € [0,T) x Q. Pozwala to okresli¢ [ XdW dla proceséw adaptowalnych z
LQ([O,T) X Q)
8.5. Zadania

Cwiczenie 8.1. Oblicz Cov( [ hy(t)dWs, [ ha(t)dW;) dla hy, hy € La([0, s]).
Cwiczenie 8.2. Wykaz, ze dla 0 < u < t i h € La([0,]) zachodzi
u t
/ h(s)dWs = / hljp . (s)dWs  p.an.
0 0

Cwiczenie 8.3. Wykaz, ze dla h € C'[0,t] zachodzi
t t
/ h(s)dW, = h(t)W; — / W(s)\Wids  pon..
0 0

Cwiczenie 8.4. Niech C, := (E|W;|P)/P. Wykaz, ze dla 0 < p < oo, przeksztalcenie h —
C'p_1 f(;f h(t)dW; jest izometrycznym wiozeniem Lo([0, 1) w Ly(€2).

Cwiczenie 8.5. Wykaz, ze proces

v ] A=ty W, o<t <1,
1o t=1

ma takie same rozktady skorfczenie wymiarowe co proces Z; = Wi — tW; (most Browna).
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Cwiczenie 8.6. Wykaz, ze jedli X € £2.,0 <t < s< T oraz € jest ograniczona zmienna losowa
Fy mierzalng to £X1; g € L7 oraz [ EXdW = & [ XdW (Uwaga: [ XdW definiujemy jako
J5 L. X dW).

Cwiczenie 8.7. Wykaz, ze jesli 0 < ¢t < ... < t,, < T oraz & sa zmiennymi losowymi
w L?(2), F;, mierzalnymi to proces X := ZZL_II Eklity ty.,,) Malezy do L3 oraz fot XdW =

2?2—11 §eWhyoint — Wipne)-

Cwiczenie 8.8. Zalézmy, 7ze X jest procesem prognozowalnym, ciagtym w Lo (tzn. t — X,
jest ciagta z [0,T] w L2(Q)). Wykaz, ze wowczas X € L2 oraz dla dowolnego ciagu podziatéw

0= t(()") < tgn) <...< t,(::l) = T o Srednicy zbiegajacej do zera zachodzi dla t < T,
Epn—1

T
Y X (W — W) —>/ Xaw
k=0 k k+1 k 0

w Lo(Q2) przy n — oc.
Cwiczenie 8.9. Oblicz [; WdWs.



9. Wtasnosci calki izometrycznej. Uogdlnienie
definicji calki stochastycznej

Poprzednio zdefiniowali$my catke [ XdW dla X € £2. Czasami jednak potrzeba zdefiniowaé
catke wzgledem procesu Wienera z procesu cigglego X dla ktérego [EX?2dt = oo. Podczas tego
wyktadu pokazemy jak okresli¢ taka catke.

9.1. Twierdzenie o zatrzymaniu calki stochastycznej

Zacznijmy od prostej obserwacji.

Stwierdzenie 9.1. Jesli X € L2, to dla dowolnego u < T, LouX € L3

t tAu
| ou@Xedw. = [ Xodw,  dlao<t<T.
0 0
Dowdd. Funkcja (t,w) — I[Oyu](t) jest deterministyczna, wiec prognozowalna, zatem proces
Lo, X jest prognozowalny jako iloczyn proceséw prognozowalnych, stad Ijp X € EQT.
Jesli X jest procesem elementarnym postaci X = Eolyoy +2 5 &kl .1,) t0 Xjgu) = Eolgoy +
>k &kl Autin) € € Oraz

tAu

t
A I[O,u](S)Xs dWs = Z&k(Wtk/\u/\t - Wtk_l/\u/\t) = 0 X dWs.

Dla X € L% wezmy X € € takie, ze X — X w £2. Wéwczas oczywiscie réwniez
X(n)I[OM] — XI[O,U] w E% Stad
tAu

t t tAu
/ XJjo.)(8)dW,s — / XMy (8)dW; = / XMdw, — X, dWs.
0 0 0 0

Uogo6lnieniem faktu jest wazne twierdzenie o zatrzymaniu catki stochastyczne;j.

Twierdzenie 9.1. Niech X € L% oraz T bedzie momentem zatrzymania. Wéwczas
Lo X € L2 oraz

il tAT
/ Lo () XedWo= [ XoedW, dla0<t<T. (9.1)
0 0

Dowdd. Biorac 7 AT zamiast T' mozemy zaktadaé, ze 7 < T p.n..

Proces Ijg ;() jest lewostronnie ciagly i adaptowalny, a zatem jest prognozowalny, czyli
I, X jest prognozowalny (iloczyn funkcji mierzalnych jest funkcja mierzalna). Stad Lo X €
2.

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Wzér (9.1) udowodnimy w trzech krokach.

Krok 1. X € £, 7 przyjmuje skonczenie wiele wartosci.
Ewentualnie powiekszajac ciag t; mozemy zakladaé, ze 7 przyjmuje wartosci 0 =ty < £; <
Sty < T oraz X = &olygy + Z;n;ol Eelity by 1)- Mamy

m k—1
Lo (¢ Z et T () = D (3 Lrty Ty e (8) + Lrmsy Loy
k=0 7=0
= Iolfoy(t) + Z Z L3k y+1]()
7=0 k=j+1
m—1
=Ialioy(t) + D Loyl 0,001 (),
j=0

zatem
m—1

Lo, ()X = &olioy(8) + D &lirse I, 4, (0),
=0

czyli Ij (1) X € €. Liczymy

m—1
/Iof )X dW, = Z§J1{7>t}(Wt7+1/\t Wi;nt)

O

3 Q

Z é-:[{T tk} Wtj+1At Wtj/\t)
0 k=j+1

.
Il

k—1
I{T tk} Z g] Wtj+1/\t - Wtj/\t)

i MS NgE

tAL tAT
{T ) XodW, = | X, dW,.

Krok 2. 7 dowolne oraz X € £.
WezZzmy cigg momentéw zatrzymania 7, przyjmujacych skonczenie wiele wartosci taki, ze

Tn "\, 7. Na mocy kroku 1, para (7,, X ) spelnia (9.1). Z ciaglosci trajektorii calki stochastycznej,
fg/w" X, dWy — fot/\T X, dWy, p.n.. Mamy

t ¢ 2 t 2
E(/ 1[077—71}(5))(5 dWs —/ I[O’T](S)XS dWs) :E(/ I(Tan}(S)XS dWs)
0 0 0
¢
= E/ Lir7 () X2 ds — 0.
0
Zbiezno$¢ wynika z twierdzenia Lebesgue’a, gdyz proces I(TyTn](s)X 2 dazy punktowo do zera i
jest majoryzowany przez X2. Stad
tAT p.n. t/\Tn t LQ(Q) t
xaw 2% [T xaw = [y xaw = [y xaw.
0 0 0
czyli spelnione jest (9.1).

Krok 3. 7 oraz X € L% dowolne.
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Wezmy X (™ € € takie, ze X — X w L2. 7 kroku 2, para (7, X ™) spetnia (9.1). Mamy
tAT 2 T 2
E(/ (X, — X() dwr,) <E(/ (X — X(”>)dw)
0

—E/ ds—>0

gdzie pierwsza nieréwnos¢ wynika z nieréwnosci Jensena oraz Twierdzenia Dooba 6.3 dla mar-

tyngatu ([(X — X)) dW). Ponadto

t 2 t
E( /0 o7 (5)(Xs = X(M)dW, )" = E /U Tio.(8)(Xs — X{)2 ds

Stad
tAT LQ(Q) tA
X, dW, <—/ XM aw, = /IOT]X ™) AW, —>/IOT]X AL
0 0
czyli (9.1) spelnione jest i w tym przypadku. O

Whiosek 9.1. Dia X € L2, proces M := ((fi X dW)? — [¢ X% ds)i<r jest martyngatem.

Dla X = 1 otrzymujemy znany fakt, ze W2 — t jest martyngatem.
Dowdd wniosku oparty jest na nastepujacej prostej obserwacji.

Stwierdzenie 9.2. Zalozmy, ze M jest adaptowalnym, prawostronnie cigglym procesem takim,
ze My = 0 i dla wszystkich t, E|M;| < co. Wowczas M jest martyngalem wtedy i tylko wtedy
gdy EM, = 0 dla wszystkich ograniczonych momentow zatrzymania 7.

Dowdd. =: Z Twierdzenia Dooba 6.3, EM, = EMO =0.
<: Musimy pokazaé, ze dla s < t, E(M;|Fs) = M, p.n., czyli EM;14 = EM 14 dla wszystkich
A € F. Okredlmy

_J sdlawe A,
TTY tdlaw¢ A.

Jak tatwo sprawdzi¢ T jest momentem zatrzymania, stad
0=EM, =EM,l4+EMJIgc =EMl4 —EM]I4,
gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze
EMdse = EMy — EMI4 =0 —EM14.

O

Dowdd Wniosku. Jak wiemy [ X dW € M%’C, czyli proces M jest ciagly, adaptowalny i catko-
walny oraz My = 0. Dla ograniczonego momentu zatrzymania 7 < T otrzymujemy na mocy
twierdzenia o zatrzymaniu calki stochastycznej

T 2 T 2 T T
IE(/ X dw) :]E(/ Tjp X dW) :E/ 1[0771(3))(3(15:1@/ X2 ds.
0 0 0 0

Zatem . 9 ~
IEMT:]EK/O X dw) 7/0 X2ds| = 0.

Teza Wniosku wynika ze Stwierdzenia 9.2. 0
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2. Uogoélnienie definicji calki stochastycznej

Definicja 9.1. Dla T < oo okredlamy przestrzen proceséw prognozowalnych, lokalnie catkowal-
nych z kwadratem

¢
AZ = {(Xt>t<T — prognozowalny : / X2ds <oopn dlal<t< T}.
0
Zatem proces prognozowalny X nalezy do przestrzeni A% wtedy 1 tylko wtedy, gdy
t
IP(VKT / X2ds < oo) —1.
0

Przestrzen A% jest liniowa, ale nie jest przestrzenia Hilberta.

Lemat 9.1. Dla X € A2 okreslmy
Tn 1nf >0: /Xst /\T/\n n=12....
Wowczas (1) jest rosngcym ciagiem momentow zatrzymania, 7, /T p.n. Ponadto dla wszyst-

kich n, I[O,Tn]X S ﬁ%

Dowdd. T, jest momentem zatrzymania gdyz jest definiowany poprzez moment dojscia przez
adaptowalny proces ciggly fg X2ds do zbioru domknietego [n,00). Z zatozenia o skoniczonogci
[ X2ds wynika, ze 7, /' T p.n..

Proces Ijg 7,1 X jest prognozowalny jako iloczyn proceséw prognozowalnych, ponadto na mocy
nieréwnosci Schwarza i definicji 7,,

Tn
/IOTn de = /de <E{Tn/ ngs}<n2<oo.
0

O]

Zal6zmy, ze mamy dany rosnacy ciag momentow zatrzymania 7, /T p.n. taki, ze Ip -1 X €
EzT dla wszystkich n. Niech M, (t) := fg Lio,7,) X's dWs. Przypomnijmy tez, ze przez X" oznacza-
my proces X zatrzymany w chwili 7 (zob. Definicja 4.9).

Lemat 9.2. Dia m > n, procesy M[" i M,, sq nierozroznialne, czyli

P(Vth Mm(t A Tn) = Mn(t)) =1.

Dowdd. Na mocy twierdzenia o zatrzymaniu calki stochastycznej dla ustalonego ¢ < T,
T\ t
Mo A 8) = /O o.r X dW = /O Lo lour X AW

t
- /0 I[Oan}X dW = Mn(t)

Zatem M jest modyfikacja M,,. Teza lematu wynika z ciagglosci obu proceséw. O

Definicja 9.2. Niech X € AT oraz T, bedzie rosnacym do T ciagiem momentow zatrzymania
takich, ze Ijp .1 X € L2 dla wszystkich n. Catkq stochastyczng [ X dW dla X € A% nazywamy

taki proces (M)t = (o X dW)ier, 26 M = [{"™ X dW = [§ g7y X dW dlan =1,2,....

Stwierdzenie 9.3. Proces M zdefiniowany powyZej jest jest ciggly i jednoznacznie okreslony
w klasie procesow nieodroznialnych.
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Dowdd. Na mocy Lematu 9.2 dla kazdego m > n istnieje zbiér Ny, taki, ze P(Ny.,) = 0
oraz dla w & Ny, zachodzi M, (t,w) = Mp,(t A Tp(w),w) dla wszystkich ¢ < T. Niech N :=
Umsn Nnm, wowezas P(N) =0 oraz dlaw ¢ N, t < 7,(w) ciag (Mp(t,w))m>n jest staly. Zatem
mozemy (i musimy) polozy¢ M (t,w) := My(t,w) dla t < 7, (w). O

Stwierdzenie 9.4. Definicja [ X dW nie zalezy od wyboru ciggu 1, dla X € A?p. Doktadniej,
Jesli T, Tn - momenty zatrzymania, 7, /T, Tn /T, 1) 1 X € L3 Loz, X € L3 oraz M, M
okreslone jak w Definicji 9.2 za pomocg Ty, T, odpowiednio, to procesy M i M sq nierozréinialne.

Dowéd. Mamy
' o t
Mt/\Tn :/0 I[O,Tn}XdVVv Mt/\?n :/O I[Uan]XdW

Na mocy twierdzenia o zatrzymaniu calki stochastycznej,
t _
Mt/\rn/\ﬂ = /0 I[O,Tn]l[o,?n]X aw = Mt/\rn/\ﬂ-

Ponadto 7, AT, /' T, wiec t A7, AT, =t dlan > n(w) i stad My = M, p.n., a ze sa to procesy
ciggle, to sa nierozréznialne. O

Sformutujemy teraz uogdlnienie twierdzenia o zatrzymaniu calki stochastycznej.

Twierdzenie 9.2. Jesli X € AQT, to dla dowolnego momentu zatrzymania 7, ljg 71X €
A?p oraz

tAT t
/ X dw = / I X dW.
0 0

Dowdd. Proces Ijg 1 X jest prognozowalny jako iloczyn proceséow prognozowalnych, jest majo-
ryzowany przez X, stad Ip X € AZ. Proces X € A%, wigc istnieje ciag 7, / T taki, ze
I[D,Tn}X S E% Wtedy tez I[O,Tn]I[O,T]X S ﬁ% Niech

M::/XdW, N::/I[O,T]de.

Na mocy definicji,

n t
Mt/\Tn :/0 I[O,Tn]X7 dW, Nt/\Tn :/0 I[O7Tn]I[O,T]XdW

Z udowodnionego wczesniej T'wierdzenia 9.1 o zatrzymaniu calki izometrycznej,

t
Mt/\T/\Tn = /0 I[O,T}I[O,Tn]XdW = Nt/\Tn'

Biorac n — oo dostajemy M = Mianr = Ny, czyli M7 = N. O

9.3. Martyngaly lokalne

Definicja 9.3. Jezeli dla procesu adaptowalnego M = (M;)i<r, istnieje ciag momentéw za-
trzymania 7, " T taki, ze M™ jest martyngalem, to M nazywamy martyngatem lokalnym.
Jesli dodatkowo M™ € ./\/l%lc, to méwimy, ze M jest cigglym martyngatem lokalnym catkowal-
nym z kwadratem. Klase takich proceséw oznaczamy M%CIOC (Mﬁ)i jesli warto$¢ T jest jasna z
kontekstu). 7
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Uwaga 9.1. M — My € M7, wtedy i tylko wtedy, gdy M — My € ./\/l?p’joc, gdzie M7, oznacza
rodzine cigglych martyngaléw lokalnych.

Stwierdzenie 9.5. Zaléimy, ze M = [ XdW dla X € AL. Wéwczas

i) M jest procesem cigglym, My =0,

ii) M € M3S,.,

iii) Przeksztalcenie X — [ XdW jest liniowe.

Dowéd. Punkty i), ii) wynikaja z definicji. By udowodnié iii) wezmy X, Y € AZ. Istnieja wéwezas
momenty zatrzymania 7, /T i 7, /T takie, ze [jg 1 X € L2 oraz Loz,Y € L2. Przyjmujac
on =Tn ATn /T otrzymujemy Ij 51X, [jo0,]Y € L2, a zatem Lig,5,) (X +bY) € L2 dla do-
wolnych a, b € R. Stad na mocy definicji otrzymujemy, ze SM" (aX+bY)dW =a SAU” X dW +
b [37" Y dW i biorac granice n — oo, [(aX +bY)dW =a [ XdW +b [ YdW. O

Uwaga 9.2. Martyngal lokalny M = [ X dW dla X € A% nie musi byé martyngatem, M,
nie musi by¢ nawet catkowalne. Ale, jesli E fg X2ds < oo dla wszystkich t < T, to M jest
martyngalem, bo mozemy przyja¢ 7, = t,, gdzie t,, jest ciaggiem rosngcym zbieznym do T i
wtedy Mt/\Tn = Mt/\tn € M%C

Uwaga 9.3. Przyktady ciagltych martyngalow lokalnych, ktére nie sa martyngatami sa podane
w Cwiczeniach 13.4 i 13.6.

Mimo, ze w przypadku ogélnym [ X dW nie musi byé¢ martyngalem, to zachodzi dla tego
procesu nieréwno$¢ Dooba.

Twierdzenie 9.3 (Nier6wnoéé Dooba). Dla dowolnego procesu X € AL oraz momentu
zatrzymania T < T,

t 2 i
Esup(/ X dw) <41E/ X2ds.
0 0

t<T

Dowéd. Wezmy 1, /T takie, ze Ijg ;1 X € L£2. Mamy

]Esup(/oanXdW>2 — Esup (/OtI[O%]X dW)2

t<t t<t

tAT 2 t 2
=Esu / Iipr 1 XdW) =Esu /I Ao 1 X dW ) |
o ([ ) =y [t

Lo, lom) X € MQT’C, wiec t < T' mozna zamieni¢ na ¢t < 7. Na mocy nieréwnosci Dooba dla
martyngaltow,

t 2 T 2
E su /1 Tig 1 X dW <4IE/ITITXdW
tgg( , 0TI 0m] ) ( , or0m) )

T TATn
= 4E/ (I[O,T}I[O,Tn]XS)2 ds = 4E/ st ds
0 0
< 4E / X2ds.
0

Wykazalismy zatem, ze

tATh 2 T
Esup(/ X dw) <4E/ X2 ds.
t<t 0 0
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Poniewaz
tATh 2 t 2 3 2
sup(/ XdW) — sup (/ XdW) /sup(/ XdW) ,
t<tT 0 t<TATn 0 t<T 0
wiec teza wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej. ]

Stwierdzenie 9.6. a) KaZdy ograniczony martyngal lokalny jest martyngalem.
b) Kazdy nieujemny martyngal lokalny jest nadmartyngalem.

Dowdéd. Zatézmy, ze 1, /T jest ciagiem momentdéw zatrzymania takim, ze dla kazdego n, M™
jest martyngatem. Ustalmy s < ¢t < T oraz A € F;.
a) Jesli M jest ograniczony, to z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej,

EMly — EM, pls = EM14 = EM714 = EM;, psla — EM,I4,

stad M jest martyngalem.
b) Jesli M jest nieujemny, to
EMIs = nh—>nolo EMSIAO{T7L>S} = lim E’M;—nIAﬂ{Tn>s} = nh—{go EMtTnIAﬁ{Tn>s}

n—oo

> E lim M{"Langr, 50 = EMila,

gdzie korzystaliSmy z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosSci monotonicznej, tego, ze M™ jest
martyngalem i AN {7, > s} € F, oraz z lematu Fatou. O

9.4. Zadania

Cwiczenie 9.1. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania takim, ze Er < co. Wykaz, ze o €
L2, oraz [T 1 (s)dWs = W,. Wywnioskuj stad, ze EW, = 0 oraz EW? = Er.

Cwiczenie 9.2. Dla a,b > 0 okre$lmy 7 := inf{t : |W;| = av/b + t}. Wykaz, 7e 7 < 0o p.n.
a’b
1—a?"

oraz ET < oo wtedy i tylko wtedy gdy a < 1. Ponadto dla a < 1, E7 =

Cwiczenie 9.3. Wykaz, ze dla X € A2, ([ X dW)? — [ X2 ds jest ciaglym martyngatem lokal-
nym.

Cwiczenie 9.4. Niech X ¢ A2, 0 <t < s < T oraz £ bedzie zmienng losowa F-mierzalna
(niekoniecznie ograniczona). Wykaz, ze { X1 4 € A% oraz [JEXAW =€ [7 XdW.

Cwiczenie 9.5. ZnajdZ proces X € A2 taki, ze fg XsdWj nie jest martyngatem.
Cwiczenie 9.6. Wykaz, ze M — M € Mi . wtedy i tylko wtedy, gdy M — My € M?O’i

Cwiczenie 9.7. Niech X bedzie martyngalem lokalnym takim, ze | X;| < Y dla wszystkich ¢
oraz EY < co. Wykaz, ze X jest martyngatem.

Cwiczenie 9.8. Podaj przyktad nieujemnego catkowalnego cigglego martyngatu lokalnego,
ktéry nie jest martyngalem.
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Podczas wezesniejszych wykladéw zdefiniowali$my catke [ XdW. Okazuje sie, ze bez wiek-
szych trudnodci definicje te daje sie uogélni¢ na [ XdM, gdzie M jest ciaglym martyngatem (a
nawet ciaglym martyngatem lokalnym).

10.1. Rozklad Dooba-Meyera

Podstawa konstrukeji catki stochastycznej wzgledem procesu Wienera jest to, ze Wy i W2 —t
sg martyngatami. Okazuje sie, ze dla dowolnego catkowalnego z kwadratem ciaglego martyngatu
M znajdzie sie proces niemalejacy X taki, ze M? — X jest martyngatem.

Twierdzenie 10.1 (rozklad Dooba-Meyera). Dia M € M%’c istnieje proces (M) =
((M)¢)o<i<T o trajektoriach cigglych, niemalejacych taki, ze (M)o = 0 oraz (M} —
(M)¢)o<t<T jest martyngatem. Co wiecej proces (M) jest wyznaczony jednoznacznie.

Udowodnimy jednoznacznosé rozkladu, dowéd istnienia mozna znalezé w [6].

Dowdd Jednoznacznosci. Zatézmy, ze procesy Yy, Z; sa niemalejace oraz M7 — Yy i M? — 7, sa
martyngatami o ciaglych trajektoriach. Trajektorie procesu Y; — Z; maja wahanie skonczone,
ponadto V; — Z; = (M? — Z;) — (M? — Y};) jest martyngalem ciagtym. Stad, na podstawie
Twierdzenia 7.3, Y — Z = 0. O

Przyktad 10.1. Dla procesu Wienera (W), = t.
Ogolniej, Wniosek 9.1 implikuje, ze ([ XsdWs), = [3 X2 ds dla X € L3..

10.2. Calka izometryczna

Poniewaz dla wszystkich w, t — (M);(w) jest niemalejace, zatem ma wahanie skonczone,
czyli mozna okresli¢ skonczona miare d(M):(w) na [0, T]. Z uwagi na ciagtosé¢ (M) miara ta jest
bezatomowa. Nastepna definicja jest naturalnym uogdlnieniem definicji dla procesu Wienera.

Definicja 10.1. Dla procesu elementarnego X postaci
m—1
X =&oloy + > &kl bl
k=0
gdzie 0 = tg < t1 <2 < ... <ty <T, & ograniczone, F;, - mierzalne oraz M € M%’C okreélamy
m—1

t
/ XdM = 3" &(Myypt — Myp) dla 0 <t < T.
0 k=0

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Definiujemy tez dla M € M%’C,
T
LE(M) = {X = (Xt)t<1 prognozowalne takie, ze E/ X2d(M), < oo}
0

Stwierdzenie 10.1. Niech M € M?€ oraz X € £. Wowczas I(X) := [ X dM € M%’c, I1(X)o
0 oraz

2 r 2 T 2 2
O ae =E( [ Xeadt) =E [* X2d(dM), = |1X|23 0

Dowdd. Ciaglosé I(X), warunek I(X ) = 0 oraz to, ze I(X); € Lo dla wszystkich ¢ sa oczywiste.
Dla t; <t < tj41 mamy

I(X)e = &o(My, — Myy) + &a(Myy — M) + ... + & (My — My).
Dla t; <t < s < tj41 otrzymujemy zatem
E(I(X)s|Ft) — I(X)e = E(§(Ms — My)|Fe) = &(E(Ms|Ft) — M) = 0,

czyli I(X) jest martyngatem. Ponadto

Z Ek; Mtk+1 Mtk)2]

ZE §e—1&5-1(My, — My, )(My; — My, )] =: I + I>.
<k

Zauwazmy, ze dla s < t,
E((M; — M,)?| F)
= R(M? — (M)|Fs) + E(M)¢|F,) — 2ME(M|Fs) + M?
= M7 — (M)s + E((M);|Fy) — M2 = E((M); — (M)|F).

Stad
I = ZE[SI?E((M%H - Mtk ‘ftk ZE gk tk+1 - <M>tk|ftk)]
k
2 t’““ T 9
=EX (M. — (M) =B / M), =E [ X2am
k
Ponadto
Iy = 2% El&1&-1(My; — My, JE(My, — My, | Fi, )] = 0.
i<k

O

Tak jak dla procesu Wienera dowodzimy, ze domkniecie £ w przestrzeni La([0,7") X2, d(M)®
P) jest réwne € = L£2.(M). Izometrie I(X) mozemy przedtuzyé do £, w ten sposéb otrzymujemy
izometryczna definicje calki I(X) = [ X dM dla X € £3(M). Mamy zatem nastepujacy fakt.
Stwierdzenie 10.2. Niech M € M%’C. Wowczas
a) Dla X € L2(M) proces [ XdM € ./\/l%p’c oraz

2
H/XdMHMQ =E( / XydM) fIE/ X2d(M)s = |1 X || 2

b) Jesli X, Y € L2(M), to aX +bY € L2(M) dla a,b € R oraz [(aX +bY)dM = a [ XdM +
b[YdM.
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10.3. Uogodlnienie definicji calki

Zacznijmy od prostego faktu.

Stwierdzenie 10.3. Zalozmy, ze M € M%C, wowczas dla dowolnego momentu zatrzymania T,
M™ e M€ oraz (MT) = (M)7.

Dowdd. Wiemy, ze M7 jest ciaglym martyngatem. Na mocy nieréwnosci Jensena

E|MF|* = EMZ,\p = E[E(Mr|Frar)]* < EMF,

T

zatem M7 € M%’C. Proces (M)7 startuje z zera, ma trajektorie ciagte, ponadto (M7)% —(M)"
(M? — (M))7 jest martyngatem, wiec (M)7 spelnia wszystkie warunki definicji (MT™).

Ol

Mozemy uogdlni¢ rozktad Dooba-Meyera na przypadek cigglych martyngaléw lokalnych.

Whniosek 10.1. Zaloimy, ze M € M ., wowczas istnieje doktadnie jeden proces (M) =
((M))o<t<T o trajektoriach ciaglych, niemalejgcych taki, ze (M)o =0 oraz M? — (M) € M§, ..
Dowdd. Istnienie. Niech 7, bedzie rosnacym do T ciagiem momentéw zatrzymania takim, ze
M™ € M2°. Okre§lmy Yy, := (M™), wowczas dla n < m,

Yo = (M) = (M) = (M7T) = (M) = Y

Stad istnieje proces ciagly Y = (Y3)o<t<r taki, ze Y™ =Y, oczywiscie Yy = Y,, o = 0, ponadto
Y ma trajektorie niemalejace oraz

(M2 o Y)Tn _ (Mrn)2 . YT" _ (an)Q o <MT"> c MC7

zatem M2 — Y jest ciagtym martyngalem lokalnym na [0, 7).

Jednoznaczno$éé. Niech Y i Y procesy cigglte o niemalejacych trajektoriach takie, ze
Yy = Yy = 0 oraz M? —Y i M? — Y s3 martyngatami lokalnymi. Wéwczas istnieja momenty
zatrzymania 7, /' Ti7, /' T takie, ze (M? —Y)™ oraz (M? — Y )™ sa martyngatami. Biorac
On = Tn ATy /T dostajemy martyngaty (M? — Y )" = ((M? —Y)™)™ oraz (M? —Y)7" =
((M? —Y)™)™ proces (Y — Y)7" jest wiec martyngatlem o ograniczonym wahaniu, czyli jest
staly, zatem Y7 = Y77, Przechodzac z n — oo otrzymujemy Y =Y. O

Podobnie jak dla procesu Wienera dowodzimy twierdzenie o zatrzymaniu calki stochastycz-
nej wzgledem martyngatéw catkowalnych z kwadratem.

2’0, X € ﬁ%(M) oraz T jest momentem

Twierdzenie 10.2. Zalozmy, ze M € M7
X € LZ(MT) oraz

zatrzymania. Wéwczas Ijg 1 X € L£2.(M),

t tAT t
/0 Ljo,r(8)Xs dM;s = /0 X dM, = /O X, dM]  dla0<t<T.

Definicja 10.2. Dla T' < oo, M € Mj, . okreS§lamy przestrzen proceséw prognozowalnych,
lokalnie catkowalnych z kwadratem wzgledem (M)

t
AAL(M) = {(Xt)t<T — prognozowalny : /0 X2d(M)s <oopn. dlat< T}.

Poniewaz [ XdM = [ Xd(M — M) oraz (M — My) = (M), wiec bez straty ogdlnosci przy
uogdlnianiu definicji caltki bedziemy zaktadaé, ze My = 0.
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Definicja 10.3. Niech M = (M)icr € MS,., My =0, X = (Xy)t<r € A%(M) oraz 7, bedzie
rosnacym do 7' ciaggiem momentéw zatrzymania takich, ze M™ € M%’C 1o X € L2(M™)

dla wszystkich n. Calkq stochastyczng [ X dM nazywamy taki proces (Ny)ier = (fg X dM)ier,
ze N[* = [( Loy XdM™ dlan=1,2,....

Nietrudno udowodnié¢ (nasladujac dowdd dla catki wzgledem procesu Wienera), ze calka
[XdM dla M € M{ i X € AA(M) jest zdefiniowana poprawnie i jednoznacznie (z doklad-
noscia do nieodréznialnosci proceséw) oraz nie zalezy od wyboru ciagu momentéw zatrzymania
T

Nastepujacy fakt przedstawia podstawowe wlasnosci [ XdM.

Stwierdzenie 10.4. Niech M,N € Mj ..
a) Dla X € A%(M) proces [ XdM € M.
b) Jesli X,Y € AL(M), to aX +bY € A%(M) dla a,b € R oraz [(aX +bY)dM = a [ XdM +
b[YdM.

c) Jesli X € A2 (M) N A%(N) oraz a,b € R, to X € A2(aM + bN) oraz [ Xd(aM + bN) =
afXdM+0b[XdN.

Wowczas

Mozna réwniez sformutowaé twierdzenie o zatrzymaniu catki stochastycznej w ogdlnym przy-
padku.

Twierdzenie 10.3. Zaldimy, e M € MS, ., X € A2(M) oraz T bedzie momentem
zatrzymania. Wéwczas Ijg 1 X € AZ(M), X € A2(MT) oraz

t tAT t
/ Ljo,)(s) dMs = / X, dM, = / X dMT  dla0<t<T.
0 0 0

10.4. Zadania

Cwiczenie 10.1. Niech M = [W2dW;. Oblicz EM2. Jak wyglada przestrzen £2(M)? Czy
I/Vt_1 nalezy do tej przestrzeni?

Cwiczenie 10.2. Udowodnij Twierdzenia 10.2 i 10.3.

Cwiczenie 10.3. Udowodnij Stwierdzenie 10.4.

Cwiczenie 10.4. Zalézmy, ze X jest procesem cigglym, a M ciaglym martyngalem lokalnym.
Wykaz, ze jeslit < T, I1,, = (t(()n), tgn), . ,t,(fz)) jest ciagiem podzialéw [0, ¢] takim, ze 0 = t(()n) <

" <. <t =t oraz diam(I1,) — 0, to
kn—1

t
Z Xt(”)<Mt(”) —Mt(n)) —>/ X.dM; wedlug prawdopodobienistwa.
k=0 k k41 k 0

Cwiczenie 10.5. Wykaz, ze kazdy ciagly martyngal lokalny M = (M) <1, ktérego trajektorie
maja skonczone wahanie na kazdym przedziale [0, t] jest stale réwny M.
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Podczas tego wykladu zajmiemy sie interpretacja procesu (M). Wprowadzimy tez definicje
nawiasu skosnego pary ciaglych martyngaléw lokalnych.

11.1. Nawias sko$ny jako wariacja kwadratowa

Niech IT = (to,t1,...,tx) bedzie podziatem [0,t] takim, ze 0 = tg < t; < ... < tx = t.
Definiujemy wéwczas

Bedziemy tez czasem pisa¢ Vir¢(M) zamiast Vl'][‘,{t' Pokazemy, ze (M), jest granica Vrﬁ przy
diam(II) — 0, dlatego tez (M) nazywa sie czesto wariacjg kwadratowg M.

Zacznijmy od najprostszej sytuacji martyngaléw ograniczonych, tzn. takich, ze sup, || M;||c <
00.

Twierdzenie 11.1. Zatozmy, ze M jest ograniczonym martyngatem ciggltym Wowczas
Vl']l\j[t — (M)y w La(Q) dlat < T, gdy diam(IT) — 0.

Dowdéd. Mozemy zaltozyé, rozpatrujac zamiast M proces M — My, ze My = 0, bo Vi1 (M —My) =
Vire(M) oraz (M —Moy) = (M) (M —Mg)?—(M) = (M?*—(M))—2M My+M¢ jest martyngalem,
czyli, z jednoznacznodci (-), mamy (M — My) = (M)).

Niech II,, = (0 = tén) < tgn) < ... < t,(:l) = t) bedzie ciagiem podzialéw [0,¢] takim, ze
diam(II,,) — 0.

Polézmy C = supcr || Moo Liczymy

kn

Mf = (;(Mt,@ - Mt;(cri)l))z
— %:(Mtg) - Mté@l)z +2 g(Mt’gn> - Mt;@l)(Mt;n) - Mtg@l)
=Val, +2 Z(Mt;n) — Mtgi)l)Mt;i)l = Vil , 4+ 2N, (t).
J
Niech .
X,(s) := jzl Mt§i>11(t;,i)17t;n)] €&,

wowezas Ny (t) = [o Xn(s)dMs. Z ciaglosci M dostajemy X,,(s) — M; dla wszystkich s < t.
Ponadto |X,| < C, stad |X,, — M|?> < 4C? i na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoéci
zZmajoryzowanej,

t
IE/ | X, — M>d(M) — 0.
0

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Zatem X,, — M w L3(M), czyli N, — [ M dM w M7°, to maczy Nu(t) — [I MydM, w
Ly(Q2). WykazaliSmy zatem, iz

VM, = M — 2N, (t) — MP — Q/MdM w La(Q).

Proces Y := M? — 2 [ M dM jest ciagly, Yo = 0 oraz M? —Y = 2 [ M dM jest martyngatem.
By zakonczy¢ dowdd, ze Y = (M) musimy wykazaé¢ monotonicznosé trajektorii Y. Wybierzmy
s < t irozpatrzmy taki ciag podziatéw II,, odcinka [0,t], Ze s jest jednym z punktéw kazdego z
podzialéw. Wowcezas II,, mozna tez traktowaé jako ciag podzialéw [0, s] i okreslié Vé\f s~ Mamy

Lo M M L2
YS VHTL75 < VH'mt }/;”
czyli proces Y ma trajektorie monotoniczne. O

Uwaga 11.1. W szczegdlnosci przedstawiony dowdd pokazuje, ze dla martyngalu jednostajnie
ograniczonego M, takiego, ze My = 0, zachodzi M? =2 [ M dM + (M).

By uog6lni¢ Twierdzenie 11.1 na przypadek martyngatéw catkowalnych z kwadratem be-
dziemy potrzebowali dwéch faktow.

Lemat 11.1. Niech (&,) bedzie ciggiem zmiennych losowych, a (Ag) wstepujacym ciggiem zda-
rzen takim, ze P(U Ax) = 1. Zaldimy, Ze dla wszystkich k, zmienne §,14, zbiegajq wedlug praw-
dopodobienstwa (przy n — o) do zmiennej n. Wowcezas &, zbiega wedlug prawdopodobienstwa
do zmiennej 1 takiej, zZe nla, = ni p.n. dla k=1,2,....

Dowdéd. Dla k < [ mamy mla, = mp p.n., gdyz pewien podciag &§,,14, — m p.n., a zatem
Enda, = & 04,14, — mila, pn. (czyli réwniez wg P). Stad istnieje zmienna losowa n taka, ze

nla, = nk p-n..
Zauwazmy, ze P(Af) < /2 dla duzego k oraz przy ustalonym k, P(|€,14, —nk| > €) < /2
dla duzych n, stad

P([&n —nl > €) <P(AR) + P(|€nla, —nla,| > ) <e
dla dostatecznie duzych n. O

Kolejny lemat pokazuje, ze przy pewnych prostych zalozeniach mozna ze zbieznoéci wedtug
prawdopodobienstwa wyprowadzié¢ zbieznoéé¢ w L.

Lemat 11.2. Zaléimy, ze &, = 0, &, — & wedlug P oraz dla wszystkich n, E, = E£ < oo.
Wowczas &, — € w Ly.
Dowdd. Mamy

E[§ — &l = E(|€ — &l — (€ — &) = 2E(§ — §n)I{§>§n}

9 £
<5 T 2EE - &)lezenrs) < 5 T 2B eze, 15y

Na mocy zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa, lim, oo P(§ > &, +¢/4) = 0. Ponadto E|{| =
E¢ < oo, zatem {£} jest jednostajnie catkowalna , czyli |E{I4| < €/2 dla odpowiednio malego
P(A). Stad E¢lgex¢, +c/ay < €/2 dla duzych n, a wige E|§ — &,| < e. O

Twierdzenie 11.2. Zaidzmy, ze M € M%’C, wowczas dla t < T, Vr% — (M) w
L1(Q), gdy diam(II) — 0.
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Dowdd. Jak poprzednio mozemy zaktada¢, ze My = 0. Ustalmy ciag podziatow II, taki, ze
diam(II,,) — 0.

Istnieje ciag momentéw zatrzymania 7, /' T taki, ze M jest jednostajnie ograniczony (np.
T = inf{t: |M;| < k}). Na mocy Twierdzenia 11.1, dla ustalonego k, mamy przy n — oo,

Vi, o(M™) £ (M), = (M),

Stad
ey L .
Licr Vit o (M) = Ty Vi, o (M) =5 Ty y (M) {F = Ticr y (M)

Zbiezno$¢ w Lo implikuje zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa, zatem mozemy stosowaé Le-
mat 11.1 do &, = Vi1, (M) 1 Ax = {t < 7}, by otrzymaé Vi, (M) — (M); wedlug P. Mamy
jednak

E(M); = EM} = E[Vir, «(M) +2) My (M) = Mt(n>1)] = EVi, +(M),
j J— J J—

a zatem na mocy Lematu 11.2, Vi1, (M) — (M), w L. O

Dla martyngatéw lokalnych zachodzi zblizone twierdzenie, tylko zbieznos¢ w L; musimy
zastapi¢ zbieznoscia wedtug prawdopodobienstwa.

Whiosek 11.1. Zaloimy, ze M € M; ., wowczas dlat < T, Vr% — (M) wedlug prawdopodo-
bienstwa, gdy diam(II) — 0.

Dowdéd. Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze My = 0, wéwczas M € /\/lfoi Niech II,, beda
podziatami [0,¢] o érednicy zbieznej do zera oraz 7, /' T takie, ze M™ € M?>¢. Na podstawie
Twierdzenia 11.2 otrzymujemy, ze dla ustalonego k,

Vi, «(M™) Z5 (M) = (M)™,
Stad

T] L T]
Vin, (M), 50 = Vi, (M7, sy —= (M), o0 = (M), s

Teza wynika z Lematu 11.1. O

11.2. Uogoblnienie definicji nawiasu skosnego

Nawias skoény okresla sie nie tylko dla pojedynczego martyngatu, ale tez i dla pary martyn-
galow.

Definicja 11.1. Nawiasem sko$nym dwoch cigglych martyngaléw lokalnych M i N nazywamy
proces (M, N) zdefiniowany wzorem

(M, N) = (M + N} — (M~ N)].

Stwierdzenie 11.1. a) Zalézmy, ze M, N € M?F’C, wowcezas (M, N) to jedyny proces o trajek-
toriach cigglych majgcych wahanie skoriczone na [0,T] taki, ze (M, N)y = 0 oraz MN — (M, N)
jest martyngatem na [0, 7).

b) Zatoimy, ze M,N € M; ., wowczas (M, N) to jedyny proces o trajektoriach cigglych ma-
jacych wahanie skoriczone na [0,t] dla t < T taki, ze (M,N)o = 0 oraz MN — (M, N) jest
martyngatem lokalnym na [0,T).
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Dowdd. Jednoznaczno$é dowodzimy jak dla (M), za$§ wymienione wlasnosci wynikaja z tozsa-
mosci

MN—(M,N}:i{((M+N)2—<M+N>) — (M= N2 = (M- N))].
O

Stwierdzenie 11.2. Niech II,, = (t(()n),tgn), e ,t,(;i)) bedzie ciggiem podzialow [0,t] takim, Ze
0=t <t <...<t{") =t oraz diam(Il,) — 0.
a) Jesli M, N € M>¢, to dlat <T,

ko1
> (M) — M) (Nywy — Nywy) = (M,N)y w Ly (Q).
k=0 k+1 k k+1 k

b) Jesli M,N € M>C, todlat<T,

loc”

kpn—1
Z (Mt(”) — Mt("))(Nt(") — Nt(n)) — (M,N); wedlug prawdopodobieristwa.
k=0 k+1 k k+1 k

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze

(Mt — M)(Ny — Ns) = i[((Mt + Np) = (M + Ny))? = (Mg = Ny) = (M = Ny))?]

i skorzystaé¢ z Twierdzenia 11.1 i Wniosku 11.1. O

Stwierdzenie 11.3. Dla dowolnych cigglych martyngatow lokalnych M i N,

a) (M, M) = (M) = (=M),

b) (M,N) = (N, M),

C) <M_M07N> = <M7N_NO> = <M_M07N_NO> = <M7N>:

d) (N,M) — (M, N) jest przeksztalceniem dwuliniowym,

e) (MT",NT)=(M",N)=(M,N") = (M,N)" dla kazdego momentu zatrzymania T,
f) jesli X € AA(M) oraz Y € AA(N), to ([ XdM, [YdN) = [ XY d(M, N).

Szkic dowodu.. Punkty a), b) i ¢) wynikaja natychmiast z definicji, punkt d) z Wniosku 11.1.
To, ze (M",N7) = (M, N)™ dowodzimy jak w Stwierdzeniu 10.3 (wykorzystujac Stwierdzenie
11.1). Pozostale réwnosci w e) wynikaja ze Stwierdzenia 11.2. Punkt f) dowodzimy najpierw dla
przypadku, gdy M i N sa martyngatami, zas X i Y procesami elementarnymi, nastepnie dla X &€
L2.(M) oraz Y € L3(M) i wreszcie, wykorzystujac wlasnoéé e), dla przypadku ogdlnego. O

11.3. Zadania

Cwiczenie 11.1. Oblicz (W W?2), gdzie W' W? sa niezaleznymi procesy Wienera.

Py

wiczenie 11.2. Wykaz, ze
a) [(M, N)| < (M)(N)
b) Wah[s,t}«M? N>) < %[<M>t - <M>s + <N>t - <N>s]

Cwiczenie 11.3. Uzupekij dowéd Stwierdzenia 11.3.

Cwiczenie 11.4. Wykaz, ze dla dowolnego procesu M € MS | X € AT (M) oraz momentu

C
loc?
zatrzymania 7 < T,

t 2 T
Esup(/ X dM) <4E/ X2 d(M),.
0 0

t<t
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Cwiczenie 11.5. Zalézmy, ze M € Mi ., My = 0 oraz 7 jest momentem zatrzymania takim,
ze E(M); < co. Wykaz, ze M™ jest martyngalem.

Cwiczenie 11.6. Okreslamy
(k+1)/n

wiaw,|”.
/n

3n—1
Sn(a) = l;} ‘/k;

a) Wykaz, ze ciag S, (2) jest zbiezny w L; i zidentyfikuj jego granice.
b) Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa ciagu S, («) dla a # 27



12. Dalsze wtasnosci calki stochastycznej

Podczas tego wykladu wykazemy szereg waznych wtasnosci catki stochastycznej, ktore po-
zwolg nam pézniej udowodnié¢ wzér Ito.

12.1. Zbieznos¢é zmajoryzowana dla calek stochastycznych

Zacznijmy od wersji stochastycznej twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;j.

Twierdzenie 12.1. Zaloimy, e M € ./\/llzoi oraz X, $q procesami prognozowalnyms

takimi, zZe limy,_,o X, t(w) = Xi(w) dla wszystkich t < T,w € Q. Jesli dla wszystkich
t<Tiwe€Q, |Xni(w)| <Yi(w) dla pewnego procesuY € A:(M), to X,,, X € A2 (M)
oraz

¢ ¢
/ XpdM — / XdM  wedlug prawdopodobienstwa przy n — oo.
0 0

Dowod. Proces X jest prognozowalny jako granica proceséw prognozowalnych. Ponadto dla
t<T,

t t t
/ X3d<M>s,/ X2 d(M), </ Y2d(M), < o0 p.n.,
0 0 0

wiec Xy, X € A2(M). Bez straty ogélnosci mozemy tez zalozy¢, ze My = 0.

Niech 7, T takie, ze M™ € M?p’c oraz Ijg 1Y € L2.(M™). Poniewaz Lo 7 Xn < Ijo,r Y
wige Ijg 7,1 Xn € L2.(MT™). Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej tatwo wykazaé,
ze 1jg 7 Xn — Lo,y X W L2.(M™). Stad dla ustalonego k,

tATE

tATY t La(9) "
/ XndM:/ I[O,Tk]XndMTk — / I[Oka]XdMTk :/ XdM,
0 0 0 0
czyli t t
L
I{Tk%}/o XndM = I{Tk->t}/0 XdM przy n — oo.

Zbiezno$¢ w Lo implikuje zbiezno$é wedtug prawdopodobienstwa, by zakonczy¢é dowodd wystar-
czy skorzystaé¢ z Lematu 11.1. O

12.2. Calkowanie przez podstawienie

Definicja 12.1. Méwimy, ze proces X jest lokalnie ograniczony, jesli istnieja momenty zatrzy-
mania 7, /T takie, ze procesy X™ — X sa ograniczone.

Uwaga 12.1. Kazdy proces ciagly, adaptowalny jest lokalnie ograniczony.

Kolejne twierdzenie podaje wzér na calkowanie przez podstawienie.

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Twierdzenie 12.2. a) Zalézmy, Ze N € M%C, X € L2(N), Y jest procesem progno-
zowalnym ograniczonym oraz M = [ XdN. Wéwczas Y € L3(M), XY € L%(N) oraz
[YdM = [ XYdN.
b)Zatoimy, ze N € M{ _ , X € A%(N), Y jest procesem prognozowalnym lokal-
nie ograniczonym oraz M = [XdN. Woéwczas Y € AA(M), XY € A%(N) oraz
[YdM = [ XYdN.

Dowdd. a) Zalézmy wpierw, ze Y jest procesem elementarnym postaci

n—1

Y = &oloy + D &Lty 0,00
=0

gdzie 0 = tg < t1 < ... <ty <T,zas  sg ograniczonymi zmiennymi J;, -mierzalnymi. Wéwczas

t
JRCIED SIS
J

t t
_ Zgj( /0 0,1, XdN — /0 I[O,t].]XdN)
J
t t
= ij/o Lt by X AN = Z/o ity 150 X AN
J J
¢ t
= /0 D &yt XN = /0 Y XdN.
J
Jedli Y jest dowolnym ograniczonym procesem prognozowalnym, to
B [ Y2, < IVILE [ (), = [V IRy = [YIREM < o,

wiec Y € L2 (M). Nietrudno tez sprawdzi¢, ze XY € L%(N). Mozemy znalez¢ procesy elemen-
tarne Y, zbiezne do Y w L%(M), co wigcej mozemy zalozyé, ze ||[Ynlloo < ||Y|loo. Zauwazmy,
ze

XY — XYol2, _E/ (XY — XY,)2d(N), :E/OTW—Yn)ngdu\f)S
=B [ (00 V), = |V~ Yol ) — O
wige Y, X — Y X w L4(N). Stad dlat < T
/ XYdN £ / XY, dN = /Y M L2, /OtYdM.
b) Mamy fg YodM = YoM, = Yofg’ XdN = fg Yo XdN, zatem rozpatrujac Y — Y, zamiast
Y mozemy zaktadaé,ze Yy = 0. Niech 7, /T takie, ze Y™ jest ograniczone, N™ € M?p’c oraz

XTjo,r,) € LZ(N™). Zauwazmy, ze

M™ = / XdN / XTjo ) dN™,
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zatem na mocy czesci a),
( / yam)" = / Vg, dM™ = / Yo XL 7 AN
_ / XY, dN™ = ( / xvdN)".

Biorac n — oo dostajemy teze. O

12.3. Calkowanie przez czesci

Sformutujemy teraz pierwsze twierdzenie o catkowaniu przez czesci.

Twierdzenie 12.3. Niech M, N € M¢ _, wéwczas

@
loc’

t t
M,N, = MyNp + / M.dN, + / N,dM, + (M, N),. (12.1)
0 0

Stosujac twierdzenie do M = N dostajemy natychmiast.
Whniosek 12.1. Jesli M € M; _, to

t 1 1
/ MydM, = §(Mt2 — M3 - (M)
0
Whiosek 12.2. Niech X,Y € A2, M = [ XdW oraz N = [ YdW, wéwczas
t t
M;N, :/ Msts—l—/ NydM, + (M, N,
0 0
t t t
:/ MSYSdWS—I—/ NsXdes—i-/ X,Yds.
0 0 0

Dowdd. Pierwsza réwno$é wynika z Twierdzenia 12.3, druga z Twierdzenia 12.2 oraz tego, ze
(M,N) = [ XYds. O

Dowdd Twierdzenia 12.53. Calki [ MdN i [ NdM sa dobrze okreslone, gdyz procesy M i N sa
ciagle, zatem lokalnie ograniczone.
Mozemy zalozyé, iz My = No = 0, gdyz (M, N) = (M — No, N — Np),
/MdN - /Md(N ~Ny) = /(M ~ Mo)d(N — No) + /Mod(N — )
= /(M — Mp)d(N — No) + Mo(N — No),

zatem

t t

M0N0+/ MdN+/ NdM + (M,N); — MyN;
0 0
t t
= [ M = Ma)d(N = No) + [ (N = Ma)d(M — M)
+ (M — No, N — No)y — (My — Mo)(N; — No).
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Wystarczy udowodnié, ze teza zachodzi dla M = N, tzn.
¢
M2 = 2/ MdM, + (M), dla M € MS,., My = 0. (12.2)
0

Jesli bowiem zastosujemy (12.2) dla M + N i M — N, odejmiemy stronami i podzielimy przez
4, to dostaniemy (12.1).
Wiemy (zob. Uwaga 11.1), ze (12.2) zachodzi przy dodatkowym zalozeniu ograniczonosci

M. W ogbélnym przypadku okreslamy
=inf{t > 0: |M| > n} AT,
wtedy 7, /' T. Ponadto M™ jest ograniczonym martyngatem lokalnym, zatem ograniczonym
martyngatem, wiec
(M2)T = (M) =2 / M™dM™ 4+ (M™) = 2 / Mg 1 dM + (M)™
_9 / Mg, dM + (M)™ = (2 / MdM + (M)

Przechodzac z n — oo dostajemy (12.2). O

Definicja 12.2. Przez V¢ oznaczamy procesy ciagle, adaptowalne, ktorych trajektorie maja
wahanie skonczone na kazdym przedziale [0,¢] dla t < T.

Udowodnimy teraz kolejne twierdzenie o catkowaniu przez czesci.

Stwierdzenie 12.1. Zaléimy, ze M € Mj, ., A € V¢, wowczas
t t
M A, = MyAg + / AdM, + / M. dA,.
0 0

Dowdd. Jak w dowodzie Twierdzenia 12.3 mozemy zaltozy¢, ze My = Ay = 0.
Zaltézmy wpierw, ze M i N sa ograniczone. Zauwazmy, ze

n

MA; = (Myj — Myi—1y/n Z Atkjn — At(k=1)/n
J=1 k=1

= (Myjjn — Myi_1y/n) (Atjn — Ar(i—1)/n)
J:

+ Z M1y (A = Asgg-1ym) + D (M — My -1y n) A1)/
7j=1 7j=1

=:ap+b, +cy.

3

—_

Sktadnik b,, dazy prawie na pewno do fg MdA (definicja calki Riemanna-Stieltjesa). Nietrudno
sprawdzi¢, ze procesy elementarne

An =Y Aiay b1y mtif)
j=1

zbiegaja w L2(M) do A, stad ¢, = f(f AndM zbiega w Lo do f(f AdM . Zauwazmy tez, ze

M:

|an|2

(Mt]/n Mt(] 1) /n 2 Z At]/n - (- 1)/71)2
7=1

<.
Il
—

M:

(Mt]/n My;—1y/n)? Sup |Agjm — Aij—1)/nIWahg 4 (A).
xRN

<.
Il
-
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Pierwszy czynnik powyzej dazy do (M); w Lo (w szczegdlnosci jest wiec ograniczony w Lo ), drugi
za$ dazy do zera p.n. (proces A jest ciagly), stad a, dazy do 0 wedlug prawdopodobienstwa.
Zatem

¢ t
MiA; = ap + by + cn ﬂ/ MdA+/ AdM.
0 0
Jesli M i A nie sg ograniczone, to okreslamy
o =inf{t > 0: |My| > n} Ainf{t > 0: |A| > n} AT.

Mamy |A™| < n, |[M™| < n, wiec z poprzednio rozwazonego przypadku
(MA)™ = /ATndMTn +/MmdATn _ (/AdM+/MdA)T",

przechodzac z n — oo dostajemy teze. ]

Ostatnie twierdzenie o catkowaniu przez czesci jest nietrudna konsekwencja definicji catki
Riemanna-Stieltjesa.

Stwierdzenie 12.2. Zaldéimy, Ze A, B € V¢, wéwczas

t t
AiBy = ApBy —|—/ AsdBs +/ BydAs;.
0 0

12.4. Ciagle semimartyngaty

Definicja 12.3. Proces Z = (Z;)i<7 nazywamy cigglym semimartyngalem, jesli da sie przed-
stawi¢ w postaci Z = Zg+ M + A, gdzie Z jest zmienng Fy-mierzalna, M € /\/lfoc, A € V¢ oraz
Ag = My =0.

Uwaga 12.2. Rozklad semimartyngatu jest jednoznaczny (modulo procesy nieodréznialne).

Dowdd. Je§i Z = Zog+ M+ A= Zyg+M' + A, to M — M’ = A’ — A jest cigglym martyngalem
lokalnym, startujacym z zera o ograniczonym wahaniu na [0,¢] dla ¢t < T, zatem jest stale réwny

0. O

Przyklad 12.1. Proces Itd, tzn. proces postaci Z = Zy + [ XdW + [Yds, gdzie X € A%, YV
prognozowalny taki, ze fg |Ys|lds < oo p.n. dla t < T jest semimartyngatem.

Przyklad 12.2. Z twierdzenia Dooba-Meyera wynika, ze kwadrat martyngalu jest semimar-
tyngatem.

Definicja 12.4. Jedli Z = Zy+ M + A jest ciaglym semimartyngatem, to okreslamy [ XdZ :=
[ XdM + [ XdA, gdzie pierwsza calka to calka stochastyczna, a druga calka Stieltjesa.

Twierdzenie 12.4. Jesli Z = Zy+ M + A oraz Z' = Z), + M' + A" sq cigglymi
semimartyngalami, to ZZ' tez jest semimartyngatem oraz

27 = ZyZ} + / ZdZ' + / Z'dZ + (M, M").

Dowdd. Mamy Z7' = ZyZ{+ MM'+ M A"+ AM' + AA’ i stosujemy twierdzenia o calkowaniu
przez czesci (Twierdzenie 12.3, Stwierdzenia 12.1 1 12.2). O
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Dla semimartyngaléw wygodnie jest tez wprowadzi¢ nastepujaca definicje:

Definicja 12.5. Jesli Z = Zo+ M + A, Z' = Z| + M’ + A’ sa ciaglymi semimartyngatami, to
przyjmujemy (Z, Z') = (M, M').

12.5. Zadania

Cwiczenie 12.1. Udowodnij Stwierdzenie 12.2.

Cwiczenie 12.2. Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czeéci przedstaw [ W2dW; jako
wyrazenie nie zawierajace catek stochastycznych.

Cwiczenie 12.3. Zalézmy, ze X jest procesem ciaglym, a Z ciagglym martyngatem lokalnym.
Wykaz, 7e jesli t < T, 1L, = (¢5”, 1", ..., #{") jest ciagiem podzialéw [0, ¢] takim, 7e 0 = #5") <
tgn) <...< t,iz) =t oraz diam(II,) — 0, to

kn—1 ;
Z Xw(Zwy —Z,wm)— / XsdZs  wedlug prawdopodobienistwa.
k=0 tk tk+1 tk 0

Cwiczenie 12.4. Niech II,, = (t(()n),tgn),...,t,g:)) bedzie ciagiem podzialéw [0,¢] takim, zZe
0= t(()n) < tgn) < ... < t,gz) = t oraz diam(Il,,) — 0. Wykaz, ze dla dowolnych ciaglych

semimartyngatéw X i Y,

kn—1

> (X

— Xt(n))(Y;(n) — Y{t(n)) — (X,Y); wedlug prawdopodobienstwa.
k=0 k+1 k k+1 k



13. Wzoér Itd

Podczas tego wykladu udowodnimy fundamentalne twierdzenie dla analizy stochastyczne;j.
Pokazuje ono, ze klasa semimartyngatéw ciagtych jest zamknieta ze wzgledu na funkcje gtadkie
oraz podaje wzor na rozniczke stochastyczna df (X).

13.1. Podstawowe twierdzenie analizy stochastycznej

Twierdzenie 13.1 (Wzér Itd). Zaldimy, ze Z = Zy+ M + A jest cigglym semimar-
tyngatem, f funkcjg klasy C? na R. Wowczas f(Z) tez jest semimartyngatem oraz

f(Z) = f(Zo) +/ f(Z5)dZs +2/ f"(Zs)d{M)s. (13.1)

Dowdd. Wszystkie catki w (13.1) sa dobrze zdefiniowane, bo procesy f'(Zs) i f"(Zs) sa ciagle,
zatem f'(Zs) € A(M) oraz f"(Zs) jest catkowalne wzgledem (M).
Wzér 1t6 (13.1) bedziemy dowodzi¢ poczynajac od najprostszych przypadkéw.

Przypadek 1. Z jest semimartyngatem ograniczonym, a f wielomianem.

Z liniowosci obu stron (13.1) wystarczy rozpatrywaé przypadek, gdy f(x) = z™. Pokazemy
ten wzor przez indukcje po n.

Dla n = 0 teza jest oczywista. Zalézmy wiec, ze (13.1) zachodzi dla f(z) = x™ pokazemy go
dla g(z) = o f(z). Zauwazmy, ze ¢'(z) = f(x) + zf'(z) oraz ¢"(x) = 2f'(x) + = f"(x). Ze wzoru
na calkowanie przez czesci,

9(2) =20 (20) = 70 (Z0) + | " Zudf(2) + / ' f(2)dz

+ </f/(Z)dM, M>

—g(Z) + / (Zof(Z:)dZ, + 3 2:f"(Z / f(z

+ /0 F(Zs)d(M),

=97+ [ 9 (Z0dzi+ 3 [ "2

Przypadek II. Z jest semimartyngalem ograniczonym (a f jest dowolng funkcja klasy C?).

Niech C := ||Z]|s < 00, istnieje ciag wielomianéw f,, taki, ze
1
[fal@) = f@)] [ fo(@) = f(@)], | fi(z) = f@)] < = dlaz € [-C,C].

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Wtedy fn(Zs) — f(Zs), fo(Zs) — f'(Zs), f,(Zs) — ["(Zs) jednostajnie oraz |fy,(Zs)| <
Sup,, Sup|yi<c | f(*)| < sup, <o |f/(z)] +1 < oo, wige z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoci
zmajoryzowanej (dla catki zwyklej i stochastycznej),

£(20) = fulZ) = o) + [ fu(zaaze+ 5 [ iz,
Zg+/f dZ+/f” M)s.

Przypadek III. Zmienna Zj jest ograniczona.
Polt6zmy w tym przypadku
=inf{t > 0: |Z;| > n} AT,

wowezas Z™ = Zg+ M™ + A™ jest ciaglym ograniczonym semimartyngatem oraz Zt(n) — 74
p.n.. Na mocy przypadku II, (13.1) zachodzi dla ZM) | wiec

n (n I n T
1) = Zo+/f )+*/fW4UMMﬂs

t/\‘rn tATh

ZO +/ I[O T’L]dZ + 2/ ” Z(n))I[O,TVL]d<M>§n
t/\Tn tATh //

ZO +/ I[D Tn}dZ + 2/ Z )I[O,Tn]d<M>s
t/\Tn tATh

£(Z0) +/ )dZ + 2/ F(Z)d(M),.

Biorac n — oo dostajemy (13.1).

Przypadek IV. Z jest dowolnym semimartyngalem ciaglym.
Polézmy Zén) = (ZoAn)V —n oraz Z(") = Zén)—l—M—{—A. Zauwazmy, ze [ XdZ = [ XdZ™,
wigc, poniewaz wiemy juz, iz (13.1) zachodzi, gdy Zy ograniczone, to

$2) = 52 + [ 5z, [ ., (132)
0 0

Mamy
|1/(Z)| < sup | f/(Z{)] ==Y,

proces Y jest prognozowalny jako supremum proceséw prognozowalnych, ponadto

supsup |Z™| < |Zo| + sup | M| + sup |As| < oo p.n..
n  s<t s<t s<t

Zatem z cigglo$ci f', supyq, |Ys| < oo pn., skad Y € A3(M). Z twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznosci zmajoryzowanej dla caltek stochastycznych,

/f dM—>/f

ponadto z twierdzenia Lebesgue’a dla zwyklej catki,

/t f’(ZS(”))dAS—>/tf’(ZS)dAS po..
0 0
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Podobnie sup,, sup,; | f” (ZS )\ < oo p.n. i ponownie stosujac twierdzenie Lebesgue’a dostajemy

[ 1, [ p@zgaon, pa.
0 0

Oczywiscie f(Zt(n)) — f(Z;) p-n., wiec mozemy przej$¢ w (13.2) z n do oo, by dostaé (13.1).
O

Whiosek 13.1. Dia f € C%(R),

F(w +/f dW+2/f”

W podobny sposéb jak w przypadku jednowymiarowym mozemy udowodni¢ wielowymiarowa
wersje twierdzenia Ito.

Twierdzenie 13.2. Zaldzmy, ze f: R? — R jest funkcjg klasy C? oraz Z =
(ZW,...,ZD), gdzie ZO) = Z(()l) + MWD + AW sq cigglymi semimartyngalami dla
i=1,...,d. Wowczas f(Z) jest semimartyngalem oraz

t 9 . .
f(Z) = f(2) +Z/ f 5)dZ + Z/ 837@81;3 Ya(M D, MOy,

13.2. Twierdzenie Levy’ego

Twierdzenie 13.3 (Levy). Zaldzmy, ze M jest cigglym martyngatem lokalnym takim,
ze Moy = 0 oraz M?—t jest martyngatem lokalnym. Wéwczas M jest procesem Wienera.

Dowdd. Musimy wykazaé, ze dla s < t, My— M, jest niezalezne od Fs oraz ma rozktad N (0, t—s).
W tym celu wystarczy wykazaé, ze

E(ehMi=M) £y = e 2= dlat>s>0, heR. (13.3)

Istotnie (13.3) implikuje, ze Ee!MMi=Ms) = exp(—1(t — s)h?) dla h € R, czyli M; — M, ~

N(0,t — s). Ponadto dla dowolnej Fs-mierzalnej zmiennej 1 oraz hy, he € R,
]Eeihl(Mths)+ih2n _ E[eihgnE(eihl(Mt*Ms) ’j:‘s)]
_ E[eihzne—%(t—s)h%] — Eei}unEeihl(Mt_Ms).

Zatem M; — M, jest niezalezne od zmiennych F,-mierzalnych, czyli jest niezalezne od Fs.

Zastosujmy wzér Ité dla f(z) = e (wzér 1t6 zachodzi tez dla funkcji zespolonych, wystar-
czy dodaé¢ odpowiednie réwnosci dla czesci rzeczywistej i urojonej),

MM = F(My) = F(Mo) + / /(M )AM, + / F(M)d(M),
h2

¢
:1—|—ih/ eMMu g, =5 ) MM gy,
0

. t h2 t
= hMs 4 ih/ eMMugpg, — ?/ eMu gy,
S S
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Niech N := g MM AN, wéwezas N jest martyngalem lokalnym oraz z nieréwnosci Dooba
(Twierdzenie 9.3),
o
E sup N2 < 4E/ |eth M2y, = 4t
0<s<t 0

czyli N jest na kazdym przedziale skonczonym majoryzowany przez zmienng catkowalna, zatem
jest martyngatem. Ustalmy A € Fs, wtedy

‘ ' h2 t .
E[ethtIA] — E[ethSIA] + E[(Nt - NS)IA] - ?E{/ ethudUIA

h? S

t )
o) E[ethMe] 4] du.

= E[eihMSIA] -
Zdefiniujmy g(u) = E[e!Ms+e] 4], wtedy

2 t
ot =) = 90) = 5 [ glu=s)u,

czyli
h? v
9(r) =9(0) == | g(u)du.
0
Funkcja g jest ciagla, a zatem z powyzszego wzoru jest rézniczkowalna i spelnia réwnanie
rozniczkowe
/ h?
gr)=—=9(r).

Zatem g(r) = g(0) exp(—2h%r) dla r > 0, czyli

)

E[ehMi],] = E[ei"Me]4]e~3h(9) = E[eitMam3h?(t=9)] )
stad E(e"Mt|F,) = exp(ihMs — 1h*(t — s)) pn. i

E(eih(Mt_Ms)‘fs) — e—ithE(eihMt ‘fs) _ 6_%h2(t_s)-

Uwaga 13.1. Rownowaznie Twierdzenie Levy’go mozna sformutowaé¢ w nastepujacy sposéb:
Jesli M € M, oraz (M) =t, to M — My jest procesem Wienera.

Uwaga 13.2. Zalozenie cigglosci M jest fundamentalne. Jesli potozymy M; = N, — ¢, gdzie N
jest procesem Poissona z parametrem 1, to ME — t jest martyngalem, a oczywiscie M nie jest
procesem Wienera.

Mozna tez udowodnié¢ wielowymiarowa wersje twierdzenia Levy’ego.

Twierdzenie 13.4. Zaldzmy, ze M MW, MWD sq cigglymi martyngatami lokalnymi
takimi, ze Mél) =0 oraz Mt(z)Mt(]) — 0; ;t sq martyngatami lokalnymi dla 1 < 1,5 < d.
Wowczas M = (M(l), e ,M(d)) jest d-wymiarowym procesem Wienera.
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13.3. Charakteryzacja procesu Wienera za pomoca martyngaléow
wykladniczych

Twierdzenie 13.5. Zaloimy, zZe proces M jest ciqgly, adaptowalny oraz My = 0.
Wowczas M jest procesem Wienera wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich A € R,
exp(AM; — \?t/2) jest martyngatem lokalnym.

Dowéd. To, ze exp(AW; — A*t/2) jest martyngalem jest prostym i dobrze znanym faktem. Wy-
starczy wiec udowodni¢ implikacje ”<=".

Okredlmy 7, := inf{t > 0: |My| > n} A n, woéwczas 7, / oo oraz dla wszystkich A proces
Xi(A\) = exp(AMipr, — A2t A 7,,/2) jest ograniczonym martyngatem lokalnym (z dotu przez 0, z
gbry przez e|’\‘"), a wiec martyngatem. Stad

E[X,(\La] = E[X,(\)14] dlas<t, A€ F.

Zauwazmy, ze X¢(0) = 1 oraz

‘dXt()‘)
dA

Stad, z Twierdzenia Lebesque’a o zbieznosci zmajoryzowanej dla t < s, A € Fy,

\ = | X;(N) (Minr, — MEATR)| < X(n+ Xon)  dla [A] < Ao

EIX () (M, — M AT)LA] = lim B[ (XA -+ h) — X))
= }llii%IEE(Xs()\ + h) = Xo(A))La] = E[Xo(A)(Minr, — As A 7)La].

Biorac A = 0 dostajemy E[Mirr,14] = E[Msar,14], czyli M™ jest martyngalem, a wiec M €
27

Mloi'
By skorzystaé z twierdzenia Levy’ego i zakoficzy¢ dowéd musimy jeszcze wykazaé, ze M2 —t €
2,c .

M. Szacujemy dla |A| < A,

‘det()\)

| = XN [(Minr, =t A7) = tAT]| < 9" [(n 4+ Aon)” + 11,

skad w podobny sposéb jak dla pierwszych pochodnych dowodzimy, ze dla t < s, A € Fg,
E[X:(A)((Miar, — M ATR)? =t ATp)1a] = E[Xs(A)(Mapr, — A8 A7n)% — 5 A 7,)1al.

Podstawiajac A = 0 dostajemy

EI(ME,, — ¢ Am)lal = E[(M2, — 5 A 7)),
czyli (M? — t)™ jest martyngatem, wiec M? —t € Mfoz O

13.4. Zadania

Cwiczenie 13.1. Korzystajac ze wzoru Ito oblicz (W72) oraz (W;, e"V?).

Cwiczenie 13.2. Niech Z;, = exp(A\W; — M\t/2). Wykaz, ze dZ; = NZ;dW; tzn. Zy = 1 +
A Jy ZsdWs.
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Cwiczenie 13.3. Niech f bedzie funkcjg klasy C? na R?, korzystajac z wzoru Itd oblicz
df (t, Wy).

Cwiczenie 13.4. Niech M bedzie ciaglym martyngalem lokalnym. Wykaz, ze proces N; =
exp(M; — %(M )t) jest ciaglym martyngatem lokalnym oraz nadmartyngatem. Ponadto jesli M
jest ograniczony, to N jest martyngatem.

Cwiczenie 13.5. Niech g: R? — R bedzie funkcjg klasy C2, G zbiorem otwartym ograniczonym
w R? oraz x € G. Okredlmy 7 := inf{t: W, +x ¢ G}. Korzystajac ze wzoru Itd wykaz, ze jesli g
jest harmoniczna w G, to h(W] + z) jest martyngalem. Pokaz, ze wystarczy zakladaé, iz g jest
klasy C? w pewnym otoczeniu domkniecia G.

Cwiczenie 13.6. Wykaz, ze dla 3-wymiarowego ruchu Browna W; i a € R3,a # 0 proces
X; = |W; — a|~! jest martyngalem lokalnym, ale nie jest martyngatem. Ponadto X; jest nad-
martyngatem oraz zbiega do 0 w L i prawie na pewno.

Cwiczenie 13.7. Wykaz, ze 2-wymiarowego ruchu Browna W; i a € R%,a # 0 proces X; =
In |W; — a| jest martyngalem lokalnym. Wywnioskuj stad, ze z prawdopodobiefnistwem 1 proces
Wy omija punkt a, ale trajektoria procesu jest dowolnie bliska punktu a.

Cwiczenie 13.8. Zalézmy, ze W = (W(l), w®, W(3)) jest tréjwymiarowym procesem Wienera
oraz . .
X, = / sin(W,haw, ) + / cos(Waw .
0 0
Wykaz, ze X jest procesem Wienera.

Cwiczenie 13.9. Udowodnij Twierdzenie 13.4.

Cwiczenie 13.10. Niech T' < oo oraz X = (Xt)o<t<T bedzie procesem prognozowalnym takim,
ze dla pewnej liczby calkowitej m > 1 zachodzi

T
IE/ X2m(s)ds < oo.
0
Wykaz, ze X € L3 oraz M = [ XdW jest martyngalem takim, ze
T
EMZ™ < (m(2m — 1))"T™E / X2mds,
0

Wskazowka. Zastosuj wzor Ité ¢ nierownosé Holdera.

Cwiczenie 13.11. Niech W = (W1 ... ,W9) bedzie d-wymiarowym ruchem Browna, a R; =
|W|. Wykaz, ze

@ e . .
a) By := Z;l:l g M]%g dW? jest jednowymiarowym procesem Wienera;

b) Ry = f(f ‘Zi;Rids + B; (R; jest nazywane procesem Bessela).

Cwiczenie 13.12. Niech Z = Zp+ A+ M,Y =Yy+ B+ N beda ciagltymi semimartyngatami.
Definiujemy catke Stratonowicza wzorem

t t 1
/ Y o0dZ ::/ YidZs + = (M, N).
0 0 2
Pokazaé, ze jesli f jest funkcja klasy C2 na R, to

£(20 = 120 + [ £(Z2) o dz.
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Cwiczenie 13.13. Pokazaé, ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania oraz dowolnym ciagu

Ty = {tén), tgn) ...,tg:z)} podzialéw odcinka [0, t] takim, ze diam(m,) — 0 zachodzi
En )/;(n) —I-Y;(_n) t
> (Z ~ Zyw) — [ YeodZ,
j=1 2 i 4 0

przy n — oo wedlhug prawdopodobienstwa.



14. Stochastyczne Réwnania Rézniczkowe

7 caltka stochastyczna wiaze sie pojecie réwnania stochastycznego. Podamy kryteria istnienia
i jednoznacznosci rozwigzan takich réwnan oraz omowimy kilka przyktaddw.

14.1. Jednorodne réwnania stochastyczne

Definicja 14.1. Zatézmy, ze b, o: R — R sg funkcjami cigglymi, a £ zmienng losowa Fs-mierzalna.
Moéwimy, ze proces X = (Xt)te[s,T) rozwiazuje jednorodne rownanie stochastyczne

dX; = b(Xt)dt + J(Xt)th, Xs =€, (141)
jesli
t t
X, = g+/ b(X,)dr +/ o(X,)dW,, t € [s,T).

Uwaga 14.1. PrzyjeliSmy, ze b i o sa funkcjami cigglymi, by uniknaé¢ probleméw zwigzanych
z mierzalnoscia i lokalna ograniczonos$cia proceséw b(X,) i o(X,). Rozwaza sie jednak réwniez
stochastyczne réwnania rézniczkowe z niecigglymi wspotczynnikami.

Uwaga 14.2. Wprowadzajac nowy proces X; := X,y t € [0,T — s) oraz filtracje F; := Fips
zamieniamy réwnanie rézniczkowe (14.1) na podobne réwnanie dla X z warunkiem poczatkowym

Xo=¢.

Definicja 14.2. Proces X rozwiazujacy réwnanie (14.1) nazywamy dyfuzjg startujeca z €.
Funkcje o nazywamy wspotczynnikiem dyfuzji, a funkcje b wspélczynnikiem dryfu.

Przypomnijmy, ze funkcja f: R — R jest lipschitzowska ze stala L, jesli |f(x) — f(y)] <
L|z — y| dla wszystkich z,y. Lipschitzowskosé implikuje tez, ze

(@) < 1£(0) + Lla| < Lv1+a?

gdzie mozna przyjaé¢ np. L = 2max{|f(0)|,L}.

Twierdzenie 14.1. Zalozmy, Ze funkcje b i o sq lipschitzowskie na R, wowczas row-
nanie stochastyczne (14.1) ma co najwyzej jedno rozwigzanie (z dokladnoscig do nie-
rozréznialnosci).

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zakladaé, ze s = 0 oraz o,b sg lipschitzowskie z tg sama
stata L.
Zalézmy, ze X 1Y sa rozwigzaniami (14.1), wéwczas

t t
Xi=Yi= [(b(X,) b+ [ (o(X,) = o(V,)dW,, 0<t<T.
0 0

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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Krok I. Zal6zmy dodatkowo, ze funkcja u — E|X, — Y,|? jest skoficzona i ograniczona na
przedziatach [0,t], ¢t < T.
Mamy

Z warunku Lipschitza i nieréwnoéci Schwarza,
¢ 2 t
I < 2L2JE(/ X, = V,ldr)” < 2L2t/ E(X, — Y,)2dr.
0 0
By oszacowaé I zauwazmy, ze |0(X,.) — o(Y;)| < L| X, — Y|, wiec o(X,) — o(Y;) € L. Stad
12_2E/ ))er<2L2/]EX Y;)2dr.
Ustalmy ty < T, wéwczas z powyzszych oszacowan wynika, ze
E(X, — C/IEX Y,)2dr dlat < to,

gdzie C = C(tg) = 2L%(to + 1). Tterujac powyzsza nieréwnoéé dostajemy dla t < to,

t t rr1
E(X; — Y;)? < c/ E(X,, — Y, )%dr; < 02/ / E(X,, — Yy, )2dradry
0 0 JO

i t prr Th—1 9
<C// / E(X,, — Y, )%drg...dr
<ck supE(X, - Y;) / / /
r<t
Qt k»—»oo
= C*supE(X, — V) 0.

r<t k!

Stad dla wszystkich t < T, E(X; — Y;)? = 0, czyli X; = Y; p.n., a wiec z ciagloéci obu proceséw,
X 1Y sa nieodréznialne.
Krok II. X i Y dowolne. Okreslmy

=inf{t > s: | Xy| + |V;| = n}
i zauwazmy, ze | X[l 5, [X{[L0,r,) < n. Poniewaz w zerze oba procesy si¢ pokrywaja, wigc
| X" — Y| < 2n, stad |o(X]™) — (V") < 2Lnio(X™) —o(Y™) € L7 dlat < T. Mamy
tATh t/\Tn
Kiney = Yinm, = [ 00X) = b¥)dr+ [ (0(X0) = o)W,

tATh tATh
= [ et = vy + / (o(X[) = o (V7)) dW.
0

Nasladujac rozumowanie z kroku I dostajemy Xyar, = Yiar, p-n., przechodzac z n — co mamy
X =Y; pn.. ]

Twierdzenie 14.2. Zaloimy, ze funkcje b i o sq lipschitzowskie na R oraz &2 < oo,
wowczas rownanie stochastyczne (14.1) ma dokladnie jedno rozwigzanie X = (Xt)¢>s.
Co wigcej EX? < oo oraz funkcja t — EX? jest ograniczona na przedziatach ograni-
czonych.
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Dowdd. Jak w poprzednim twierdzeniu zaktadamy, ze s = 0. Jednoznaczno$¢ rozwiazania juz
znamy. By wykazaé jego istnienie postuzymy sie konstrukcja z uzyciem metody kolejnych przy-
blizen. Okreslamy Xt(o) (w) := &(w) oraz indukcyjnie

t t

XM — ¢y / BXD)dr + / o (X ™D)aw,. (14.2)
0 0

()

Definicja jest poprawna (tzn. calki sa dobrze okreslone), gdyz X; SQ procesami ciaglymi,

adaptowalnymi. Ponadto indukcyjnie pokazujemy, ze funkcja r — E|X ]2 jest ograniczona na
przedziatach skonczonych:

EIX{) < 3B +E( [ t |b<X£“—1>>|dr)2 +E( [ t a(Xﬁn—”)dwr)Z]

3 E£2+ﬂE/ b(X, )PdrHE/ lo(X 1>)\2dr}

<3[EE+ I2(1+1) sup BIX[" VP2,
o<r<t

Zatem X" € L2, a wiec réwniez o(X ™) € £7.
Zauwazmy, ze wobec nieréwnosci (a + b)? < 2a? + 2b% i niezalezmoéci € i Wy, dla t < to
zachodzi

Ex"Y - / b(&)dr +/ = E(b(&)t + o (§)W;)?
< 2°Eb(€)? + 2Eo () 2EWt ) < 2L2(1 +EE)(t+1*) < C,
gdzie C' = C(tg) = 2L2(1 + E&2)(tg + t3). Podobnie szacujemy dla t < t,
B X

= E[/Ot(b(Xﬁn)) — H(X D Y)dr + /Ot(a(x,@) _ a(Xﬁ"*”))der

t 2 t 2
< 2E| / b)Y — (XD dr] o+ 2] / (o(XM) — o(XD))dw, ]
0 0
¢ 9 ¢
< 21@[/ Ljxm —X£”—1>ydr] +2[E/ lo(XM)) — (XD 2dr
0 0
t t
<2L2(t+ I)E/ X — X112y < Cl/ E[X™ — X024y,
0 0

gdzie C1 = Cy(tg) = 2L2(to + 1). Tterujac to szacowanie dostajemy

E‘Xt(n-&-l) Cl/ / E‘X(n 1) §272)|2d7'2d7"1

Tn—1
<C{L// / EIXY — XO2dr,...dr
0 Jo 0
t rr1 Tn—l tn
<c?c// / dr = 001
0 JO 0

PokazaliSmy zatem, ze HXt(nH) - Xt(n) 17, < CCry £ dla t < tg. Poniewaz szereg 3, (CCY 1tn)l/2

jest zbiezny, wiec (Xt(")),@o jest ciagiem Cauchy’ego w Lo, czyli jest zbiezny. Z uwagi na jed-
nostajnos¢ szacowan wykazaliSmy istnienie X; takiego, ze

Xt(n) — X; w Lo jednostajnie na przedziatach ograniczonych.
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Stad tez wynika, ze t — EX? jest ograniczona na przedziatach ograniczonych.
(n)

Wykazemy teraz, ze X; ' z prawdopodobienstwem 1 zbiega do X; niemal jednostajnie.
Zauwazmy, ze dla ty < oo,

1
su X (n+1) X n)
(t<£| ¢ ¢ = 2n)

t<to

1
n) _ (n—1)
<B( Sup/ p(X) —b(X D) > )
t

+B(sup| [ (X)) = o(XPTINAW > g ) = Dt Iy
Mamy
to
I < IP(/O b(X™) — b(X )| dr > 2n1+1)
< 4mE( / (X ™) — (X )]dr)
0
<4 LLE( /O v X () —X£”—1>\dr) <A"M 2R / — XD 2gy

prl
(n—1)!
7 nieréwnoéé Dooba dla martyngatu [(o(X ™) — o(X™=1))dW dostajemy

dr = 4n+1L200? 1tn+1 1

to
< 4" 124 / ccp! .
0 n!

2
Iy < A" E sup
t<to

t
< 4"E| / (o(X™) — o(xV))aw,
0

/ot<a<X£">> — (X" 1))dw,

2

to to
= 4"E / (o(X™) — o(X"D))2dr < A"T?L°E / X" — XV 2y
0 0
n n—im 1
s nlelel 17:05

Przyjmujac
1
A, =< su x ) x ) > —
{t<£| t . 2n}

dostajemy
_ 1
> P(An) <Y 44+ to)LPCCY 1tga < o0,
n n

wiec P(limsup A,) = 0. Zatem dla ty < oo, ciag proceséw X (™ zbiega jednostajnie na [0, to] z
prawdopodobienstwem 1, czyli z prawdopodobienstwem 1 zbiega niemal jednostajnie na [0, c0).
Ewentualnie modyfikujac X i X na zbiorze miary zero widzimy, ze X jest granica niemal
jednostajna X (™, czyli X ma trajektorie ciagle.

Ze zbieznosci Xﬁn) do X, w Lo, jednostajnej na [0,t] oraz lipschitzowskosci b i o latwo
wynika zbiezno$é¢ w Lo, [o b(XT(n))dr i e U(Xﬁn))dr do odpowiednio [i b(X,)dr i [i o(X,)dW,,
zatem mozemy przej$¢ w (14.2) do granicy by otrzymaé dla ustalonego ¢ < T

t t
X, ::§+/ b(Xr)dr—l—/ o(X,)dW, pn.
0 0

Oba procesy X i &+ [b(X)dr + [o(X)dW sa ciagle, zatem sa nierozréznialne. O
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Przyktad 14.1. Stosujac wzér 1t6 latwo sprawdzié, ze proces X; = £exp(AW; — %Qt) jest
rozwigzaniem réwnania

dXy = A Xy dWy, Xo =¢&.

Jest to jedyne rozwiazanie tego réwnania, gdyz b = 0 oraz o(x) = Az sa funkcjami lipschitzow-
skimi.
Przyktad 14.2. Proces

t
X, =ee+ U/ =) aw,
0

jest rozwiazaniem réwnania
dXt == bXtdt + O'th, X(] == €

Jest to jedyne rozwiazanie, gdyz funkcje b(x) = bz oraz o(x) = s? s lipschitzowskie. Jedli b < 0
oraz & ma rozktad N(0, —%02), to proces X jest stacjonarny (proces Ornsteina-Uhlenbecka).

14.2. Roéwnania niejednorodne

Czesto wspotczynniki réwnania zaleza nie tylko od x, ale i od czasu.

Definicja 14.3. Zalézmy, ze b, 0: R? — R sa funkcjami cigglymi, a & zmienng losowa Fs-mierzalna.
Méwimy, ze proces X = (Xi)se[s,1) TOZWiazuje réwnanie stochastyczne

dX; = b(t, Xt)dt + J(t, Xt)th, Xs =€, (143)
jesli
t t
Xt =§+/ b(r, Xr)dT+/ o(r, X, )dW,, tels,T).

Dla réwnania niejednorodnego naturalne sg nastepujace warunki Lipschitza

[b(t, ) — b(t, y)|
|o(t,z) —o(t,y)|

L|:‘C_y|a |b(ta$)
L’x_y|7 |U(t7 JI)

NN

Twierdzenie 14.3. Zaldozmy, Ze funkcje b i o spelniajg warunki Lipschitza. Wow-
czas dla dowolnej zmiennej €, Fy-mierzalnej takiej, ze EE% < oo istnieje dokladnie
jedno rozwigzanie (14.3). Co wiecej rozwigzanie to daje sie otrzymad metodg kolejnych
przyblizen jak w przypadku jednorodnym.

Przyklad 14.3. Réwnanie
dXt = O'(t)Xtth, XO = § (144)

spelnia zalozenia twierdzenia, jesli sup, |o(t)| < oco. By znalezé jego rozwiazanie sformulujmy
og6lniejszy fakt.

Stwierdzenie 14.1. Zalozmy, Ze M jest cigglym martyngalem lokalnym, zas Zy zmienng
Fo-mierzalng. Wowczas proces Zy = exp(M; — %(M)t) jest martyngalem lokalnym takim, Ze
dZ, = ZydMy, ton. Zy = Zo + [ ZsdMs.

Proces Z bywa nazywany eksponentq stochastyczng.
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Dowdd. 7 wzoru Ito dla semimartyngatu X; = M; — %(M)t dostajemy
1
dZ; = d(Zpe™) = ZoeXtd X, + §dexfd(M>t = ZoeXtdM; = Z;dM;.

Proces Z jest martyngalem lokalnym na mocy konstrukcji catki stochastyczne;j. ]

Wracajac do Przyktadu 14.3 zauwazamy, ze M; = fé o(s)dWs jest martyngalem lokalnym,
wiec rozwiazanie réwnania (14.4) ma postaé

1 t

thfeXP<Mt—§(M>t)=§eXp</ dW——/

Przyktad 14.4. Rozpatrzmy niejednorodne réwnanie liniowe postaci
dY; = b(t)Yidt + o(t)YedWy,  Xo = &.

Wspbélezynniki b(t,y) = b(t)y i o(t,y) = o(t)y spelniaja warunki Lipschitza, jesli sup, |b(t)| <
oo oraz sup, |o(t)| < oco. By znalezé rozwiazanie zalézmy, ze jest postaci X; = ¢g(t)Y:, gdzie
dY; = o(t)YedWy, Yo = &, postaé¢ Y znamy z Przykladu 3. Wéwezas, z dwuwymiarowego wzoru
1to

dX; = ¢ (t)Yidt + g(t)dY; = ¢'(t)Yidt + o(t) XedW,.

Wystarczy wiec rozwigzaé zwyczajne réwnanie rézniczkowe

g'(t) =b(t)g(t), g(0)=1,
by dostaé

Xt:mg(t):gexp(/ot dW—f/ 2ds+/b )ds).

14.3. Przypadek wielowymiarowy

Zanim sformulujemy odpowiednik wczesniejszych wynikow dla przypadku wielowymiarowe-
go wprowadzimy wygodne ustalenia notacyjne.

Definicja 14.4. Niech W = (W(l), . ,W(d)) bedzie d-wymiarowym procesem Wienera. Dla
X = [X(i7j)]1<i<m71<j<d macierzy m X d zlozonej z proceséw z A% okreslamy m-wymiarowy
proces
(M m)y _ !
My = (MO, M ):/ X AW, 0<t<T
0

Wzoremn p
t . .
D= Z/ XEDawd, 1<i<m.
=170

Przy powyzej wprowadzonej notacji mozemy zdefiniowaé¢ wielowymiarowe rownania stocha-
styczne.
Definicja 14.5. Zalézmy, ze b: R™ — R™ o: R™ — R™%¢ g3 funkcjami ciaglymi, W =
WO WD) jest d-wymiarowym procesem Wienera, a & = (£1,...,&y), m-wymiarowym,
Fs-mierzalnym wektorem losowym. Mowimy, ze m-wymiarowy proces X = (Xt(l) . Xt(m))te[sj)
rozwigzuje jednorodne wielowymiarowe rownanie stochastyczne

dXt = b(Xt)dt + U(Xt)th, Xs = (g,
jesli

X, = §+/b dr+/t (X, )dW,, tels,T).
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Tak jak w przypadku jednowymiarowym dowodzimy:

Twierdzenie 14.4. Zaléimy, ze & = (&1, ..., &m) jest m-wymiarowym, Fs-mierzalnym
wektorem losowym takim, Ze Ef? <oodlal<j<m,b:R" =R g: R™ — RI*x™
sq funkcjami lipschitzowskimi oraz W jest d-wymiarowym procesem Wienera. Wowczas
rownanie

dXt = b(Xt)dt T O'(Xt)th, XS = f

ma dokladnie jedno rozwigzanie X = (Xt(l), e ,Xt(m))@s. Ponadto

E sup IEZ|Xt(i)]2 <oo dlau < oo.
s<t<u

14.4. Generator procesu dyfuzji.

W tej czedci zakladamy, ze b = (b;)icm: R™ — R™, 0 = (04;)i<m,j<a: R" — R™*4 g5
funkcjami ciagltymi, zas W = (WM ... WD) jest d-wymiarowym procesem Wienera.

Definicja 14.6. Generatorem m-wymiarowego procesu dyfuzji spelniajacego stochastyczne
rownanie rézniczkowe

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th
nazywamy operator rézniczkowy drugiego rzedu dany wzorem
Li) =Y b L 1ii 2L (@), recr@m
€xr) = — X .
— ! 2 == 8%856] ’
Definicja ta jest motywowana przez ponizszy prosty, ale bardzo wazny fakt.

Stwierdzenie 14.2. Zaidéimy, ze L jest gemeratorem procesu dyfuzji spelniajgcego réwnanie
dX; = b(Xy)dt + o(Xy)dW;. Woéwczas dla dowolnej funkcji f € C*(R™) takiej, ze f(Xo) jest
catkowalne, proces Mtf = f(Xy) — fo Lf(Xs)ds jest cigglym martyngalem lokalnym. Ponadto,
jesli f ma dodatkowo no$nik zwarty, to Mtf jest martyngatem.

Dowdd. Ze wzoru It tatwo sprawdzié, ze

M{ = f(Xo) +§n:§d:/

i=1;=1"0

t 8 .
0.0 af (X)dW ) € M.

Jedli f € C% (R™), to funkcje a”( )gj( ) sa ciagle i maja nosnik zwarty w R™, wiec sa
ograniczone, zatem procesy o; ](Xt) (Xt) naleza do £2. dla dowolnego T’ < oo, wiec Mtf jest
martyngatem (a nawet martyngatem calkowalnym z kwadratem). O

Uwaga 14.3. Zaltozenie o zwartym noéniku f mozna w wielu przykladach istotnie ostabié¢. Za-
16zmy, ze wspotczynniki b i o sa lipschitzowskie oraz Xo € Ly. Wowczas, jak wiemy, Xy jest
calkowalny z kwadratem oraz sup,cp EX? < codlaT < oco. Stad nietrudno sprawdzié (uzywajac
lipschitzowskoéci 0; ;), ze jesli pochodne f sa ograniczone, to oy ;(X¢) 52 or -(Xy) € L2 dla T < oo,

zatem Mtf jest martyngalem.
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Przyktad 14.5. Generatorem d-wymiarowego procesu Wienera jest operator Lf = %A f-
Jesli X = (X1,...,Xy) spelnia

dx® =bvxVdt + cdw?, i=1,....m,

(m-wymiarowy proces Ornsteina-Uhlenbecka), to Lf(z) = bz, V f(z)) + 302Af.

Wyktad zakonczymy przyktadem pokazujacym zwigzek miedzy stochastycznymi réwnaniami
rézniczkowymi a réwnaniami czastkowymi. Dokladna analiza takich zwiazkéw jest wazna dzie-
dzina laczaca rozumowania analityczne i probabilistyczne. Nieco wigcej na ten temat mozna sie
bedzie dowiedzie¢ na przedmiocie Procesy Stochastyczne.

Przyklad 14.6. Dla x € R™ niech X} bedzie rozwiazaniem réwnania stochastycznego
dX}! =b(X])dt + o(X])dWe, X§ ==,

zas L odpowiadajacym mu generatorem. Zalézmy, ze D jest obszarem ograniczonym oraz f
spelnia réwnanie czastkowe

Lf(z)=0, z€ D, f(x)=h(x), z€dD.

Zalézmy dodatkowo, ze f daje sie rozszerzyé¢ do funkcji klasy C? na pewnym otoczeniu D.
Wéwezas f sie rozszerza tez do funkcji klasy C2, (R™). Wybierzmy x € D i okredlmy

T =inf{t > 0: XJ ¢ D}.

Wiemy, ze proces M; = f(X}) — fg Lf(X7¥)ds jest martyngalem, zatem martyngalem jest
réwniez Mia-, ale

AT
Minr = f(XEL) — / ELF(XT)ds = f(XE,),

w szczegbdnosci

Ef(XE,) = EM, = EMy = f().

Jesli dodatkowo 7 < oo p.n. (to zalozenie jest spelnione np. dla procesu Wienera), to z twier-
dzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej

f(@) = Ef(X3,) — EF(XZ) = ER(XY).

OtrzynaliSmy wiec stochastyczng reprezentacje rozwiazania eliptycznego rownania czastkowego.
Podobne rozumowanie pokazuje, ze (przy pewnych dodatkowych zalozeniach) rozwiazanie
rownania

Lf(z)=g(x), z€ D, f(x)=h(z)redD

ma postaé zadang wzorem Feynmana-Kaca

f(x) = ER(XT) = E/()Tg(xg)ds, z€D.

14.5. Zadania

Cwiczenie 14.1. Zweryfikuj rachunki dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka z Przykladu 14.2.
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Cwiczenie 14.2. i) Wykaz, ze dla z, 0, b € R istnicje doktadnie jeden proces X = (X;)¢>o taki,
ze

t ¢
Xt:$+a/ Xdes—i-b/ Xsds.
0 0

Ponadto sup,,, EX? < oo dla u < oo.
ii) Oblicz EX;.
iii) Znajdz stochastyczne réwnania rézniczkowe spetnione przez X? i eX.

1

26_2th eksploduje w

Cwiczenie 14.3. Wykaz, ze rozwiazanie réwnania dX = e XdW —

skoniczonym czasie. Wskazéwka. Rozpatrz proces Y = eX.

Cwiczenie 14.4. Wykaz, ze rozwiazanie rownania
dX; = (1+ X)) (1 + XP)dt + (1 + X2)dW;

eksploduje w skonczonym czasie. Ponadto wartos¢ oczekiwana czasu do eksplozji jest skoniczona.

Cwiczenie 14.5. Zalézmy, ze A(t) jest ciagla funkcja na [0,7] o warto$ciach w macierzach
m x m, o(t) jest ciagla funkcja na [0, 7] o wartoéciach w macierzach m x d, za$ a(t) jest ciagla
funkcja na [0,7] o wartoéciach w R™. Niech S(t) bedzie jedynym rozwiazaniem réwnania

ds(t)

S = AWSEH), S0 = 1.

Ponadto niech W bedzie d-wymiarowym procesem Wienera, a ¢ zmienng losowa niezalezna od
W. Wykaz, ze

t
Q) §(t) = S e+ /O S~ (s)a(s)ds)
jest rozwiazaniem réwnania deterministycznego

dizgt) = A(t)&(t) +a(t), £(0) =¢,

t t

b) X(t) = 5(t)(6+ / S (s)a(s)ds+ / 57 (s)o(s)dW)
0 0

jest jedynym rozwiazaniem stochastycznego rownania rézniczkowego

dX; = (AW X, + a(t))dt + o(H)dW;,  Xo = &.



15. T'wierdzenie Girsanowa

W czasie tego wyktadu przyjmujemy jak zwykle, ze (2, F,P) jest ustalona przestrzenia pro-
babilistyczna. Bedziemy konstruowali inne miary probabilistyczne na przestrzeni (2, F) wzgle-
dem ktérych proces Wienera z dryfem ma taki rozklad jak zwykly proces Wienera. Przez EX
bedziemy rozumieli zawsze warto$¢ oczekiwang wzgledem P, wartosé oczekiwang X wzgledem
innej miary Q bedziemy oznacza¢ EqX. Zauwazmy, ze jesli dQ = ZdP, tzn. Q(A) = [, ZdP, to

EgX = /Xd@ = /XZdIP’ =E(XZ).

15.1. Przypadek dyskretny

Zalézmy, ze zmienne Zy, Zs,...,Z, sa niezalezne i maja standardowy rozklad normalny
N(0,1). WprowadZmy nowa miare Q na (Q, F) wzorem dQ = exp(3i_y piZ; — 3 Sopy pi?)dP,

tzn.
Q(A) = / exp (2 jiZi(w) - %Z p?)dB(w) dla A€ .
A i=1 i=1

Zauwazmy, ze

QQ) =Eexp (3 i — 5 > 4) = [[Bexp (wiZi — 51f) = 1,
i=1 i=1

=1

wiec Q jest miara probabilistyczna na (€2, F). Ponadto dla dowolnego zbioru I' € B(R"™),
Q((Zla"'vz ) € Eexp(ZNzZ - Z/%) {(Z1,-,Zn)€T}
1 2 1 2
- / xp(Z:MZ2 Zui)exp(—fz,zﬂdzl...dzn
©(2m)n? 24 2
1 1 &
( /exp(— 52(2’1 —,ui)2>dzl...dzn
i=1

(2m)n/2

—

Zatem wzgledem miary Q zmienne Z; — p; sa niezalezne oraz maja rozktad N (0, 1).

Definiujac Sy = Z1 + . .. + Z, widzimy, ze wzgledem Q zmienne (Sy — S-F_; f1:)p<n sa suma-
mi niezaleznych standardowych zmiennych normalnych (czyli maja ten sam rozklad co (Sk)g
wzgledem P). Podczas dalszej czesci wykladu pokazemy, ze mozna podobny fakt sformulowaé
w przypadku ciagtym, gdy Sy zastapimy procesem Wienera, a sumy Zle w; catka fg Ysds.

15.2. Twierdzenie Girsanowa dla procesu Wienera
Zalézmy, ze T < 0o, proces Y = (Y;)i<r jest prognozowalny oraz fOT Y;? < oo p.n., wéwezas

Y € A%, proces My = [YdW jest martyngalem lokalnym na [0,T) oraz (M) = [Y?2dt. Co

Wstep do Analizy Stochastycznej (© R.Latala, Uniwersytet Warszawski, 2011.
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wiecej mozna tez okredlié wartosé M i Z w punkcie T. Zatem jak wiemy (zob. Stwierdzenie
14.1) proces

Zy i= exp (Mt - é(M}t) = exp (/Ot Y. dW, — ;/Ot ys2d8)

jest martyngatem lokalnym na [0, 7).

Lemat 15.1. Jesli M jest cigglym martyngatem lokalnym na [0,T], to proces Z; = exp(M; —

%(M}t) jest martyngalem na przedziale skoriczonym [0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy EZr = 1.

Dowdd. Implikacja ”=" jest oczywista, bo EZr = EZy = 1. Wystarczy wiec udowodnié¢ ”<=".

Wiemy, ze Z jest nieujemnym martyngatem lokalnym, zatem jest nadmartyngatem (Stwier-
dzenie 9.6). Ustalmy t € [0,T], wéwczas Z; > E(Zp|F;) p.n.. Ponadto 1 = EZy > EZ;, > EZr,
czyli, jeSli EZpr =1, to EZ; =11

E(Z; — E(Zr|F,) = EZ, — EZr = 0,
a wiec Zy = E(Zp|F:) p.n.. O

Twierdzenie 15.1. Zaléimy, Ze T < oo, proces Y jest prognozowalny oraz fOT Y2ds <
0o p.n.. Niech Z; = exp(f(;5 Y, dWs — %fé Y2ds), wowczas, jesli BZp = 1 (czyli Z jest
martyngatem na [0,T]), to proces

t
Vi=Wi- [ Yids, tefo,T)
0

jest procesem Wienera na zmodyfikowanej przestrzeni propabilistycznej (2, F,Qr),
gdzie dQp = ZpdP, tzn.

Qr(A) = /A ZrdP, A€ F.

Dowdd. Zmienna Zp jest nieujemna i EZp = 1, wiec Qp jest miara probabilistyczna. Zauwazmy
tez, ze jeSli P(A) = 0, to Qp(A) = 0, czyli zdarzenia, ktore zachodza P prawie na pewno,
zachodza tez Qp prawie na pewno. Proces V jest ciagly, adaptowalny wzgledem F; oraz Vy = 0.
Wystarczy zatem, na mocy Twierdzenia 13.5 wykazaé, ze dla A € R, proces Uy = Uy(\) =
exp(AV; — %/\Qt) jest martyngalem lokalnym wzgledem Qp. Zauwazmy, ze

U, Z; = exp (Av; - %/\Qt) exp (/Oty;,dws - % /Ot des)

t 1 t
:exp<)\Wt+/KdWs—f/(Q)\}Q+/\2+§/;2)ds)

0 2 Jo
= t)\ Y,)dW, 1t>\ Y,)?ds) = N, — L
= exp ([ O+ YW, — 5 [[(A+Yi)ds) = exp (N = 5(N00).

gdzie N = [(A+Y)dW € Mf, .. Zatem proces UZ jest martyngalem lokalnym wzgledem P,

czyli istnieja 7, / T takie, ze U™ Z™ jest martyngalem. Ustalmy n, wtedy dla dowolnego
ograniczonego momentu zatrzymania 7,

Eg,Uo = E(UoZr) = E(UoE(Zr|Fo)) = E(UoZo) = E(Urypr Zrynr)

n n

= E(UT /\TE(ZT‘f’Tn/\T) = E(UT /\TZT> = EQTUTn/\Ta

n n

zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Dooba wynika, ze U™ jest martyngatem wzgle-
dem Qr, czyli U jest Qp-martyngatem lokalnym. O



15.2. Twierdzenie Girsanowa dla procesu Wienera 85

W pewnych zastosowaniach wygodnie jest mie¢ miare wzgledem ktérej proces W — [Yds
jest procesem Wienera na calej potprostej [0, 00).

Twierdzenie 15.2. Zaléimy, ze Y € A%, zas proces Z; i miary Qr dla T < oo sq
okreslone jak poprzednio. Wowczas, jesli EZy = 1 dla wszystkich t (czyli Z jest mar-
tyngatem na [0,00) ), to istnieje dokladnie jedna miara probabilistyczna Q na (Q, FY)
taka, ze Q(A) = Qr(A) dla A€ F)Y i T < 0o. Proces V=W — [Yds jest wzgledem

Q procesem Wienera na [0, 00).

Szkic Dowodu.. Na zbiorach postaci A = {(Wy,, Wiy, ..., Wy, ) € TH O <t <ta < ... <t <
T, T € B(R¥) kladziemy Q(A); = Qr(A). Otrzymujemy w ten sposéb zgodng rodzine miar pro-
babilistycznych, ktéra na mocy twierdzenia Koltmogorowa przedtuza sie w sposoéb jednoznaczny
do miary Q na FY. O

Uwaga 15.1. O ile miara Q7 jest absolutnie ciagta wzgledem P (tzn. Qr(A) = 0, jesli P(A) = 0),
to miara Q zadana przez ostatnie twierdzenie taka by¢ nie musi. Istotnie okredlmy Y; = p # 0,
czyli Vi = Wy — ut. Niech

A= {w: lim sup %Wt(w) = O},

B := {w: limsup%‘/}(w) = O} = {w: lim sup %Wt(w) = ,u}.

Wéwezas z mocnego prawa wielkich liczb dla proceseu Wienera P(A) = 1 oraz P(B) = 0,
z drugiej strony Q(B) = 1, zatem miary P i Q sa wzajemnie singularne na '/, mimo, ze po
odbcieciu do ]—}W dla T < oo sa wzgledem siebie absolutnie ciagte. Mozna pokazaé, ze albsolutna
ciagtos¢ QQ wzgledem P wiaze sie z jednostajna catkowalnoscig martyngatu Z.

Naturalne jest pytanie kiedy spelnione sg zalozenia twierdzenia Girsanowa, czyli kiedy Z
jest martyngatem. Uzyteczne jest nastepujace kryterium.

Twierdzenie 15.3 (Kryterium Nowikowa). Jesli Y jest procesem prognozowalnym
spetniajgcym warunek Eexp(% fOT Y2ds) < oo, to spelnione sq zalozenia twierdzenia
Girsanowa, tzn. proces Z = exp([YdW — L [Y2dt) jest martyngatem na [0, T).

Kryterium Nowikowa jest konsekwencjg silniejszego twierdzenia, ktére przedstawimy bez
dowodu.

Twierdzenie 15.4. Zalozmy, ze M jest cigglym martyngatem lokalnym takim, Ze dla
wszystkich t, Eexp(3(M);) < oo. Niech Zy = exp(M; — 1(M)), wéwczas EZ; = 1 dla
wszystkich t, czyli Z jest martyngatem.

Twierdzenie Girsanowa mozna sformutowaé tez w przypadku wielowymiarowym.
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Twierdzenie 15.5. Zaléimy, ze Y = (YD .. YD) proces d-wymiarowy taki, ze
YU ¢ A2 oraz T < 0o. Niech W = (WO, WD) bedzie d-wymiarowym procesem
Waienera oraz

d 3
Zy = exp (Z/ys(i)th(z) . % /Ot |Ys|2ds>-
i=1

Wowczas, jesli EZr =1 (czyli Zy jest martyngatem na [0,T]), to proces

t
Vi =W, — / Yods = (WY / y@ WD / v ds)
0

jest procesem Wienera na [0, T] wzgledem miary probabilistycznej Qq takiej, ze dQp =
ZrdP.

Kryterium Nowikowa w przypadku d-wymiarowym ma postaé

Twierdzenie 15.6. Jesli Y jest d-wymiarowym procesem prognozowalnym spetniajg-
cym warunek Eexp(% fOT |Y5|%ds) < 0o, to spelnione sq zalozenia twierdzenia Girsano-
wa.

15.3. Zadania

Cwiczenie 15.1. Znajdz taka miare probabilistyczna Q na (€2, .7-"2/1), by proces (W +2t4)o<i<1
byl procesem Wienera wzgledem Q.

Cwiczenie 15.2. Niech T’ < 0o, U bedzie procesem Wienera na (Q, F, P),
t 1 st t
Z :exp(/ b(s, U,)dU, — f/ V(s Upds), Wi:=U, —/ b(s, Uy)ds.
0 2 Jo 0

Stosujac twierdzenie Girsanowa wykaz, ze jeSli EZr = 1, to istnieje miara probabilistyczna Qp
taka, ze na przestrzeni probabilistycznej (0, F,Qr), (Wi)ogi<r jest procesem Wienera oraz

dUt - b(t, Ut)dt + th7 0 < t < T, UO - O

Cwiczenie 15.3. Niech y oznacza miare Wienera na C([0,1]) (tzn. rozktad wyznaczony przez
proces Wienera na [0, 1]). Dla h € C(]0, 1]) okreslamy nowa miare uj, wzorem pp(A) := p(h+A).
Wykaz, ze

a) jesli h(t) = fo g(s)ds dla 0 < t < 1 oraz g € Lo[0,1], to miara uj; jest absolutnie ciagla
wzgledem g oraz znajdz jej gestosé,
b*) jesli h nie ma powyzszej postaci, to miary p i pp sa wzajemnie singularne.
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